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Resumo

A determinacdo das propriedades dindmicas de uma estrutura é um aspeto bastante
importante para a determinagdo do comportamento dindmico dessa estrutura. A analise
dindmica do sistema faz j& parte do projeto e dimensionamento de uma estrutura pois ao
longo dos anos foram surgindo varios problemas com vibrac6es na estrutura que podem ter
varias consequéncias, fadiga acelerada, desconforto no caso de ser uma estrutura utilizada
por pessoas regularmente ou até mesmo a rotura da estrutura. Esta andlise, tal como uma
analise estéatica, geralmente parte de um modelo analitico ou humérico, chamados métodos
diretos, obtendo depois os resultados que serdo esperados na realidade. No entanto, em
estruturas complexas, onde possam haver ligacGes do tipo aparafusadas, rebitadas, soldadas
ou ainda apoios elasticos ou cintas, torna-se mais complicado realizar o modelo analitico ou
numérico do sistema pois € mais dificil encontrar as propriedades dos varios materiais ou
pode mesmo ser complicado chegar a determinada unido para medir. Assim, comecaram a
ser utilizados os chamados métodos inversos, onde se partem de resultados obtidos

experimentalmente para assim se conseguir identificar as propriedades do sistema.

As funcbes de resposta em frequéncia (FRF) tornaram-se num dos recursos mais usados
neste tipo de método pois representam a resposta de um sistema a uma excitacdo, ou seja,
resultados obtidos experimentalmente, e a partir delas é possivel determinar todos os
modelos do sistema, modal e espacial. Esta ferramenta tem sido bastante estudada e foram
ja desenvolvidos métodos de acoplamento que permitem ir medindo experimentalmente
subestruturas e depois formar a estrutura global. Neste trabalho é abordada a questdo onde
ndo se conhecem as respostas dinamicas da estrutura e se procura estimar essas respostas a

partir do conhecimento numérico de parte da estrutura.

Palavras-chave: estrutura, acoplamento, MEF, FRF, correlacdo, respostas ndo

medidas.
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Abstract

The determination of the dynamic properties of a structure is a big feature to create a
theoretical model of the dynamic behavior of a complex structure. The dynamic analysis of
a structure is now part of the design of a structure because over the years the problems with
vibrations emerged and they can bring many consequences to the structure, like, the
acceleration of fatigue, discomfort in the cases of structures used by people regularly and
eventually the total rupture.

This analysis, like the static analysis, usually start from an analytical or numerical model
to obtain the results that are expected in reality. However, in some complex structures, where
could exist joints like screwed or welded ones or even elastic supports or braces, it becomes
more complicated to achieve the numeric model of the structure because it’s harder to find
the different properties of the materials or to measure the joint. Therefore, it began to be used
the inverse methods, where you start from the experimental results to identify the system

characteristics.

The FRF (frequency response function) became one of the most used resources in this
type of method because they represent the response of a system to an excitation. With the
FRF of a structure you could identify all the characteristics of the structure because you can
pass from this model to the modal model or the spatial model. This tool has been widely
used and there have been developed some coupling methods that allowing a measurement
by parts, by creating different substructures that in the end are engaged or the reverse. In this
work, the question where you don’t know nothing about a substructure but you can measure

the global structure is addressed.

Keywords: structure, coupling, FEM, FRF, correlation, unmeasured response.
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1. Introducao

1.1. Sistemas mecanicos

Todos os sistemas mecanicos e estruturais podem ser modelados num sistema massa-
mola-amortecedor. Em alguns sistemas, como por exemplo no automovel, a massa, a mola
e 0 amortecedor podem ser identificados em componentes separados (massa na forma do
corpo do veiculo, mola na forma da suspenséo e amortecedor na forma dos amortecedores
da suspensdo). Noutros sistemas estes trés componentes ndo sdo separaveis, como por
exemplo na asa de um avido, em que a massa € distribuida ao longo da asa, mas que devido
a sua elasticidade, sofre uma deformacéo notavel durante o voo pelo que pode ser modelada
como mola. Em adicdo, a deflexdo da asa introduz amortecimento devido ao movimento
relativo de componentes como juntas, conexBes e friccdo interna devido a defeitos

microestruturais do material [1].

1.2. Histéria do estudo de vibracoes

As pessoas comecaram a ficar interessadas pela vibracdo quando criaram 0s primeiros
instrumentos musicais, provavelmente assobios e tambores, por volta de 4000 a.C. Foram
sendo criados alguns instrumentos musicais ao longo dos anos no entanto Pythagoras (582-
507 a.C.) foi o primeiro a investigar sons musicais com base cientifica [1]. Foram sendo
feitos alguns trabalhos sempre com base na musica, até que em 1636 surge o primeiro livro
publicado sobre a vibragao de cordas, que foi, “Harmonicorum Liber”, publicado por Marin
Mersenne, em que mediu, pela primeira vez, a frequéncia de vibracdo de uma corda longa e
previu a partir desta a frequéncia de uma corda mais curta com a mesma densidade e tensé&o.
Mersenne ¢é considerado o pai da acustica e tem os créditos das leis da vibracéo de cordas,
mas isto deve-se ao facto da publicacdo de Galileu Galileo ter sido proibida pela Inquisi¢do
em Roma. No livro de Galileo, apenas publicado em 1638, foi descrita a dependéncia da
frequéncia de vibragdo no comprimento de um pendulo, e o fendmeno da ressonancia. Em
publicacdes de Galileo é possivel verificar jA uma clara percecao da relagdo entre frequéncia,

comprimento, tenséo e densidade de uma corda esticada vibrando [1].



Em 1686, Isaac Newton publicou o seu livro onde descreveu as leis universais da
gravidade e ainda 3 leis de movimento. A segunda lei de Newton de movimento € usada em

vibragOes para derivar as equagdes do movimento de um corpo vibrando [1].

Em 1713, o matematico inglés Brook Taylor descobriu a solugéo tedrica para o problema
da vibracdo de cordas, com a frequéncia natural de vibragdo a corresponder aos valores
experimentais de Galileo e Mersenne [1].

Até a 40 anos atras, os estudos sobre vibragdo usavam modelos grosseiros com poucos
graus de liberdade. A partir de 1950 e com o avancgo da capacidade de processamento dos
computadores, comegou a ser possivel tratar sistemas mais complexos e gerar solugdes
aproximadas. Em simultaneo houve o desenvolvimento do método dos elementos finitos que
permitiu aos engenheiros usar os computadores para analise detalhada de calculo numérico
de vibragdes de sistemas mecanicos, de veiculos e estruturais complexos exibindo varios

graus de liberdade [1].

A anélise modal teve um grande impacto no estudo de vibrac6es. Existiram dois grandes
marcos que posteriormente contribuiram para o nascimento da analise modal. O primeiro
surgiu quando Newton ao observar o espetro da luz solar percebeu que esta era composta
por varias bandas de cor e o0 segundo foi quando Fourier, que baseando-se no conhecimento
matematico anterior, afirma que uma funcdo periddica arbitraria com intervalo de tempo
finito pode ser sempre representada por uma soma de funcgdes harmoénicas simples. A série
de Fourier e as analises do espetro trouxeram uma base sélida para o desenvolvimento da

analise modal.

A andlise modal tedrica baseia-se muito na equacao de onda que descreve a dindmica de
uma corda vibrante, pois da solucdo desta equacdo podem-se determinar as frequéncias
naturais, modos de vibracao e as respostas. Esta etapa da analise modal foi desenvolvida
durante o século XI1X uma vez que estava bastante dependente da matematica para resolver

as equacdes diferenciais parciais.

O conceito de discretizacdo de um objeto e a introducéo de anélises recorrendo a matrizes
impulsionou a analise modal teérica no inicio do século XX, sendo que 0 marco que se

seguiu foi o surgimento dos computadores que permitiu realizar problemas tedricos [2].

A analise modal experimental surgiu também nesta altura devido aos desenvolvimentos
na engenharia elétrica, que permitiu comecar a fazer analogias entre os sistemas mecanicos

e os elétricos e aplicar algumas teorias da analise de circuitos elétricos em mecanicos [2].



A invencdo da transformada répida de Fourier (FFT) por J.W.Cooly e J.W.Turkey em
1965 abriu finalmente caminho e tornou comum a aplicacdo da analise modal experimental
na dindmica estrutural. Com a FFT, é possivel calcular respostas em frequéncia de uma
estrutura a partir da medicdo de determinadas entradas e respostas resultantes. A teoria da
anélise modal ajudou a estabelecer uma relacao entre as Func6es de Resposta em Frequéncia
(FRF) medidas e os dados modais da estrutura testada. Esta relacéo focava-se sobretudo em

conseguir obter os dados modais a partir das FRF medidas.

O primeiro método de andlise modal experimental foi proposto por C.C.Kennedy e
C.D.Pancu em 1947, ainda antes de ter surgido a FFT, o que levou a que esta analise tivesse
sido abandonada até aparecer a FFT, ainda assim este é dos métodos mais significativos [2].

O desenvolvimento experimental ajudou a um avanco na teoria da analise modal. A
tradicional analise modal analitica com o modelo de amortecimento proporcional a ser
expandido para um modelo com amortecimento ndo-proporcional. A teoria dos modos de
vibragdo complexa foi desenvolvida e problemas de dindmica estrutural inversa foram muito
estudados, tais como, a identificacdo de forcas a partir de respostas medidas. As

caracteristicas dinamicas ndo lineares também passaram a ser estudadas.

Hoje em dia a analise modal é usada nas mais diversas areas, tendo-se tornado

juntamente com a analise numérica de elementos finitos dois pilares da dindmica estrutural

[2].

1.3. Importancia deste estudo

Recentemente as investigacdes nesta area tém sido motivadas por aplicagdes de
engenharia, tais como, projeto de maquinas, estruturas, motores, turbinas e sistemas de

controlo.

A maioria dos motores tem problemas de vibragGes devido ao desequilibrio na sua

construcdo, quer devido a falhas no projeto quer durante a fase de fabrico.

Sempre que a frequéncia natural de vibracdo de uma maquina ou estrutura coincida com
a frequéncia de excitacdo externa, ocorre um fenémeno conhecido como ressonancia que
pode levar a deformac&o excessiva ou mesmo a rotura. Devido aos efeitos devastadores deste
fendmeno, o teste de vibracGes € ja um procedimento normal no desenvolvimento de muitos

sistemas de engenharia.



Nalgumas aplicagdes comerciais e industriais a vibracdo é usada de forma proveitosa,
sendo que cada vez mais este tipo de aplicagcdes é usado. Alguns exemplos destas aplicagdes
sdo transportadoras, funis, peneiras, compactadores, maquinas de lavar, escovas de dentes
elétricas, brocas dos dentistas, rel6gios e unidades de massagem. E também usada para furar
a terra, teste de materiais, processos de acabamento e em circuitos eletronicos para filtrar
frequéncias indesejadas, bem como é usada para melhorar a eficiéncia de processos de
maquinagem, fundicédo, forjamento e soldadura [1].Este trabalho é importante na sequéncia
deste estudo uma vez que se vao utilizar ferramentas que permitem obter a caracterizacao
dindmica da estrutura, desde frequéncias naturais a modos de vibragéo, e assim, com esta
caracterizacédo dinamica do sistema, podem ser evitados alguns dos problemas mencionados
anteriormente. Dentro desta caracterizacdo, vai ser estudado um modelo que permite obter
as respostas dinamicas de uma estrutura desconhecendo uma parte dessa estrutura, o que

facilita em muitos casos a caracteriza¢do dinamica do sistema.



2. Estado da arte

2.1. Introducao

Por vibracdo entende-se qualquer movimento que se repita durante um intervalo de
tempo. Um sistema de vibracdo é composto por um meio para armazenar energia potencial
(mola ou elasticidade), um meio para armazenar energia cinética (massa ou inércia) e um

meio onde a energia é dissipada (amortecedor).

Existem varios tipos de vibracdo que se qualificam consoante o comportamento do
sistema. Quando um sistema, apds uma perturbacdo inicial continua a vibrar sem que haja
uma forca externa a atuar € conhecida como vibracdo livre. Se um sistema € sujeito a uma
forca externa e dai resulta uma vibracdo esta é conhecida como vibracdo forcada. As
vibragcbes com amortecimento e sem amortecimento distinguem-se, respetivamente,
consoante haja ou ndo perda de energia durante a oscilacdo. Na maioria dos sistemas com
amortecimento, este € minimo e é desprezavel pois torna as analises mais complexas. A
vibracdo periédica acontece quando, a qualquer momento, o valor ou magnitude da excitacdo
é conhecido. Por fim, no caso da vibracdo aleatoria é impossivel prever o valor da excitacdo
num determinado momento, no entanto é possivel obter um valor médio. A velocidade do

vento e 0 movimento da terra num sismo sao alguns exemplos [1].

2.2. Procedimento para analise vibracoes

Um sistema vibratério € um sistema dindmico cujas variaveis de entrada (excitagdes) e
de saida (respostas) sdo dependentes do tempo. A resposta de um sistema geralmente
depende das condigdes iniciais do sistema mas também de excitacdes externas. Desta forma,
a maioria dos sistemas praticos séo muito complexos, e assim é impossivel considerar todos
os detalhes para uma analise matematica. Apenas as caracteristicas mais importantes séo
consideradas na analise ao comportamento do sistema, usando assim um modelo mais

simples que o sistema fisico.



Assim, a anélise de um sistema vibratério inclui um modelo matematico, a obtencéo das

equac0es, a solucdo destas e a interpretacédo de resultados.

O primeiro passo é a criagdo de um modelo matematico onde o objetivo passa por
representar todas as caracteristicas importantes do sistema para que depois se possam obter
as equacdes que regem o comportamento do sistema. Este modelo pode ser linear ou ndo
linear dependendo do comportamento dos componentes do sistema, sendo que o modelo
linear permite obter solugdes mais rapidas mas pode ocultar certas caracteristicas do sistema
pelo que tem de ser encontrado aqui um equilibrio tendo em conta o sistema que se esta a
analisar e o estudo que se pretende. Por vezes o que € feito é comecar com um modelo mais
grosseiro para ter uma ideia genérica do comportamento do sistema e depois ir refinando o

modelo até se ter um resultado mais proximo do comportamento real do sistema.

O segundo passo passa por obter as equacdes que descrevem o comportamento dindmico
do sistema. Estas equagdes podem ser facilmente obtidas a partir do diagrama de corpo livre

do sistema.

O terceiro passo centra-se em resolver as equacdes obtidas anteriormente por forma a
encontrar a resposta do sistema. Estas podem ser resolvidas usando célculo integral, métodos

matriciais ou céalculo numérico.

Por ultimo procede-se a interpretacdo dos resultados pois do passo anterior resultam
deslocamentos, velocidades e aceleracdes que depois tém de ser interpretadas consoante o

estudo que se esta a fazer [1].

2.3. Analise modal

Nas Ultimas décadas a analise modal tem-se tornado um método muito importante na
determinacao, melhoramento e otimizac&o das caracteristicas dindmicas de estruturas. E um
método que tem tido reconhecimento, ndo sé na engenharia mecanica e aeronautica, como
também tem tido aplicagdes em estruturas de edificios, problemas biomecanicos, estruturas

espaciais, instrumentos acusticos, nos transportes e estacdes nucleares.

Nos ultimos anos tém crescido as exigéncias para tornar as complexas estruturas
mecanicas, aeronauticas e civis mais leves, flexiveis e resistentes. Por exemplo, na industria
automovel tém sido gastos muitos recursos para se conseguirem ganhos microscopicos no

peso dos veiculos, ou na industria aeroespacial, onde qualquer reducgéo de peso € importante.
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Outro facto importante para o sucesso deste método prende-se com as crescentes exigéncias
de seguranca e fiabilidade a que as estruturas atualmente estdo sujeitas, quer, ndo sé por

regulamentos governamentais mas também pela propria exigéncia do consumidor.

Com a importancia dada ao comportamento dindmico das estruturas, tornou-se
fundamental no projeto das mesmas ter consideragdes sobre o comportamento dindmico. A
analise de elementos finitos bem como a modelag&o da estrutura no computador permitiram

aos engenheiros ter ferramentas versateis para poder analisar a estrutura dinamicamente.

Por vezes em certos sistemas ou devido a certas condi¢Bes de entrada do sistema estas
ferramentas ndo chegam. Alguns avangos tém complementado estas falhas através de

técnicas experimentais para determinacdo de certas propriedades da estrutura [2].

2.3.1. O que é a analise modal?

A anélise modal é o processo de determinar as caracteristicas dinamicas de um sistema
através das frequéncias naturais e modos de vibracdo formulando assim um modelo
matematico que demonstra o comportamento dindmico do sistema. O modelo matematico
daqui resultante é conhecido como modelo modal e a informacdo das caracteristicas do

sistema como dados modais.

A dindmica de uma estrutura ¢ decomposta fisicamente pela frequéncia e posicdo,
sendo isto evidenciado pela solucdo analitica da equacdo diferencial parcial de um sistema
continuo como por exemplo uma barra ou uma mola. A anélise modal é baseada no facto de
que uma resposta de vibracdo de um sistema dindmico linear e invariante no tempo pode ser
expressa como uma combinacdo linear de movimentos harménicos simples chamados
modos naturais de vibracdo. Os modos naturais de vibracdo sdo proprios de cada sistema
dindmico e sdo determinados pelas propriedades fisicas do sistema (massa, rigidez e
amortecimento) e coordenadas espaciais. Cada modo € descrito através dos seus parametros
modais: frequéncia natural, fator de amortecimento modal e modo de vibracdo, podendo este

ser real ou complexo e onde cada modo corresponde a uma frequéncia natural [2].

A analise modal € composta por uma parte tedrica mas também por uma parte
experimental. A parte teorica engloba o modelo fisico de um sistema dindmico composto
pelas propriedades de massa, rigidez e amortecimento. Um exemplo é a equacao de onda de

uma mola vibrando uniformemente demonstrado pela sua distribuicdo de massa e



propriedades de elasticidade. A solucdo desta equacgéo fornece as frequéncias naturais, 0s
modos de vibragdo da mola e as suas respostas de vibracéo forcada. Contudo, um modelo
fisico mais realistico inclui as propriedades anteriores mas tendo em conta a sua distribuicéo
espacial, resultando assim na matriz de rigidez, matriz de massa e matriz de amortecimento.
Estas matrizes sdo depois incorporadas num conjunto de equacdes diferenciais de
movimento. O principio de sobreposicdo de um sistema dindmico linear permite depois
transformar isto num problema de valores proprios, sendo que a solucdo deste problema

fornece os dados modais do sistema [2].

A anélise de elementos finitos moderna fortaleceu a discretizacdo de quase todas as
estruturas dinamicas lineares e consequentemente melhorou muito a capacidade e a extenséo
da analise modal teorica. Por outro lado, o rapido desenvolvimento da aquisicdo de dados e
das capacidades de processamento levou a grandes avangos na analise experimental, que se

tornou conhecido como teste modal [2].

2.3.2. 0O que é o teste modal?

O teste modal € uma técnica experimental usada para obtencdo do modelo modal de
um sistema vibratério linear e invariante no tempo. As bases tedricas desta técnica assentam
numa relacdo estabelecida entre a resposta de vibracdo num local e a excita¢cdo no mesmo
local ou noutro como funcao da frequéncia de excitacdo. Esta relacéo, que frequentemente é
uma funcdo matematica complexa é conhecida como funcdo de resposta em frequéncia
(FRF).

Vérias combinacdes de excitacdo e resposta em diferentes localizacGes levam a um
conjunto completo de FRF que podem ser representadas por uma matriz de FRF de um
sistema, matriz esta que é geralmente simétrica refletindo a reciprocidade estrutural do

sistema. Podem existir 3 tipos de matriz de FRF, consoante a grandeza que é medida,
receptancia, mobilidade e acelerancia. A receptancia H (a)) surge quando sdo medidos
deslocamentos. Quando a grandeza medida € a aceleracéo, situagdo mais comum, a matriz

gerada e designada por matriz de acelerancia A(a)) Se a grandeza a ser medida for a

velocidade, esta-se perante a matriz mobilidade que é representada por Y (a)) Conhecendo

uma destas, € possivel passar para qualquer uma das outras usando a equacao (2.1):



A(w)=ioY (o) e A(®)=-0"H (o) (2.1)

Na pratica, o teste modal baseia-se em medir as FRF ou as respostas de impulso de uma
estrutura. Esta medicao pode ser feita fixando uma localizacdo na estrutura para a excitagcao
e medir a resposta de vibracdo num ou em varios locais. Algumas técnicas modernas de
excitacdo juntamente com o0s recentes desenvolvimentos da analise modal permitem
mecanismos mais complexos para as excitacdes. A excitacdo pode ser de uma determinada
banda de frequéncia, uma sinusoide em degrau, transiente, aleatoria ou ruido sendo
normalmente medida por um transdutor de for¢a no ponto onde € aplicada enquanto a

resposta é medida por acelerémetros ou outras sondas.

Uma consideracdo pratica que se deve fazer antes do teste modal é perceber quantas FRF
sdo necessarias medir para que se possa fazer um bom modelo modal da estrutura em teste.
Quando se faz um simples teste com um martelo, a resposta € medida num ponto fixo e
escolhem-se varios pontos para a excitacdo, constituindo estes dados uma linha da matriz de
FRF. Fazendo um teste simples com um vibrador, o ponto onde é criada a excitacdo é fixo e
vai-se mudando a localizacéo onde se adquire a resposta, criando assim uma coluna da matriz
FRF. Qualquer um destes testes deve ser, teoricamente, suficiente para se conseguir derivar
0 modelo modal da estrutura. A partir do momento em que se tém todos os dados suficientes,
pode-se partir para uma analise numérica onde se retiram o0s parametros modais através de
ajustes de cada curva. Estes processos sdo conhecidos como analise modal experimental e,

onde, a partir dos parametros obtidos anteriormente, se forma o modelo modal da estrutura.

A analise modal experimental é entdo composta por 3 fases: preparacao do teste, medicdo
das respostas em frequéncia e a identificacdo dos parametros modais. A preparacao do teste
envolve vérias sele¢des, tais como, a escolha do suporte para a estrutura, a escolha do tipo
de excitacdo, os locais onde se aplica a excitacdo e o equipamento para medir a forca e
também as respostas. Para além disto, deve ser feito um modelo geométrico onde se
identificam os pontos onde se vai fazer a medigdo e ainda é feita a identificagdo de

mecanismos que possam perturbar a medigéo.

Durante o teste, € medido um conjunto de FRF que é guardado e posteriormente analisado
para identificar os pardmetros modais [2].



2.3.3. Aplicacoes da analise modal

Existem varias aplicacdes da analise modal, sendo que algumas delas sdo aplicacdes
diretas usando os dados modais medidos e algumas utilizam estes dados para posteriores
analises. Uma aplicacdo muito comum € usar a analise modal experimental para resolver
problemas numa estrutura problematica a nivel dinamico. Neste caso, obtém-se
experimentalmente as frequéncias naturais, fatores de amortecimento e modos de vibragao
da estrutura pois estes dados sdo fundamentais para perceber as caracteristicas da estrutura
e consequir ir a raiz dos problemas encontrados na estrutura real. Utiliza-se também este
método para relacionar o modelo obtido pelo método dos elementos finitos com o0 modelo
experimental. O método dos elementos finitos baseia-se nas matrizes de rigidez, nas matrizes
de amortecimento e nas matrizes de massa o que torna dificil prever o comportamento da
estrutura. Assim utiliza-se o modelo modal experimental de forma a poder fazer-se uma
melhor analise do comportamento da estrutura e completando assim algumas lacunas do

método dos elementos finitos.

Quando se pretendem fazer modificagdes numa estrutura que alterem a massa, rigidez ou
amortecimento pode-se utilizar o modelo modal para fazer a simulagédo da estrutura alterada
e prever assim o0 seu comportamento podendo assim fazer-se uma alteracdo iterativa de
forma a encontrar o0 melhor comportamento pois ao fazer estas alteracdes nao é necessario

realizar toda a analise novamente.

A anélise modal é também usada para fazer uma analise da sensibilidade da estrutura.
Esta analise é usada para estudar as variac@es dos parametros modais tendo em conta uma
determinada alteracdo fisica, sendo particularmente usada quando se quer redesenhar uma

estrutura e se tem um alvo concreto a atingir.

Pode-se usar a analise modal para reduzir a quantidade de modelos matematicos quando
0 que é de interesse estudar € o comportamento dindmico e nesse caso deve-se usar 0 modelo

modal.

Uma outra aplicagéo ¢ a previsao de uma resposta de vibracdo a uma determinada forca
de entrada. Isto é usado, por exemplo, conhecendo um modelo modal de um veiculo e
medindo depois as vibra¢fes durante um teste pode-se prever qual a resposta do veiculo as

condicdes do teste.
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Algumas forcas que induzem vibragdo em sistemas por vezes nao séo possiveis de medir,
sendo possivel identifica-las usando o modelo modal do sistema e medindo as respostas do
sistema. Um exemplo desta situacdo € um rolamento solto no interior de um motor de turbina
que vai produzir uma forca de excitacdo que provoca vibracdo excessiva que podera levar a
uma rotura do sistema. A partir do momento em que € determinado o modelo modal de uma
estrutura é possivel prever a resposta da estrutura a forcas de entrada. Esta é uma aplicagdo
que pode ser usada para prever a duracdo de vida da estrutura. E também possivel prever o
comportamento da estrutura conhecendo o comportamento dos componentes da estrutura.
Este processo é conhecido como acoplamento de subestruturas e tem algumas justificacfes
praticas, tais como, desconstruir um problema complexo em problemas mais pequenos e

simples.

Através da andlise das respostas dindmicas da estrutura é também possivel observar danos
invisiveis uma vez que ha variacdes nas respostas, sendo isto bastante importante para a

indUstria da aviacao e aeroespacial.

Existem varios exemplos préaticos da aplicacdo desta andlise. Por exemplo, na industria
automovel, a explosdo comercial do veiculo e sobretudo os aspetos de seguranca associados
ao redesign do veiculo obrigam a ter os melhores conhecimentos dindmicos possiveis das
estruturas do veiculo e a repercusséo de possiveis mudancas. O grande interesse passou a ser
combinar a analise modal experimental e a analise dos elementos finitos no estudo de
componentes automdveis. Esta combinacdo permite melhorar o design de componentes
automaveis e aprimorar as propriedades dindmicas do veiculo. Para além disto a analise
modal experimental tem um papel importante no estudo do ruido e das vibraches
desagradaveis do veiculo. Uma aplicacéo tipica é fazer-se uma simples analise modal da
carrocaria ou de algumas subestruturas que possam depois ser montadas no veiculo. No
entanto, também podem ser feitas analises mais sofisticadas como por exemplo, a
sensibilidade modal dos painéis inferiores do veiculo, a otimizacéo estrutural para conforto
no veiculo, a estimativa da duracéo de vida de componentes do veiculo, 0os mecanismos de
controlo de vibracéo ativa da suspensdo do veiculo e o sistema para diagnostico do motor do
veiculo. Outra das aplica¢Ges prende-se com a tentativa de perceber o ruido que € transmitido
por componentes da estrutura do veiculo ou perceber como 0 som é transmitido no interior

da cabina e por altimo procurar reduzir o ruido no interior do veiculo [2].

O desenvolvimento estrutural de avides e de veiculos espaciais foi também um catalisador

para o desenvolvimento da andlise modal. Forcas de larga amplitude e as respostas
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experienciadas por estes veiculos levaram o patamar linear da teoria modal ao limite
tornando real a necessidade de entrar na zona de comportamento dinamico ndo linear. A
complexidade e dimensdo destas estruturas foram responsaveis pelo rapido desenvolvimento

teorico do acoplamento de subestruturas [2].

A engenharia civil também contribuiu para o desenvolvimento da anélise modal uma vez
que a andlise estrutural é uma parte critica desta &rea e € importante conhecer o
comportamento dindmico das estruturas pois estdo sujeitas a atividade sismica e a forcas

provenientes do vento [2].

2.4. Modelos dos sistemas dinamicos

E essencial para a comunicacio entre diferentes organizagdes e grupos de investigacio
que a terminologia e o formato usado para descrever as propriedades dinamicas de um
sistema ou subsistema, seja tedrico ou experimental. Assim existem trés modelos dos
sistemas dindmicos, o modelo espacial, o0 modelo modal e o modelo de resposta em

frequéncia.

O modelo espacial € construido com o conhecimento da distribuicdo espacial das
propriedades de massa [M], de rigidez [K] e de amortecimento viscoso [C] ou
amortecimento histerético [D]. Estas matrizes tém dimensdo igual ao nimero de graus de
liberdade do sistema N. A matriz de massa representa uma forma de definir as forcas de
inércia associadas a cada grau de liberdade quando estes sofrem uma aceleracdo. A matriz
de rigidez representa uma forma de definir as forcas de recuperagdo derivadas do
deslocamento relativo de cada grau de liberdade. A matriz de amortecimento € desprezada
na maior parte das analises uma vez que as forcas desta matriz sdo desprezaveis quando

comparadas com as matrizes anteriores.

Por vezes, 0 modelo espacial é definido como um modelo no dominio do tempo uma vez

que as respostas do sistema séo obtidas em fungédo do tempo.

O modelo modal surgiu porque por vezes hd a necessidade de comparar dados
provenientes de fontes diferentes para obter a melhor descricdo modal, ou simplesmente
quando se pretende mostrar uma exposicdo animada da estrutura para cada frequéncia
natural. Para estas situacOes, as frequéncias naturais e respetivos modos de vibracdo séo

usados para descrever as propriedades dinamicas da estrutura. Os modos de vibracdo sdo
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representados por N vetores préoprios que podem ser agrupados na matriz modal [@]. Os
valores proprios que estdo relacionadas com N frequéncias naturais do sistema, podem ser
representados através da matriz diagonal [A]. Ambas as matrizes sdo, geralmente, complexas

e onde a parte real e imaginaria tém diferentes significados fisicos: o k valor proprio

2 2 H ‘ . ~ . . A -
A = (I1+17,), contém informacdo relacionada simultaneamente com a k frequéncia

natural @, e o amortecimento modal 7, do k modo complexo {w} ={a+ib} , que é

representado por uma magnitude (amplitude relativa do movimento em cada grau de
liberdade) e por um angulo fase que expressa o atraso relativo do movimento em cada grau
de liberdade. S&o verificadas as propriedades de ortogonalidade da matriz modal ® (em

relacdo as matrizes de massa e rigidez):

{(DTM(D—I { O MD =1
2.2)

O'KD=A O (K+iD)D=A

Fazendo uma analise modal a partir desta equacdo, € possivel determinar as propriedades

espaciais partindo das caracteristicas modais.

O modelo de resposta em frequéncia é descrito por uma matriz de FRF em que 0s
elementos podem ser medidos ou calculados, ou por vezes uma mistura dos dois. Como
acontece na analise de sistemas de controlo ou de circuitos elétricos, pode-se assumir que 0

nosso sistema € uma caixa negra onde sdo conhecidas as entradas e as saidas. As forcas de
entrada { f (t)} podem ser relacionadas com as respostas {x(t)} sempre que as

caracteristicas dinamicas sejam conhecidas. Assim, considerando um sistema linear excitado
por uma forca harménica em que a relacdo entrada/saida possa ser escrita no dominio da

frequéncia:
(X (@)} =[H(@)){F (@)} ou {F (o)} =[2()]{X (@)} 23

onde H (@) e Z (o) sdo respetivamente as matrizes de receptancia e de rigidez dindmica,

equacéo (2.4). Do ponto de vista experimental, apenas H (a)) pode ser diretamente medido

na estrutura. E possivel obter o modelo de resposta em frequéncia teoricamente partindo do
modelo espacial ou do modelo modal. Pode-se observar a relagdo entre os varios modelos

dindmicos na Figura 1 [3].
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H(0)=Z(0) =[K-oM]" (2.4)

> |H(o)= (K -o'M)

[K,UJ‘;:M]LI):O::’UJN.Q‘ H(w)z.ﬁ[- w:‘:—wj__]’l‘ﬁi’

Madelo Espacial Modelo Modal Modelo de resposta
K [ w’ :I em frequéncia
M & Hw)
K=o ae] # N
M=—FTd" |Identifica§§0 Modal |

K-o'M=Zw) =(Hw)

Figura 1 - Relagdo entre os varios modelos dinamicos [4]

2.5. Critérios de correlacao

Os critérios de correlacdo sdo uma manipulacdo numérica que permite comparar
quantitativamente dois conjuntos de propriedades dindmicas. Através dos resultados obtidos
nos critérios de correlacdo, é possivel verificar as diferencas e as semelhancas entre dois
sistemas dinamicos, e sobretudo, é possivel quantifica-los. Tém vindo a ser propostos varios
métodos para a correlacdo e alguns ja sdo bastante usados na analise dindmica de estruturas,

principalmente na comparagdo de dados experimentais e nas previsdes analiticas.

Existem dois tipos de critérios, aqueles em que sdo comparados 0os modos de vibracgéo,
onde o Modal Assurance Criterion (MAC) é um dos mais usados, e os critérios no dominio
da frequéncia que comparam as respostas do sistema no dominio da frequéncia. Os critérios
no dominio da frequéncia apresentam algumas vantagens, tais como, 0s erros relativos a
analise modal da estrutura medida s&o contornados, torna-se facil lidar com modos
complexos e efeitos ndo-lineares e ndo ha a necessidade de encontrar pares de modos que se

correlacionem, tarefa esta que se torna muito dificil a nivel industrial.

O critério de correlacao ideal deveria de ter em conta todos os graus de liberdade da
estrutura e a informacéo sobre a forma e a estrutura como funcdo da frequéncia, sendo um
dos utilizados o Local Amplitude Correlation (LAC) [5].
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2{H Xij(a))}*{H Aij(a))} (2.5)
({H Xij(a))}*{H Xij(a))} j*[{H Aij(a))} {H Aij(a))} j

i

LAC (a1, j) =

onde, i e j sdo as coordenadas de resposta e excitacdo, H A (a)) sdo as FRF calculadas

numericamente, H,; (a)) sdo as FRF medidas correspondentes ambas na frequéncia @ e por

ultimo o simbolo * representa o complexo conjugado. Deste critério resulta um valor entre

0 e 1 sendo que valores proximos de 1 correspondem a respostas bem relacionadas.

Pode-se determinar a média destes valores e assim obter um valor que quantifica a

correlacdo media ao longo do espetro escolhido de cada FRF [5], expressa na equacao (2.6)

LAC(i, j) = %i LAC(,i, j) (2.6)

2.6. Determinacao de FRF nao medidas

Yang e Park [6] deduziram uma expressdo para calcular as FRF que eram dificeis de
medir, partindo do produto da matriz de rigidez dindmica com a respetiva matriz de FRF.
Celic e Boltezar [7] e Wang et al [8] usaram esta expressdo mas ndo conseguiram obter bons

resultados quando se adicionava algum ruido.

Avitabile e O’Callahan [9] estimaram as rotagdes que ndo eram medidas, no entanto, ndo
avaliaram o efeito de perturbacdes no processo.

Silva et al [10] propuseram um método para estimar as FRF de rotacdo, baseado no
cancelamento de massas, que utilizava o algoritmo de desacoplamento classico e, onde
concluiram que obtinham bons resultados mas que eram bastante sensiveis ao ruido no

processo experimental.

Batista e Maia [11] desenvolveram uma formulagdo geral para estimar FRF ndo medidas,
onde para além da formulacdo, € ainda feita uma anélise numérica com a introducdo da
simulacdo de ruido na FRF e usando a mesma estrutura em varios ensaios, alterando o
numero de elementos finitos da estrutura, pois ao aumentar este nimero elementos finitos as

FRF previstas na ligacdo vao ser mais proximas das analiticas. A formulagdo obtida baseia-

15



se no método de acoplamento de FRF e onde toda a informac&o da subestrutura A é facil de
obter numericamente, da estrutura global C apenas sdo necessarios 0s dados experimentais
das coordenadas de translacéo, e assim nao é necessaria nenhuma informacéo da subestrutura
B.

2.7. Técnicas de acoplamento

A ideia original dos métodos de acoplamento era idealizar um sistema estrutural como
um conjunto de varios componentes estruturais discretos ou subestruturas, onde seriam
obtidos conjuntos de equagdes matriciais que permitiriam prever as propriedades modais da

estrutura completa.

Com o desenvolvimento do método dos elementos finitos e com a evolugéo da capacidade

computacional foi possivel implementar e aplicar na préatica esta ideia inicial.

Assim o0s métodos de acoplamento vieram facilitar bastante a realizacdo da andlise

dindmica a estruturas complexas.

Os métodos de acoplamento apresentam varias vantagens face a analise convencional que

sdo apresentadas de seguida [3]:

- cada componente pode ser tratado por um modelo mais refinado e preciso. Em certos
casos, algumas estruturas podem ser demasiado grandes para serem analisadas pelos
métodos convencionais, especialmente se tiverem de ser simulados com apoios livres. A

divisdo por subestruturas permite divisdes em subsistemas mais faceis de medir/analisar.

- qualquer modificacdo estrutural pode ser aplicada a qualquer altura porque sé envolve
a reandlise da parte modificada. Assim, a parte alterada pode ser depois liga a restante

estrutura pois so a parte modificada tem de ser reanalisada.

- cada modelo dindmico pode ser obtido por analises tedricas ou por testes a cada
subsistema — que € mais facil de manusear que a estrutura completa. Uma mistura de modelos
de subsistemas teoricos e experimentais € um dos principais requisitos para as técnicas de

acoplamento.

- ha a possibilidade de criar uma biblioteca com subsistemas standard para modelos que
ja ndo véo sofrer alteragdes. Estes componentes podem depois ser importados para certas

estruturas.
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- pode ser selecionada a localizagdo e o tempo para analise de cada componente durante

0 processo de design consoante a complexidade ou importancia do componente na estrutura.
Na técnica de subestruturas, 0s passos mais importantes sao os seguintes [3]:

1 — Particdo de todos os modelos de sistemas fisicos para um namero de subestruturas
com a escolha certa de coordenadas de ligacdo e interiores. Deve ser decidido quais 0s
componentes que V3o ser sujeitos a testes modais e quais vao utilizar a analise de elementos
finitos. Em certos casos, podem ser escolhidos ambas as abordagens para a modelagédo do

componente.

2 — Derivacdo do respetivo modelo do subsistema, quer pela abordagem experimental
quer pela tedrica. Uma selecdo valida de coordenadas, mesmo aquelas envolvidas na ligagdo
a outros componentes, deve ser feita, avaliando quais as que podem ser desprezadas e as que

sdo fundamentais para a criagdo do modelo.

3 —Formulacéo das equacges dos subsistemas, se possivel fazendo de forma independente
para cada subsistema de modo a ndo ser requerido conhecimento dos restantes componentes

da estrutura.

4 — Construcdo das equacdes de ordem reduzida para a estrutura global invocando a
compatibilidade do deslocamento da interface e as condicGes de equilibrio de forcas
previamente estabelecidas para os diferentes componentes.

Desde os anos 60 que muitos investigadores se tém dedicado as técnicas de acoplamento.
Os primeiros trabalhos a surgir nesta area foram feitos por Duncan [12] fazendo uma
analogia entre os sistemas elétricos e os sistemas mecénicos. Um dos trabalhos analiticos
mais significativos no desenvolvimento do conceito de mobilidade foi feito por Bishop e
Johnson [13], onde, partindo de uma formulacao exata do modelo de resposta em frequéncia

de uma viga, as propriedades de uma montagem com varias vigas podem ser formuladas.

A abordagem experimental da técnica de acoplamento de impedéancia foi uma das
principais razdes que motivou um avanco no desenvolvimento de técnicas e equipamentos
de medida, avaliagéo e analise adequados. Um trabalho apresentado por Ewins [14] com
uma extensa bibliografia expunha as técnicas basicas, técnicas de medida e a interpretacdo
e aplicacdo dos dados medidos. A técnica de acoplamento de FRF tem sido aplicada a varios
problemas de engenharia, tais como os apresentados por Klosterman [15], Sainsbury e Ewins
[16], Ewins et al [17] e Heer e Lutes [18], [19]. As grandes dificuldades encontradas nestas

aplicacdes prendem-se com a inconsisténcia matematica dos modelos medidos e algumas
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medicdes inadequadas nalguns termos da matriz de FRF de certos componentes, sendo a
maioria destas FRF relacionadas com medicGes de rotacoes.

As rotacbes sdo necessarias para formular os constrangimentos adequados entre as
ligacbes dos componentes. O sucesso na previsdo de resultados de uma estrutura acoplada
esta muito dependente na forma como sdo medidas e incluidas no acoplamento as
coordenadas de ligagdo entre os componentes, como demonstrado por Ewins e Sainsbruy
[16] e Ewins e Gleeson [20]. Assumindo que os componentes estdo ligados apenas por um
ponto, se estes responderem a excitagdo nos trés planos, ¢ fundamental incluir as trés
rotacbes em adigdo as trés translacbes no sentido de formular adequadamente o0s
constrangimentos. Nos modelos de resposta em frequéncia, as FRF relacionadas com a
rotacdo correspondem a 75% (ou 60% se forem assumidas propriedades simétricas) do total
de elementos da matriz. Apesar de ser facil calcular analiticamente estas FRF, a medicao

ndo é facil de fazer [3].

A matriz de FRF medidas tende a estar mal condicionada perto de cada frequéncia de
ressonancia, sobretudo quando se tratam de estruturas com pouco amortecimento. Se houver
algum erro nas FRF na proximidade destas regifes, o que acontece maioritariamente nos
modelos que sdo obtidos experimentalmente, isto vai causar a indesejavel inconsisténcia
matematica, onde irdo surgir falhas numéricas durante o processo de acoplamento e como
consequéncia obtém-se resultados sem significado. Lutes e Heer [18] tentaram solucionar
este problema excluindo alguns elementos da matriz de FRF. Outra abordagem apresentada
em trabalhos por Ewins [21], Gleeson e Imregun et al [21], em que a inconsisténcia era
removida sujeitando os dados adquiridos da medi¢do a uma analise modal, e depois partindo

desta base, eram geradas FRF suavizadas para melhorar os resultados [3].

Outro método de acoplamento é a técnica de acoplamento modal que se pode dividir em
duas abordagens, 0 método da interface fixa e 0 método da interface livre. Nalguns artigos
publicados por Craig [22], Nelson [23] e Hurty et al [24], [25] mostram que 0 método de
interface livre apresenta menos precisdao na obtencdo das frequéncias naturais e dos modos
de vibrag&o do sistema completo comparando com os métodos de interface fixa. No entanto,
a vantagem dos métodos de interface livre é que se pode usar diretamente os dados dos testes

para o processo de acoplamento [3].
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3. Acoplamento

3.1. Modelo de acoplamento espacial

Este € o modelo mais usado nos software de elementos finitos uma vez que cada
propriedade do componente é derivada a partir de uma montagem adequada das matrizes de
rigidez e massa calculadas analiticamente, levando a uma descricdo do componente em
termos das suas propriedades espaciais. As caracteristicas dinamicas da estrutura global séo
obtidas usando o0 mesmo método de assemblagem que o utilizado para a obtencdo das
matrizes de rigidez e de massa. Com a obtencdo das matrizes de rigidez, massa e
amortecimento se existir, estas podem ser usadas para obter as propriedades modais ou

podem ser usadas para gerar o modelo de resposta em frequéncia.

Considerando dois componentes onde ndo existe amortecimento, A e B, descritos pelas
suas propriedades espaciais, matriz de rigidez e de massa de ordem nxn, e cada
componente dividido pelas suas coordenadas e interiores e as da unido. As equacgdes de
equilibrio para cada subsistema séo:

_Kif KiJA uiA Mif\ MijA l.jiA 0
+ =
BRIt MU HI G
Ky KS[uf L Mi Mgl far| [ o
LA NI RS

i | M
onde i e k sdo as coordenadas de cada elemento A e B, respetivamente, e jsdo as

(3.1)

coordenadas da ligacéo.

A compatibilidade de deslocamentos e o equilibrio de forgas entre os dois

subsistemas em vibragéo livre é expresso pelas equacdes:

(3.2)

Tendo em conta estas equacdes, a matriz de rigidez e de massa global surge da seguinte

forma, onde @ representa a assemblagem das submatrizes:
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[K:anc ] = I: KnAAan:| ® [ KnBanB :|

. X ) (3.3
[MannC] = I:MnAan:'@[MannB]
Apoés feita a assemblagem, as matrizes de rigidez e de massa obtidas sdo:
K K0
C
[KC]=| K Ki+Kp K
0 K2 K2
* “ (3.4)
MA MA 0
()= Mg e g
0 M3 M2

Com estas matrizes obtidas, ja é possivel obter o modelo modal (equacéo (2.2)) ou o

modelo de resposta em frequéncia (equacéo (2.4)) [26].

3.2. Método de acoplamento de FRF

O método de acoplamento de FRF apresentado a seguir surge como uma alternativa ao
método classico apresentado por Jetmundsen [27], Urgueira [28] e Skingle [29].
Considerando o acoplamento das duas subestruturas A e B, nesta formulagdo apenas serdo
consideradas as coordenadas i da subestrutura A e as coordenadas de ligacdo j com uma
subestrutura B, como se pode observar na Figura 2. As coordenadas internas da subestrutura

B na maior parte dos casos ndo tém interesse ou sao de dificil acesso.

Figura 2 - Esquema do acoplamento de uma subestrutura A e B numa estrutura C [4]
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A rigidez dinamica z°¢ da estrutura C pode ser descrita como a soma da rigidez dinamica

da subestrutura A, Z* , com a rigidez dindmica da subestrutura B, Z®.
C A B
L =L+ (3.5)
Colocando em evidéncia a esquerda a matriz Z* no segundo membro da equacéo:
C A A B
Z2°=2"(1 +H"Z°) (36)

Onde H”* é a matriz de receptancia da subestrutura A, ou seja, a inversa da rigidez

dindmicaz”*. Invertendo ambos os membros, tem-se:
c Amy B\ 7L A
H'=(1 +H"Z°) H 37)

Explicitando, em termos de submatrizes com as coordenadas i € j:

H: HEP.. o} H. H::[o o] H: H,

+ B (3.8)
C C A A A A
Hi H; oL Hi H® Zul] [H} H;
Da equacéo (3.8), ttm-se:
C C Amy BT A A
Hii Hij _ {Iii O}-F O Hiijj Hii Hij (39)
c c | A B A A :
H ji H ji 01 il |0 H ij ji H ji H ji
Simplificando:
C C Ae B -1 A A
Hii Hij Iii Hiijj Hii Hij
S (3.10)

A B A A
Hji HJJ 0 IJ'J'+HJ'J'ZJ'J' Hii Hjj

A inversa de uma matriz triangular superior por blocos é demonstrada em [30] que pode

ser escrita da seguinte forma:

A BT [a* —a'BCt]
oc|l |o ¢ 3.1

Assim, a equacdo (3.10) pode ser escrita da seguinte forma:
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[HE HE]_ | —Hiijj(Ijj+Hjleii) {HE HE] (3.12)
Hi Hy] |o (|11+ng?i)_ Hi H,
Desenvolvendo,
{Hf Hf]_ H:—HSZ;(lHHﬁZ;)_lHE H:‘HSZ;(IHHEZ;)_lHE (3.13)
H, H, (1,+HIZ}) H, ('iﬁHﬁZ;)_lHﬁ

Colocando a matriz H* em evidéncia, obtém-se:

{Hf H:HH? Hﬂ HZILHIZ H HZLHZD H
HY HL LHD HL 02 H HOHLHZ)

ou ainda,

{H. H.J]{H. HJ]_ Hijzjj(ljj+HijJi) Hi Hijzii(lii+HjiZJi) H; (3.15)

HY H LHL H D0 HIZ H HHZ

Os elementos da segunda linha da matriz do segundo membro sdo constituidos por

diferencas de matrizes, que vao ser simplificados de seguida. Do primeiro vem,
A AmpBY 1, A
H ji_(l it H ij,-,-) H ;
A— B! A
=(| ji_(l it H szjj) )H i
Ao B A—y B\ L A—y B\ L A
(1, HAZ0LHAZY (1 HAZ) T H, @9

:((l s FHGZ ,—,—)(l ;T H 322)_1)HI;

:Hﬁzi(l jj+HgZ;)ilHji

Do segundo, utilizando a mesma simplificacédo, tem-se,

Hﬁ_(lij+Hl;Z‘j3j)71H?;=H';Z;(Ijj+H;§ZTj>71H3 (3-17)
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Substituindo  as  equagbes (3.16) e (3.17) em (3.15) tem-se:
{H.’* H.j‘HHF Hj} HIZLHIZ) H HIZIeHIZ) HY
Hi Hil [Hy Hi) HZ3(1,+HIZ2) HY HIZO(1L+HIZ2)

Reorganizando o segundo membro, obtém-se:

{H.‘? HS‘HHE HEHH.’? HS‘MO : lHH.A H,
HY HALTHS HEIHS HA(o Z5(+H5ZS) [HE He

Simplificando o elemento que contém a rigidez dinamica da subestrutura B, Z®:

(3.19)

L 1

-1 1

Z3 (1, HIZ5) = HIZHS) =(HiHG) T e

Substituindo a equacao (3.20) na equacdo (3.19) tem-se:

[H: H!?] {Hﬁ Hf}’] {Hf? HQ\HO 0 ][H H;‘]
A Al |y ,cC c|” A A B A\l A A (3.21)
Hji Hjj Hji Hjj Hji Hjj 0 (Hjj+Hjj) Hji Hjj

Simplificando,

Hii Hj H: H: H: A B\! A A
_ - AL B " H G2
{H,. H:a] {H;: H::] [HJ(“”“” [} Hil

O

(@]

A equacdo (3.22) representa o acoplamento entre duas subestruturas A e B onde apenas

é necessario fazer uma inversao de matrizes, que envolve apenas as coordenadas de ligagédo

-1
Js (H i +H f]) , para se obter a resposta dindmica da estrutura C.

Se forem retiradas as coordenadas k da equacdo (3.23), equacdo esta que provém do

método de acoplamento cléssico [27], [29], [31], a equacgdo obtida é igual & equacéo (3.22).

A

Hi Hi Hi| [HY H, o | |[H;
HS HY Hil=[Hy Hy O [ Hy|(Hy+H}) [H) Hy -HL] ¢23)
Ho Ho Hil [ 00 Hu [-Hy

O
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A equacdo (3.23) é util nos casos em que é necessario medir as coordenadas internas da
subestrutura B. A subestrutura B representa normalmente uma junta de um acoplamento,
pelo que na maior parte das vezes € dificil ter-se acesso as coordenadas desta subestrutura,

0 que explica o facto de as coordenadas k serem desprezados nos estudos efetuados [4].

3.2.1. Exemplo numérico

Para validar esta formulacdo, utilizou-se um modelo simples que esta na Figura 3, onde
se utilizou a equacdo do modelo de resposta em frequéncia para calcular as receptancias do
modelo partindo das matrizes de rigidez e de massa obtidas pelo método de elementos finitos
e depois fez-se o calculo utilizando a formulacdo anterior. Sdo utilizados elementos de viga
com quatro graus de liberdade, onde as coordenadas a vermelho e azul sdo as coordenadas

I, e a verde estdo as coordenadas da ligacéo, j (Figura 3).

Lh

6

Figura 3 - Esquema de uma estrutura C resultante do acoplamento da subestrutura A e B

Nesta validacdo foram utilizadas as seguintes caracteristicas para as respetivas vigas:

Tabela 1 - Dados da estrutura anterior

Viga | Comprimento [m] | Largura [mm] | Espessura [mm] | E [GPa] p[kg/m?]

A 2,5 0,30 0,006 200 7860

B 2 0,30 0,006 200 7860
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Foi entdo feito o calculo numérico utilizando o programa Matlab [32] para o calculo das

receptancias deste modelo usando dois caminhos, a formulacdo anterior e 0 método dos

elementos finitos com a equacdo do modelo de resposta em frequéncia.

Depois de obtidas as FRF pelos dois métodos, confirma-se que as FRF coincidem, como

se pode observar na Figura 4.

2 T T T T
| Acoplamento espacial
| — — — Acoplamento de FRF
-4 b
|l
Ll
Sl ! :
E‘ ” ll'. |I h ||[
=} |‘ Vool Il I
o g5 [ 1 I i
o \ A A I
g TN A \
2 l' NN / ~
o NN/ ~— 1
24 i 4 \'\ -"'I.l T —
12 "f \/ T
A2}t \ | i
\, lll
Erys k i
16 L L 1 L
0 50 100 150 200 250

Frequéncia[Hz]

Figura 4 - Comparacao das FRF calculadas pelo método MEF e pelo método de acoplamento de FRF
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4. Respostas dinamicas nao medidas

4.1. Formulacao teérica

Na maioria das situacfes a determinacdo das FRF em estruturas complexas é feita em
zonas geometricamente bem definidas, zonas estas que na maioria dos casos séo de facil
modelacdo numérica. No entanto, existem algumas FRF que experimentalmente sdo dificeis
de medir ou mesmo impossiveis, principalmente as que estdo ligadas as rotacfes. Neste
sentido, varios autores desenvolveram expressées que permitem estimar as FRF que sdo

dificeis de medir, assumindo que parte da estrutura ja estd modelada numericamente.

Batista e Maia [11] propuseram um método para determinar as FRF ndo medidas
utilizando o método de acoplamento e partindo diretamente da relacdo da rigidez dindmica
das subestruturas A e B e a rigidez dinamica da estrutura C. De seguida, expde-se este

método.

Considerando entdo duas subestruturas A e B que estdo ligadas por algumas coordenadas,
as coordenadas j, e que juntas formam a estrutura C. A subestrutura A deve ser facil de
modelar numericamente, da subestrutura B ndo precisamos de saber nada. As coordenadas
internas da subestrutura A sdo designadas de coordenadas i, mas que neste caso vao ser
divididas em dois grupos, as coordenadas t que correspondem as translacdes medidas
experimentalmente e as coordenadas r que ndo sao medidas. Na Figura 5 esta representado

um esquema da estrutura C.

Figura 5 - Acoplamento de uma subestrutura A com B formando a estrutura C, divisdo das coordenadasiemte
r[11]
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O objetivo é procurar determinar as respostas nas coordenadas r e j da estrutura C,
conhecendo apenas a informacdo obtida numericamente da subestrutura A e com as

medicdes feitas nas coordenadas t da estrutura C.

De seguida é mostrado o método proposto por Batista e Maia [11], partindo da equacao

do método de acoplamento (4.1) exposto na seccgdo 3.4.

C C A A A
Hii Hij B Hii Hij Hij A B\ ! A A a1
c c|” A Al A(Hii+HJi) [Hji HJ'J':| (4.1)
H ji H ii H ji H i H i
As coordenadas i da estrutura C podem ser decompostas em coordenadas de translagéo t
e coordenadas de rotacdo r, obtendo-se assim a seguinte matriz H®, também esta

considerada simétrica:

C C

c e H. H. H,

c Hii Hij . c c c c

H™ = HC HC I=t+r — H = Hrt Hrr Hrj (42)
o H. H Hj

- , . . . . C
Nesta matriz H© apenas é possivel determinar experimentalmente a matriz H; . No

7 , - . . . C
entanto é possivel determinar todas as outras matrizes partindo apenas da matriz H, e da

matriz H” calculada através do método dos elementos finitos.

Para mostrar como se pode obter a matriz H“ completa, mostra-se o primeiro elemento

da equacéo (4.1):

He=Hi-Hi(H3+H;3) (H)) “3)

Modificando agora a equacdo (4.3) passando o primeiro elemento do lado direito da
equacdo para o lado esquerdo, multiplicando por -1 e realizando a inversa de ambos 0s

membros temos:

-1

(H) (HE-HIH) =(Hi+H3) (44

Se considerarem apenas as coordenadas i como de translacdo pode-se escrever (com t > j
(ver Anexo A)):
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+

(H3+HS5) =(H) (H-HI)(H?) @s)
Substituindo a equacéo (4.5) na equacéo (4.1):

He Hi | THS HO ] THO e (e ot e oo
HS Hi) [H) H) H?,-((H“')(H“ HIIHOHE Hi @o

(@]

Voltando a decompor as coordenadas i em coordenadas t e r como na equacao (4.2),
obtém-se:

Ho Ho Hi| [Ho He Hy|[H,
HE HE He = HE HE HE HS(HE (HEHH TG | 1] @
Hi Hi Hi [HL HL HY H,

Com a equacdo (4.7) é possivel prever todas as respostas da estrutura C, precisando
apenas das respostas das coordenadas de translacdo da estrutura C e de toda a informacao
numérica da estrutura A. A informacdo numeérica da estrutura A é facil de obter através do
método dos elementos finitos e neste caso é apenas necessario medir experimentalmente as
coordenadas de translacao da estrutura C, o que também é um processo acessivel. Com estas
informacdes é entdo possivel prever todas as respostas da estrutura C, para além das

respostas de translacdo ja medidas, é possivel prever as respostas de rotacdo do acoplamento

[4].

4.2. Simulacao do ruido experimental

Como foi explicado anteriormente, para prever as respostas da estrutura C é necessario
realizar ensaios experimentais para a medicdo das respostas nas coordenadas de translacao.
Neste caso, ao estar-se a fazer uma medicdo experimental, a resposta que vai ser medida vai
ter sempre um ruido que provem do proprio ensaio, pois ndo se consegue ter 0 ambiente
numerico, existem sempre situa¢fes que ndo se podem prever, ou mesmo limitacGes nos

equipamentos de medida.

Assim, Liu [33] definiu uma expressao que permite simular numericamente o ruido que
se vai obter nos ensaios experimentais juntamente com as FRF. A expressdo seguinte

representa um erro numeérico que € independente da amplitude.
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H pq(a)k) =H pq(a)k)"'ﬁ'normrnd (a)k)‘H pq(a))‘ (4.8)

onde 0 y € o nivel de ruido em %, o normrnd(w) é uma distribuicdo normal com média

igual a zero e desvio padrao igual aume ) representa o ponto k da gama de frequéncia.

o ~ 7 - N . C - . .
Em termos numéricos, esta expressao é aplicada a matriz H,; , pois é aquela que ¢ obtida
experimentalmente, e depois sdo recalculadas as matrizes H. das outras coordenadas

partindo da Ht(f afetada com ruido pelo método de acoplamento de FRF.

4.2.1. Diferentes niveis de ruido

Foi também feito um estudo para verificar qual a influéncia do desvio padrédo (o) e do
nivel de ruido () nas FRF e se havia alguma relagdo entre estes pardmetros. Usaram-se 0s
valores 3 e 5 para estes parametros para procurar verificar se existia uma relacéo entre ambos
e qual a influéncia deles no ruido introduzido. O valor da média nao foi alterado e manteve-

se sempre igual a zero.

Na Figura 6 pode-se observar a comparacdo entre a FRF calculada, que é a linha azul
onde o nivel de ruido é nulo, e uma FRF com nivel de ruido 3 e desvio padrdo igual a 1, a
linha vermelha a tracejado, e uma FRF com nivel de ruido e desvio padrdo inverso do
anterior, a linha verde a tracejado, sendo esta uma comparacdo feita numa coordenada de

translacéo tt.
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Figura 6 - Comparacao entre FRF na coordenada tt ( H1,1 ) alterando o nivel de ruido e o desvio padréo

Como ndo é muito percetivel a diferenca entre a FRF original e as que tém ruido, na

Figura 7 faz-se um zoom a figura anterior para se conseguir perceber o efeito do ruido.
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306 310 315 320 325

Frequéncia[Hz]

Figura 7 - Zoom da Figura 6

Na Figura 8 pode-se observar uma comparagéo idéntica a da , mudando o nivel de ruido
para 5%, linha a magenta tracejado e mudando o desvio padrdo para 5, linha preta a
tracejado, também numa coordenada de translacao tt.
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Figura 8 - Comparacéo entre FRF na coordenada tt ( H1,1) alterando o nivel de ruido e o desvio padrdo

Para se perceber melhor a diferenca entre a FRF original e as que tém ruido, na Figura
9 amplia-se uma das zonas da FRF onde se faz notar o efeito do ruido.
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Figura 9 - Zoom da Figura 8
Discusséao

Como se pode observar pela imagem nédo existe uma relacdo entre o nivel de ruido e o
desvio padrdo, sendo que as ressonancias sdo sempre possiveis de observar
independentemente destes parametros, fazendo-se sentir o ruido apenas nas zonas de
transicdo mas ndo afetando em praticamente nada a FRF, pelo que é de esperar que nédo haja

grande diferenca entre as FRF calculadas e as medidas nas coordenadas de translacéo.
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4.3. Descricao do modelo numérico utilizado

Partindo da equacdo (4.7), foi feito um calculo numérico para comprovar que 0S
resultados obtidos por esta equacgéo sdo iguais aos resultados obtidos calculando as respostas

pelo método dos elementos finitos.

Para validar que esta equacdo apresenta 0s mesmos resultados que o método dos
elementos finitos, utilizou-se um modelo que esta na , onde se utilizou a equacdo do modelo
de resposta em frequéncia para calcular as receptancias do modelo partindo das matrizes de
rigidez e de massa obtidas pelo método de elementos finitos e depois fez-se o célculo
utilizando a equacéo (4.7). S&o utilizados elementos de viga com quatro graus de liberdade,
onde as coordenadas a vermelho sdo as coordenadas de translacdo t, as azuis as de rotacédo r
e a verde estdo as coordenadas da ligacédo j. Para este caso, a subestrutura A é dividida em
Ale A2, sendo que cada subestrutura estéa dividida em trés elementos finitos e a subestrutura

B é colocada entre as subestruturas Al e A2, (Figura 10).

J ) 7 / / /
Al A2
— I
0,17 m ! 0,17m 0,17 m 0,1m 0lm 01m

Figura 10 - Acoplamento das subestruturas A1, A2 e B formando a estrutura C

Nesta validacdo foram utilizadas as seguintes caracteristicas para as respetivas vigas:

Tabela 2 - Dados da viga

Viga Comprimento [m] | Largura [m] | Espessura [m] E [GPa] | p[kg/m®]

Al 0,51 0,030 0,005 199 7787
A2 0,13 0,030 0,005 199 7787
B 0,30 0,030 0,005 199 7787
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4.4. Elemento de viga de Euler-Bernoulli

No elemento de viga de Euler-Bernoulli admite-se que as sec¢fes transversais, normais
ao eixo da viga antes da deformacao, mantém-se planas e ortogonais ao referido eixo apos a
deformacéo. Esta hipotese assenta no facto de nesta teoria se admitir que a rotacdo de uma
secgdo transversal é igual a inclinagdo do eixo da viga, ignorando assim a deformagao por

corte. Pode-se observar o esquema desta viga na Figura 11.
A teoria do elemento de viga de Euler-Bernoulli admite as seguintes hipoteses:

) Os deslocamentos verticais de todos os pontos de qualquer seccdo transversal
sdo pequenos, quando comparados com a altura da viga, e séo iguais ao respetivo
deslocamento do eixo da viga;

i) O deslocamento lateral é nulo (segundo o eixo y);

i) SeccgOes transversais planas e normais ao eixo da viga antes da deformacéo

mantém-se planas e ortogonais ao referido eixo apds a deformacéo.

: B'B"=u=-AB'0=-AB 0=-z4%
=l dx

Figura 11 - Esquema de uma viga do modelo de Euler-Bernoulli [34]

Tendo em conta estas hipoteses admitidas, o campo de deslocamentos de um ponto

qualquer da viga define-se por intermédio das seguintes relacoes:

u, (£, 050 0)=u, (4)-1,6, (1)

u, (ﬁl,ﬁz,tfs):u,‘z(ﬁl) (4.9)
U, (£y,05,0,)=0
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em que, U, e U, sdo os deslocamentos de um ponto do eixo da viga segundo as diregdes

(, e {,, respetivamente. Devido & hip6tese iii), a rotagdo 6’[3 de (4.9) é igual a inclinacéo da

tangente ao eixo da viga deformada, pelo que:

du
0, =—= 4.10
b= a0 (4.10)
— du,
u, =u, (ﬁ -/ 2 (4.12)
14 14 l) 2 dﬁl

Com isto, e utilizando o principio dos trabalhos virtuais obtém-se a matriz de rigidez e a

matriz de massa da viga que se apresentam de seguida, respetivamente [34].

12 6L -12 6L
_EI| 6L 4° -6L 21’

K 4.12
[K] }|-12 -6L 12 -6L (412)
6L 21> -6L 4L?
156 22L 54 -13L
22L 417 13L -3
[mM]=22k (4.13)
420 | 54 13L 156 -22L

-13L -3 -22L 4L°

4.5. Elemento de viga de Timoshenko

No sentido de melhorar as FRF calculadas e assim ter um modelo mais préximo da viga
utilizada experimentalmente estudou-se outro tipo de elemento de viga que ndo o que €
utilizado maioritariamente por ser o mais simples. Assim chegou-se ao elemento de viga de
Timoshenko uma vez que este tem em conta o esfor¢o de corte e a inércia da rotacéo, o que
no estudo em causa pode ser importante.A teoria do elemento de viga de Timoshenko admite
as duas primeiras hipoteses da teoria de Euller-Bernoulli no entanto distingue-se na terceira

hipdtese:
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1ii) Secgdes transversais planas e ortogonais ao eixo da viga indeformada permanecem
planas mas ndo necessariamente ortogonais ao eixo da viga apos a deformacao.

Figura 12 - Deslocamentos num elemento de Timoshenko [34]

O campo de deslocamentos (Figura 12) de um ponto qualquer da viga obtém-se através

das seguintes expressoes:

u, (ﬁl’gzvfs) Uy, (fl)_ﬁze’s (ﬁl)
ulzz (ﬁl'KZ'L?3) = q(l)l) (4.14)

(L"l,ﬁz,ﬁg) 0

u,

"3
emque U, e U, sao os deslocamentos de um ponto do eixo da viga.

Devido a nova hipétese iii), desenvolvem-se extensdes de corte na seccao transversal

da viga, passando o vetor das extens@es a ser constituido por duas componentes:

du,

d(,
du, du,
R T T
d¢, de,

€= (4.15)

Aplicando agora o principio dos trabalhos virtuais obtém-se a matriz de rigidez e a matriz

de massa da viga que sdo apresentadas de seguida [35].
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12 6L ~12 6L
K] El 6L (4+A)L° -6L (2-A)L°
L@+A)|-12  -6L 12 -6L
6L (2-A)L® -6L (4-A)L°

(4.16)

156+2941+1404%  (22+3854+17500)L  B4+1264+704%  -(13+3151+17.54%)L
pAL | (2438544175081 (447443518 (13+3154+17509)L (3474435131
82001+ 2)"|  54+1264+704%  (13+43L51+17547)L  156+2944+1404%  —(22+3851+17.54°)L
“(13+3L54+17500L  ~(3+74+3500 (224385041757 (4+74+352%)L2

[MT]:

36 (3-152)L -36 (3-152)L
M,]- ol (3-154)L (4+154+102°)% —(3-154)L —(1+54-51%)L
RTR0L+ A 36 ~(3-152)L 36 ~(3-154)L
(B-154)L -(1+54-51%)* —(3-154)L  (3-152)L°
][] [,
(4.17)
onde,
a1 12AE' (4.18)
G2
o

Esta hipdtese representa uma maior aproximacdo a deformacdo real de vigas de altura
consideravel, uma vez que a medida que a relacdo comprimento/altura diminui as seccdes

transversais deixam de se conservar planas apos a deformacéo.

Com esta hipdtese, a teoria de viga de Timoshenko considera a forca de corte e a inércia
da rotagdo na equagdo de movimento transversal e contribui assim para o aperfeigoamento

do célculo das frequéncias naturais.

4.6. Exemplo numérico

Foi utilizado o Matlab [32] para a realizagdo do calculo numérico dos dois métodos. Na
Figura 13 pode-se observar uma FRF obtida utilizando o método de acoplamento espacial e
0 método de acoplamento de FRF e onde se pode ver que se sobrepdem o que significa que

se obtém os mesmos resultados.
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Figura 13 - Comparacao de uma FRF na coordenada jj ( H 77) calculada pelo método de acoplamento espacial
e pelo método de acoplamento de FRF

Apos feita esta confirmacao, foi aplicado o conceito explicado no capitulo 4.2. onde se

introduziu um nivel de ruido para se poder simular o ruido que se obtém nos ensaios
experimentais.

O nivel de ruido utilizado foi 3%, o desvio padrdo igual a 1 e a média igual a zero, e de

seguida apresentam-se algumas comparagdes entre FRF com e sem ruido.

Na Figura 14 esta representada uma FRF de uma coordenada de rotacdo rr, onde se pode
ver que o ruido ndo causa uma grande alteracdo. Isto acontece também para as FRF nas
coordenadas de translacgéo tt e de translacéo-rotacéo tr.
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Figura 14 - Comparacéo de uma FRF na coordenada rr ( H2,2 ) calculada pelo método de acoplamento de FRF
com e sem ruido

Na Figura 15 esta representada uma resposta huma coordenada tj, com o mesmo nivel de
ruido da resposta anterior.

FRF TJs
2 T T T T

Sem ruido
— — — Com ruido

Receptancia[dB]

10 I I I 1 I I I
0 50 100 150 200 280 300 350 400

Frequéncia[Hz]

. ~ . C .
Figura 15 - Comparagdo de uma FRF na coordenada tj ( H1,7 ) calculada pelo método de acoplamento de FRF
com e sem ruido

Na Figura 16 esta representada uma resposta numa coordenada jj, com o mesmo nivel de
ruido das respostas anteriores.
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Figura 16 - Comparacéo de uma FRF na coordenada jj ( H7’7 )calculada pelo método de acoplamento de FRF
com e sem ruido

Discussao

Das imagens anteriores pode-se observar que o ruido é bastante superior nas FRF que
correspondem a coordenadas j do acoplamento, no entanto € possivel observar as

ressonancias, sendo dificil detetar as antirressonancias.

Nas FRF das coordenadas que ndo pertencem ao acoplamento o ruido é muito reduzido,
quase impercetivel.

Para ter uma visdo geral da influéncia do ruido, foi usada a correlacdo LAC, introduzida
no capitulo 2.4., e feito o grafico da Figura 17. Este grafico da correlacdo representa uma
matriz e € simétrico na sua diagonal secundaria sendo assim em todos os graficos desta tese.
Nos eixos do grafico estdo representados os graus de liberdade da viga, e onde as
coordenadas 7,8,9 e 10 sdo as coordenadas do acoplamento jj onde se verifica um ruido
superior as restantes. Neste caso tem-se valores da correlacdo a rondar os 0,6 sendo que na
maioria das outras coordenadas tem-se valores proximos de 1 o que demonstra que as FRF

estdo bem correlacionadas.
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Figura 17 - Correlagdo LAC entre as FRF calculadas pelo método de acoplamento de FRF com e sem ruido

4.7. Modelo de eliminacao das coordenadas s

Como foi observado anteriormente, as respostas previstas nas coordenadas da ligacao j
sdo as que apresentam um ruido maior. Neste sentido, foi criado um novo modelo (Figura
18), usando a mesma viga, com as dimensdes da Tabela 2, onde se inseriram dois n6s no

interior do elemento B para tentar minimizar o ruido obtido nas respostas.

Figura 18 - Esquema da viga com a introducao de dois nés no interior do elemento B

Neste modelo, as coordenadas da ligacdo passam a estar inseridas no interior do
elemento B, nos dois nos criados, sendo que o comprimento total da viga ndo € alterado
apenas sao alterados os comprimentos dos elementos, ao comprimento de Al e A2 passa a
ser somado o comprimento de L1 e L2, respetivamente, e no elemento B retira-se o
comprimento de L1 e L2. Nesta estrutura vamos poder medir nos pontos que correspondem

aos jj da estrutura anterior.
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Na Figura 19 pode-se observar a correlagdo LAC entre a FRF calculada e uma FRF com

ruido para 0 modelo anterior, ou seja, com 20 coordenadas. Pode-se verificar que as FRF em

quase todas as coordenadas ja estdo bem correlacionadas porque os valores estdo todos entre

0,9 e 1 no entanto verifica-se que nas coordenadas do acoplamento j (9, 10, 11 e 12) se

registam os valores por volta de 0,7.

DOFs
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Figura 19 - Correlacdo LAC entre FRF calculada pelo método de acoplamento de FRF com e sem ruido e com

20 graus de liberdade

Desta forma, removendo estas coordenadas de acoplamento consegue-se obter um melhor

resultado, e neste caso, as coordenadas podem ser removidas porque estdo no interior do

elemento B pelo que podem ser desprezadas. E o que se verifica com a correlacio da Figura

20, onde apenas foram removidas os LAC das FRF das coordenadas de acoplamento j (9 a

12) face a Figura 19.
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Figura 20 - Correlacdo LAC entre FRF calculada pelo método de acoplamento de FRF eliminando os graus de
liberdade das coordenadas j
Na Figura 20 como foram removidas as coordenadas j, todos os restantes valores estao
compreendidos entre 0,9 e 1 pelo que a escala do gréafico foi alterada para a escala de 0,9 a
1 e desta forma verifica-se ainda que os valores estdo todos acima de 0,95 o que significa

que as FRF das coordenadas que nao sdo do acoplamento estdo todas bem correlacionadas.
Discussao

Ao criar o novo modelo com as coordenadas no interior do elemento B verifica-se que ha
uma melhoria na previsdo das coordenadas do acoplamento jj, pois comparando a Figura 19
com a Figura 17 verifica-se que o valor da correla¢do nas coordenadas do meio, que sao as
do acoplamento j, tém valores superiores neste novo modelo, sendo isto visivel pela cor e
tamanho do quadrado destas coordenadas pois com o0 modelo anterior havia coordenadas
com valor na ordem dos 0,6 e neste sobe para 0,7.

Para validar estes resultados numéricos obtidos, de seguida vao ser realizados ensaios
experimentais onde se vdo medir as FRF nas coordenadas de translagéo tt da estrutura C e
preveem-se as restantes FRF utilizando o método de acoplamento de FRF, procedendo-se
depois as mesmas andlises realizadas na parte numerica mas introduzindo no método de

acoplamento de FRF os dados experimentais.
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5. Ensaios experimentais

5.1. Introducao

A realizacdo dos ensaios experimentais foi feita na Escola Superior de Tecnologia e
Gestao do Instituto Politécnico de Leiria. A viga utilizada para os ensaios era semelhante a

da Figura 21 e apresentava as seguintes caracteristicas:

Figura 21 - Viga semelhante & utilizada nos ensaios experimentais

Tabela 3 - Caracteristicas da viga utilizada nos ensaios experimentais

Comprimento [m] | Largura[m] Espessura[m] E [GPa] p [kg/m?]

0,94 0,030 0,005 199 7787

Para a realizacdo dos ensaios experimentais a viga estava pendurada numa estrutura
através de dois fios de nylon, para assim criar as condic¢Ges de vibracao livre. A gama de
frequéncia utilizada foi de 0-400 Hz uma vez que assim se teria uma maior resolucéo de
0,125 Hz, ou seja, conseguiam-se medir 8 pontos por Hz, obtendo assim um total de 3200
pontos medidos. Para além desta situacdo até aos 400 Hz vamos encontrar 4 frequéncias
naturais de flexdo que foi considerado aceitavel para caracterizar a estrutura C. Com esta
gama de frequéncia a ponteira do martelo pode ser menos rigida pois assim excita as

frequéncias mais baixas e vai existir mais ruido nas frequéncias mais altas.

Foram escolhidos 8 pontos na viga que correspondem aos pontos das medicdes e que

estdo presentes na Tabela 4:
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Tabela 4 - Pontos onde foram realizadas as medi¢Ges

Ponto 1 2 3 4 5 6 7 8

Posicéo [m] 0 0,17 0,34 0,51 |[0,64 0,74 0,84 |094

5.2. Coeréncia dos ensaios experimentais

Para iniciar o ensaio, primeiro selecionava-se o ponto onde se fixava o acelerometro, na
parte traseira da viga, depois procedia-se ao ensaio batendo com o martelo na viga nos varios
pontos da viga. Assumindo que a matriz de FRF é simétrica, sO se realizaram 0s ensaios nos
pontos a direita do ponto do sensor, por exemplo se o sensor estiver colocado no ponto 3 s
se bateriano 3,4, 5,6, 7 e 8.

Para cada ponto o0 ensaio era repetido por seis vezes para se conseguirem obter valores
com o menor erro possivel, sendo isto um requisito do programa de aquisicao de dados. Com
0S varios ensaios, é criado um parametro que se denomina de coeréncia e que apresenta um
valor de 0 a 100, mostrando assim se 0s seis ensaios estdo coerentes. Na Figura 22 pode-se
observar uma FRF medida com o grafico da coeréncia por baixo, onde se verifica que 0s
varios ensaios estdo coerentes entre si uma vez que na maioria da gama da um valor igual a
100. A excecdo sdo as antirressonancias, onde da valores muito baixos. Isto mostra que a
FRF sé se altera nas antirressonancias naqueles 6 ensaios mantendo-se igual no resto da

gama.
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Figura 22 — a) FRF medida; b)grafico de coeréncia

As FRF adquiridas séo as acelerancias pelo que € necessario converter estes valores de

acelerancia para receptancia, usando a seguinte expressao:

H ()= -2 (5.1)

@

Pelo facto de as antirressonancias ndo serem coerentes nos varios ensaios, € expectavel
que estas venham a dar problemas nessa gama de frequéncias quando se colocarem os dados

experimentais no método de acoplamento de FRF.
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5.3. Refinamento do modelo

Foi feita uma comparacdo inicial entre uma FRF calculada usando o método de
acoplamento espacial e 0 método de acoplamento de FRF, como no capitulo 4.3., sendo que

aqui foram introduzidos os dados experimentais das FRF das coordenadas de translacao.

a)

] T T T T T T T

Acoplamento espacial
or — — — Acoplamento de FRF | |

af ]

-2

Receptancia[dB]
Iy

0 50 100 150 200 250 300 350 400
Frequéncia[Hz]

by ——————————————————

Acoplamento espacial
— — — Acoplamento de FRF

Receptancia[dB]

-Ar -

130 140 150 160 170 180 190
Frequéncia[Hz]

Figura 23 — a) Comparacao entre FRF calculada pelo método de acoplamento espacial e pelo método de
acoplamento de FRF usando dados experimentais; b) Zoom junto a terceira frequéncia natural

Na Figura 23 € possivel observar que as frequéncias naturais das FRF calculadas pelo
método de acoplamento de FRF usando dados experimentais ndo coincidem com as

calculadas pelo método de acoplamento espacial.
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Observando esta situacao, alterou-se o modelo inicial da viga aumentando o numero
de elementos em cada elemento A, ou seja, cada elemento A era dividido em 3 elementos e

agora dividiram-se estes elementos a meio passando cada elemento A a ter 6 elementos.

| 1
I T 1 I | T |
017m ' 0,17m 017 m 0lm 01m 0O1m

Figura 24 - Novo modelo da viga com 14 n6s

Na Figura 24 pode-se observar o novo modelo da viga onde entre cada dois nds do
elemento A foi inserido um novo. Esta alteracdo aumenta o nimero de nos de 8 para 14 e o
numero de graus de liberdade de 16 para 28. No entanto, isto s6 se aplica ao calculo das
matrizes de rigidez e massa, pois quando se passa para o calculo da receptancia os graus de

liberdade dos nés do meio de cada elemento sdo eliminados.
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Figura 25 — a) Comparacao entre FRF calculada pelo método de acoplamento espacial e pelo método de
acoplamento de FRF usando dados experimentais; b) Zoom na terceira frequéncia natural para o novo modelo

Na Figura 25 pode-se observar que as frequéncias naturais neste caso ja coincidem o
que mostra que com mais elementos se consegue uma melhor descri¢do da viga e com isso

se obtém as frequéncias naturais iguais as obtidas experimentalmente.

Assim, nos préximos capitulos 0 modelo numerico usado passou a ser este.

5.4. Cancelamento de massa

A colocacao do acelerometro na viga para a realizagdo dos ensaios experimentais altera

0 comportamento dinamico da estrutura, isto porque se estd a adicionar um elemento a

50



estrutura que tem massa e inércia e que nao esta a ser considerada na analise da estrutura.
Nalguns casos, quando a massa do acelerdbmetro é muito inferior & da viga, esta pode ser
desprezada. No entanto, se a massa adicionada a estrutura for idéntica a uma massa modal

que esteja associada a uma frequéncia natural, essa frequéncia natural vai ser inferior a real.

Silva et al [10] sugerem um algoritmo que permite retirar a massa do acelerometro a
estrutura ensaiada. Considerando uma estrutura como a da Figura 26, a expressao obtida para

o0 cancelamento de massas de uma FRF cruzada é a equacéo (5.2) [4]:

Figura 26 - Desacoplamento do sensor B da estrutura A

C

A h ji
h i —JC (5.2)

1- mBh i
Na Figura 27 pode-se observar uma FRF ja com o cancelamento de massa, onde nédo é
visivel uma grande diferenca face a FRF medida, no entanto ampliando a imagem nas FRF
mais alta consegue-se observar um deslocamento da frequéncia natural para a direita, Figura
28.

3 Y - T Y Y T T
———— FRF medida

2+ — — — FRF com cancelamento de massa

1 J | I
g o |
=, | ’

ot “A -9 '/:
] | | I NG i
C \
)
2 -1 \
O
<

2t

| |
-3
-4
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Frequéncia[Hz]

Figura 27 - Comparacao entre a acelerancia de uma FRF medida e outra onde é aplicado o cancelamento de
massa
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Figura 28 - Zoom da figura anterior na quinta frequéncia natural

Discussao

Como se pode observar, neste caso ndo se nota praticamente nenhuma diferenca entre
a FRF medida e aquela onde é aplicado o cancelamento da massa, s6 é possivel observar
uma diferenca ampliando a imagem, e isto justifica-se pelo facto de o sensor pesar muito
pouco quando comparado com a massa da viga, uma vez que o acelerébmetro possui uma

massa de 4,8 gramas e a viga cerca de 1 kg.

5.5. Calculo moédulo de elasticidade

Apbs obtidos os resultados experimentais, foi feito um estudo no sentido de identificar o
modulo de elasticidade da viga em estudo. Para isto foi-se variando 0 médulo de elasticidade
no célculo das FRF de translacdo de H®. Foi depois feita uma comparacgéo entre as
frequéncias naturais obtidas experimentalmente e as obtidas analiticamente com 0s varios
modulos de elasticidade e calculou-se o erro para ver qual o médulo de elasticidade se
aproximava mais dos resultados experimentais para assim se ter uma aproximacdo do
modulo de elasticidade real. Aqui foi também estudada qual a influéncia entre utilizar o
método de Euler-Bernoulli ou o de Timoshenko, calculadas as frequéncias naturais para cada

caso e ver o erro associado face aos resultados experimentais.

O erro relativo foi calculado utilizando a equacéo (5.3), onde se faz a diferenca entre o

valor calculado numericamente, que corresponde ao exato, e o valor obtido

52



experimentalmente, isto em modulo, dividindo-se pelo valor numérico e para obter este erro
em percentagem multiplica-se por 100:

lexato —aproximadol
exato

erro% =

%100 (5.3)

Na Figura 29 pode-se observar um grafico realizado entre os varios modulos de
elasticidade usados e o erro relativo entre as frequéncias naturais analiticas e experimentais,
utilizando o método Euler-Bernoulli e na Figura 30 usando o método Timoshenko. Estes

gréaficos sdo respetivos a primeira frequéncia natural.

Método Euler-Bernoulli
1,4

1,2

0,8

0,6

Erro Relativo [%]

04

0,2

196 197 198 199 200 201 202 203 204
Modulo de Elasticidade [GPa]

Figura 29 - Varios mddulos de elaticidade e respetivo erro para a 12 frequéncia natural no método Euler-
Bernoulli
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Método de Timoshenko

198
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200

201

202

Modulo de Elasticidade [GPa]

203
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Figura 30 - Varios médulos de elasticidade e respetivo erro para a 12 frequéncia natural no método Timoshenko

Na Tabela 5 é possivel visualizar os erros obtidos para todas as frequéncias naturais

obtidas na gama de 0 Hz a 400 Hz em ambos 0s métodos.

Tabela 5 - Erros relativos para as frequéncias naturais no método Euler-Bernoulli e Timoshenko

Ensaios | Euler- Erro Timoshenko | Erro |Euler- Erro Timoshenko |Erro

[Hz] Bernoulli | Rel.(%) | [Hz] Rel. Bernoulli |Relativ |[Hz] Rel.
[Hz] (%) |[Hz] o (%) (%)
198 GPa 198 GPa 199 GPa 199 GPa

29,375 |29,375 0 29,375 0 29,375 0 29,375 0

81 80,875 0,154 |80,875 0,154 |81,125 0,154 81 0

158,875 | 158,625 |0,157 |158,5 0,236 | 159 0,079 158,875 0

262,625 | 262,5 0,048 |262,25 0,143 | 263,25 0,238 263 0,143

392,5 392,375 |0,032 |391,875 0,159 | 393,375 0,223 392,875 0,096
Média 0,078 | Média Erro |0,138 | Média Erro|0,139 Média Erro 0,048
Erro

Na Figura 31 esta presente uma comparacao entre trés FRF, a calculada usando o

elemento de viga de Timoshenko, a calculada usando o elemento de viga de Euler-Bernoulli

e a obtida experimentalmente na coordenada da matriz de translagio H (1,1).
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Figura 31 - Comparacdo entre FRF calculada usando o elemento de viga de Timoshenko, o elemento de viga de

. . C
Euler-Bernoulli e a FRF experimental na coordenada Htt (1, 1)

Na Figura 32 esta presente a comparacao anterior, mas neste caso, foca-se o grafico na
quinta frequéncia natural para se poder ver que com o elemento de viga de Timoshenko a

frequéncia natural esta mais proxima da experimental que a calculada com o elemento de
viga de Euler-Bernoulli.

ast Timoshenko
’ — — — Euler-Bernoulli

— — — Experimental

Receptancia[dB]

384 386 388 390 392 34 396 398
Frequéncia[Hz]

Figura 32 - Comparacéo da quinta frequéncia natural usando o elemento de viga de Timoshenko, o de Euler-
Bernoulli e a experimental

Na Figura 33 pode-se observar a correlagdo LAC entre a FRF calculada usando o

elemento de viga de Euler-Bernoulli e a FRF experimental das coordenadas de translacao.
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Figura 33 - Correlagéo LAC entre as FRF medidas e as calculadas pelo método de acoplamento de FRF nas
coordenadas tt usando o elemento de viga de Euler-Bernoulli

Na Figura 34 pode-se observar a comparacdo entre as FRF calculadas utilizando o
elemento de viga de Timoshenko e as experimentais através da correlacdo LAC.
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Figura 34 - Correlagdo LAC entre as FRF medidas e as calculadas pelo método de acoplamento de FRF nas
coordenadas tt usando o elemento de viga de Timoshenko

56



Discussao

Em ambos os casos se pode verificar que todos os valores da correlagdo estdo acima
de 0,9, o que significa que nos dois casos as FRF estdo bem correlacionadas. Apesar de a
comparacdo entre a FRF usando o elemento de viga Euler-Bernoulli com a experimental
apresentar nalguns casos melhores valores que a utilizando o elemento de viga de
Timoshenko e a experimental, no entanto deu-se mais importancia a que apresentava valores
de frequéncias naturais mais proximas das experimentais, uma vez que a correlacdo LAC
tem em conta a gama toda da frequéncia onde estdo também as antirressonancias que tém o

problema de ndo serem coerentes na medigdo experimental.

5.6. Calculo respostas dinamicas nao medidas

Depois de estabelecido o modulo de elasticidade, 199 GPa, e ja com o tratamento dos
dados recolhidos, com o cancelamento de massa aplicado, passa-se para o calculo das
respostas dindmicas ndo medidas, incluindo aqui ja as coordenadas de translacdo tt medidas
na estrutura e com estas calculando todas as outras. Com estes dados, e utilizando a

expressao (4.7) conseguem-se obter as respostas de todas as coordenadas da estrutura.

Ap0s prever as respostas para todas as coordenadas utilizando o método de acoplamento
de FRF, calculou-se a correlacdo LAC entre as FRF calculadas pelo método de acoplamento
espacial e as calculadas com o método de acoplamento de FRF ja com as coordenadas tt

experimentais, que se pode observar na Figura 35.
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Figura 35 - Correlacao LAC entre a FRF calculada pelo método de acoplamento espacial e pelo método de
acoplamento de FRF usando dados experimentais das coordenadas tt

Pode-se observar na Figura 35 que os valores mais baixos da correlagdo ocorrem onde

existem coordenadas j, 0s mais baixos nas coordenadas jj mas também valores baixos para

as coordenadas tj e rj, sendo estas coordenadas jj as 7,8,9 e 10.

De seguida, mostram-se algumas destas FRF que foram comparadas e onde se pode ver

a diferenca entre as calculadas pelo método de acoplamento espacial, traco a azul, e as

calculadas pelo método de acoplamento de FRF, tracejado a vermelho.

Na Figura 36 esta presente uma compara¢do entre FRF numa coordenada de translacao

tt, mais especificamente na coordenada (1,1).
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Acoplamento espacial
— — — Acoplamento de FRF
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Frequéncia[Hz]

. . C , .
Figura 36 - Comparagdo de uma FRF na coordenada tt ( Hl,l ) calculada pelo método de acoplamento espacial
e pelo método de acoplamento de FRF

Na Figura 37 estd presente uma comparacdo entre FRF numa coordenada de
translagéo-rotacao tr, mais especificamente (1,2).

1 T T T T T T T

Acoplamento espacial
— — — Acoplamento de FRF

Receptancia[dB]

0 50 100 150 200 250 300 350 400
Frequéncia[Hz]

c
Figura 37 - Comparagdo de uma FRF na coordenada tr ( Hl,z) calculada pelo método de acoplamento espacial

e pelo método de acoplamento de FRF

Na Figura 38 esta presente uma comparagéo entre FRF numa coordenada de rotacéao-
rotacdo rr, mais especificamente (2,2).
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Figura 38 - Comparagéo de uma FRF na coordenada rr ( Hz,z) calculada pelo método de acoplamento espacial
e pelo método de acoplamento de FRF

Na Figura 39 esta presente uma comparagdo entre FRF numa coordenada de rotacao-
rotacdo rr, mais especificamente (2,14).

15 T T T T T T T

Acoplamento espacial
1 — — — Acoplamento de FRF

05T 7

iy |
Lol | m

_3 ; 5 1 1 1 1 1 1 ) -I
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Frequéncia[Hz]

B

Receptanciald

c
Figura 39 - Comparagdo de uma FRF na coordenada rr ( H 214 ) calculada pelo método de acoplamento

espacial e pelo método de acoplamento de FRF

Na Figura 40 esta presente uma comparagdo entre FRF numa coordenada de rotacéo-
acoplamento rj, mais especificamente (2,7).
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Figura 40 - Comparagéo de uma FRF na coordenada rj ( H2’7) calculada pelo método de acoplamento espacial
e pelo método de acoplamento de FRF

Na Figura 41 esta presente uma comparacao entre FRF numa coordenada de ligacéo

JJ, mais especificamente (7,7), um dos valores mais baixos da correlago.
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Acoplamento espacial
— — — Acoplamento de FRF
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c
Figura 41 - Comparagdo de uma FRF na coordenada jj ( H7]7) calculada pelo método de acoplamento espacial

e pelo método de acoplamento de FRF

Na Figura 42 esta presente uma comparacao entre FRF numa coordenada de ligacao
JJ, mais especificamente (8,9), um dos melhores valores da correlagdo nas coordenadas de
ligacéo jj.
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Figura 42 - Comparacéo de uma FRF na coordenada jj ( H&g ) calculada pelo método de acoplamento espacial
e pelo método de acoplamento de FRF

Discussao

Como se pode observar nas figuras anteriores, nas frequéncias naturais as FRF séo
semelhantes, ou seja, coincidem sempre na mesma frequéncia ou com desvios muitos
pequenos. Também se pode verificar que as FRF melhor correlacionadas sdo as FRF das
coordenadas de translacéo e rotagédo, tt, tr e rr. As FRF das coordenadas de acoplamento tj,
rj e principalmente jj sdo aquelas onde ha um maior distanciamento entre FRF. Isto ja seria
uma situacdo esperada, uma vez que, na expressao para o célculo (equacgédo (4.7)) ndo é
introduzida nenhuma informacéo relativamente ao elemento B, sendo apenas usada toda a
informacdo numérica do elemento A e a informacdo das translacBes experimentais do
elemento C. Na Figura 35 pode-se observar que nas coordenadas de translacdo-rotacdo tr e
de rotacdo-rotacdo rr os valores da correlacdo sdo superiores no lado direito do gréfico.
Comparando a Figura 38 com a Figura 39 que s&o, respetivamente, uma FRF na coordenada
rotacdo-rotacdo rr da parte esquerda do grafico e uma FRF na coordenada rotagao-rotacao
rr na parte direita do grafico, observa-se que isto se deve ao facto de as FRF na parte esquerda

do grafico apresentarem mais antirressonancias que as FRF da parte direita do gréafico.

5.6.1. Gama de frequéncia reduzida

Tendo em conta que as frequéncias naturais coincidem, recalculou-se a correlagdo LAC

restringindo a gama, criando-se um intervalo de mais e menos 5 Hz em torno da primeira
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frequéncia natural, correspondendo isto a 81 pontos de medicdo. Na Figura 43 pode-se
observar esta situacdo, onde se verificam algumas melhorias, no entanto ndo se consegue
melhorar a correlacdo em todas as coordenadas. As melhorias sdo evidentes essencialmente

na parte inferior esquerda do grafico comparando com a Figura 35.

i R R R R R R R R R B N R B RBR |
sHAHAHTEEIEEEEREEER O ED 0.9
e R R R R R R R AR R B R RS |
ikt R R R R R R RS RS R R B B 08
i AHAEEEEEEEENEEEEN 1o+
gy f R R R R R R R AR R R R B B
njlli A EBEEEEENR  EEEER 106
ggIIIIIIIIDIIIIIII os
=pyiseEmis EnEnE N EES f R R R R B R
4 8 o8 § § R RE R R R R R B B 104
R EmE R R R R R R R B R B R B
s AEEENE EEEEEEER 03
s AN EEES EEEEEEERE 02
< R R § EeEmm s R R R R N R § |
S HEEEE  EEEEEEER 0.1
g i 8 0§ B0 RS § NN .
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
DOFs

Figura 43 - Correlagdo LAC entre uma parte da FRF, 5 Hz antes e depois da primeira frequéncia natural
calculada pelo método de acoplamento espacial e pelo método de acoplamento de FRF usando dados experimentais das
coordenadas tt

5.7. Modelo de eliminacao das coordenadas j

Para tentar melhorar a correlacdo entre as FRF calculadas pelo método de acoplamento
espacial e as calculadas pelo método FRF com as FRF medidas, fez-se 0 mesmo que no
capitulo , ou seja, adicionaram-se dois nos no interior do elemento B, sendo que isto ndo
altera em nada os ensaios experimentais uma vez que nestes dois nos vao surgir coordenadas
j que ndo sdo medidas. Aqui passam a existir mais duas coordenadas t que ja tinham sido

medidas nos ensaios realizados.
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Figura 44 - Esquema da viga com a introducéo de dois nds no interior do elemento B

Aplica-se o esquema da Figura 18 com os dados da Tabela 2, onde a alteragéo a ser feita
é que anteriormente eram calculadas as FRF usando o método de FRF com recurso a
expressao de simulacéo do ruido e aqui véo ser utilizados os dados recolhidos das FRF das

coordenadas tt e calculadas todas as outras FRF usando a expressao (4.7).

Calculando agora a correlagdo LAC para este novo esquema da viga, obtém-se o seguinte

grafico.
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Figura 45 - Correlacdo LAC entre FRF calculada pelo método de acoplamento espacial e pelo método de
acoplamento de FRF usando os dados experimentais com 20 graus de liberdade

Na Figura 45 pode-se observar que os piores valores da correlacdo continuam a surgir nas
coordenadas da ligacéo tj, rj e jj, sendo que as coordenadas da ligagéo séo agora 9, 10, 11 e
12. Ainda assim, verifica-se que existe uma melhoria mesmo nas FRF das coordenadas jj

face a Figura 35.

De seguida podem-se observar varias FRF para este novo esquema, FRF estas que

coincidem com as mostradas no capitulo para que se possam comparar, sendo que o traco a
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azul corresponde a FRF calculada pelo método de acoplamento espacial e o tracejado a
vermelho corresponde a FRF calculada usando o método de acoplamento de FRF com os
dados experimentais.

Na Figura 46 esta presente uma comparacao entre FRF numa coordenada de translacao
tt, mais especificamente na coordenada (1,1).
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Figura 46 - Comparagdo de uma FRF na coordenada tt ( H1,1 ) calculada pelo método de acoplamento espacial

e pelo método de acoplamento de FRF com 20 graus de liberdade

Na Figura 47 estd presente uma comparacdo entre FRF numa coordenada de
translacdo-rotacdo tr, mais especificamente (1,2).
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Figura 47 - Comparacéo de uma FRF na coordenada tr ( H1,2) calculada pelo método de acoplamento espacial
e pelo método de acoplamento de FRF com 20 graus de liberdade
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Na Figura 48 esta presente uma comparacgdo entre FRF numa coordenada de rotacéao-
rotacdo rr, mais especificamente (2,2).
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Figura 48 - Comparacéo de uma FRF na coordenada rr ( H 2.2 ) calculada pelo método de acoplamento
espacial e pelo método de acoplamento de FRF com 20 graus de liberdade

Na Figura 49 esta presente uma comparacdo entre FRF numa coordenada de rotacao-
rotacdo rr, mais especificamente (2,18).
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Figura 49 - Comparagéo de uma FRF na coordenada rr ( H 218 ) calculada pelo método de acoplamento
espacial e pelo método de acoplamento de FRF com 20 graus de liberdade

Na Figura 50 esté presente uma comparacdo entre FRF numa coordenada de rotacao-
acoplamento rj, mais especificamente (2,9).
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Figura 50 - Comparagéo de uma FRF na coordenada rj ( H 2,9 ) calculada pelo método de acoplamento
espacial e pelo método de acoplamento de FRF com 20 graus de liberdade

Na Figura 51 estd presente uma comparagdo entre FRF numa coordenada de

translacéo tt, mais especificamente (7,7), que correspondia a coordenada de acoplamento jj
do esquema anterior (Figura 41).
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Figura 51 - Comparacéo de uma FRF na coordenada tt ( H 7,7 ) calculada pelo método de acoplamento
espacial e pelo método de acoplamento de FRF com 20 graus de liberdade

Na Figura 52 esta presente uma comparacéo entre FRF numa coordenada de ligacéo
JJ, mais especificamente (9,9).
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Figura 52 - Comparacéo de uma FRF na coordenada jj ( H 9,9 ) calculada pelo método de acoplamento
espacial e pelo método de acoplamento de FRF com 20 graus de liberdade

Na Figura 53 esta presente uma comparagdo entre FRF numa coordenada de ligagdo
JJ, mais especificamente (10,11). Esta FRF pode ser comparada com a da Figura 42 pois sdo
ambas coordenadas de acoplamento na mesma coordenada e onde se pode ver que neste caso
a FRF com a parte experimental estd mais proxima da numérica que no modelo anterior,

como se verificou com os valores da correlagdo LAC.
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Figura 53 - Comparagdo de uma FRF na coordenada jj ( H10,11) calculada pelo método de acoplamento

espacial e pelo método de acoplamento de FRF com 20 graus de liberdade
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Como as coordenadas da ligacdo jj neste esquema sdo inseridas no interior do elemento
B, e para se poder comparar a correlagdo LAC com o mesmo numero de coordenadas do
modelo anterior, ao grafico da Figura 45 foram retiradas as colunas e linhas correspondentes

as coordenadas de ligacgéo jj.
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Figura 54 - Correlacao LAC entre FRF calculada pelo método de acoplamento espacial e pelo método de
acoplamento de FRF usando os dados experimentais com 16 graus de liberdade, removendo as coordenadas j

Discusséo

A correlagdo LAC da Figura 54 j& ndo tem os valores correspondentes as coordenadas
de acoplamento tj, rj e jj, ficando assim uma matriz de 16 por 16 que pode agora ser
comparada com a correlacdo do modelo anterior (Figura 35) e onde se pode observar que
com este novo modelo se consegue uma melhoria, tendo todos os valores da correlacdo
acima de 0,5. Esta remocdo das coordenadas pode ser feito uma vez que estas coordenadas
do acoplamento foram introduzidas no interior do elemento B sdo coordenadas que terdo as

suas FRF previstas.

5.7.1. Gama de frequéncia reduzida

Se a esta correlagéo se aplicar o mesmo que se fez na Figura 43, ou seja, restringir a
gama de frequéncia para um intervalo de mais e menos 5 Hz em torno da primeira frequéncia

natural, correspondendo isto a 81 pontos de medicdo, obtém-se o seguinte grafico.

69



DEEEEEEEEE NN
ST rrrrrrrrTe e
s
arrrrrrrrerrrrrre B
cENENENENNNEEEEEE | |,
sEEEEEEEEN AN
«EEEEEEEEEE . EEEEE | o
coiENENENENEENEEEE | |
Bef0 o MEE-EEEEENEN
' AEEEEEE AN |
sEE EEEESEEEEEEEE
ENEEEEE NN
/EEENEEE EEEEEEEE B
EEEEE E-EENENENEN
;EEEEEEE EEEEEEEE
AN NCNEENNEEEN B
1 2 3 4 5 6 7 8 13 14 15 16 17 18 19 20

DOFs

Figura 55 -Correlagdo LAC entre uma parte da FRF, 5 Hz antes e depois da primeira frequéncia natural
calculada pelo método de acoplamento espacial e pelo método de acoplamento de FRF usando dados experimentais das
coordenadas tt no novo modelo

Na Figura 55 pode-se entdo observar que se consegue melhorar o valor da correlacéo
LAC na maioria das zonas, sendo esta melhoria mais evidente na parte inferior esquerda do
gréfico, havendo, ainda assim, algumas coordenadas onde ndo se consegue melhorar o valor

da correlacéo.

5.8. Comparacao entre FRF previstas e

experimentais

Tendo em conta que nos ensaios experimentais foram medidas as coordenadas de
ligacdo do elemento B e que no modelo do seccdo 5.7 estas ndo sdo usadas pois séo
consideradas as coordenadas do acoplamento, é possivel utilizando esse modelo comparar
uma FRF prevista do acoplamento com a calculada numericamente e a medida

experimentalmente. De seguida sdo mostradas varias FRF com esta comparacéo.

Na Figura 56 esta presente uma comparacgdo entre FRF na coordenada tj (1,7).
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Figura 56 - Comparacao de uma FRF na coordenada tj ( H1,7 ) calculada pelo método de acoplamento espacial,
pelo método de acoplamento de FRF e a obtida experimentalmente

Na Figura 57 esta presente uma comparacdo entre FRF na coordenada tj (3,7).
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Figura 57 - Comparacéo de uma FRF na coordenada tj ( H3'7 ) calculada pelo método de acoplamento espacial,
pelo método de acoplamento de FRF e a obtida experimentalmente

Na Figura 58 esta presente uma comparacgéo entre FRF na coordenada jj (7,7).
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Figura 58 - Comparacao de uma FRF na coordenada jj ( H7,7 ) calculada pelo método de acoplamento espacial,
pelo método de acoplamento de FRF e a obtida experimentalmente

Na Figura 59 estéa presente uma comparacdo entre FRF na coordenada tj (1,9).
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Figura 59 - Comparacéo de uma FRF na coordenada tj ( H1,9 ) calculada pelo método de acoplamento espacial,
pelo método de acoplamento de FRF e a obtida experimentalmente

Na Figura 60 esta presente uma comparacgéo entre FRF na coordenada tj (3,9).

72



0 . . . T . . .

Acoplamento espacial

— — — Acoplamento de FRF |
— — — Experimental

Receptancia[dB]

0 50 100 150 200 250 300 350 400
Frequéncia[Hz]

. . . C . .
Figura 60 - Comparacao de uma FRF na coordenada tj ( H3,9 ) calculada pelo método de acoplamento espacial,
pelo método de acoplamento de FRF e a obtida experimentalmente

Na Figura 61 esta presente uma comparacdo entre FRF na coordenada jj (9,9).
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Figura 61 - Comparacéo de uma FRF na coordenada jj ( Hgyg ) calculada pelo método de acoplamento espacial,
pelo método de acoplamento de FRF e a obtida experimentalmente

Discussao

Nestes graficos anteriores € possivel observar a comparacao entre trés FRF, a numérica,

a calculada usando o método de acoplamento de FRF e a experimental. E possivel verificar
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que a FRF experimental é bem aproximada pela numérica, excecao feita as antirressonancias

da Figura 57 mas isto justifica-se pela coeréncia explicada no capitulo 5.2.

Nos trés primeiros graficos verifica-se alguma diferenca entre a FRF calculada pelo
método de acoplamento de FRF e a numeérica e experimental, o que ja tinha sido mostrado
pela correlacdo LAC da Figura 35, sendo que neste caso s6 mostrava a comparagao entre 0s
dois métodos e ndo tinha em conta a FRF experimental. Ainda assim, é possivel verificar

que as frequéncias naturais coincidem nas trés FRF.

Nos outros trés graficos verifica-se que as FRF ja ndo se distinguem, pois para além das
frequéncias naturais praticamente toda a curva coincide havendo apenas alguma diferenca
nas antirressonancias. Assim verifica-se o que ja era sugerido pelos valores da correlacao
que nos trés primeiros graficos apresentavam valores baixos e nos trés Gltimos ja apresentava

valores altos.
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6. Conclusoes

Com este trabalho pretende-se verificar e confirmar que é possivel determinar FRF de
uma estrutura global, podendo uma parte da estrutura ser desconhecida. Para isso, iniciou-
se 0 trabalho com uma parte numérica para confirmar se tudo 0 que se estava a usar estava
correto e assim ter uma base para depois poder fazer os ensaios experimentais e trabalhar ja

com uma base sobre os resultados destes ensaios.

Na parte numérica, comecou-se por confirmar que utilizando dois meétodos de
acoplamento diferentes, o espacial e 0 de acoplamento de FRF, se iria obter a mesma FRF.
Depois disto, introduziu-se ruido numérico que pudesse simular o ruido que se iria obter nos
ensaios experimentais, pois assim podia-se perceber quais 0s eventuais problemas que se
viriam a ter. Nesta fase, jA com FRF diferentes, a original e a FRF afetada com o ruido
numérico, surgiu uma dificuldade que foi a comparacdo entre FRF que estava a ser feita
qualitativamente pois s6 era possivel verificar as diferencas graficamente, mas era
importante poder quantificar a diferenga. Aqui pode-se verificar que ja existiam métodos
para poder quantificar esta diferenca, os critérios de correlacdo, sendo que aquele que se
mostrou mais adequado a este trabalho foi o critério de correlacdo LAC. Esta ferramenta
revelou-se bastante importante ao longo do trabalho, pois para além quantificar a diferenca
entre FRF frequéncia a frequéncia, permitia ainda calcular um valor médio na gama de
frequéncia usada. Assim, pode-se concluir que esta ferramenta € bastante importante neste
tipo de estudo, pois assim torna-se facil comparar diferentes FRF e sobretudo quantificar
essa diferenca. A utilizacdo do modelo de eliminacdo das coordenadas j permitiu melhorar

ligeiramente as FRF previstas da ligagéo.

Relativamente a parte experimental, surgiram logo alguns problemas pois numa fase
inicial verificou-se que as FRF experimentais eram diferentes das numéricas, inclusivamente
as frequéncias naturais, pelo que se concluiu que o modelo numérico ndo estava adequado
ao experimental. Assim, refinou-se o modelo numérico adicionando mais elementos para
que este tivesse assim uma resolucéo e com isto ja se conseguiu uma aproximacéo das FRF,
sobretudo nas frequéncias naturais onde se conseguiu que coincidissem. Para além disto, o
facto de se adicionar o sensor no ensaio experimental levou a que a estrutura global fosse
alterada uma vez que 0 sensor possui massa, € isto poderia alterar o comportamento dinamico

da estrutura. No entanto, apesar de existir uma ligeira diferenca, verificou-se que no caso
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pratico usado, a influéncia do sensor na estrutura global era quase nula uma vez que possui
uma massa muito inferior a massa da viga. Foi também alterado o elemento de viga que
estava a ser usado, pois verificou-se que com o elemento de viga de Timoshenko se obtiam
ligeiramente melhores resultados e do ponto de vista tedrico fazia mais sentido utilizar este
tipo de viga. Assim, conclui-se que a defini¢do do modelo numérico é de elevada importancia
pois uma ma definicdo deste modelo leva a grandes diferencas face aos resultados

experimentais e leva a analises erradas.

A partir do momento em que o modelo foi definido, pdde-se entdo fazer a comparacao
entre o acoplamento espacial e o acoplamento de FRF e onde, tal como tinha sido previsto
no calculo numérico, as piores FRF previstas estavam nas coordenadas da ligacédo j. Aqui,
conclui-se 0 mesmo que na parte numeérica, uma vez que aplicando o modelo de eliminagéo
das coordenadas j permite uma ligeira melhoria face ao modelo anterior. Pode-se concluir
que este modelo de eliminacdo das coordenadas j é util se para o estudo pretendido as
coordenadas da ligacdo forem desprezadas, pois apesar da melhoria existem ainda algumas
coordenadas da ligacdo que apresentam valores da correlacdo baixos. No entanto, com a
reducao da gama de frequéncia para um intervalo perto da frequéncia natural, verifica-se que
0 método de acoplamento de FRF permite prever com grande rigor as frequéncias naturais
em todas as coordenadas da estrutura global, ainda que parte da estrutura seja desconhecida.

Neste trabalho foram dados importantes contributos no sentido de quantificar a
diferenca entre o modelo de acoplamento de FRF, em que sé foram medidas as FRF das
coordenadas de translacéo e todas as outras foram previstas, e 0 modelo de acoplamento
espacial, onde tudo é calculado numericamente, mostrando também a utilidade de algumas
ferramentas neste tipo de estudo como por exemplo, o critério de correlacdo LAC. De
seguida, apresentam-se algumas propostas de trabalho futuro que possam dar continuidade

a este trabalho.
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6.1. Trabalhos futuros

Os ensaios experimentais para este trabalho foram realizados recorrendo a uma viga
simples e sendo apenas utilizada esta viga como estrutura. Um desenvolvimento
interessante seria fazer estas comparacdes que foram feitas utilizando estruturas mais

complexas, onde o0 elemento B € o Gnico elemento com uma geometria complexa.

A medicdo das rotacGes, para além das translacdes, poderia representar também uma
melhoria na previsdo das coordenadas relacionadas com rota¢des, bem como se poderia
validar assim que este modelo para prever as respostas dindmicas ndo medidas se aplica

também para as rotacfes, uma vez que neste trabalho sé foi confirmado numericamente.

Por ultimo, neste trabalho, o célculo da matriz de rigidez, da matriz de massa e das
FRF foi feito usando o MatLab pois a estrutura estudada também era simples, mas para o
futuro com estruturas mais complexas seria Util passar a calcular estas propriedades e
respostas recorrendo a um software de elementos finitos comercial e onde possam ser

importadas as geometrias criadas através de desenho assistido por computador.

77



78



Bibliografia

[1]
[2]
[3]
[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

S. S. Rao, Mechanical Vibrations. 2011.
J. He, Z.-F. Fu, and H. H. Z.-F. Fu, Modal Analysis, vol. 117, no. 10. 2001.
J. M. M. Maia, N. M. M., Silva, Theoretical and Experimental Modal Analysis. 2003.

F. C. Batista, “Caracterizacdo dinamica de juntas aparafusadas”, Ph.D. dissertation,

Instituto Superior Técnico, Universidade Técnica de Lisboa, 2012.

C. Zang, H. Grafe, and M. Imregun, “Frequency—Domain Criteria for Correlating and
Updating Dynamic Finite Element Models,” Mech. Syst. Signal Process., vol. 15, no.
1, pp. 139-155, 2001.

K.-T. Yang and Y. Park, “Joint structural parameter identification using a subset of
frequency response function measurements,” Mech. Syst. Signal Process., pp. 509—
530, 1993.

D. Celi¢ and M. Boltezar, “Identification of the dynamic properties of joints using

frequency-response functions,” J. Sound Vib., pp. 158-174, 2008.

M. Wang, D. Wang, and G. Zheng, “Joint dynamic properties identification with
partially measured frequency response function,” Mech. Syst. Signal Process., pp.
499-512, 2012.

P. Avitable and J. O’Callahan, “Frequency response function expansion for
unmeasured translation and rotation dofs for impedance modelling applications,”
Mech. Syst. Signal Process., pp. 723-745, 2003.

A. M. Silva, J.M., Maia, N.M., Ribeiro, “Cancellation of mass-loading effects of
transducers and evaluation of unmeasured frequency response functions,” J. Sound
Vib., pp. 761-779, 2000.

F. C. Batista and N. M. M. Maia, “Estimation of unmeasured frequency response

functions,” in 19th International Congress on Sound and Vibration., 2012.

W. J. Duncan, “Mechanical Admittances and Their Applications to Oscillation
Problems,” 1947.

R. E. D. Bishop and D. C. Johnson, “The mechanics of vibration,” Cambridge Univ.
Press, 1960.

79



[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

D. J. Ewins, “Measurement and application of mechanical impedance data: Part IlI:

Interpretation and application of measured data,” J. Soc. Environ. Eng.

A. L. Klosterman, “A Combined Experimental and Analytical Procedure for

Improving Automotive System Dynamics,” S.A.E. Pap. No. 720093, 1972.

M. G. Sainsbury and D. Ewins, “Vibration Analysis of Damped Machinery
Founalation Structure Using Dynamic Stiflness Coupling Technique,” A.S.M.E. Pap.
73-DET-136, 1973.

D. J. Ewins, J. M. M. Silva, and G. Maleci, “Vibration Analysis of a Helicopter Plus
an Externally-Attached Structure,” Shock Vib. Bull., 1980.

L. D. Lutes and E. Heer, “Receptance Coupling of Structural Components Near a
Component Resonance Frequency,” Jet Propuls. Lab. Rep., 1968.

E. Heer and L. D. Lutes, “Application of the Mechanical Receptance Coupling
Principle to Spacecrafr Systems,” Shock Vib. Bull., 1968.

D. J. Ewins and P. T. Gleeson, “Experimental Determination of Multi-Directional
Mobility Data for Beams”,” J. Sound Vib., 1975.

P. T. Gleeson, “Identification of Spatial Models for the Vibration Analysis of Lightly-
Damped Structures,” Ph.D. Thesis, Imp. Coll. Univ. London, 1979.

R. R. Craig, “Methods of Component Mode Synthesis,” Shock Vib. Dig., 1977.

F. C. Nelson, “A Review of Substructure Analysis of Vibrating Systems,” Shock Vib.
Dig., 1979.

W. C. Hurty, J. D. Collins, and G. C. Hart, “Dynamic Analysis of Large Structures
by Modal Synthesis Techniques,” Comput. Struct., 1971.

G. C. Hart, W. . Hurty, and J. D. Collins, “A Survey of Modal Synthesis Methods,”
SAE Pap. No. 710783, 1971.

A. Paulo and V. Urgueira, “Structural dynamic analysis and testing of coupled

structures,” Imp. Coll. Sci. , Technol. Univ. London, no. October, 1989.

B. Jetmundsen, R. L. Bielawa, and W. . Flannelly, “Generalized Frequency Domain

Substructure Synthesis,” Soc. J. Am. Helicopter, 1988.

A. P. V. Urgueira, “A Modal Coupling Technique Using Experimentally Data,” Imp.
Coll., 1988.

80



[29]
[30]

[31]

[32]
[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

G. W. Skingle, “Structural dynamic modification using experimental data,” 1989.
A. Ben-Israel, “A note on partitioned matrices and equations,” Siam Rev., 19609.

F. C. Batista and N. M. M. Maia, “Uncoupling techniques for the dynamic

characterization of sub-structures,” Springer New York, 2011.
Mathworks, “Matlab.” 2015.
W. Liu, “Structural dynamic analysis and testing coupled structures,” vol. 7, 2000.

J. A. O. Barros, “Método dos elementos finitos aplicado a estruturas reticuladas,”

2004.

R. Kandi, “Comparative study of various beams under different loading condition
using finite element method,” 2012.

“Bruel & Kjaer.” [Online]. Available:
http://www.bksv.com/Products/transducers/vibration/accelerometers/accelerometers
/4508001.

“National Instruments.” [Online]. Available:

http://sine.ni.com/nips/cds/view/p/lang/pt/nid/213180.

81



82



Anexos

Anexo A - Decomposicao em valores singulares

e pseudo-inversa

Anexo A.1. - Decomposicao em valores singulares

A decomposicdo em valores singulares de uma matriz, Singular Value Decomposition —
SVD, é uma ferramenta importante para a resolucio de varios problemas. E frequente
encontrarem-se sistemas sobredimensionados e a determinacdo dos valores singulares da
matriz do sistema da uma informacéo valiosa sobre a independéncia linear das colunas da

matriz.

Se AeR™" , com m2>n, uma matriz com colunas linearmente independentes; entéo,

. . . R mxn .
existem duas matrizes ortogonais U e R™ e V e R™ e uma matriz L €R"", tais que,

A =Up Z0 VI (A1)
em que,
(o, 0 0]
0 0
0 0 o
Yo = 0 0 On (A.2)
0 0 0]

com 0,20,2...20,20,

Os elementos de & sdo os chamados valores singulares da matriz A, as colunas U e V

sdo os chamados vetores singulares a esquerda e a direita, respetivamente.
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Anexo A.2. - Minimos quadrados

A solucgéo de sistemas sobredimensionados do tipo,
AX=D (A.3)

emque AeR™" com m>n, xeR™ e beR™* s6 tem solugdo se o vetor b pertencer

ao espaco das colunas de A . Se isso ndo acontecer significa que se tem sempre um erro,
r=Ax—b=0 (A.4)

Qualquer vetorx ndo deixa de ser a solugdo do problema, no entanto havera um x que

minimiza este erro. Faz todo o sentido aplicar uma norma ao vetor r.

A estatistica diz que se as perturbacGes de A forem caracterizadas por uma distribuicdo
normal, a norma adequada é a norma euclidiana, que € diferenciavel. Assim a solucdo do

sistema sera encontrar o vetor x que minimiza,
[rl| =[lo— Ax|* (A5)

O vetor x que minimiza este erro quadratico sera encontrado no valor minimo desta funcéo

quadratica. Assim, tem-se
Ib—AX|" =(b—Ax)" (b— Ax)=x" A" Ax—2x" A'b+b"b (A.6)
Derivando em ordem a x e igualando a zero,
A"Ax=A"b (A7)

A matriz A" A apenas sera invertivel se e s6 se as colunas de A forem linearmente
independentes, ou seja, se a caracteristicade A for igual a n. No entanto, se houver colunas
de A quase dependentes devido a erros de medicdo ou erros de calculo numérico tem-se
esses erros ampliados na matriz A" A. Este problema é quantificado pela condicédo da matriz

A" A. Quanto maior for a condigdo maior sera o erro esperado.

A condicdo de uma matriz A é por defini¢do dada por,

cond (A) =|Al-|A| (A.8)
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Desta forma, aceitando o valor da condicdo da matriz AT A, pode-se inverter e chegar a

solucéo pretendida:

x=(A' A)"ATb (A.9)

Anexo A.3. - Pseudo-inversa

Em sistemas de equacdes lineares do tipo Bx =c em que B e R™ e se B™ existir,

a resolucéo do sistema pode ser descrita da seguinte forma:
x=B"c (A.10)
Ao comparar a solu¢do do problema sobredimensionado (A.9) com a solugdo (A.10) é

-1
designado a matriz (AT A) A" como a matriz pseudo-inversa de A, ou seja,
1
A =(ATA) AT (A.11)

Utilizando as propriedades da decomposicdo em valores singulares da matriz A, como as

matrizes U e V sdo ortogonais, pode-se obter a pseudo-inversa de A da seguinte forma:

A =VYUT (A.12)
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Anexo B — Equipamento experimental utilizado

Para além da viga, 0 equipamento necessario é um sensor (acelerometro) e um martelo de

impacto.

O acelerébmetro que foi usado foi da Bruel & Kjaer, Type 4508B com 4,8 gramas
representado na Figura 62 e o martelo de impacto usado foi semelhante ao da Figura 63, que
€ um martelo que se caracteriza essencialmente por uma massa que constitui a cabeca do
martelo onde é fixado um sensor de forca. Neste sensor é possivel enroscar uma ponteira

que permite variar a dureza da ponteira adequando assim a gama de frequéncias estudada.

Para além disto, foi usado o analisador espetral OR25 PC-Pack I, que € o responsavel
pela rececdo, tratamento e envio dos sinais dos varios transdutores usados para o PC. No PC,
a informacao ¢ tratada através do software “Real-Time FFT OR762/OR763”.

Am&"“;u

Figura 62 - Sensor utilizado nos ensaios experimentais [36]

Figura 63 - Martelo de impacto semelhante ao utilizado nos ensaios experimentais [37]
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