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RESUMO

As orientacdes curriculares da disciplina de matemdtica salientam
frequentemente a importancia do uso da tecnologia, nomeadamente
dos computadores, como recurso pedagégico na construcdo de
conhecimento nos mais diversos temas. A temdtica das probabilidades
nao € excecdo e varios estudos confirmam o valioso contributo dos
simuladores computacionais, especialmente no desenvolvimento
correto de intui¢des probabilisticas e na desconstru¢do de percecdes
erradas muitas vezes partilhadas por docentes e discentes. A Histéria
da Matemadtica € igualmente mencionada nos programa como tema
transversal a ser trabalhado ao longo do ano, com o objetivo de
proporcionar aos alunos uma visdo da matemdtica como uma ciéncia
viva e em evolucio. E igualmente defendido na literatura o
estabelecimento de conexdes entre os conteddos probabilisticos
trabalhados e a realidade dos estudantes, de modo a que estes tenham
uma percecao verdadeira da importancia da matemadtica na vida didria,
bem como do seu contributo no desenvolvimento de outras ciéncias.
Neste sentido, este trabalho apresenta material didatico baseado na
resolucdo de problemas histéricos e reais, a partir da exploracdo de
simuladores construidos com o software R. Os resultados da
experiéncia pedagdgica realizada, com recurso aos materiais
desenvolvidos, sugerem que o uso de simuladores facilita a
compreensdo dos problemas apresentados, proporciona aos alunos um
papel mais ativo na descoberta da solucdo e possibilita a concretizacao
de todas as tarefas propostas. Foi igualmente consensual que a
utilizacdo do simulador oferece maior confianga nas respostas aos
problemas propostos. H4, deste modo, fortes evidéncias que o recurso
a simuladores computacionais deve ser tido em conta como

ferramenta pedagdgica no ensino das probabilidades.
Palavras chave

Ensino secundério, histéria da matemdtica, materiais pedagdgicos,

probabilidades, simulacdo, software R.
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ABSTRACT

The curriculum guidelines for the teaching of mathematics in high
school often emphasize the importance of using technology, namely
computers, as a pedagogical resource in the construction of knowledge
in various subjects. The theme of probability is no exception and
several studies acknowledge the valuable contribution of computer
simulators, mainly in the correct development of probabilistic
intuitions and in the deconstruction of misperceptions held by both
teachers and students. The history of mathematics is also mentioned in
the curriculum as a crosscutting theme to be worked throughout the
year in order to provide students with a vision of mathematics as a
dynamical science, and therefore in constant progress. It is also
supported in the literature the establishment of connections between
the probabilistic contents and the day-to-day reality of the students, so
that they have a true understanding of the importance of mathematics
in daily life as well as its contribution in the development of other
sciences. Thus, this work presents teaching resources based on the
resolution of historical and real problems, by making use of simulators
programmed in the statistical software R. The results of the performed
pedagogical experiment, using the developed resources, reveal that the
use of simulators enables the understanding of the presented problems,
provides students a more active role in the discovery of the solution,
and allows the implementation of all these tasks. It was also agreed
that the use of the simulator provides greater confidence in the
answers to the proposed problems. Therefore, there is strong evidence
that the use of computer simulators must be taken into account as a

pedagogical tool in the teaching of probability.

Keywords

High school education, history of mathematics, probability, R

software, simulation, teaching resources.
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CAPITULO 1 — INTRODUCAO
1.1. CONTEXTUALIZACAO E OBJETIVOS DO ESTUDO

N

Quer no ensino bdsico quer no ensino secunddrio portugués, a semelhanca do que
acontece na generalidade dos paises ocidentais bem como em quase todos os paises
desenvolvidos, a estatistica e as probabilidades ja ocupam um lugar de relevo no atual
programa de matematica contribuindo, para essa realidade, a implementacdo de vérios
projetos, as suas publicacdes e a disponibilizacdo de materiais dos quais destacamos, em
Portugal, o projeto ALEA — Accao Local de Estatistica Aplicada (www.alea.pt).

De entre as razdes mencionadas por diversos autores, que levam a incluir o ensino do
estocastico no curriculo escolar, Batanero, Godino & Roa [7] destacam:

- A sua presenca na sociedade e na vida das pessoas, patente na frequente ocorréncia de
fendmenos aleatorios;

- A utilidade na tomada de decisdes ao nivel econémico, social e politico em ambientes
de incerteza e a consequente necessidade de formar profissionais que possuam
conhecimentos e raciocinios estocasticos;

- O papel que desempenha como ferramenta de investigacao nas mais diversas areas do
conhecimento;

- O seu contributo para a promog¢ao do raciocinio critico.

Em Portugal o estudo dos fenémenos aleatorios faz parte da unidade curricular do 9.° e
12.° anos da disciplina de matemadtica, nos temas Probabilidade e Probabilidade e
Combinatéria, respetivamente. Como mencionado por varios estudos, este € um tema
onde docentes e discentes apresentam diversas dificuldades. Essa realidade pode ser
atestada nos diversos foruns, sites e blogues criados para a troca de ideias, materiais e
colocagdo de duvidas pela comunidade docente de matemadtica, onde € frequente
solicitar-se ajuda para a resolugdo de exercicios especificos que envolvam o célculo de
probabilidades.

Algumas das razdes que se podem apontar para as dificuldades manifestadas pelos
estudantes estdo relacionadas com a natureza metodolégica do seu ensino, uma vez que
a abordagem aos contetudos é feita com recurso quase exclusivo a exercicios do manual
que privilegiam experiéncias aleatdrias abstratas, restringem o cdlculo da probabilidade

a defini¢do cléssica e, ja no 12.° ano, a aplicagdo rotineira de formulas combinatdrias



pouco intuitivas. As atividades experimentais com recurso as tecnologias, fundamentais
para complementar o ensino do estocdstico, apesar de recomendado nos programas
escolares nacionais ainda ndo s@o, pela nossa experi€éncia pessoal, uma realidade na
generalidade das nossas escolas.

Sendo uma tematica com forte aplicabilidade, quer na vida quotidiana quer na vida
profissional dos cidaddos, é importante desde logo guarnecer os jovens de melhores
conhecimentos e de ferramentas mais adequadas para o desenvolvimento das suas
intuicdes probabilisticas. Nesta perspetiva, € nosso objetivo apresentar materiais
pedagogicos que explorem e facilitem a compreensdo de conceitos probabilisticos, com
recurso as TIC (Tecnologias de Informatica e Comunicagdo), consideradas por diversos
autores, incluindo Jonassen [18], ferramentas poderosas no apoio do processo de
aprendizagem na medida em que facilitam ao aluno a descoberta, a resolucdo de
problemas e a aprendizagem de conceitos. Em stimula, permitem o seu envolvimento
ativo na constru¢do do conhecimento.

Os materiais apresentados foram produzidos com recurso ao software gratuito R (cf.
www.r-project.org), € compreendem a realizagdo de simulacdes probabilisticas de trés
problemas histéricos e um problema real, selecionados em linha de consideracdo com o
programa e com os principios defendidos pelas teorias de aprendizagem construtivistas
que privilegiam os simuladores como metodologia de ensino, na medida que estes
permitem ao utilizador manipular varidveis, formular e testar hipdteses, analisar os
resultados, raciocinar e construir/reconstruir conceitos. Todos os recursos apresentados
podem ser trabalhados ao nivel do ensino secundério, sendo nosso propdsito suscitar o
interesse € o envolvimento dos estudantes na procura das respostas aos desafios
propostos.

De modo a testar o impacto da sua utilizacdo no estudo do comportamento de
fendmenos aleatérios € na melhoria das intui¢ches probabilisticas, os materiais
elaborados foram ainda aplicados a um pequeno grupo de alunos do ensino secundério
que frequentaram a disciplina de matemadtica A. Para além da utilizacdo de alguns
materiais expostos no presente estudo, na experiéncia pedagdgica foram ainda avaliadas
questdes que estdo na base das dificuldades ja identificadas em investigacOes
desenvolvidas nos dltimos anos, no que diz respeito a compreensdo e aplicacdo dos
conceitos de probabilidade condicionada, probabilidade da interse¢cdo de

acontecimentos e independéncia entre acontecimentos.



Deste modo, com o presente trabalho pretende-se disponibilizar recursos didaticos, quer
em termos de identificacdo de potenciais problemas, quer em termos de proporcionar o
acesso a programagdo para a realizacdo de simulagdes com recurso ao software R,
nomeadamente numa aplicacdo a fiabilidade dos resultados das andlises clinicas, bem
como, através da realizacdo de uma breve experiéncia pedagdgica, aferir o contributo da
utilizacdo de simuladores computacionais na compreensdo do comportamento dos
fendmenos aleatorios e certificar as principais dificuldades sentidas pelos estudantes

nesta area (entre as usuais identificadas na literatura).

1.2. ESTRUTURA DO TRABALHO

Este estudo encontra-se organizado em cinco partes principais. O primeiro capitulo
consiste na introducdo onde, ap6és um resumido enquadramento do estudo, sdao
explicitados a problemadtica e objetivos orientadores que lhe estdo subjacentes, bem
como justificada a relevancia e pertinéncia do trabalho desenvolvido. Por ultimo, é
apresentada a sua estrutura organizativa.

No segundo capitulo, intitulado O ensino de probabilidades, apresentam-se, por um
lado, as orientacOes curriculares relativas a temadtica das probabilidades ao nivel do
ensino bdsico e secunddrio e, por outro lado, o seu enquadramento tedrico
nomeadamente ao nivel de estudos ja realizados sobre as dificuldades do seu ensino e
aprendizagem. Ainda neste capitulo, em consonancia com os dois pontos anteriores, €
fundamentado o recurso a simulacdo, apresentada como metodologia de ensino-
aprendizagem eficiente e eficaz no desenvolvimento de intui¢des probabilisticas.

No terceiro capitulo, Propostas de aplicacdo, sdo descritos os materiais pedagdgicos
elaborados com recurso ao software R, tendo por base as consideragdes reproduzidas no
segundo capitulo. A partir de trés problemas histdricos € de um problema de contexto
real, procurou-se evidenciar a importancia que a tecnologia e as simulacdes tém para a
resolucdo de problemas probabilisticos e para o estudo do comportamento de
fendmenos aleatorios.

No quarto capitulo, descreve-se a experiéncia pedagdgica realizada, fundamentando-se
as opcoes metodoldgicas e definindo-se as tarefas concebidas no desenvolvimento da

experiéncia, bem como caraterizando os participantes e referindo as técnicas e os



instrumentos de recolha de dados. Por fim, sdao apresentados, analisados e discutidos os
resultados obtidos, tendo em consideracdo os objetivos tracados.

No quinto e ultimo capitulo apresentam-se as principais conclusdes e limitacdes do
estudo desenvolvido, bem como algumas sugestdes para trabalho futuro.

Por ultimo, apresenta-se a bibliografia seguida dos anexos. Nos anexos, entre outros,
sdo fornecidas as programacgdes relativas as propostas de aplicagdo apresentadas no
capitulo 3, algumas das quais utilizadas na experiéncia pedagdgica descrita no capitulo

4.



CAPITULO 2 — O ENSINO DE PROBABILIDADES

2.1. PROBABILIDADES NO ENSINO BASICO E SECUNDARIO

No atual contexto educativo em Portugal, a escolaridade obrigatdria abrange as criancas
e jovens com idades compreendidas entre os seis e os dezoito anos. O primeiro contato
dos alunos com o estudo de probabilidades e de fendmenos aleatérios ocorre no nono
ano de escolaridade do ensino regular, numa altura em os alunos estdo ainda inseridos
na escolaridade obrigatéria. No programa constam os conceitos basicos associados a
linguagem da probabilidade e suas propriedades elementares, a definicao de Laplace de
probabilidade (defini¢do cldssica) e a relagdo entre a frequéncia relativa de um
acontecimento numa experiéncia aleatdria repetida um grande nimero de vezes e a sua
probabilidade (defini¢do frequencista) [29].

Esta tematica volta a ser objeto de estudo no ensino secundério, no dltimo ano curricular
das disciplinas de Matemadtica A, Matemdatica B e Matematica Aplicada as Ciéncias
Sociais. Entre outros novos conteidos, € introduzida a nocdo de probabilidade
condicionada e de acontecimentos independentes.

Ao nivel de indica¢cdes metodoldgicas, os programas do ensino secundario recomendam
que se deve partir de problemas e situacoes experimentais para que, com o apoio na
intuicdo, o aluno aceda gradualmente a formalizacdo dos conceitos basilares de
probabilidades. As experiéncias realizadas devem tirar partido de materiais lidicos e
de simulacgoes, contribuindo para o esclarecimento de conceitos, a dinamizagdo de
discussdes de carécter cientifico, bem como para incentivar o trabalho cooperativo. O
programa preconiza a utilizagdo obrigatéria de tecnologia (nomeadamente o uso de
calculadoras e computadores) que, além de ferramenta, deve ser uma fonte de
motivacdo para a investigacdo e promover a participacdo ativa do estudante na sua
aprendizagem. Como tema transversal devem ser trabalhados aspetos da Histéria da
Matematica, mostrando-a como ci€ncia em constru¢ao e em constante interacdo com
outras ciéncias. E ainda referido a importancia da simulacdo e do jogo na construcio
adequada do espago dos resultados e na obteng¢do de valores experimentais para a
probabilidade de acontecimentos que estdo a ser estudados, cf. [23], [24], [25], [26] e
[27].



Realcamos, neste ponto, a importancia dada nos programas de Matemadtica ao uso de
tecnologias e, em particular, da simulagdo para o desenvolvimento da compreensdo da
no¢do de probabilidade, que deve ser trabalhada tanto no seu aspeto tedrico e formal,
bem como no experimental.

No novo programa do ensino bdsico, apenas encontram-se elencados, nas Metas
Curriculares, os objetivos gerais a trabalhar em cada dominio de conteidos, competindo
aos organismos encarregues da gestdo pedagdgica dos estabelecimentos de ensino
definir o modo de as concretizar “... devem decidir quais as metodologias e 0s recursos
mais adequados para auxiliar os seus alunos a alcancar os desempenhos definidos nas
Metas Curriculares.” [29, p. 28]. Desta forma, o presente programa valoriza a
autonomia e a experiéncia dos professores e das escolas. A liberdade pedagégica das
praticas letivas torna, cada vez mais evidente, a necessidade do professor estar
informado e atualizado sobre estudos e investigacdes desenvolvidas nas diferentes dreas
focadas nos conteidos programéticos, para que opte pela melhor estratégia de ensino
em consonancia com as carateristicas dos seus alunos.

Apesar de se iniciar o ensino das probabilidades no nono ano de escolaridade, numa
altura em que a generalidade dos alunos terd 14 anos de idade, o NCTM (National
Council of Teachers of Mathematics) [30] recomenda antecipar o seu ensino para a
educacgdo primdria de forma a proporcionar aos alunos uma experi€ncia estocastica mais
direta desde a sua infancia, bem como contribuir, desde cedo, para a sua formacao ao
nivel das intuicdes probabilisticas. Tal ideia estd em consondncia com o curriculo
escolar de outros paises, tais como o Canad4, a Espanha, o Reino Unido e os Estados
Unidos da América, assim como com as conclusdes dos estudos realizados por
Fischbein e Gazit [16] sobre intui¢des infantis, nos quais concluiram existirem ideias
formadas e parcialmente corretas de conceitos probabilisticos em criancas com 10 anos
de idade, tendo destacado os efeitos da instru¢do na melhoria destas intui¢des.

No antigo programa de matematica do ensino basico (homologado a 28 de dezembro de
2007 [22] e em vigor até ao vigente programa homologado a 17 de junho de 2013 [29]),
um dos tépicos em estudo, logo nos dois ultimos anos do primeiro ciclo, diz respeito as
situagdes aleatdrias. Pretende-se que o aluno trabalhe informalmente a no¢ao de acaso,
com recurso a experimentacdo de diferentes tipos de jogos e exploracdo de situacdes
relacionadas com o dia a dia, e adquira o vocabuldrio préprio para as descrever (certo,

possivel, impossivel, provavel e improvavel).



No entanto, contrariando os estudos e programas de Matemadtica em vigor noutros
paises, este topico foi retirado no novo programa escolar na sequéncia da revogacdo do
documento “Curriculo Nacional do Ensino Basico — Competéncias Essenciais”
(Despacho n.° 17169/2011, de 23 de dezembro). Na elaboragdo das metas curriculares
(homologadas a 3 de agosto de 2012), podemos ler que:

As questdes relativas a processos aleatdrios foram propositadamente deixadas

de lado por se entender que apresentam um grau de complexidade demasiado

elevado para este nivel de ensino, por falta de critérios suficientemente

simples que conduzam os alunos a utilizar adequadamente a linguagem

associada a interpretacdo dos fenémenos regidos pelo acaso. [28, p. 2].
Contudo, Batanero [1] defende que os conceitos probabilisticos e estatisticos devem ser
trabalhados a partir dos primeiros anos do ensino bdsico, desde que as ideias
fundamentais estocdsticas sejam apresentadas nestas idades com um nivel de adequagao
apropriado. Segundo a autora, os alunos devem construir o seu conhecimento de uma
forma gradual e continua dado que as ideias fundamentais estocasticas ndo diferem na
forma estrutural, nas diferentes etapas educativas, mas apenas na forma linguistica e no
seu nivel de aprofundamento.
No que diz respeito aos conceitos de probabilidade condicionada e independéncia, estes
sdo lecionados apenas no ensino secundério. Contudo, o0 NCTM recomenda o seu
ensino formal a alunos dos 9 aos 12 anos de idade e sdo varios os estudos, citados por
Fernandes [15], (e.g., Jones et al. [19]; Tarr & Lannin [39]; Tarr [38] e Watson [43])
que referem que os topicos de probabilidade condicionada e independéncia sdo
apropriados para o curriculo de matematica do 3.° ciclo do ensino bésico.
Uma vez que as investigacdes realizadas evidenciam que as criancas possuem intui¢des
probabilisticas, mesmo antes do seu ensino formal, seria importante integrar o seu
desenvolvimento como componente bdsica para o ensino das probabilidades. E
existindo intui¢cdes contrarias aos conceitos probabilisticos, seria igualmente necessaria
a sua exploragdo, de modo a corrigir ideias incorretas e aumentar a eficdcia das
intuicdes, formando individuos mais preparados para a tomada de decisdes com que
frequentemente se deparam. Além disso, e ainda segundo Fernandes, relacionar as
carateristicas matemadticas de conceitos com ideias intuitivas dos individuos “ajuda-os a
compreender e a aceitar resultados tedricos” [15, p. 109] e, deste modo, aprofundar os

conhecimentos formais.



2.2. PROBLEMAS NO ENSINO DAS PROBABILIDADES

A teoria das probabilidades centra-se no estudo de fendmenos aleatdrios, isto é,
fendmenos que se caraterizam pela impossibilidade de prever os resultados das suas
realizagdes individuais, mas igualmente pela existéncia de uma regularidade de
comportamento quando visualizados um conjunto razodvel de resultados.
Desta forma, a teoria das probabilidades procura quantificar a incerteza, quantificar o
grau de possibilidade de um acontecimento se realizar. Como tal, podemos afirmar que
o pensamento probabilistico distingue-se do algébrico, onde dois mais dois tem como
unico resultado possivel o valor quatro, e do raciocinio 16gico que € caraterizado pela
dicotomia verdade versus falsidade. Na realidade, o nimero de sucessos de ocorréncia
dos fendmenos aleatérios ndao € simplesmente uma quantidade fixa, mas uma
quantidade que varia em experiéncias repetidas (diferentes resultados sao obtidos de
cada vez que € realizada a experiéncia aleatoria) acrescentando, desta forma, uma nova
categoria a abordagem légica: a categoria do possivel.
Ja em 1989, Steinbring, afirmou que as questdes centrais do ensino de Probabilidades
sdo:

How is it possible to convey the concepts of randomness and indeterminacy,

and use them with the help of deterministic mathematical concepts? How can

make predictions about uncertain, random situations in the form of

mathematical statements and what is the specific character of these

predictions? [37, p. 205].
Estas questdes atuais, apesar de decorridas mais de duas décadas, destacam claramente
que a estocastica € um conteido completamente diferente de outros conteddos
matematicos. Em consequéncia, € essencial desenvolver perspetivas e interpretacdes
diferentes quando se ensina questdes estocdsticas.
Nos ultimos anos foram realizados diversos estudos e investigacdes com o objetivo
central de identificar as principais dificuldades evidenciadas pelos alunos na resolugdo
de problemas relacionados com as probabilidades. Vérios foram os erros identificados
quer ao nivel do raciocinio, quer ao nivel da compreensdo e aplicacdo dos conceitos
probabilisticos, sobretudo no que se refere a situacdes que envolvem o conceito de

probabilidade condicionada.



Em termos formais define-se probabilidade de A condicionada a B, ou probabilidade de
A dado B, ao quociente entre a probabilidade conjunta dos acontecimentos A e B e a

probabilidade do acontecimento dado. Em termos simbdlicos:

P(ANB)

P(AIB) = W’

com P(B) #0.

A partir da defini¢do de probabilidade condicionada pode ser deduzida a probabilidade
da intersecdo de dois acontecimentos, conhecida como regra da multiplicacio ou
Teorema da Probabilidade Composta, P(A N B) = P(B) X P(AIB). Na probabilidade
condicionada, a existéncia de informagdo sobre o acontecimento B ird permitir atualizar
a atribuicdo de probabilidade ao acontecimento A. A probabilidade de A é assim
avaliada sob as condi¢des de um novo espaco amostral, condicionado pela ocorréncia
do acontecimento B.
Se a aplicagdo da férmula parece nao envolver calculos complexos, ja do ponto de vista
didédtico, ao nivel da interpretacdo, parece existir uma complexidade no raciocinio
subjacente ao conceito de probabilidade condicionada, devido as muitas dificuldades
manifestadas pelos alunos quando € necessario aplica-lo na resolucdo de problemas e na
tomada de decisdes. Reconhecendo a sua importancia, a compreensao intuitiva de
probabilidade condicionada tem sido, nos tltimos anos, alvo de avaliagcdo por parte dos
Exames Nacionais de Matematica A. A partir da elaboracdo de composi¢des € pedido ao
aluno que, sem aplicacdo da férmula, determine o valor da probabilidade condicionada
apenas por interpretacdo do seu significado e explicacdo do raciocinio que realizou,
decorrente da restri¢do do espago amostral.
Um outro conceito relacionado com a probabilidade condicional, onde parece existir
dificuldades ao nivel da interpretacdo, ¢ o de acontecimentos independentes. Dois
acontecimentos dizem-se independentes se € sO se a probabilidade conjunta € igual ao
produto das probabilidades de cada um deles, isto €,

P(A N B) =P(A) X P(B).
Assim, podemos afirmar que dois acontecimentos sdo independentes se a realizacdo de
um dos acontecimentos ndo interferir na probabilidade de realizacio do outro
acontecimento. Definindo a independéncia de acontecimentos em funcdo da
probabilidade condicionada podemos afirmar que A e B s@o independentes se e sé se

P(AIB) =P(A) ou P(BIA) =P(B), com P(A) #0e P(B) # 0.
Devido a falta de percecdo de independéncia, é frequente os alunos calcularem a

probabilidade da interse¢do de dois acontecimentos como sendo o produto das suas
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probabilidades (o que s6 ¢é correto quando existe independéncia entre os
acontecimentos) em vez de usarem o Teorema da Probabilidade Composta. Ainda no
cdlculo da probabilidade conjunta, é frequente os alunos confundirem-na com a
probabilidade da unido ou simplesmente adicionarem as probabilidades dos
acontecimentos que a constituem.
De entre os vérios erros descritos nas principais investigagdes realizadas, quer no campo
da Psicologia como da Educacdo Matemadtica, sobre a compreensdo da probabilidade
condicionada destacam-se:
e dificuldade em resolver problemas em que o acontecimento condicionante
ocorre depois do condicionado,
¢ confusdo entre acontecimentos independentes e disjuntos,
e dificuldade em determinar o espago amostral,
¢ troca dos acontecimentos envolvidos na probabilidade condicionada, e
¢ confusdo entre esta e a probabilidade conjunta, sendo-lhe muitas vezes atribuida
um valor maior do que a probabilidade simples.
Em stmula, existem diversas situagdes nas quais se verifica a violacdo das regras
l16gicas do célculo de probabilidades.
De seguida, passemos a andlise mais detalhada de cada um dos problemas anteriormente

mencionados.

2.2.1. TROCA DE ACONTECIMENTOS NA PROBABILIDADE CONDICIONADA

Segundo Falk [14], muitos alunos ndo diferenciam adequadamente P(AIB) de P(BIA),
ou seja, € frequente confundirem uma probabilidade condicionada com a sua transposta,
erro que denominou por faldcia da condicional transposta. Este erro € muito observado
em problemas de contexto médico, onde se confunde a probabilidade de se ter uma
doenca quando o teste de diagndstico deu positivo com a probabilidade de ter um
resultado positivo no teste de diagndstico sabendo que a pessoa estd doente. Uma
possivel explicagdo para a confusdo entre os dois significados da probabilidade
condicionada é a imprecisdo da linguagem usada nos enunciados dos problemas que,
por vezes, se torna ambigua e dificulta a distin¢c@o entre a probabilidade condicionada e

a sua transposta. Em oposicdo, a notagdo matematica € explicita na identificacdo do
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acontecimento condicionante e do condicionado e, por isso, Falk propde que se dispense

a linguagem corrente e apenas se utilize a linguagem simbolica das probabilidades.

2.2.2. CONDICIONAMENTO, CAUSALIDADE E TEMPORALIDADE

Nas palavras de Batanero, Contreras e Diaz [4], a causalidade é um conceito cientifico,
filosofico e psicoldgico complexo, apesar de intuitivamente ser compreendido e aceite
pela maioria das pessoas, uma vez que todo o nosso conhecimento é construido numa
base de relagdes causa e efeito entre diversos acontecimentos. Com base na experiéncia
do quotidiano em situacdes de relagdo causa e efeito, € frequente algumas pessoas
identificarem intuitivamente a condicionalidade e a causalidade como sendo similares.
Assim, no célculo da probabilidade condicionada, P(AIB), ha tendéncia para avaliar o
tipo de relacdo existente entre o acontecimento condicionado (A) e o acontecimento
condicionante (B). Nas investigacOes realizadas por Tversky e Kahneman [41] foram
identificados dois tipos diferentes de relacdes que, psicologicamente, os individuos
estabelecem entre os acontecimentos A e B. Se dentro do contexto apresentado, o
sujeito interpreta B como uma causa da ocorréncia de A, estabelece entre os
acontecimentos uma relagdo causal, como por exemplo, quando ¢é pedida a
probabilidade de uma menina ter olhos azuis sabendo que a sua mae tem olhos azuis.
Por outro lado, se interpreta A como uma possivel causa de B, estabelece entre os
acontecimentos uma relacdo diagndstica, como por exemplo, quando é pedida a
probabilidade de uma mae ter olhos azuis se a sua filha tem olhos azuis.

No tratamento normativo da probabilidade condicionada, P(AIB), ndo se considera o
tipo de relagdo que possa existir entre A e B mas as informacdes fornecidas pelo
acontecimento condicionante. No entanto, de acordo com Falk [14], devido a
prevaléncia de relagdes de causalidade na nossa perce¢cdo do mundo a maioria das
pessoas indica que as relacdes causais sdo mais fortes que as relacdes diagndsticas e,
por isso, consideram (erradamente) que P(AIB) € sempre superior a P(BIA), nos casos
em que B parece ser uma causa natural de A.

Associada a relagdo de causalidade temos a sequéncia temporal, isto €, dificuldade na
resolucao de problemas de probabilidade condicionada que envolvam a inversdo do eixo

do tempo na ocorréncia dos acontecimentos. A ideia errada que consiste em considerar
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que um acontecimento ndo pode condicionar outro que ocorra anteriormente, ou seja,
que o acontecimento condicionante na probabilidade condicionada tem de preceder
sempre temporalmente o acontecimento condicionado, é designado por faldcia da
inversdo do eixo temporal.

Podemos entdo identificar a existéncia de duas concecdes erroneas da probabilidade
condicionada P(AIB): uma conceg¢do cronoldgica em que a probabilidade condicionada
€ vista como uma relacdo temporal entre A e B, sendo B necessariamente anterior a A; e
uma concec¢do causal em que a probabilidade condicionada € vista como uma relagdo
causa-efeito entre os acontecimentos B (a causa) e A (a consequéncia).

Segundo Batanero, Contreras e Diaz [4], € importante erradicar estas concecdes erradas
uma vez que a ideia de rever uma probabilidade tendo em consideragdo resultados que
lhe sdo posteriores € fundamental na compreensao e aplicacdo do Teorema de Bayes,
resultado capital no estudo do aleatério.

As concecdes erradas baseadas no principio da causalidade e na irreversibilidade do

tempo sao também conhecidas por ‘Fenémeno Falk’ [15].

2.2.3. CONFUSAO ENTRE PROBABILIDADE CONDICIONADA E PROBABILIDADE
CONJUNTA

Alguns estudos referem que € frequente os alunos interpretarem a interse¢do como
condicionalidade, ou seja, confundem os significados das probabilidades conjunta e
condicional. Mais uma vez, como defendido por Falk [14], esta situagdo pode dever-se a
uma incorreta compreensao da linguagem presente nos enunciados dos problemas, que
resulta em dificuldades de tradug¢do do enunciado para uma simbologia adequada e
numa troca de identificacdo das probabilidades P(AIB) e P(ANB). Mas esta ndo serd a
Unica justificacio para a existéncia dessa troca uma vez que, também quando os dados
sao apresentados em tabelas de dupla entrada, € frequente ocorrer equivocos no célculo
das probabilidades conjunta e condicionada [11]. Relacionada com esta dificuldade
temos a faldcia da conjuncdo que consiste na crenca de que € mais provavel a intersecao
de dois acontecimentos do que a probabilidade de qualquer um dos seus acontecimentos
constituintes. Esta apreciacdo vai contra o principio da lei da conjun¢do que estabelece
que se A € B entdo P(A) < P(B) e, consequentemente, P(AN B) < P(A) e PANB) <
P(B).
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Segundo Tversky e Kahneman [42], o erro € resultado de se considerar a conjun¢ao
como mais representativa do que cada acontecimento separado. Esta situacdo ocorre,
nomeadamente, quando a probabilidade de ocorréncia de um dos acontecimentos €
muito alta em comparacdo com o outro, levando a que o aluno sé tenha em consideragcao
esse acontecimento e nao se consciencialize de que a interse¢do com outro

acontecimento reduz a sua probabilidade.

2.2.4. CONFUSAO ENTRE INDEPENDENCIA E INCOMPATIBILIDADE

A nogao de independéncia de acontecimentos é muitas vezes confundida com o conceito
de acontecimentos mutuamente exclusivos (disjuntos ou incompativeis). Dois
acontecimentos A e B dizem-se disjuntos quando A N B = @, e portanto, P(A N B) = 0.
Logo, quando dois acontecimentos sdo mutuamente exclusivos, a realizagdo de um dos
acontecimentos implica a ndo realizacio do outro, logo P(AIB) = P(BIA) = 0,
considerando P(A) #0 e P(B) #0. Distintamente, quando dois acontecimentos sao
independentes, a realizacdo de um dos acontecimentos em nada interfere na
probabilidade de realizacdo do outro acontecimento. Nas situacdes em que A e B sdo
compativeis, os alunos interpretam essa informagcdo como sendo acontecimentos
dependentes, o que nem sempre se verifica. E nas situagdes em que A e B sdo disjuntos,
os alunos interpretam essa informag¢ao como sendo acontecimentos independentes o que
¢ falso ja que um dos acontecimentos ndo pode ocorrer quando ocorre o outro e, por
isso, acontecimentos disjuntos (com probabilidade n@o nula) sdo dependentes.

Naturalmente, excluimos desta anélise os casos especiais P(A) =0 ou P(B) = 0.

2.2.5. RESTRICAO DO ESPACO AMOSTRAL NA PROBABILIDADE CONDICIONADA

No célculo de uma probabilidade condicionada P(AIB), € necessdrio restringir o espaco
amostral em funcdo do acontecimento condicionante (B). E frequente os alunos nao
terem em conta a informacdo dada pelo acontecimento B e simplesmente calcularem a
probabilidade de ocorrer o acontecimento A ou fazerem uma incorreta enumeragio do
espaco amostral. Também em situagdes de experiéncias envolvendo extragdes com e

sem reposicdo, € mais frequente ocorrer erros na determinacdo do espaco amostral
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quando ndao ha reposi¢ao dos elementos extraidos, como demonstrado nos estudos
desenvolvidos por Fischbein e Gazit [16] onde um dos equivocos que identificaram no
raciocinio dos alunos provinha exatamente da ndo perce¢do de que € modificado o

espaco amostral nas situacdes sem reposi¢ao.

2.2.6. ENVIESAMENTO DA EQUIPROBABILIDADE

Para finalizar, é frequente os alunos admitirem que acontecimentos com carater
aleatério sdo por natureza equiprovaveis, isto &, assumirem a equiprobabilidade dos
acontecimentos elementares de uma qualquer experiéncia aleatéria, mesmo nas
situagdes em que tal ndo se verifica. Esse erro, comum entre os discentes, foi também
praticado pelo matematico Jean d’Alembert (1717-1783) na publicagdo de um artigo
sobre probabilidades, na Enciclopédia Francesa de 1754. Nesse artigo apresenta alguns
problemas e as respetivas solugdes, que estdo incorretas dado as combinagdes por ele
descritas ndo serem igualmente provaveis. Um dos problemas apresentado consiste em
determinar a probabilidade de se obter pelo menos uma cara em dois lancamentos de
uma moeda [40]. Em vez de 3/4, apresentou erradamente a resposta 2/3, ndo
considerando que os acontecimentos elementares por ele definidos (obter uma cara,
obter duas caras e ndo obter qualquer cara) ndo tinham a mesma possibilidade de

ocorrerem.

2.3. A UTILIZACAO DA SIMULACAO

2.3.1. A SIMULACAO COMO ESTRATEGIA EDUCACIONAL NO ENSINO DE
PROBABILIDADES

Como j4 mencionado, os fendmenos aleatorios caraterizam-se pela existéncia de uma
irregularidade individual mas estabilidade coletiva. Estas carateristicas encontram-se
patentes na nocao frequencista de probabilidade, sendo esta definida como o valor para
o qual tende a estabilizar a frequéncia relativa da realizagao do acontecimento, a medida

que se aumenta o nimero de repeticdes da experiéncia aleatdria. Assim, com um maior
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nimero de experiéncias repetidas, espera-se que os valores estimados sejam boas
aproximacoes das probabilidades tedricas.

No entanto, apesar de na maioria das situagdes reais a quantificacdo de probabilidade de
um determinado acontecimento sé ser possivel empiricamente com a observagdao dos
resultados de um grande nimero de experi€ncias, existe maioritariamente nos manuais
escolares, quer do ensino basico quer do ensino secundério, uma abordagem a priori da
probabilidade com aplicacdo da Lei de Laplace, que s6 pode ser utilizado quando os
resultados sdo equiprovaveis e, ao nivel do secunddrio, com recurso ao calculo
combinatorio, pouco intuitivo e frequentemente de dificil compreensao.

Alargando a visdo restrita dada as probabilidades nos manuais, o recurso a simulacao,
entendida como um processo artificial que permite reproduzir o comportamento de um
fendmeno aleatdrio, pode ser considerado como uma importante estratégia de ensino
para o desenvolvimento de uma adequada e completa compreensdo do conceito de
probabilidade [35].

De modo a permitir observar o comportamento de fendmenos aleatérios (nomeadamente
a estabilidade da evolugdo das frequéncias relativas associadas a um qualquer
acontecimento) e se conseguir obter uma estimativa préxima da probabilidade
pretendida, é necessdrio repetir a experiéncia um elevado nimero de vezes, razao pela
qual € invidvel a realizacdo de experiéncias aleatdrias em sala de aula, com recurso a
materiais manipuldveis. Como forma de ultrapassar os constrangimentos fisicos e de
morosidade que limitam a natureza e o ambito dos problemas que podem ser
trabalhados manualmente, € util o uso de ferramentas tecnoldgicas, nomeadamente do
computador, de modo a visualizar de forma rapida e intuitiva os resultados obtidos na
simulacdo de um grande nimero de experiéncias [31].

Como recurso didatico, um simulador computacional permite modelar fenémenos
aleatdrios, obter uma descricdo das suas carateristicas e, a partir da identificacdo de
regularidades e padrdes, fornecer uma solu¢do aproximada do problema tendo por base
a interpretacdo frequencista de probabilidade ou a Lei dos Grandes Numeros. Os
programas de simulagdo fornecem ao aluno instrumentos de exploragdo que o
conduzem, de modo dinamico, a descoberta e experimentagao de conceitos e principios
que de outro modo seriam muito mais abstratos, contribuindo inequivocamente para o
desenvolvimento de uma correta intuicdo probabilistica e, provavelmente, para o
aumento da motivacdo na aprendizagem das leis combinatérias e de probabilidades

necessdrias a prova. Ao permitir aos alunos experienciar os conceitos probabilisticos de
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modo dinamico, é-lhes mais facil atribuir uma interpretacdo significativa da
probabilidade determinada. No entanto, uma vez que ndo fornecem justificacbes nem
demonstracdes sobre a validade da solu¢do obtida, os resultados aproximados
alcancados através da simulacdo devem ser comparados com os valores tedricos
determinados com recurso ao cdlculo formal. Esta abordagem comparativa € defendida
por diversos autores, entre os quais Batanero et al. [7], Gragca Martins e Pontes [21] e
Borovcnik e Peard [10], podendo-se encontrar igualmente referida no programa “... é
importante ir sempre chamando a atencdo dos estudantes para a confrontacdo dos
resultados obtidos com os conhecimentos tedricos™ [23, p. 16].

Tal abordagem dad maior credibilidade aos valores obtidos via simulagdo e permite
ultrapassar a resisténcia de alguns alunos em aceitar resultados de experi€ncias que nao
foram realizadas pessoalmente por eles [12]. Desta forma, a simulagdo permite aos
alunos reconhecerem as diferencas e complementaridade entre os dois conceitos de
probabilidades ensinados até ao 12.° ano, cf. [7] e [6].

Realcamos ainda a importancia do uso da defini¢do frequencista, na percecdo e
interpretacdo do significado atribuido ao valor da probabilidade de um acontecimento
que muitas vezes nao se consegue obter a partir da razao obtida pela definicdo classica.
Ainda relativamente ao uso da simulagdo, apesar das limitacdes, € igualmente
importante realizar experi€éncias estocdsticas com recurso a objetos manipuldveis (por
exemplo, dados, cartas ou roletas) por forma a que os estudantes experienciem gerar e
reunir fisicamente os seus proprios dados. Face a esta questdao, Borovcnik e Peard [10]
propdem que, numa primeira abordagem as probabilidades ou como primeira etapa de
modelacdo da experi€ncia, os alunos utilizem objetos na realizacdo de experiéncias
aleatdrias concretas e que, seguidamente, estabelecam comparagcdes com simulagdes em
computador. Deste modo, procura-se que sejam os proprios alunos a sentir a
necessidade de recorrer a ferramentas tecnoldgicas para identificar regularidades de
algumas carateristicas da experiéncia e obter conclusdes validas sobre o problema em
estudo, que dificilmente conseguiriam alcancar com a realizacdo de um nimero

reduzido de experiéncias.
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2.3.2. O SOFTWARE R

Atualmente, ja se encontram muitos programas disponiveis na Internet que possibilitam
explorar diversas experiéncias aleatérias, com recurso a simulacdo. Esses recursos
podem ser utilizados para melhorar a intuicdo dos alunos e, consequentemente, superar
alguns dos erros expressos pela literatura. No entanto, Shaughnessy [36], mencionado
por Fernandes [15], destaca a importancia do papel do docente na constru¢do dos
programas computacionais. Desta forma, ao realizar os seus proprios materiais, o
professor conseguird direcionar as tarefas para as principais ideias e conceitos que
pretende transmitir e ir ao encontro das dificuldades sentidas pelos seus discentes.

Na elaboracao do material didético apresentado, optdmos por explorar o software R por
ser gratuito e ser um dos programas mais utilizados por estatisticos. Por ji existirem
packages que permitem uma mais facil utilizacdo (consulte-se, por exemplo, referéncias
disponiveis no site do projeto ALEA — www.alea.pt), € igualmente cada vez mais
aplicado no ensino das Probabilidades e da Estatistica. Por estes motivos, pode ser
instalado em qualquer computador e ser utilizado facilmente por docentes e discentes,
razdo pela qual elegemos este software ainda pouco utilizado no ensino bdsico e
secunddrio.

Fernandes [15] refere que, do ponto de vista do ensino, as representacdes graficas sdo
frequentemente usadas nas melhores simulacdes e que é importante a sua exploracdo
por variacdo dos valores de certos parametros. Assim, de acordo com estes principios,
os materiais desenvolvidos pretendem ilustrar a evolucao das frequéncias relativas para
um ndmero crescente de experiéncias, nomeadamente através da exploragdo de gréaficos
obtidos pelos alunos a partir da escolha do nimero de iteragdes bem como do nimero
de sequéncias a observar. Por um lado, pretende-se explorar a sensibilidade dos
resultados para a escolha do numero de experiéncias realizadas e, por outro,

proporcionar imagens visuais da solu¢do matematica das experi€ncias em estudo.
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CAPITULO 3 — PROPOSTAS DE APLICACAO

Reconhecendo que os alunos possuem intuicdes probabilisticas, € importante identificar
estratégias eficazes para integrd-las no processo de ensino-aprendizagem. Essas
estratégias poderdo passar pelo recurso a problemas histéricos e a problemas reais de
aplicacdo das probabilidades que, para além da motivagdo, permitem trabalhar diversos
conceitos e propriedades matemadticas (como espaco amostral, probabilidade
condicionada, probabilidade conjunta, independéncia, Lei dos Grandes Numeros),
diferentes defini¢des de Probabilidade (regra de Laplace e defini¢do frequencista), bem
como aplicar diversos procedimentos nas suas resolugdes (como a simulacdo e os
diagramas de arvore).

Neste capitulo serdo apresentados exemplos de trés problemas histéricos (Subseccao 1)
e um problema real (Subseccao 2), todos eles envolvendo o célculo de probabilidades
condicionadas e que facilmente poderdo ser enquadrados no curriculo de Matemdtica A
do 12.° ano de escolaridade. Serdao analisadas as questdes diddticas e formais
respeitantes a cada um dos problemas e apresentado, em Anexo 1, a programagio que
foi construida em R para ser usada pelos professores para trabalhar esses problemas
com os seus alunos em termos intuitivos, com recurso a simulagdo. As situagdes que
irdo ser apresentadas foram cuidadosamente escolhidas tendo em conta os principios
defendidos pela NCTM [30] sobre o uso de tarefas matemdticas que devem ser
significativas para desenvolver e desafiar intelectualmente os alunos, despertar a sua
curiosidade e envolvé-los para as questdes matemadticas. Os problemas apresentados
s30, no nosso entender, relevantes ao nivel da captacdo do interesse dos estudantes para
a importancia que a tecnologia e as simulacdes probabilisticas tém na resolu¢do de

problemas e na explora¢do do comportamento de fendmenos aleatorios.

3.1. PROBLEMAS HISTORICOS

A Histéria da Probabilidade e da Estatistica estd repleta de episddios e problemas
desafiadores que mostram que a intuicdo estocdstica frequentemente nos engana, dado
que as suas solucdes sdo, por vezes contraintuitivas [3] (como ilustram o famoso

problema de Monty Hall [5], o paradoxo da caixa de Bertrand [17] ou o jogo passe-dix
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[35]). Muitos desses paradoxos sdo de solucdo acessivel para os estudantes, ao nivel do
ensino secundario, e permitem organizar atividades didaticas no ensino e aprendizagem
de conceitos probabilisticos. Além disso, € frequente os estudantes encontrarem, ao
longo da sua vivéncia e aprendizagem, os mesmos paradoxos e situagdes contra
intuitivas que aparecem no desenvolvimento histérico do cdlculo de probabilidades e
relativamente as quais possui intui¢des muitas vezes incorretas e resistentes a perspetiva
normativa.

Lesser [20] defende que o uso adequado e moderado de exemplos contraintuitivos em
aula apoiam uma pedagogia construtivista, promovendo uma aprendizagem profunda a
partir das crengas prévias dos alunos e dando ao professor um papel de facilitador da
aprendizagem. Como beneficios adicionais para os estudantes refere o desenvolvimento
da motivagdo, da metacognicdo, do pensamento critico e da aprendizagem por
descoberta, além do estabelecimento de conexdes entre aplicacdes da vida real e a
histdéria, como preconizado nos programas nacionais.

Como referido por Fernandes [15], a exploracdo de situacdes que ilustrem concecdes
erradas e enviesamentos no calculo das probabilidades ndo retine o consenso de todos os
autores. No entanto, tais dividas podem ser ultrapassadas desde que os docentes fagcam
uma escolha seletiva das situagdes a abordar, em concordancia com a idade e as
carateristicas dos seus alunos, de forma a garantir que estes dispdoem dos meios

adequados para analisar os paradoxos de modo significativo.

3.1.1. O JOGO PASSE-DIX

A origem das probabilidades estd, de certa forma, relacionada com os chamados “jogos
de azar”. A correspondéncia trocada em 1654 entre Pierre de Fermat (1601-1665) e
Blaise Pascal (1623-1662) contendo reflexdes sobre a resolucdo de problemas ligados a
jogos, propostos por Antoine Gombaud (1610-1685) (conhecido por Chevalier de
Méré), € considerada o despontar do cdlculo das probabilidades. Contudo, ndo sdao os
primeiros matemadticos a resolver problemas sobre célculo de probabilidades. De entre
os problemas relacionados com jogos, que previamente motivaram a reflexdo e a
discussdo em torno das probabilidades, temos o jogo “passe-dix”. Este jogo de dados
era frequentemente praticado nas cortes francesas no século XVII e consistia no

lancamento simultaneo de trés dados ao ar. Se a soma dos pontos obtidos fosse maior
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Frequéncia

que 10, o jogador ficaria com o montante apostado. Caso contrdrio, a aposta seria
aumentada e passaria a vez a outro jogador.

O “paradoxo” subjacente ao jogo, que despertou a curiosidade de alguns matematicos
famosos como Girolamo Cardano (1501-1576) e Galileo Galilei (1564-1642), é a
comparagdo entre a probabilidade de se obter 9 pontos com a de se obter 10 pontos, que
muitos consideravam serem iguais pelo facto de ambas terem o mesmo ndmero de
possibilidades de ocorrer [35]. Representando, dentro de chavetas, as pontuagdes
obtidas nos trés dados lancados, podemos verificar que s@o seis as formas distintas de se
obter soma igual a 9 pontos ({1,2,6}, {1,3,5}, {1,4,4}, {2,2,5}, {2,3,4} e {3,3,3}) bem
como de se obter soma igual a 10 pontos ({1,3,6}, {1,4,5}, {2,2,6}, {2,3,5}, {2.4,4} e
{3,3,4}). Contrariamente a este resultado os jogadores mais experientes, por repetida
observacao no lancamento dos trés dados, suspeitavam ser mais provavel obter-se 10
pontos do que 9 pontos.

A solucdo para esta aparente contradicdo pode ser facilmente encontrada a partir da
simulagdo da experiéncia em causa, com recurso ao software R. A medida que se
aumenta o ndimero de experiéncias realizadas, a partir de sucessivas atribuicdes de
valores crescentes ao parametro n nas simulacdes de n langcamentos dos 3 dados, e se
obtém as respetivas somas, o utilizador podera constatar que a frequéncia relativa de se

obter 10 pontos € superior a de se obter 9 pontos.

O sair9=16%

T O sair10=6% — — O sair9=1156%

O sair10=1255%
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Figura 1 — Observagio da soma obtida em 50 e 50 000 experiéncias.'

! Consultar programacdo em Anexo A.1.1.
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Note-se que, ao fim de 50 langcamentos dos trés dados, de acordo com a Figura 1 obtém-
-se como estimativa para a probabilidade de se obter soma igual a 9 pontos 16%,
percentagem muito superior a probabilidade de se obter soma igual a 10 pontos. No
entanto, continuando o processo de simulagdo, com os sucessivos aumentos do nimero
de experiéncias, as frequéncias obtidas para as diferentes somas tendem a estabilizar e,
ao fim de 50 000 lancamentos, a probabilidade passa a ser de 11,56% no caso da soma
igual a 9 pontos e de 12,55% no caso da soma igual a 10 pontos. Intuitivamente
podemos concluir que os dois acontecimentos ndo sao equiprovaveis.

Sendo de extrema importancia a relacdo entre a evolucdao da frequéncia relativa e o
nimero de repeticdoes da experiéncia, poderemos ainda a partir do programa R, construir
grificos como ilustrado na Figura 2. Com a simulacdo de vdrias sequéncias da
experiéncia, poderemos observar e concluir que os valores para os quais tendem a
estabilizar as frequéncias relativas da realizacdo dos acontecimentos em estudo sao
proximos, sendo a probabilidade de se obter soma igual a 9 pontos um valor inferior a
12% (aproximadamente 0,115) e de se obter soma igual a 10 pontos um valor superior a

12% (aproximadamente 0,125).

0.16

0.14

== 10 pontos

0.12

= O pontos

0.10

0.08

I T I T T
0 2000 4000 6000 8000 10000

Figura 2 — Evolug¢do da proporc¢do de 9 e 10 pontos obtidos em 35 sequéncias de 10000
experiéncias.’

Na verdade, existe 0 mesmo nimero de formas distintas de alcancar somas iguais a 9 e
10 pontos. No entanto, os resultados apresentados tém diferentes possibilidades de

ocorrerem e, por isso, cada um dos resultados deve ser analisado em termos de casos

> Consultar programacdo em Anexo A.1.1.

22



favoraveis a sua ocorréncia. Tal como podemos verificar na Figura 3, quando os dados

sdo langados ao ar pode-se obter, por exemplo, o resultado {1,2,6} de seis formas

distintas (tal como todos os resultados cujas pontuacdes dos dados sejam distintas). No

entanto, o resultado {2,2,5} (e todos os resultados em que existam dois dados com

pontuagdes iguais) pode ser obtido apenas de trés formas diferentes e o resultado

{3,3,3} (pontuagdes iguais nos trés dados) tem uma Unica possibilidade de ocorrer.
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Figura 3 — Andlise das possibilidades de se obter os resultados {1,2,6}, {2,2,5} e {3,3,3}.

Deste modo, dos 216 resultados distintos e equiprovaveis do lancamento dos trés dados

(6X6x6), existem apenas 25 casos favordveis a soma ser igual a 9 pontos e 27

favordveis a ser igual a 10 pontos (conforme Figura 4), pelo que, a experiéncia dos

jogadores estd efetivamente de acordo com as verdadeiras probabilidades:
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Figura 4 — Contabilizagdo dos casos favoraveis a obtengdo de 9 e 10 pontos.
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Note-se que os valores obtidos via simulagdo (ver Figuras 1 e 2) estdo efetivamente
proximos dos valores exatos das probabilidades de se obter soma igual a 9 e a 10
pontos.

Este problema histérico é um excelente exemplo para abordar os dois conceitos de
probabilidades lecionados no ensino bésico e secundério, na medida em que permite
associar a observacdo dos jogadores experientes com a definicdo frequencista e
enfatizar a restricdo da aplicacdo da defini¢do cldssica as situagdes de equipossibilidade

dos acontecimentos elementares (problemadtica analisada na subseccao 2.2.6.).

3.1.2. O PARADOXO DA CAIXA DE BERTRAND

O problema da caixa de Bertrand foi formulado por Joseph Bertrand (1822-1900),
matematico francés do século XIX, no seu livro “Calcul des Probabilités”, publicado em
1888, no qual descreve o seguinte problema:
Temos trés caixas e cada caixa tem duas gavetas, cada uma com uma moeda:
uma caixa contém duas moedas de ouro, a outra caixa duas moedas de prata e a
terceira caixa, uma moeda de cada tipo. Depois de se escolher uma caixa ao
acaso, abre-se uma gaveta de forma aleatoria verificando-se que esta contém
uma moeda de ouro. Qual € a probabilidade de que a outra moeda dessa caixa
seja também de ouro?
O problema descrito retrata uma experi€éncia composta sujeita a uma condi¢do (a
primeira moeda é de ouro) e por isso estamos perante o cdlculo de uma probabilidade
condicionada.
Conduzidos por uma intui¢do errada, € expectdvel que alguns alunos facam o seguinte
raciocinio: Depois de escolher uma caixa ao acaso e retirar uma moeda de ouro de umas
das gavetas escolhidas aleatoriamente, resta duas opgdes: (a) ou teriamos escolhido a
caixa que contém as duas moedas de ouro e neste caso a outra moeda que estd na caixa
sera de ouro; (b) ou teriamos escolhido a caixa com uma moeda de ouro e uma moeda
de prata e neste caso a outra moeda que estd na caixa serd de prata. Assim, a
probabilidade de que a outra moeda que ficou na caixa também seja de ouro € igual a 12
(o que estd, evidentemente, errado).
Novamente, com recurso ao software R na simulacao da experi€ncia descrita, os alunos

poderdo rapidamente constatar que esta solu¢do estd incorreta uma vez que, a medida
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Frequéncia

que aumentam o nimero de experi€ncias realizadas, a frequéncia relativa da moeda ser
de ouro ndo € igual a de ser de prata. Intuitivamente concluem que a probabilidade

pedida ndo € 1/2.
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Figura 5 — Observagio do tipo de moeda obtida em 50 e 20000 experiéncias.’

Poderdo ainda graficamente encontrar o valor aproximado da probabilidade da segunda
moeda ser de ouro, com a realizacdo de varias sequéncias da experiéncia em causa, e

chegar a solugdo correta de que a probabilidade é aproximadamente 2/3.
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Figura 6 — Evolugdo da propor¢do de moedas de ouro e prata em 50 sequéncias de 1000
experiéncias.’

A incorreta percecdao do espaco amostral e a incorreta perce¢do de independéncia dos

acontecimentos sdo as causas apontadas pelos investigadores [17] para a existéncia de

* Consultar programagdo em Anexo A.1.2.
* Consultar programacdo em Anexo A.1.2.
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solucdes erradas, que foram descritas na resolu¢do deste problema, e que também se
refletem nos erros comuns dos alunos no cdlculo de outras probabilidades
condicionadas. E frequente estes ndo visualizarem a estrutura da experiéncia composta
ou suporem erradamente a independéncia das sucessivas ocorréncias (escolher uma
caixa e escolher uma moeda). Este erro de raciocinio, conhecido como a falacia da
inversao do eixo temporal e retratado na sec¢do 2.2 do capitulo 2, consiste em supor que
o acontecimento condicionante tem de preceder temporalmente o acontecimento
condicionado, ou seja, que as informacdes atuais (a moeda mostrada) nao podem afetar
um evento que ocorreu antes da mesma (caixa selecionada).

Outra razdo apontada consiste numa incorreta enumeracdo do espaco amostral. A
intui¢do pode levar-nos a deduzir que, uma vez escolhida a caixa e obtendo-se a moeda
de ouro, restam apenas dois casos equiprovaveis (ndo se considera a caixa que contém
as duas moedas de prata) e, portanto, existe 50% de possibilidade de que a moeda seja
de ouro ou de prata. Nao se tem, deste modo, em consideracdo que o primeiro universo
(caixa com duas moedas de ouro) é mais provavel do que o segundo (caixa com uma
moeda de ouro e uma de prata), ndo diferenciando a ordem das gavetas na caixa que
contém as duas moedas de ouro.

Como previamente referido, a simulacdo e a experimentacdo desempenham uma
importante fun¢do na estabilizacdo das intui¢des das criangas e na materializacdo dos
problemas probabilisticos em estudo. No entanto devem ser complementadas por uma
abordagem mais formal, a partir de cédlculos combinatérios ou com recurso a outros
esquemas auxiliares de contagem, de que os diagramas de arvore, os diagramas de Venn
e as tabelas de contingéncia sdo exemplos, de modo a incentivar os alunos a resolver os
problemas por vérios processos. No caso do paradoxo em estudo, o recurso a um
diagrama de arvore é essencial para que os alunos esquematizem e representem 0s
diferentes acontecimentos da experiéncia, de modo a visualizar a sua natureza
sequencial: escolher uma das trés caixas, abrir uma das gavetas (segunda divisdo no
diagrama de arvores), e observar o tipo de moeda que fica na caixa (dltimo ramo).
Como se pode verificar na Figura 7, toda a informacdo do problema encontra-se

sintetizada no diagrama de arvore.
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Figura 7 — Diagrama de arvore relativo ao Paradoxo da Caixa de Bertrand.

Desta forma, os alunos poderdo observar que, uma vez escolhida a caixa e obtendo-se a
moeda de ouro, restam trés casos equiprovaveis: a) ou teriamos aberto a gaveta da caixa
que continha apenas uma moeda de ouro e, neste caso, a outra moeda serd de prata; (b)
ou teriamos aberto a primeira gaveta da caixa que contém as duas moedas de ouro e,
neste caso, a outra moeda serd de ouro; (c) ou entdo teriamos aberto a segunda gaveta da
caixa que contém as duas moedas de ouro e, neste caso, a outra moeda serd também de
ouro. Ou seja, nos trés casos possiveis, em dois verifica-se a situacdo de a outra moeda
da caixa ser também de ouro. Por aplicacdo da defini¢do classica e da probabilidade

condicionada, obtém-se o0 mesmo resultado:
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3.1.3. O DILEMA DE MONTY HALL

Sa@o muitas as variantes do paradoxo da Caixa de Bertrand e, por vezes, essas mudangas
de formulac@o fazem com que nao se reconheca o problema e aparecam novamente as
mesmas dificuldades na sua resolugdo. Uma dessas variantes e, provavelmente, a mais

conhecida, é o dilema de Monty Hall [5]. O problema de Monty Hall foi inspirado de
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um concurso televisivo intitulado “Let’s Make a Deal”, emitido entre 1963 e 1986 na
televisdo americana e o seu nome provém do apresentador do concurso, Monty Hall.
Também em Portugal, a partir de 1984, foi emitido uma versdo do concurso com o
nome “1, 2, 3”. O jogo consiste em apresentar trés portas ao concorrente, sabendo-se
que uma das portas esconde um carro enquanto as outras duas escondem uma cabra
como prémio de consolacdo. Na primeira etapa, o concorrente escolhe uma porta (que
nao € aberta). De seguida, o apresentador abre uma das outras duas portas que o
concorrente ndo escolheu, que contém uma cabra. Na segunda etapa, déa-se a
possibilidade ao concorrente de trocar a sua escolha inicial pela porta ainda fechada.
Colocam-se as seguintes questdes: Qual € a estratégia que o jogador deve adotar? Ficar
com a porta escolhida inicialmente ou mudar de porta? Serd mais vantajoso trocar de
porta, manter a escolha inicial ou serd indiferente?

O referido jogo gerou polémica em relagdo as possiveis solucdes do problema
matemadtico que lhe é latente e que consiste em determinar que tipo de jogador tem
maior probabilidade de ganhar o carro, o que nunca troca a porta escolhida inicialmente
ou o que troca sempre. De modo similar ao problema da Caixa de Bertrand,
anteriormente retratado, é expetavel que alguns estudantes, conduzidos por uma intui¢ao
errada, pensem que € indiferente trocar a porta ou manter a escolha inicial. Este
raciocinio incorreto resulta de assumir a equiprobabilidade em relacdo as duas portas
que se mantém fechadas, apds ser retirada a porta que ndo tem prémio pelo
apresentador. Assim, a porta escolhida inicialmente pelo jogador tem 50% de
probabilidade de conter o carro e por isso € igual trocar de porta ou ndo fazé-lo.

O material apresentado, a partir do software R, proporciona uma experimentacao
empirica sobre os resultados que se obtém neste jogo com cada uma das distintas
estratégias: trocar ou nao trocar de porta. Da observacdo dos graficos produzidos, o
aluno facilmente obterd dados experimentais suficientes que o ajudardo a intuir a

solucdo correta do problema: o jogador deve trocar de porta.
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Figura 8 — Resultados obtidos em 50 e 10000 experiéncias.’
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Figura 9 — Evolucao da proporcao de troca e ndo troca de porta em 20 sequéncias de 500
experiéncias.’

Quando a solugd@o encontrada € contraditéria com a intui¢do inicial, gera-se um conflito
cognitivo que, eventualmente, poderd encorajar os estudantes a examinarem
criticamente as suas teorias intuitivas e a procurarem a prova formal do problema em
estudo.
Para chegar a solucdo formal, e partindo da escolha feita inicialmente pelo jogador,
podemos definir os acontecimentos:

A: “O jogador seleciona a porta que contém o carro.”

B: “O jogador seleciona a porta que contém uma cabra.”

G: “O jogador ganha o carro.”

> Consultar programagdo em Anexo A.1.3.
® Consultar programacdo em Anexo A.1.3.
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Pretendemos determinar P(G) para cada uma das estratégias possiveis. Uma vez que os
acontecimentos A e B definem uma particdo do espaco amostral (£2) da nossa
experiéncia, em que ANB= @ ¢ AUB =), temos:

P(G) =P(GN Q) = P[GN (AUB)] = P[(GNA) U (GNB)].

Por aplica¢do do axioma da probabilidade da unido de acontecimentos disjuntos (uma
vez que de AN B =@ podemos concluir que GN ANB =@) e do Teorema da
Probabilidade Composta obtemos:

P(G) = P(GNA) + P(GNB) = P(GIA) X P(A) + P(GIB) x P(B).

Por aplicacdo da Regra de Laplace, P(A) = 1/3 e P(B) = 2/3 pois, no universo em
causa, existem duas cabras e um carro.
Finalmente, para calcular as probabilidades condicionadas, vamos considerar as duas

estratégias distintas relativas a op¢ao tomada pelo jogador.

Estratégia 1- No caso do jogador que nunca muda a sua escolha inicial, temos:

P(GIA)=1 e P(GIB)=0.

Neste caso, P(G)=1x % + 0 x § =

W=

Estratégia 2- No caso do jogador que troque sempre a porta escolhida inicialmente,

temos: P(GIA)=0 e P(GIB) =1.

Neste caso, P(G) = 0x § + 1x % =

wIiN

E por isso, sendo maior a probabilidade de ganhar na estratégia 2, € mais vantajoso o
jogador trocar sempre a sua escolha inicial, tendo o dobro de hipéteses de ganhar
relativamente a op¢ao de ndo trocar de porta.

Tal como no paradoxo da Caixa de Bertrand, as principais causas apontadas pelos
investigadores [5] para a existéncia de solucdes erradas referem-se essencialmente a
incorreta percecao do espaco amostral e a incorreta percecdo de independéncia dos
sucessivos acontecimentos. Um dos possiveis erros de raciocinio resulta de ndo se
considerar ou nao se compreender a forma como a informacdo proporcionada pelo
apresentador (ao abrir uma das portas que contém uma cabra) afeta a probabilidade

inicial de se ganhar o carro.
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E também frequente ndo se considerar que a escolha do apresentador (que conhece, a
priori, a porta que contém o carro) estd condicionada a escolha inicial do jogador,
influenciando deste modo o espaco amostral associado a cada acontecimento. Se o
jogador escolhe, em primeira opg¢do, a porta que contém o carro (com uma
probabilidade de 1/3), entdo o apresentador pode abrir qualquer uma das duas portas
restantes. A escolha do apresentador restringe-se a duas possibilidades (cada uma das
escolhas do apresentador tem probabilidade igual a 1/2), sendo que o jogador perde o
carro caso opte por trocar a porta escolhida inicialmente. Mas se o jogador inicialmente
escolhe uma porta que contém uma das cabras (com uma probabilidade de 2/3), s6 resta
ao apresentador abrir uma porta (a Unica porta restante que esconde a outra cabra).
Neste caso, o espaco amostral é reduzido a um s6 elemento (a probabilidade € 1) pelo
que, se o jogador trocar a sua opg¢ao inicial, ganhard o carro.

Mesmo numa abordagem formal ao problema, o recurso a um diagrama de drvore, como
apresentado na Figura 10, é essencial para que os alunos esquematizem a estrutura da
experiéncia e os diferentes resultados, e clarifiquem os possiveis erros de raciocinios

anteriormente descritos.

Suponhamos que o prémio estd na porta 1 e que o concorrente altera a

escolha inicial da porta:

Prémio2

Prémio3

P=

Escolha da porta Porta aberta pelo
pelo concorrente apresentador

Figura 10 — Diagrama de arvore relativo ao dilema de Monty Hall
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3.2. ANALISES CLINICAS

3.2.1. SENSIBILIDADE VERSUS ESPECIFICIDADE DA ANALISE

O conceito de probabilidade condicionada € fundamental nos estudos estocésticos
porque permite atualizar a probabilidade associada a cada acontecimento, a medida que
¢ adquirida nova informac¢do (atualiza¢do do condicionante). O raciocinio condicionado
também € aplicado no quotidiano e no campo profissional onde, frequentemente, é
necessario tomar decisdes em situagdes de incerteza como em testes médicos, em
investimentos, em sentencgas judiciais, entre outros. Este € um tema em que se observa a
complexa inter-relacdo entre intuicdo e conhecimento formal no campo da
probabilidade [8].

Tomemos, como exemplo da importancia do raciocinio condicionado aplicado a
situacdes quotidianas, os resultados de andlises clinicas a que se recorre frequentemente,
como meio auxiliar de diagndstico de uma determinada doenca e a sua correta
interpretacdo [32].

Nao sendo as andlises clinicas infaliveis, poderd acontecer que alguns individuos, nao
tendo a doenca, apresentem resultado positivo no teste clinico, vulgarmente designados
por falsos positivos (FP). Ou ainda, poderd acontecer que individuos portadores da
doenca tenham resultado negativo, designados por falsos negativos (FN).

Assim, podemos dizer que no conjunto das pessoas portadoras de uma determinada
doenca (D), temos individuos cujo resultado da andlise dad positivo (os verdadeiros
positivos — VP) e os individuos cujo resultado d4 negativo (FN). De forma andloga, de
entre as pessoas que nio tém a doenga (D), existem individuos cujo resultado clinico d4
negativo (os verdadeiros negativos — VN) e os que tém resultado positivo (FP).
Considerando que n representa o conjunto da populacdo em estudo, a informacgao

anterior pode ser registada numa tabela de dupla entrada como se apresenta de seguida:

Doente | Nao doente | Teste
Positivo VP FP +
Negativo | FN VN -
Doenca D D n
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O ideal seria s6 ter verdadeiros positivos e negativos, ou seja, todos os doentes
apresentassem resultado positivo e todas as pessoas sds apresentassem resultado
negativo nas andlises. Em termos clinicos, designa-se por sensibilidade da andlise (S) a
percentagem de doentes que apresenta um resultado positivo num teste. Estamos perante

o célculo de uma probabilidade condicionada:

_ _P(+nD) VP
S=PID)= P(D) ~ VP4+FN’

Um teste com uma sensibilidade elevada serd particularmente util no rastreio de um
determinado diagnéstico (baixa percentagem de falsos negativos), uma vez que a
sensibilidade mede a capacidade de a andlise identificar um doente.

Por outro lado, designa-se por especificidade da andlise (E) a probabilidade
condicionada que corresponde a percentagem de sauddveis que apresenta um resultado
negativo no teste:

P(-nD) VN

E=P(ID)= P(D)  FP+VN'

Um teste com uma especificidade elevada serd particularmente util na confirmacgdo de
um determinado diagnéstico (baixa percentagem de falsos positivos), pois a
especificidade mede a capacidade de a andlise identificar um individuo saudavel.

Se o ideal seria sO ter verdadeiros positivos e negativos, o mesmo serd dizer que a
percentagem da sensibilidade e da especificidade da andlise deveriam ser de 100%. Mas
tal situag@o nao € possivel de ocorrer uma vez que qualquer alteragdao de S implica uma
alteracdo inversa de E.

A maioria das andlises sao quantitativas, isto €, o resultado da andlise ¢ uma quantidade
através da qual serd possivel distinguir entre doentes e sauddveis. Deste modo, na
Figura 11 estd representada uma curva correspondente aos doentes (D) e uma curva
maior correspondente aos que nio sio doentes (D), as quais representam as quantidades
observadas nas andlises nos individuos doentes e nos individuos sauddveis. A reta
vertical representada € obtida a partir do ponto de corte que niao € mais do que o valor
da anélise que distingue os infetados dos nao infetados. Por outras palavras, € o valor da
andlise clinica que estabelece o limite entre doente e sdo: resultados inferiores ou
superiores ao ponto de corte vao permitir classificar os individuos como sendo
saudaveis ou doentes. A reta vertical define, deste modo, a fronteira entre os resultados
que sdo considerados negativos e os resultados considerados positivos. No entanto, em

ambas as situagdes podemos ter resultados falsos ou verdadeiros. A sombreado azul é
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representado a percentagem de individuos sdos com diagndstico positivo e a sombreado
vermelho a percentagem de individuos doentes com diagndstico negativo,

respetivamente a direita e a esquerda da reta vertical.

I

falsos negativos "/' "‘-\_

falsos positivos

Figura 11 — Diagndstico e situacao real.

O aumento da percentagem da sensibilidade da andlise (isto €, mais doentes a serem
classificados como positivos) acarreta como contrapartida o aumento de falsos positivos
(e por isso serd maior a probabilidade de se diagnosticar erradamente a doenca a um
individuo sdo). Podemos verificar essa situacdo na Figura 12, a qual foi obtida
deslocando a reta vertical para a esquerda em relacao a Figura 11 (isto €, diminuindo o

valor do ponto de corte).

falsos negativos /, ‘\“‘ falsos positivos

Figura 12 — Maior sensibilidade.
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Por outro lado, se deslocarmos a reta vertical para a direita (Figura 13), o que
corresponde a aumentar o ponto de corte, a especificidade da andlise aumenta e, por
isso, serd menor a probabilidade de se diagnosticar erradamente a doenca a um
individuo sdo. Mas, mais uma vez, como contrapartida, a sensibilidade da andlise
diminui e maior serd a probabilidade de um doente escapar a detecdo através desta

analise.

2l

falsos negativos """ “"-.,

falsos positivos

Figura 13 — Maior especificidade.

Para definir a sensibilidade e a especificidade da anélise, ou seja, para estabelecer onde
colocar a fasquia que separa negativos de positivos, € necessdrio ter em conta o
equilibrio entre os riscos mencionados, determinado a partir do tratamento estatistico
dos dados disponiveis pelos diversos estudos realizados.

Muitas doencas sao de dificil diagndstico devido a diversidade dos sintomas clinicos e,
por vezes, a sua semelhanca com outras doengas. Na maior parte das vezes, oS
resultados das andlises realizadas ndo permitem, sé por si, um diagndstico da doencga,
mas sdo fundamentais no cdlculo das probabilidades condicionais transpostas da
sensibilidade e especificidade da andlise, P(DI+) e P(DI-), uma vez que essa informaco
permite rever/atualizar a probabilidade inicial de existéncia de doenga para os
individuos que sdo testados e, com base nessa nova estimativa, permite ao clinico
escolher a acdo a realizar (efetuar outros testes clinicos ou iniciar tratamento

terapéutico).

35



Em termos clinicos, P(DI+) designa-se por valor preditivo positivo (VPP) e define a
probabilidade de que um resultado positivo de um teste signifique presenca de doencga,
isto &,
P(DN+) VP

P(+) VP+FP '

VPP =P(Dl+) =

De forma semelhante, P(DI-) designa-se por valor preditivo negativo (VPN) e define a
probabilidade de que um resultado negativo de um teste signifique auséncia de doenca,
ou seja, em termos de cdlculo numérico,

(Dn-) VN
P(-)  FN+VN'

— P
VPN =P(DI-) =

No caso de o resultado ser positivo, um teste com um VPP elevado permite fundamentar
razoavelmente o diagndstico inicial de doenga e, no caso de ser negativo, um teste com
um VPN elevado permite eliminar razoavelmente o diagndstico de doenca.
Ainda poderd ter interesse determinar a acuricia do teste (AT) que nos fornece o seu
grau de precisdo e que se obtém a partir do racio entre os resultados verdadeiros obtidos
na aplicagdo do referido teste e o nimero de testes realizados, isto €,

AT = (VP+VN) /n,

que corresponde a propor¢do de resultados corretos.

3.2.2. EXPLORACAO DO PROBLEMA A PARTIR DE TABELAS DE CONTINGENCIA

Para exemplificar a importancia dos resultados de uma andlise e que interpretacdo se
deve fazer dos mesmos, consideremos a Lipus Eritematoso Sistémico (vulgarmente
designada apenas por Lipus). E uma doenca reumdtica sistémica, autoimune, que tem
diagndstico precoce dificil, por possuir uma grande variedade de sintomas, por vezes
intermitentes, que se assemelham aos de vdrias outras doengas e com grandes variagdes
de manifestacdes de um paciente para outro’. A doenca atinge cerca de 15 mil
portugueses sendo as mulheres as mais afetadas, na proporcao de dez a quinze para um
homem®. Um dos exames utilizados, nos casos de suspeita da doenca, é o “FAN (fator

anti-ndcleo), que estd presente em cerca de 99% dos casos de Lipus mas também em

7 Informacdo retirada do site www.spreumatologia.pt/doencas/lupus-eritematoso-sistemico no dia
10/07/2014.

Informagdo retirada do site http://www.cmjornal.xl.pt/detalhe/noticias/nacional/saude/15-mil-
sofrem-com-lupus-em-portugal no dia 10/07/2014.
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até 30% das pessoas normais™. A partir destas informacdes, caso classifiquemos como
doentes todos os individuos que tenham presente o FAN, podemos afirmar que a
sensibilidade da andlise é de 99% e que a sua especificidade € de 70%.
Sendo a prevaléncia de uma doenga avaliada pela propor¢cdo de doentes, isto é, a fracdo
p = D/n, no caso da doenga do Liupus estima-se que, na populacdo portuguesa, seja
p = 15000/10000000 = 3/2000, ou seja, 3 em cada 2 000 portugueses sofrem desta
doenca.
Suponhamos que um médico, devido ao quadro clinico apresentado, suspeita que uma
das suas pacientes, a Maria, sofre de Lipus e que em estudos anteriores, 40% dos
individuos que apresentam os mesmos sintomas sdao portadores da doenca. Como
interpretar os resultados de uma anélise a0 FAN? Comecemos por elaborar uma tabela
de dupla entrada que relacione as varidveis doentes/ndao doentes com o resultado
positivo/negativo obtido na andlise. Suponha-se, apenas para facilitar os calculos, que se
tem informacdo de anédlises a 1000 individuos (n = 1000) na situagdo da Maria, isto é,
com os mesmos sintomas. Uma vez que a prevaléncia da doenca para esta subpopulagcao
é de 40%, podemos dizer que D = 1000 X 0,4 =400 e que D = 1000 - D = 600.
Se a sensibilidade da analise € 99% entdo:

VP=D xS =400x%099=39 e FN=D-VP=400-396=4.
Se a especificidade da anélise € 70% entao:

VN=DxXxE=600x0,70=420 ¢ FP= D— VN =600 —420 = 180.

Temos assim:

Doente | Nao doente

Positivo 396 180 576
Negativo 4 420 424
400 600 1000

Aplicando a férmula do cdlculo da probabilidade condicionada, o VPP da anélise € dado

por:

P(D VP
D+ _ =320 _ 68.75%.
P(+) _ VP+FP 576

P(DI+) =

o Informacdo retirada do site http://www.reumatologiaavancada.com.br/doencas-reumaticas/lupus/ no
dia 10/07/2014.
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E o VPN da anadlise é dado por:

= . _P(Dn-) VN _ 420
P(Dl-) = P(-) _FN+VN"4z1_9Q1%”

Caso o resultado da andlise dé positivo, os 40% iniciais da prevaléncia da doenca sdao
transformados numa probabilidade a posteriori de 68,75%. Apesar de superior, € ainda
assim pouco conclusivo para diagnosticar a doenca (possivelmente, o médico iria optar
por realizar outros testes clinicos).

Caso o resultado da andlise dé negativo, os 60% iniciais de a Maria nao ter Lupus sdao
transformados numa probabilidade a posteriori de 99,1%, valor razodvel para despistar
a existéncia de doencga.

Suponhamos agora uma nova situagdo: A Maria ndo apresenta nenhum sintoma da
doenca mas mesmo assim convence o seu médico de que deveria fazer a andlise do
FAN. Sendo o resultado da andlise positivo, Maria ficou muito assustada. Qual € entdo a
probabilidade de a Maria sofrer de facto de Lipus?

Mais uma vez, para facilitar os célculos, suponhamos que durante um rastreio da
populacdo faz-se a andlise a 400 000 individuos. Como a prevaléncia da doenga na
populacdo portuguesa é de 3/2000 = 0,0015, podemos preencher a linha de totais da

tabela com os valores:

= ﬁ X 400000 =600 e D =400 000 — 600 = 399 400.

De forma andloga a situagao anterior, e usando os conhecimentos sobre a sensibilidade e

a especificidade da andlise, obtém-se a seguinte tabela de contingéncia:

Doente | Nao doente
Positivo | 594 119820 | 120414
Negativo 6 279580 | 279586
600 399400 | 400000

Nesta situagdo, o valor preditivo positivo da andlise € dado por:

P(DI+) =

=0,49%.
120414

E o valor preditivo negativo da andlise é dado por:

279580

P(DI-) = 279586

=99,998%.
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Comparativamente a situacdo anterior, o valor preditivo positivo diminuiu mas, em
contrapartida, aumentou o valor preditivo negativo, tal como maior sensibilidade arrasta
menor especificidade.

Apesar do resultado positivo na andlise, a probabilidade de a Maria ser portadora de
Lipus € de apenas 0,49%, valor bastante irrisério. Sendo tdo baixa a probabilidade de
um positivo ter de facto a doenca, serd inutil um paciente que nio apresente sintomas
realizar a andlise a0 FAN. No entanto, podemos analisar este resultado na perspetiva de
que, a probabilidade de ter a doenca sobe de 15 em 10 000 para 49 em 10 000 nos casos

positivos da andlise.

3.2.3. EXPLORACAO DO PROBLEMA A PARTIR DO TEOREMA DA PROBABILIDADE
TOTAL E DA REGRA DE BAYES

Na andlise do estudo apresentado, recorreu-se as tabelas de dupla entrada. Mas o mesmo
problema poderia ser abordado por aplicacdo do Teorema da Probabilidade Total e da
regra de Bayes, contetudos lecionados na disciplina de Matematica Aplicada as Ciéncias
Sociais (MACS).

A partir da definicao de probabilidade condicional, por um lado temos que:

P(ANB)
P(B)

P(AIB) = & P(ANB) = P(AIB) x P(B).

Por outro lado, verifica-se igualmente que:

P(ANB)
P(A)

P(BIA) = & P(ANB) = P(BIA) x P(A).

Logo podemos concluir que:

P(A|B)xP(B
P(BIA) x P(A) = P(AIB) x P(B) & P(BIA) = %
Esta € a formula utilizada para calcular a probabilidade inversa da condicional, a qual se
designa por regra de Bayes.

Se considerarmos a particio {B, B} do espaco amostral  (como ilustrado na Figura

14), a probabilidade do acontecimento A pode ser obtido a partir de:
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4 )

A
\__B B

Figura 14 — Diagrama do formuldrio facultado no exame nacional de MACS.

P(A) = P(AN Q) = PTAN(B U B)] = P[(ANB) U (AN B)] = P(ANB) + P(AN B),
uma vez que os acontecimentos sao disjuntos. Logo, podemos concluir que:

P(A) = P(AIB) x P (B) + P (AIB) xP (B),
designado por Teorema da Probabilidade Total.
Aplicando o Teorema da Probabilidade Total e a regra de Bayes no calculo do VPP e

VPN do primeiro caso apresentado, em que a prevaléncia da doenca era de 40%, e

considerando uma parti¢do do universo em doentes (D) e nao doentes (D) teremos:

VPP: P(DI+) = P(+|D)xP(D) _ 0,99%0,4 — 0.6875
: PO = P(+|D)xP(D)+P(+|D)xP(D)  0,99%0,4+(1-0,7)x0,6
_ P(—-|D)xP(D , )
VPN: P(DI-) = (- ID)P(D) 0.7x06 =0.991.

= P(=|D)xP(D)+P(=|D)xP(D) _ 0,7X0,6+(1—0,99)x0,4
Obtemos, deste modo, os mesmos valores que anteriormente recorrendo as tabelas de

contingéncia.

3.2.4. CONTEXTUALIZACAO DIDATICA DO PROBLEMA

Torna-se evidente a importancia dos conhecimentos probabilisticos mesmo numa
“simples” e correta interpretagdo das andlises clinicas, onde € frequente confundir-se a
probabilidade de ter uma doenca quando o teste de diagndstico deu positivo, com a
probabilidade de obter um resultado positivo no teste de diagndstico sabendo que se tem
a doenca. Por outras palavras, confusdao entre uma probabilidade condicionada e sua
transposta. Esse erro € comum no cdlculo de probabilidades condicionadas e €
designada por Faldcia da Condicional Transposta (ver sec¢ao 2.2.1 do capitulo 2).

Também as investigacdes na didatica da Probabilidade mostram a existéncia, por parte
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dos alunos, de intui¢des incorretas, erros de raciocinio e erros de compreensdao e
aplicagdo do conceito de probabilidade condicionada, erros bastante enraizados “que
ndo sdo corrigidos simplesmente com uma aprendizagem formal da probabilidade” [2,
p. 5], e por isso € necessdrio abordar os problemas de probabilidade condicional
utilizando ferramentas adequadas [13].

O estudo anteriormente descrito, sobre a interpretacdo dos resultados das andlises
clinicas, é adequado para ser trabalhado no ensino secunddrio, principalmente por
alunos do curso Ciéncias e Tecnologias onde, de forma mais realista, podem aplicar
conhecimentos probabilisticos de acordo com o seu plano de estudos. De forma
andloga, poderia ser trabalhado um estudo sobre investimentos, adequado a alunos do
curso de Cié€ncias Socioeconémicas. Seria uma boa forma de dar respostas aos alunos
que procuram sempre uma justificacio para o estudo das matérias curriculares, além de
lhes permitir resolver problemas distintos dos jogos de azar relacionados com cartas,
dados ou extracdes de bolas, muito frequente nos manuais escolares.

No anexo A.1.4. podemos encontrar a programacao referente ao problema das anélises.
Diferentes dos restantes problemas apresentados, em que o utilizador apenas varia os
parametros n e series a utilizar nas simulagdes de acordo com o nimero de experiéncias
ou o nimero de séries que pretende realizar, a programacdo das andlises clinicas pode
ser aplicada a qualquer tipo de exame clinico, desde que sejam conhecidos os
parametros prevaléncia da doenca (p), sensibilidade da andlise (s) e sua especificidade
(e). Com esta programacgao o utilizador obtém os valores VP, FP, FN e VN da andlise
em estudo, os quais permitirdo construir a tabela de contingéncia e complementar o
estudo apresentado na subseccdo 3.2.2. Poderdo ainda alterar os parametros S e E
(valores da sensibilidade e da especificidade) de forma a analisar as consequéncias de
alteracdes dos valores como referenciado na subsec¢ao 3.2.1. Este problema € adequado
para ser utilizado na elaboracao de trabalhos de exploracdo em grupo.

Na Figura 15 podemos observar os resultados obtidos na simula¢do de um teste a 50000
utentes, para uma determinada doenca cuja prevaléncia € de 5%, com sensibilidade e

especificidade de 95% e 75%, respetivamente.
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50000
]

40000
|

Frequéncia
30000
I

20000
1

10000
|

1 - Positivo Verdadeiro 2 - Falso Negativo 3 - Verdadeiro Negativo 4 - Falso Positivo

Figura 15 — Valores do VP, FP, FN e VN obtidos na aplicagdo de um teste a 50000 utentes.

Para além do gréfico, a programacdo em R apresenta como output os seguintes valores:
> sim4(50000,5,95,75)
"l - Positivo Verdadeiro"  "2427"

"2 - Falso Negativo=" "122"
"3 - Verdadeiro Negativo"  "2427"
"4 - Falso Positivo" "11923"

"Total de utentes observados" "50000"

De forma a uma melhor exploragdo do conceito de probabilidade condicionada poderdao
ser determinadas as percentagens da prevaléncia, da sensibilidade e da especificidade
observadas, bem como do valor preditivo positivo e do valor preditivo negativo
observado e da acurécia do teste realizado. A compreensao destes valores condicionados
permitem, por um lado, desmistificar a problemadtica referida na subsecgdo 2.2.5. sobre
a restri¢do do espago amostral no cdlculo de probabilidades condicionadas e, por outro,

concretizar os conceitos abstratos associados ao cédlculo de probabilidades.
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CAPITULO 4 — EXPERIENCIA PEDAGOGICA

Elaborados o0s materiais em consonancia com os principios defendidos por
investigadores da drea, o projeto apresentado culminou com uma aplicagao dos mesmos
de modo a contribuir para uma melhor avaliagdo do impacto do uso da simulacdo no
ensino das probabilidades, especificamente, no que se refere ao desenvolvimento das
intuicdes probabilisticas.

Na realizacdo da experiéncia pedagdgica procurou-se, em primeiro lugar, avaliar se o
uso de simuladores computacionais contribui para o desenvolvimento da correta
percecdo do comportamento de fendmenos aleatdrios e, por outro lado, identificar quais
os erros descritos na revisao da literatura que sdo mais comummente revelados pelos
elementos da amostra do nosso estudo.

Neste capitulo serdo apresentadas as op¢des metodoldgicas e a respetiva fundamentacao
bem como descritas as fases do estudo, atendendo ao contexto em que decorreu a
experiéncia pedagdgica e a natureza dos objetivos que foram definidos. Sao ainda

apresentados e discutidos os resultados obtidos.

4.1. METODOLOGIA E PARTICIPANTES DO ESTUDO

Segundo Pontes [33], o conceito de investigacdo sobre a prdtica carateriza-se pela
existéncia de dois tipos principais de objetivos: alteracdo de algum aspeto da pratica,
quando existe reconhecimento da necessidade de mudanga; e compreensdo sobre a
natureza dos problemas que afetam essa mesma pratica, com vista ao desenvolvimento
posterior de uma estratégia de acdo. Ainda Richardson [34], citado por Pontes, frisa que
a investigacdo sobre a pratica “nao é conduzida para desenvolver leis gerais
relacionadas com a pratica educacional, e nio tem como propésito fornecer a
resposta a um problema. Em vez disso, os resultados sugerem novas formas de olhar
o contexto e o problema e/ou possibilidades de mudancas na pratica” [33, p.7].10
Deste modo, pretendendo-se conhecer de que forma uma nova abordagem pedagdgica

(uso de simuladores) ajudard a solucionar um problema da prépria pratica enquanto

10 .
Negrito nosso.
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docente de matematica (desenvolvimento de intui¢des probabilisticas), podemos afirmar
que o estudo desenvolvido insere-se numa investigacdo sobre a prética, tendo-se optado
por uma metodologia de natureza qualitativa. Essa op¢do € justificada pelo facto do
estudo realizado revelar carateristicas que Bogdan e Biklen [9] identificam como sendo
uma investigacao qualitativa: o investigador € o instrumento principal (apesar de ndo ter
sido realizada em aula, os participantes do estudo sdo alunos do ensino secundério e os
dados foram recolhidos pelo investigador numa situacdo de contexto escolar); e € uma
investigacdo descritiva onde se atribui mais importancia ao processo e as perspetivas
dos participantes do que simplesmente aos resultados ou produtos (os documentos
produzidos pelos alunos foram analisados e a interpretacdo das justificagdes, que foram
escritas nas resolugdes dos problemas, constitui o instrumento primordial de andlise).
Nao se pretende intervir, mas unicamente dar a conhecer a situacdo em estudo, tal como
surge. Para tal, é realizada uma descri¢do precisa, sistemdtica e completa dos factos
ocorridos durante a experiéncia pedagdgica.

Os materiais apresentados sao relativos a contetidos programaticos do secundario. Deste
modo, uma vez que ndo se pretende ensinar novos conceitos, mas unicamente explorar
nog¢des previamente aprendidas, apesar de, quase certamente, ndo terem sido exploradas
com recurso a simulacdo computacional, optou-se por concretizar a experimentacao
pedagégica dos materiais apds a realizacdo do Exame Nacional de Matemdtica A.
Segundo Boddan e Biklen [9], para um primeiro trabalho de investigac@o a escolha de
fontes de dados deve ser de facil acesso do investigador. Assim, devido ao facto de a
autora neste momento ndo se encontrar a lecionar em nenhuma escola, o presente estudo
foi realizado, apds prévia autoriza¢do, num unico dia com duracdo aproximada de trés
horas, na Escola Superior de Tecnologias e Gestao do Instituto Politécnico de Leiria, a
um conjunto de estudantes do 12.° ano que, no presente ano letivo, frequentaram a
disciplina de Matematica A. Foi constituida uma amostra de conveniéncia, a partir do
convite a alunos que no 10.° ano tinham sido seus discentes, tendo resultado desse
convite a comparéncia voluntdria de oito individuos, que manifestaram disponibilidade

e vontade em participar no estudo.
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4.2. FASES DO ESTUDO

Tendo em consideracdo os objetivos estabelecidos na investigacdo, as atividades
desenvolvidas foram repartidas em trés fases distintas. Para preservar o anonimato dos
participantes e, simultaneamente, conseguir identificar os materiais elaborados nas
diferentes fases como sendo do mesmo individuo, iniciou-se a sessdo por se atribuir,
aleatoriamente, um numero a cada aluno (através da escolha, por parte de cada
estudante, de uma bola de entre bolas numeradas de 1 a 90), que se designou por cédigo
de aluno.

Numa primeira fase, os participantes acederam a um questiondrio online elaborado a
partir da ferramenta Google Drive (conforme anexo A.2.1.), constituido por quatro
grupos. No primeiro grupo pretendeu-se obter algumas informacdes de cardter pessoal,
que permitissem fazer uma pequena caraterizacdo da amostra e correlacionar algumas
varidveis como o desempenho escolar e o raciocinio probabilistico. No segundo grupo,
pretendeu-se aferir sobre os conhecimentos dos participantes relativamente a alguns
conceitos importantes de probabilidades, que se supde estarem adquiridos, € que iriam
ser trabalhados ao longo da sessdo. Além disso, pretendeu-se averiguar se o uso de
simuladores j& faria parte da realidade de ensino destes alunos. No terceiro grupo, a
partir de um mesmo contexto (extracdo de cartas de um baralho), foram apresentadas
diferentes experiéncias e acontecimentos aleatérios com o objetivo de avaliar de que
forma as faldcias e erros de raciocinios, descritos na literatura, estavam contempladas
nas repostas dadas pelos participantes. Optou-se por um contexto familiar ao aluno
(frequente em manuais escolares e em exames nacionais) de modo a garantir que as
possiveis dificuldades reveladas ndo seriam provenientes da incorreta interpretacdo ou
contextualizacdo das situacOes apresentadas. Cada um dos itens foi elaborado para
avaliar um certo erro ou conhecimento probabilistico e escolhido de modo a que nao
envolvessem a necessidade de usar férmulas combinatdrias. Apesar das perguntas
elaboradas serem em formato de escolha mualtipla, foi pedido aos alunos que
justificassem as escolhas feitas, em suporte papel, podendo a mesma ser dada por
palavras, esquemas ou cdlculos. Procurou-se, desta forma, que os alunos ndo ficassem
condicionados a um s6 método de resolucdo e, simultaneamente, obter informagdes para
uma andlise mais detalhada sobre o tipo de pensamento e abordagem usada em cada
questdo, por cada individuo. Ainda segundo Fernandes [15], as justificacdes das

respostas em itens de escolha multipla revelam-se meios eficazes para identificar e
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compreender concecdes erradas e para clarificar a compreensdo dos alunos que
selecionaram a alternativa correta.

Por fim, no ultimo grupo, foram apresentados dois problemas historicos (o Paradoxo da
Caixa de Bertrand e o dilema de Monty Hall, retratados no capitulo 3). De forma
andloga ao grupo trés, também neste grupo os alunos deverdo justificar as suas
respostas. Esta primeira fase, sem recurso a simulagdo, corresponde a aplicacdo de um
pré-teste cujo principal objetivo € avaliar as intui¢cOes probabilisticas dos alunos.

Na segunda fase da sessdo pretendeu-se, essencialmente, dar a conhecer simuladores
construidos a partir do software R e os conhecimentos necessdrios a sua correta
utilizagcdo na resoluc@o de problemas sobre probabilidades. Iniciou-se com uma breve
apresentacdo em PowerPoint (ver anexo A.2.6.) contendo, entre outros assuntos, a
origem da probabilidade e alguns conceitos uteis a sua compreensdo. De seguida,
apresentou- se o jogo “Passe-dix” que serviu de mote para iniciar o uso de simuladores
computacionais. De modo a realcar a necessidade de utilizagdo deste recurso,
apresentou-se a solucdo incorreta que na altura foi apresentada por alguns matematicos
conhecidos e discutiu-se o erro que lhe estava subjacente (a consideracdo de que os
acontecimentos seriam equiprovaveis). Por fim, recorreu-se ao simulador. Os alunos
foram incentivados a realizar variacdes dos parametros para obter os diferentes graficos
e, a partir da participacdo coletiva, chegar a resposta correta do problema.

Numa terceira fase, os participantes voltam a aceder a um questiondrio (ver anexo
A.2.2.), constituido por dois grupos. No primeiro grupo, pretende-se que os alunos
utilizem os simuladores construidos para analisar os dois problemas historicos,
apresentados no questiondrio da primeira fase. O objetivo € comparar as respostas dadas
nos testes antes e apds o uso de simuladores e, assim, compreender qual o papel dos
simuladores utilizados na concretizagao das tarefas propostas e na obtencao da solugao
correta.

No segundo grupo, envolvendo as mesmas situagdes probabilisticas retratadas no
terceiro grupo da primeira fase (primeiro inquérito) foram apresentadas diferentes
questdes, diferindo-se apenas no contexto das experi€ncias aleatdrias trabalhadas
(extrac@o de bolas), ainda que tal contexto seja igualmente familiar aos alunos. Os itens,
abordando os erros e faldcias do primeiro questiondrio, foram reordenados de modo a
ndo viciar as suas respostas. O principal objetivo é observar se as respostas dadas pelos
alunos indiciam os mesmos erros cometidos no primeiro questiondrio, apds a revisao

dos contetdos realizada na segunda fase da sessdo. Pretende-se aferir se a proveniéncia
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dos erros sdo resultado do esquecimento ou falta de conhecimento ou se os erros estao
intrinsecos ao raciocinio probabilistico dos alunos, sendo o ensino formal insuficiente
para supera-los, tal como defendido por Batanero [5].

Por dltimo, foi solicitado que posteriormente os alunos acedessem a um breve
questiondrio relativamente a sua satisfacdo sobre a experi€ncia pedagdgica realizada
(ver Anexos A.2.3.e A.2.4.).

De forma a clarificar quaisquer dividas no preenchimento dos inquéritos durante as
vdrias fases, foi disponibilizada uma ficha de apoio (ver Anexo A.2.5.), distribuida no
iniciar da experiéncia pedagégica, que serviu de guido e permitiu um melhor

acompanhamento por parte dos estudantes.

4.3. APRESENTACAO DOS DADOS E DISCUSSAO DOS RESULTADOS

A amostra deste estudo € constituida por oito alunos (sendo seis elementos do género
feminino e dois elementos masculinos), com idades compreendidas entre os 17 e os 18
anos, que frequentaram o décimo segundo ano, pela primeira vez, no ano letivo
2013/2014 no curso de Ciéncias e Tecnologias e, portanto, cujo desenho curricular
contém a disciplina de Matematica A. Apesar de frequentarem todos a mesma escola,
sao alunos provenientes de quatro turmas diferentes. Os resultados obtidos na avaliacdo
final da disciplina variaram entre os 9 e os 18 valores, com uma média de 12,5 valores e
um desvio padrdo de 3,1.

Dos inquiridos, apenas trés afirmaram ja terem realizado, em aula, simulagdes de
experiéncias aleatdrias com recurso a calculadora e a materiais manipuldveis (como por
exemplo cartas, moedas, dados ou bolas) e, desses, apenas um referiu o uso do
computador. Apesar das indicagdes metodoldgicas dos programas nacionais e dos
estudos ja realizados mencionarem a importancia do uso das tecnologias no ensino, e
especificamente no estudo das probabilidades, essa realidade ainda ndo faz parte do
ensino de, pelo menos, algumas escolas ou turmas. Como ja mencionado, o recurso a
simulacdo € importante para abordar a definicdo frequencista de probabilidade, o que
vem justificar algumas incorre¢des nas respostas que foram dadas por estes alunos
quando solicitados a definir esse conceito. Atendendo ao termo frequencista, quatro
alunos procuraram com as suas respostas relacionar a probabilidade com a frequéncia de

ocorréncia dos acontecimentos, mas nenhum fez qualquer tipo de referéncia ao nimero

47



de repeticdes na realizacdo da experi€ncia em causa. Curiosamente, o Unico aluno que
afirmou ter usado em aula o computador para simular experi€ncias aleatdrias, aquando
da defini¢do frequencista de probabilidade respondeu “Acho que nunca fui abordado
sobre esta definicdo”. Nao sabendo nés qual o enfoque dado ao uso do simulador,
podemos concluir, pelo menos, que nio foi suficiente para o aluno reter o conceito
subjacente a simulac@o. Pelo contrdrio, no que diz respeito a nocdo clédssica de
probabilidade, esta foi corretamente definida por todos os alunos embora s6 dois tenham
referido que a sua aplicacao exige a equiprobabilidade dos acontecimentos elementares.
Mais corretamente, a aplicabilidade da Lei de Laplace ao cdlculo da probabilidade de
um acontecimento requer que o espaco de resultados associado a experiéncia aleatdria
seja constituido por um ndmero finito de elementos, todos eles com igual possibilidade
de se realizar. O facto de nenhum aluno ter referido a necessidade de os acontecimentos
elementares serem em numero finito ndo é de estranhar uma vez que, ao nivel de
critérios de correcio dos exames nacionais, quando € solicitado aos alunos que
enunciem a regra de Laplace esta condi¢do ndo € referida/considerada.

“enunciar a regra de Laplace: a probabilidade de um acontecimento € o

quociente entre o nimero de casos favordveis e o nimero de casos possiveis,

quando estes s@o todos equiprovaveis (ou equivalente);” — critérios especificos

de classificagdo do exame nacional de matematica da 1* fase de 2010.
No que concerne a definicdo de acontecimentos independentes, cinco dos oito alunos
responderam corretamente. Das respostas erradas, existem dois alunos que trocam a
definicdo de acontecimentos independentes por acontecimentos disjuntos, erro
mencionado na subsec¢do 2.4. do capitulo 2: “Significa que dois acontecimentos ndo se
intersetam entre si, ou seja, ndo existe nada em comum entre estes dois acontecimentos,
dai a designagdo de independentes.”
De seguida, sdo apresentadas e analisadas as respostas obtidas através dos dois
questiondrios aplicados, respetivamente, na primeira e terceira parte da sessdo. Ambos
os instrumentos, o pré e o pos-teste, sdo constituidos por sete questdes em formato de
escolha multipla, tendo sido pedido, em cada uma delas, que fosse apresentado uma
justificacdo para a resposta escolhida. Os dois questiondrios envolvem as mesmas

situagdes probabilisticas recorrendo a dois contextos diferentes mas igualmente

familiares aos alunos: extracdo de cartas e extracao de bolas.
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4.3.1. FALACIAS E ERROS PROBABILISTICOS

No grupo II do primeiro questiondrio, cada um dos sete itens apresentados foi
elaborado tendo em conta alguns dos erros probabilisticos que sdo frequentemente
identificados nos raciocinios dos discentes. O contexto retratado corresponde a extracao

de cartas de um baralho:

Um baralho de cartas completo € constituido por 52 cartas, repartidas em 4
naipes (Espadas, Copas, Ouros e Paus). Em cada naipe ha 13 cartas: um As,

trés figuras (Rei, Dama e Valete) e mais 9 cartas (do Dois ao Dez).

No grupo II do segundo questiondrio, a partir de um contexto de extragdo de bolas, sdo

abordados 0os mesmos erros probabilisticos:

Uma caixa contém 30 bolas: dez bolas vermelhas numeradas de 1 a 10 e vinte

bolas pretas numeradas de 1 a 20.

De seguida, apresentam-se as respostas dadas em cada item, expressas em percentagem,
encontrando-se a negrito a alinea correspondente a resposta correta. Essa informacgo €
complementada com uma andlise dos raciocinios evidenciados pelos alunos na
resolugdo/justificacdo apresentada nos diferentes itens, procurando-se efetuar o seu
enquadramento com os erros probabilisticos descritos na sec¢do 2.2. Sempre que se
justifique, por se tratar de exemplos significativos tanto ao nivel de respostas corretas

como incorretas, serdo reproduzidas as estratégias de resolugcdo seguidas pelos alunos.
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4.3.1.1. O RACIOCINIO PROPORCIONAL

Inquérito |

Item 8. Considera que as 52 cartas foram divididas em 2 grupos distintos: um grupo A
constituido apenas pelas 13 cartas do naipe de copas e um grupo B constituido pelas
39 cartas restantes. Retira-se uma carta de cada um dos grupos constituidos

anteriormente. Em qual dos 2 grupos, A ou B, é mais provdvel obter uma carta As?

a)  Grupo A. 0%
b)  Grupo B. 13%
¢) Sao igualmente provaveis. 88 %

(Respostas corretas com justifica¢des validas: 7 em 7)

Inquérito 11

Item 9. Considere que as 30 bolas da caixa foram repartidas por cor, em 2 grupos
distintos: um grupo A contendo as bolas vermelhas numeradas de 1 a 10 e um grupo B
contendo as bolas pretas numeradas de 1 a 20. Retira-se uma bola, ao acaso, de cada
um dos grupos A e B. Em qual dos 2 grupos é mais provdvel obter uma bola com

nimero par?

a) Grupo A. 0%
b)  Grupo B. 25%
¢) Saoigualmente provaveis. 75 %

(Respostas corretas com justificagdes validas: 6 em 6)

Desde o0 9.° ano de escolaridade que os alunos estido familiarizados com o uso da Lei de
Laplace no célculo de probabilidades que estabelece, sob a condicdo dos resultados
serem igualmente possiveis e em numero finito, que a probabilidade de um
acontecimento ¢ dada pelo quociente entre o ndmero de casos favordveis a sua
ocorréncia € o nimero de casos possiveis, estando por isso estritamente ligada ao

raciocinio proporcional.
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Nos itens 8 e 9 € necessdrio comparar em qual dos dois grupos, A e B, o acontecimento
pretendido € mais frequente ocorrer, atendendo a propor¢do de resultados favordveis na
populacdo em causa. Uma vez que a pergunta envolve um conhecimento considerado
elementar no estudo das probabilidades e dada a nossa amostra ser constituida por
finalistas do ensino secunddrio, seria expetdvel que a percentagem de respostas erradas
fosse muito baixa, o que de facto se verificou.

A Lei de Laplace foi a estratégia utilizada para responder a questdo: foi escolhido o
grupo com a maior razio entre o nimero de cartas de “As” existentes e o nimero total
de cartas. Para o apuramento do nimero de casos favordveis e o nimero de casos

possiveis, apenas um aluno (Figura 16) recorreu a andlise combinatéria tendo os

restantes alunos (Figura 17) apresentado o valor absoluto da contagem.

8. Justificacdo

A3 wtas Qe cpas
51 ckas = Agups TSR 39 dackes cesmake;

AL S wm as

Yea Iy
;?c;\YC\ A = \5(4 ’5 3

Figura 16 — Resolucdo do aluno com o cédigo 58.
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Figura 17 — Resolug¢do do aluno com o cédigo 8.
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O aluno que deu a resposta incorreta (aluno com o cédigo 85) considerou que, pelo
facto dos cardinais dos casos favordveis e possiveis do Grupo B serem maiores do que o
Grupo A, existiria maior probabilidade de sair uma carta As no Grupo B. Nio
considerou, por isso, a existéncia de proporcionalidade, que torna as duas fracodes
equivalentes.

No segundo questiondrio, o nimero de respostas erradas aumentou. O aluno com o
cddigo 85 manteve o mesmo tipo de erro (escolha do grupo que contém mais bolas
nimeros pares, sem atender ao nimero de elementos do espago amostral) e o aluno com
o cédigo 8, que no primeiro questiondrio apresentou uma justificacao valida, revelou no

segundo questiondrio os mesmos erros do aluno 85.

9. Justificagdo
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Figura 18 — Resolug@o do aluno com o c6digo 8.

4.3.1.2. EXTRACAO COM REPOSICAO

Inquérito 1

Item 9. Considera a experiéncia aleatdria que consiste em retirar 2 cartas do baralho,

com reposicao. Qual dos acontecimentos tem maior probabilidade de ocorrer?

a) Tirar 2 cartas de copas. 0%
b) Tirar uma carta de copas e depois uma carta de

38%
ouros.
¢) Sao igualmente provaveis. 63%

(Respostas corretas com justificagdes validas: 3 em 5)
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Inquérito 11

Item 4. Considera a experiéncia aleatdria que consiste em retirar 2 bolas da caixa, com

reposicao. Qual dos acontecimentos tem maior probabilidade de ocorrer?

a) Tirar 2 bolas pares.
b) Tirar uma bola par e depois uma bola impar.

¢) Sao igualmente provaveis.

0%
38%
63 %

(Respostas corretas com justificagdes validas: 4 em 5)

As respostas dadas e os erros revelados pelos alunos, quer no primeiro quer no segundo
questiondrio, sdo similares e a maior fonte dessa imprecisdo, que os levou a afirmar a

equiprobabilidade dos acontecimentos, foi resultado de se considerar a existéncia de

ordem na saida das cartas/bolas.
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Figura 19 — Resolugao do aluno com o cédigo 22.

4.3.1.3. FALACIA DA CONDICIONAL TRANSPOSTA

Inquérito 1

= P4 wpas e Youeos) Pl Qccpm)

Item 10. Considera a experiéncia aleatéria que consiste em retirar uma carta do

baralho. Qual dos acontecimentos € mais provavel?

a) Sair Rei sabendo que a carta retirada € de Ouros.
b) Sair Ouros sabendo que a carta retirada é um Rei.

¢) Ambos os acontecimentos sao equiprovaveis

13%
75%
13%

(Respostas corretas com justificagdes validas: 6 em 6)
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Item 14. Extrai-se uma carta ao acaso do baralho. Seja A o acontecimento "Sai uma
carta de Espadas" e B o acontecimento "Sai uma Dama". Qual dos acontecimentos é

mais provavel?

a) P(AIB). 88 %
b) P(BIA). 0%
c) Sdo equiprovéaveis. 13%

(Respostas corretas com justificagdes validas: 6 em 7)

Inquérito 11

Item 7. Considera a experiéncia aleatdria que consiste em retirar uma bola da caixa.

Qual dos acontecimentos € mais provavel?

a) Sair uma bola com o n.° 2, sabendo que a bola retirada é vermelha. 25%
b) Sair uma bola vermelha, sabendo que a bola retirada tem o n.° 2. 63 %
¢) Ambos os acontecimentos sdo equiprovaveis. 13%

(Respostas corretas com justificagdes validas: 4 em 5)

Item 3. Extrai-se uma bola ao acaso da caixa. Seja A o acontecimento "Sai uma bola
com um n.° 10" e B o acontecimento "Sai uma bola preta". Qual dos acontecimentos é

mais provavel?

a) P(AIB). 13%
b) P(BIA). 88 %
¢) Sdo equiprovéaveis. 0%

(Respostas corretas com justificagdes validas: 5 em 7)

Os itens 10 e 14 do primeiro questiondrio, retratam a faldcia da condicional transposta
descrita na subsec¢ao 2.2.1. do Capitulo 2. Na elaboragdo das duas questdes, de modo a
aferir se os alunos aderem mais a este erro quando € utilizada a linguagem corrente em
vez da linguagem matematica, foram utilizadas os dois tipos de notacdes e,
estrategicamente, nao foram colocadas em itens consecutivos.

Pelo que podemos constatar foram poucos os alunos que nao responderam corretamente

ao problema apresentado, quer na forma de linguagem corrente quer na forma de
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linguagem matematica. No entanto, apesar de ter havido uma ligeira melhoria da
percentagem de respostas corretas nos itens onde € utilizada a notagdo simbdlica,
continuam a ser apresentados cdlculos incorretos na determinag¢do das probabilidades
condicionadas. Pela andlise das justificacdes que ndo estavam corretas, 0S erros
apresentados sdo resultado de uma ineficiente determinagdo/restricio do espago
amostral no cdlculo da probabilidade condicionada e ndo de uma troca dos
acontecimentos condicionado e condicionante. No nosso estudo, nao se verificou a
adesdo a faldcia da condicional transposta. Tal como no primeiro inquérito, os erros
revelados no segundo questiondrio sdo resultado de uma incorreta determinagdo das

probabilidades condicionadas, principalmente em virtude de uma ineficiente

determinacdo/restri¢cdo do espago amostral.

3, Justificacdo
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Inquérito 1

Item 11. Retiram-se, sucessivamente e sem reposicdo, 2 cartas do baralho. Qual dos

acontecimentos € mais provavel?

a) Sair figura na 2.* extracdo, sabendo que a 1.* carta extraida foi uma 559,
0

figura.
b) Sair figura na 1.* extragdo, sabendo que a 2.* carta extraida foi uma 555,
(Y

figura.

¢) Ambos os acontecimentos tém a mesma probabilidade de ocorrer. 50%

(Respostas corretas com justificagdes validas: 3 em 4)
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Inquérito 11

Item 6. Retiram-se, sucessivamente e sem reposicdo, 2 bolas da caixa. Qual dos

acontecimentos € mais provavel?

a) Sair nimero par na 2.* extrag¢do, sabendo que a 1.* bola extraida foi par.  25%
b) Sair nimero par na 1.* extrag¢do, sabendo que a 2.* bola extraida foi par.  25%

c) Ambos os acontecimentos tém a mesma probabilidade de ocorrer. 50%

(Respostas corretas com justifica¢des vdlidas: 1 em 4)

No item 11, apenas metade dos inquiridos conseguiram dar a resposta correta e, entre
eles, houve um aluno que nao justificou convenientemente a sua opg¢do. Tal como
referido na subsec¢cdo 2.2.2., os alunos da nossa amostra também revelaram muitas
dificuldades na resolucdo de problemas de probabilidade condicionada que envolvam a
inversdo do eixo do tempo na ocorréncia dos acontecimentos. O erro mais frequente foi
relativo ao célculo da probabilidade da alinea b). A alinea a) é uma situagdo natural e
compativel com o eixo temporal e, por isso, menos suscetivel de criar as dificuldades
sentidas na alinea b) que apresenta uma situacdo contrdria a ordem temporal. Neste
caso, os alunos basearam as suas respostas apenas na composi¢do da urna no inicio da
experiéncia (determinaram simplesmente a probabilidade de sair figura na 1.* extracao),
sem ter em consideracdo a informagdo relevante fornecida pelo acontecimento

condicionante acerca da segunda extracdo efetuada.
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Figura 21 — Resolug@o do aluno com o c6digo 6.

No segundo questiondrio, apesar de se manter inalterdvel a percentagem de respostas
corretas, os erros apresentados sdo em maior nimero e apenas um aluno conseguiu

determinar e justificar convenientemente a sua resposta. Destacamos a resposta do aluno
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com o cédigo 58 onde € evidente a recusa em aceitar que um acontecimento condicione
outro que ocorra anteriormente, argumentando que a extragdo da segunda bola, cuja

realizacdo € posterior, ndo pode influenciar a extracdo da primeira bola.

6. Justificacdo
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Figura 22 — Resolug¢do do aluno com o cédigo 58.

Salienta-se ainda que dois dos alunos que apresentaram justificacao vélida para o item
11 do primeiro questionario, no segundo questiondrio selecionaram a opg¢ao correta mas
ndo apresentaram qualquer justificacdo. Possivelmente, essa situagdo € resultado de um
cansaco por parte dos alunos dado encontrarem-se na reta final da experiéncia

pedagdgica, iniciada algumas horas antes.

4.3.1.5. ACONTECIMENTOS INDEPENDENTES

Inquérito |

Item 12. Extrai-se uma carta ao acaso do baralho. Seja A o acontecimento "Sai uma

carta de Ouros" e B o0 acontecimento "Sai um As". Os acontecimentos A € B sdo

independentes?
a) Nio sdo independentes porque no baralho existe um As de Ouros. 50%
b) Nao sdo independentes porque o acontecimento A é mais provavel que
o0 acontecimento B. 1%
¢) Sao independentes porque P(AIB) = P(A). 38 %
d) Sao independentes porque P(AIB) = P(B). 0%

(Respostas corretas com justificagdes validas: 2 em 3)
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Inquérito 11

Item 8. Extrai-se uma bola ao acaso da caixa. Seja A o acontecimento "Sai uma bola

par" e B o acontecimento "Sai uma bola vermelha". Os acontecimentos A e B sdo

independentes?
a) Nao sdo independentes porque na caixa existem bolas vermelhas pares. 25%
b) Nao sdo independentes porque o acontecimento A é mais provavel que
o0 acontecimento B. 0%
¢) Sao independentes porque P(AIB) = P(B). 0%
d) Sao independentes porque P(AIB) = P(A). 75 %

(Respostas corretas com justificagdes validas: 3 em 6)

O item 12 retrata o problema descrito na subseccao 2.2.4. do capitulo 2 relativa a
associacdo que ¢€ feita pelos alunos entre acontecimentos independentes e
acontecimentos disjuntos.

A partir da anélise dos resultados apresentados relativos ao primeiro questiondrio, este
erro € praticado por metade dos alunos da nossa amostra, que consideraram que os
acontecimentos A e B ndo s@o independentes por serem compativeis.

No segundo questiondrio podemos verificar que a percentagem de alunos que
selecionaram a resposta correta aumentou substancialmente. No entanto, analisando as
suas justificacdes, podemos verificar que os trés alunos que alteraram corretamente a
sua resposta do questiondrio I para o questiondrio II, limitaram-se a provar o resultado
P(AIB) = P(A), no caso de A e B serem independentes. Nao apresentaram cédlculos para
a probabilidade condicionada P(AIB) nem para P(A), no contexto da experiéncia
apresentada. Esta situacdo pode dever-se ao facto de, antes de ser aplicado o segundo
questiondrio, numa segunda fase, ter-se feito uma breve revisdo do que sdo

acontecimentos independentes e apresentado o resultado anteriormente referido.
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PL'\[L( 0> Ol M ~YEOS Senstn LA

pCAND)Y = vV(A) rein)

P(A LR = PCADBR) _ Pp). P&

Figura 23 — Resolugdo do aluno com o cédigo 85.

4.3.1.6. FALACIA DA CONJUNCAO

Inquérito 1

Item 13. Considera que o Jodo vai jogar um jogo que consiste em retirar,
sucessivamente e sem reposi¢cao, 5 cartas do baralho. Se no final das 5 cartas retiradas

sairem 3 ases, 0 Jodo ganha o jogo. Qual dos seguintes acontecimentos ¢ mais provavel

ocorrer?
a) A primeira carta retirada é um as. 50%
b) A primeira carta retirada € um as mas o Jodo perde o jogo. 38%
¢) Ambos os acontecimentos t€m a mesma probabilidade de ocorrer. 13%

(Respostas corretas com justificagdes validas: 1 em 4)

Inquérito 11

Item 5. Considera que o Jodo vai jogar um jogo que consiste em retirar,
sucessivamente e sem reposi¢cdo, 5 bolas da caixa. Se no final das 5 bolas retiradas
sairem 3 bolas vermelhas, o Jodo ganha o jogo. Qual dos seguintes acontecimentos é

mais provével ocorrer?

a) A primeira bola retirada é vermelha. 50%
b) A primeira bola retirada é vermelha mas o Jodo perde o jogo. 50%
¢) Ambos os acontecimentos t€m a mesma probabilidade de ocorrer. 0%

(Respostas corretas com justificagdes validas: 0 em 4)
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Quer no primeiro quer no segundo questiondrio, a adesdo a faldcia da conjungao é
evidente devido a percentagem de respostas obtidas na alinea b). Esse erro € resultante
do facto do acontecimento “O Jodo perde o jogo” ter uma grande probabilidade de
ocorrer comparativamente ao acontecimento “A primeira carta retirada € um 4s” e, por
isso, a interse¢do dos dois acontecimentos € considerada mais provavel que o dltimo
acontecimento. Fazendo uma andlise mais detalhada das respostas, alguns alunos
omitiram a intersecdo e no cdlculo da probabilidade relativa a alinea b) apenas

consideraram o acontecimento “O Jodo perde o jogo”.
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Figura 24 — Resolucdo do aluno com o cédigo 58.

No que se refere as justificagcdes dadas pelos alunos que optaram pela alinea a), a
maioria das respostas continham incorrecdes no célculo da probabilidade conjunta. Um
dos erros apresentados estd relacionado com a falta de consideracdo de ordem na saida
das cartas de ases e, por consequéncia, ndo consideraram que a ordem de realiza¢ao dos

acontecimentos conduz a possibilidades distintas.
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Figura 25 — Resolu¢do do aluno com o cddigo 22.
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4.3.1.7. CONSIDERACOES FINAIS SOBRE A ADESAO AOS ERROS PROBABILISTICOS

A partir da andlise do contetido dos argumentos dados pelos estudantes que sustentam
as suas decisoes relativamente as questdes do primeiro e segundo questiondrio, foram
elaboradas as tabelas de contingéncia que relacionam as perguntas similares dos dois
questiondrios. A cada justificacdo, por pergunta, foi atribuida um valor de 0 a 2: zero as
perguntas em que os alunos ndo justificam ou fazem-no de forma incorreta, um as
perguntas em que os alunos apresentam uma justificacdo parcialmente valida contendo,
por exemplo, erros de célculo e finalmente dois as perguntas que contém uma
justificacdo correta para o problema apresentado. Apresentam-se de seguida as tabelas

resultantes dessa andlise em que se representou por P o nimero da pergunta e por Q I e

Q II os questiondrios 1 e 2, respetivamente.

P14-Ql

Tabela 1 — Tabelas de contingéncia com os dados obtidos nos dois questionarios

Da observagdao dos dados registados nas tabelas, poderemos rapidamente verificar se
houve ou nao melhorias do primeiro para o segundo inquérito: os valores da diagonal
principal sdo relativos a resultados iguais nos dois questionarios; os valores acima da

diagonal principal sdo relativos a resultados nos quais se verifica uma melhoria
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relativamente ao primeiro questiondrio; e, finalmente, os valores abaixo da diagonal
principal sdo relativos a resultados nos quais se verifica ter-se piorado relativamente ao
primeiro questionario.

Podemos entdo concluir que, maioritariamente, houve coeréncia nas respostas dadas
pelos alunos nos dois questiondrios, evidenciando que as respostas corretas € oS erros
persistiram no pré e no pos teste. No entanto, comparando os resultados obtidos nos
dois testes, € uma vez que encontramos mais valores abaixo da diagonal principal do
que acima dela, os alunos revelaram melhor performance no primeiro questionario
devido principalmente a nao apresentarem qualquer tipo de justificacdo em vdrias
perguntas no segundo questiondrio.

Esta situacdo pode ser justificada pelo facto de os alunos revelarem algum cansago ao
responder ao segundo questiondrio, dado ja terem decorrido duas horas e meia desde o
iniciar da sessdo. Além disso, podemos realcar que, entre os alunos que escolheram a
resposta correta, um nimero considerdvel apresentou justificacdes incorretas ou nao
apresentou justificacdes (situacdo mais frequente no segundo questiondrio). Como
excecao temos as perguntas relativas ao raciocinio proporcional (P8 — QI e P9 — QII) e a
faldcia da condicional transposta com recurso a linguagem simbdlica (P14 — QI e P3 —
QID).

De seguida, foi elaborada a Tabela 2 com o objetivo de apurar a existéncia de correlacao
entre as varidveis desempenho escolar e raciocinio probabilistico. Na tabela constam as
notas obtidas pelos alunos a disciplina de Matemética no final do 3.° periodo do
corrente ano bem como o registo de respostas corretas (identificadas com o simbolo Ve
erradas (identificadas com o simbolo x) por cada item respondido nos dois
questionarios.

Da andlise da tabela, os dados sugerem que existe uma associacdo positiva entre o
desempenho escolar na disciplina de Matematica e o nimero de repostas corretas, na
medida em que se pode associar melhores resultados nos inquéritos a niveis escolares
superiores. A partir do package RCommander do software R podemos calcular o

coeficiente de associacdo que € aproximadamente 0,79.

> cor(Expl[,c("nivel”, "niimero")], use="complete")
nivel niimero
nivel 1.0000000 0.7882408
niimero 0.7882408 1.0000000
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N.° respostas

Oval. 9val. 1lval 1lval | 13val 14val 15val 18val corretas
ltem8/9 | x/x N/ NN ANIx | NN NN NN N 716
ltem9/4 | x/x N/N x/x N/N [N/ AN/ AN x/x 5/5
ltem10/7 |[x/x N/x N/N x/x | N/ AN NN N/ 6/5
ltem11/6 | x/x x/x x/x NIN [ NI NIV xIx NN 4/4
ltem12/8 | x/x x/VN x/x N/ | x/N N/ x/N A/ 3/6
ltem13/5 | V/V x/x @ x/x x/x | N/V x/x /N A/ 4/4
ltem 14/3 [ N/N N/ NN x /N [ Nix NN NN TN 7117
respostascorretas | 2 /2 4/4 3/3 4/4 |1 6/6 6/6 5/6 6/6

Tabela 2 — Associagfo entre as varidveis desempenho escolar e raciocinio probabilistico.

De entre as questdes de probabilidade condicionada, destacam-se dificuldades mais

acentuadas nos itens relativos a faldcia de inversdo do eixo temporal e a faldcia da

conjuncdo, ndo se tendo verificado a adesdo a faldcia da condicional transposta.

Destaca-se também uma considerdvel melhoria do primeiro para o segundo questiondrio

no item relativo aos acontecimentos independentes. Devido a justificacdo apresentada

por alguns alunos se limitar a provar o resultado P(AIB) = P(A) (no caso de A e B serem

independentes), sem confirmacdo que tal igualdade é verificada no problema retratado,

sugere que essa melhoria € resultado de se ter mencionado a propriedade antes da

aplicacdo do p0s teste, ndo tendo havido uma interiorizac¢do da sua aplicagao.
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4.3.2. RESOLUCAO DE PROBLEMAS HISTORICOS A PARTIR DA SIMULACAO

Passemos a andlise das respostas dadas pelos alunos aos dois problemas histdricos (o
Paradoxo da Caixa de Betrand e o Paradoxo de Monty Hall) e comparacao das respostas
obtidas no primeiro questiondrio, onde os alunos ndo acederam a simulacdo, € no
segundo questiondrio, com utilizagdo do programa R, através do qual os alunos

visualizaram a simulacdo dos problemas em analise.

O Paradoxo da Caixa de Bertrand: Temos trés caixas e cada caixa tem duas
gavetas, cada uma com uma moeda: uma caixa contém duas moedas de ouro,
a outra caixa duas moedas de prata e a terceira caixa uma moeda de cada tipo.
Depois de se escolher uma caixa ao acaso, abre-se uma gaveta de forma
aleatéria verificando-se que esta contém uma moeda de ouro. Qual € a
probabilidade de que a moeda que estd na outra gaveta da mesma caixa

também seja de ouro?

a) E amesma de se obter uma moeda de prata.
b) E maior do que se obter uma moeda de prata.

¢) E menor do que se obter uma moeda de prata.

Podemos verificar que relativamente ao Paradoxo da Caixa de Bertrand todos
consideraram, erradamente, que a probabilidade da moeda, que estd na outra gaveta da
mesma caixa, seja também de ouro € a mesma de se obter uma moeda de prata. Dos oito
alunos, seis mencionaram que essa probabilidade seria de Y2, ndo diferenciando a ordem
das gavetas na caixa que contém as duas moedas de ouro e, portanto, considerando que
depois de retirada uma moeda de ouro so restaria duas hipéteses equiprovéveis. Houve
mesmo alguns alunos que consideraram especificamente que a primeira moeda retirada
correspondia a gaveta “de cima”, quando nada é referido no enunciado: “Se saiu moeda

de ouro, na gaveta de baixo so hd duas hipoteses: ou saiu moeda de ouro ou sai moeda

de prata.”; “A probabilidade de na segunda gaveta estar uma moeda...”.

Na sua justificacdo, dois alunos recorreram ao diagrama de drvore mas nao
representaram corretamente a estrutura da experiéncia composta nem representaram as
possibilidades que resultam da informacgdo fornecida pelo acontecimento condicionante,

de que a primeira moeda retirada € de ouros.
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Figura 26 — Resolu¢do do aluno com o cédigo 69

Os restantes dois alunos que selecionaram a opcao a), referiram que a probabilidade de
“calhar a caixa de ouros é 1/3 assim como a probabilidade de sair a caixa com ouro e
prata’.

Quando foi novamente colocado o mesmo problema, mas permitindo que os alunos
recorrem-se aos simuladores criados com o programa R, todos os alunos alteraram a sua
resposta para a opcao correta de que que a probabilidade da moeda, que estd na outra
gaveta da mesma caixa, seja também de ouro € maior do que se obter uma moeda de
prata. Os parametros utilizados pelos estudantes, nas simula¢des que realizaram
individualmente e que foram apresentados como fundamentos as respostas dadas, sdo
todos adequados no sentido de se verificar a estabilidade das frequéncias relativas e,
consequentemente, permitirem obter estimativas “proximas” dos valores exatos das
probabilidades em causa. O recurso ao simulador permitiu que os alunos constatassem
que a sua intuicdo probabilistica ndo estava correta conduzindo dois desses alunos a
apresentacdo de uma justificacdo vélida para a solucdo obtida a partir do computador.
Tal facto leva-nos a afirmar que além do desenvolvimento de intui¢des probabilisticas
corretas, o simulador pode desempenhar um papel importante na constru¢do formal do

conhecimento.
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1. O Paradoxo da Caixa de Bertrand:
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Figura 27 — Resolu¢do do aluno com o cédigo 23.

O Paradoxo de Monty Hall: O jogo consiste em apresentar 3 portas ao
concorrente, sabendo-se que uma das portas esconde um carro enquanto que
as outras duas escondem uma cabra como prémio de consolacdo. Na 1.” etapa
o concorrente escolhe uma porta (que ndo € aberta). De seguida, o
apresentador abre sempre uma porta que contém uma cabra, que € escolhida
de entre as duas portas que o concorrente ndo escolheu. Na 2.* etapa, da-se a
possibilidade ao concorrente de trocar a sua escolha inicial pela porta ainda

fechada. Qual € a estratégia mais vantajosa para o jogador?

a) Trocar de porta.
b) Manter a porta escolhida inicialmente.

¢) E indiferente.

No que diz respeito ao dilema de Monty Hall, as repostas inicialmente dadas pelos

alunos (sem recurso a simulagdo), foram um pouco mais dispersas: trocar de porta
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(25%); manter a porta escolhida inicialmente (13%) e € indiferente (63%). Os dois
alunos que optaram pela resposta correta de que se deve trocar de porta ndo
apresentaram, no entanto, uma justificacao vélida para a sua resposta.

Tal como no problema da Caixa de Bertrand, quando foi permitido aos alunos
recorrerem ao simulador, a conclusdo obtida por todos é que efetivamente é mais
vantajoso trocar de porta. No entanto, nenhum conseguiu apresentar uma justificacdo
vélida para a resposta apresentada.

Deste modo, estes dois problemas demonstram claramente que apesar de o estudante
considerar inicialmente uma resposta, a simulagdo poderd convencé-lo que efetivamente
a resposta correta € outra e, esta alteracdo, pode até permitir que o estudante chegue a
justificacdo correta (apds saber, via simulacdo, qual é a resposta verdadeira para o
problema em estudo).

Apesar do cariz particular desta experiéncia ndo permitir fazer generalizacdes, os
resultados obtidos sugerem que a resolucao de problemas de probabilidades a partir da
exploracdo de simuladores é uma estratégia pedagdgica adequada no processo de
aprendizagem desta temética. Podemos ainda realcar que, no inquérito sem simulagao,
mesmo os alunos que revelaram uma boa performance ao nivel de escolha da opg¢ao

correta, nao apresentaram justificacdes adequadas e vélidas para as suas respostas.

4.3.3. BREVE ANALISE DOS INQUERITOS DE SATISFACAO

Procurando conhecer a opinido dos alunos em relacdo a experiéncia realizada com
recurso ao software R e a sua motivagdo para a utiliza¢do das TIC como ferramenta de
aprendizagem, foi solicitado que posteriormente respondessem a um inquérito de
satisfacdo (cf. Anexo A.2.3.). As perguntas foram elaboradas de modo a conhecer a
percecdo dos alunos em relagdo a trés aspetos fundamentais: o grau de facilidade na
utiliza¢do do software R, a aprendizagem com a utiliza¢do do simulador e a motivacao
para a utilizacdo das TIC em sala de aula. Da analise das respostas dadas pelos oito
elementos da amostra (ver o resumo das respostas em anexo A.2.4.) podemos verificar
que, a excecdo de um aluno que ndao sentiu nem maior nem menor facilidade em
interpretar os graficos do simulador R, todos os outros consideraram que este software é
de fécil utilizacdo e interpretacdo. Todos os alunos concordam ou concordam totalmente

que a utilizacdo do simulador lhes deu maior confianca para responder aos problemas
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propostos. No entanto essa percentagem diminui para 51% e 63% relativamente a
compreensdo dos conceitos subjacentes a simulagcdo, como a defini¢io frequencista e o
comportamento dos fendmenos aleatdrios respetivamente. Mesmo assim, € de realgar
que as respostas foram maioritariamente favoraveis. No que concerne a motivacdo dos
alunos para a aprendizagem quando se recorre a computadores, 63% dos inquiridos
concordam ou concordam totalmente sentirem-se mais motivados quando utilizam
computadores em sala de aula, 25% ndo concordam nem discordam e apenas um dos
inquiridos (13%) diz discordar totalmente.

Relativamente a utilizacdo de simuladores computacionais em sala de aula, em
concordiancia com as respostas dadas sobre a motivacdo, embora com diferente
distribuicdo, mantiveram-se as cinco opinides favordveis. De referir ainda que,
relativamente a questdo 1.7 do inquérito, tendo em conta que as respostas ja observadas
bem como uma nova leitura do enunciado da questao levantaram-nos duvidas acerca da
correta interpretacao por parte dos estudantes, esta questdo nao foi tida em consideragao
na presente andlise. Contudo, numa futura aplicacdo, esta questdo serd reformulada.

No campo deixado em aberto para possiveis comentdrios, as duas observagdes
registadas foram positivas no que diz respeito a utilizacdo do software R: “Acho que
deviam fazer uma maior divulgacdo do programa simulador em R.” “Foi bastante
interessante usar o software R e acho que seria muito mais motivante para os alunos

aprenderem por esse software.”
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CAPITULO 5 — CONCLUSOES FINAIS, LIMITACOES AO

ESTUDO E TRABALHO FUTURO

As dificuldades partilhadas pelos alunos e docentes no que diz respeito ao ensino das
probabilidades sdo, muitas vezes, originadas pela divergéncia existente entre a intui¢ao
e o verdadeiro significado concetual do que se estd a estudar [6], sendo esta disparidade
ainda mais acentuada em situa¢des envolvendo o cdlculo de probabilidades
condicionadas, para as quais a informacdo conhecida (condicionante) implica uma
atualizac@o das probabilidades associadas a cada acontecimento, como ilustra o famoso
problema de Monty Hall [5] ou o paradoxo da caixa de Bertrand [17].

Com este projeto pretendeu-se elaborar material diddtico para o ensino das
probabilidades, ao nivel do secunddrio, que abordasse as suas principais dificuldades,
analisadas anteriormente no Capitulo 2 e, maioritariamente, provenientes de
interpretagdes e intuicdes erradas. Integrando o contributo de varios estudos e
investigacdes sobre o tema, os materiais produzidos foram concebidos para serem
utilizados pelos alunos na investigacio, exploracdao e melhor compreensdo de diversos
conceitos probabilisticos, nomeadamente, a nocao frequencista de probabilidade, a lei
dos grandes numeros, a independéncia de acontecimentos e a probabilidade
condicionada. Tratando-se de simuladores computacionais, privilegiou-se uma
metodologia de ensino assente nas novas tecnologias, em linha de consideracdo com as
indicacdes expressas nos programas escolares relativas a temdtica das probabilidades. A
constru¢do do material teve por base trés problemas da histéria da probabilidade e um
problema de contexto real, todos eles passiveis de serem trabalhados por estudantes do
ensino secunddrio, e selecionados pelas suas potencialidades ao nivel dos contetidos
probabilisticos envolvidos e ao nivel da captagcdo do interesse pelos desafios colocados.
Foi ainda objetivo deste trabalho a aplicacdo dos recursos elaborados, bem como a
andlise do impacto da sua utilizacdo no que diz respeito a melhorias das intuicdes
probabilisticas. Na aplicacdo pedagdgica foi utilizado como instrumento de recolha de
dados uma metodologia de natureza qualitativa com recurso a aplicacdo de dois
questiondrios (o0 primeiro sem recurso ao software R e o segundo com recurso a
simuladores), integrada num desenho do tipo pré-teste versus poés-teste, onde

participaram oito alunos do 12.° ano. Com maior ou menor incidéncia, os alunos deste
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estudo manifestaram os mesmos erros descritos na literatura, nomeadamente, as falacias
de inversdo do eixo temporal e da conjungdo.

Apesar das conclusdes obtidas a partir deste estudo, inserido num contexto particular,
nio se poderem generalizar, permitem ampliar e reforcar o conhecimento sobre o
assunto em andlise. Deste modo, os resultados evidenciam que o uso de simuladores
facilitou a compreensao dos problemas apresentados, proporcionou aos alunos um papel
mais ativo na aprendizagem e na descoberta da solucdo, e possibilitou a concretizagao
de todas as tarefas propostas. A generalidade dos alunos concorda ou concorda
totalmente sobre a facilidade na utilizacdo do simulador R e a sua importancia como
ferramenta de apoio na resolu¢do de problemas. As opinides sd0 um pouco mais
divergentes, mas ainda assim maioritariamente positivas, no que diz respeito a melhor
compreensdo da definicdo frequencista e do comportamento dos fenémenos aleatérios
aquando da utilizacdo de simuladores. Em suma, as respostas dos alunos aos
questiondrios apds a realizacdo de simulacdes, as respostas dadas no inquérito de
satisfacdo, mas sobretudo as reacdes e a interacdo dos alunos durante a realizacdo da
experiéncia pedagdgica perante a descoberta do raciocinio estocdstico, revelam
claramente (mesmo tendo em consideragdo todas as limitagcdes da experiéncia realizada)
que o recurso a simuladores computacionais contribui para o desenvolvimento da
correta percecdo do comportamento dos fendmenos aleatérios, razdo pela qual
consideramos fundamental a sua utilizacio no ensino dos conceitos basilares de
probabilidade.

No entanto, tendo nocao que a realizacdo da experiéncia pedagdgica apresenta algumas
limitacdes, iremos tecer algumas consideragcdes que podem sugerir futuras
investigacdes. Em primeiro lugar, é de referir que a experiéncia pedagdgica seria mais
enriquecida caso fosse aplicada a um maior nimero de elementos e ndo existisse o
constrangimento de esta ter de ser realizada num unico dia. Apesar das circunstancias
ndo terem permitido realizar a triangulacdo dos dados recolhidos através de outros
instrumentos, como por exemplo a realizacdo de entrevistas aos elementos da amostra,
esta seria uma mais-valia para aprofundar o conhecimento sobre as dificuldades sentidas
pelos alunos e conhecer, através do discurso direto, de que forma sentiram que o uso do
simulador lhes permitiu ou ndo vencer concecdes probabilisticas erradas. Além disso, e
uma vez que os processos escritos de justificacio as respostas dadas foram escassos ou
mesmo incorretos, as entrevistas iriam permitir que os alunos complementassem e/ou

corrigissem verbalmente os processos de resolu¢do adotados e as justificagdes dadas. O
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tempo que tinhamos disponivel for¢cou que a aplica¢do dos dois inquéritos tivesse sido
feita num curto periodo de interven¢do (um apds o outro). Seria importante que
decorresse, entre a aplicagdo dos dois inquéritos, um lapso de tempo de alguns dias de
modo a permitir aos alunos a maturagao/interiorizacao das ideias.

A investigacdo realizada teve como principio de base a dimensdo individual do
contributo dos simuladores na constru¢io do conhecimento probabilistico. Como
trabalho futuro, poderia ser pertinente investigar o impacto da sua utilizacdo numa
dimensdao colaborativa, no desenvolvimento de competéncias relacionados com o
trabalho de grupo, e analisar até que ponto a interacdo entre pares (a exploracdo
conjunta das tarefas, a formulacdo de conjeturas e discussdo dos resultados), com

recurso a simuladores, potencia o desenvolvimento correto de intui¢des probabilisticas.
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ANEXOS



ANEXO A1 — PROGRAMAS CONSTRUIDOS PARA O SOFTWARE R

Nos programas apresentados, o utilizador deve escolher os valores dos parametros n e
series a utilizar nas simulacdes de acordo com o nimero de experiéncias ou o ndimero
de séries que pretende, respetivamente, realizar. Na simulacdo relativa as andlises

clinicas é ainda necessdrio definir os pardmetros prevaléncia da doenca (p),

sensibilidade da andlise (s) e especificidade da andlise (e).

A.l.1.- O JOGO PASSE-DIX

HH#HHHR#SIMULACAO DO LANCAMENTO DE 3 DADOS###HH#H#HHH#

sim1<-function(n)
{dados=3
DM-=rep(0,n)
for (srun in 1:n) { DM[srun]=sum(ceiling(runif(dados,0,1)*6))}
TDM=table(DM);
barplot(TDM, xlab="Soma dos pontos dos dados",
ylab="Frequéncia",legend.text=c(paste("sair 9 =",round((TDM["9"])*100/n,2),"%"),
paste("sair 10 =",round((TDM["10"])*100/n,2),"%")),args.legend = list(x = 20))}

#Para obter as somas dos pontos dos 3 dados, em 50 lancamentos, redigir sim1(50)#

H#H#HHHHAH#H#EvVolucao da proporcdo de 9 e 10 pontos####H#H#H#

seql<-function(series,n)
{ plot(0,0,type="b",xlab="", ylab="",pch=5,cex=0.25,main = "",xlim=c(10,n),
ylim=c(0.08,0.16))

abline(h=25/216,col="red" ,lwd=4);abline(h=27/216,col="blue" ,lwd=4)

for (srun in l:series) {DN=rep(0,n);countN<-0;DD=rep(0,n);countD<-
0;dados=3;

for (irun in 1:n) {



soma<-sum(ceiling(runif(dados,0,1)*6))
if(soma==9){countN<-countN+1} else if(soma==10){countD<-countD+1}
else {}
DN[irun]=round(countN/irun,4)
DDJirun]=round(countD/irun,4)}
lines(DN,col="red",lwd=3)
lines(DD,col="blue",lwd=3)} }
#Para obter as propor¢des de 9 e 10 pontos em 20 sequéncias de 10 000 lancamentos,

redigir seq1(20,10000).

#A vermelho representa-se as frequéncias dos 9 pontos e a azul as frequéncias dos 10

pontos.

A.1.2.- O PARADOXO DA CAIXA DE BERTRAND

H#H#HAH#HA##H# SImulacdo da obtengdo de moedas de ouro e prataf#######H##

sim2<- function(n)
{DM=rep(0,n)

nn nn nn nn

caixas <- array(c("prata","prata","ouro","prata","ouro","ouro"),c(3,2))
for (srun in 1:n) {
caixa_escolhida=(ceiling(runif(1,0,1)*3))
gaveta_escolhida=(ceiling(runif(1,0,1)*2))
while(caixas[caixa_escolhida,gaveta_escolhida]=="prata")
{caixa_escolhida=(ceiling(runif(1,0,1)*3));gaveta_escolhida=(ceiling(runif(1,0,1)*2))}
gaveta_escolhida2=3-gaveta_escolhida
DM[srun] = caixas[caixa_escolhida,gaveta_escolhida2]}
TDM = table (DM)
barplot (TDM, xlab="",ylab="Frequéncia",col=c("yellow","grey"),
ylim=c(0,n*0.61), legend.text=c(paste("ouro=",round((TDM["ouro"])*100/n,1),"%"),
paste("prata=",round((TDM["prata"])*100/n,1),"%")),  args.legend = list(x =
1.75,y=n*0.61-0.25))}
#Para obter as quantidades de moedas de ouro e prata obtidas, na realiza¢do de

50 experiéncias, redigir sim2(50)#



HHAA#HAHAHEvVolucdo da propor¢do de moedas de ouro e prataf##H#H#H#H##H###

seq2<-function(series,n)
{caixas<-array(c("prata","prata","ouro","prata","ouro","ouro"),c(3,2))
plot(0,0,xlab="", ylab="",pch=5,cex=0.25,main = "" xlim=c(10,n),
ylim=c(0,1))
abline(h=1/3,col="grey",lwd=4);abline(h=2/3,col="yellow",lwd=4)
for (srun in 1:series) { DM=rep(0,n);countM<-0;
for (irun in 1:n) {
caixa_escolhida=(ceiling(runif(1,0,1)*3))
gaveta_escolhida=(ceiling(runif(1,0,1)*2))
while(caixas[caixa_escolhida,gaveta_escolhida]=="prata")
{caixa_escolhida=(ceiling(runif(1,0,1)*3));gaveta_escolhida=(ceiling(runif(1,0,1)*2))}
gaveta_escolhida2=3-gaveta_escolhida
if(caixas[caixa_escolhida,gaveta_escolhida2]=="ouro"){countM<-
countM+1} else {}
DM{irun]=round(countM/irun,4)}
lines(DM,col="yellow",lwd=3)
lines(1-DM,col="grey",Ilwd=3)} }
#Para obter as propor¢des de moedas de ouro e prata obtidas em 20 sequéncias de 500

experiéncias realizadas, redigir seq2(20,500).

#A amarelo representa-se as frequéncias das moedas de ouro e a cinzento as frequéncias

das moedas de prata.

A.l1.3.- O DILEMA DE MONTY HALL

#H#HHH#HH#S1Imulacdo de obtengdo de prémio com a troca e ndo troca de porta###H##H#H####

sim3<-function(n)
{DM = rep (0,n)

for (srun in 1:n) {



porta_premiada=(ceiling(runif(1,0,1)*3))

porta_apostada=(ceiling(runif(1,0,1)*3))

porta_retirada=(ceiling(runif(1,0,1)*3))

while(porta_retirada == porta_apostada | porta_retirada == porta_premiada)
{porta_retirada=(ceiling(runif(1,0,1)*3))}

porta_apostada=6/(porta_apostada*porta_retirada)

if(porta_apostada == porta_premiada){ DM[srun] = "troca"} else {DM

[srun] = "ndo troca"}}

TDM = table (DM)

barplot (TDM, xlab="",ylab="Frequéncia",col=c("blue","red"),
legend.text=c(paste("nao troca=",round((n-TDM[ "troca"])*100/n,1),"%"),
paste("troca=",round((TDM["troca"])*100/n,1),"%")),  args.legend = list(x =

1.1,y=n*0.61))}
#Para obter a percentagem de obten¢do de prémio com a troca e a ndo troca de porta, na

realizacdo de 50 experi€ncias, redigir sim3(50)#

______ — /] —— ——- S

H#HH#HH#HA#H#EvVolucdo da proporgao da troca e ndo troca da porta#####Hi#H#

seq3<-function(series,n)
{ plot(0,0,type="b",xlab="", ylab="",pch=5,cex=0.25,main = "",xlim=c(10,n),

ylim=c(0,1))

abline(h=1/3,col="red",lwd=4);abline(h=2/3,col="blue" ,lwd=4)

for (srun in l:series) {DM-=rep(0,n);DT=rep(0,n);countM<-0;countT<-
0;A=0;B=0

for (irun in 1:n) {

porta_premiada=(ceiling(runif(1,0,1)*3))

porta_apostada=(ceiling(runif(1,0,1)*3))

porta_retirada=(ceiling(runif(1,0,1)*3))

while(porta_retirada == porta_apostada | porta_retirada == porta_premiada)
{porta_retirada=(ceiling(runif(1,0,1)*3))}

porta_apostada2=6/(porta_apostada*porta_retirada)

if(porta_apostada == porta_premiada){countM<-countM+1} else {}

if(porta_apostada2 == porta_premiada){countT<-countT+1} else { }



DM[irun]=round(countM/irun,4); A1=A; A=round(countM/irun,4)
segments(irun-1, A1, irun, A,col="red",lwd =3)
DTJ[irun]=round(countT/irun,4); B1=B; B=round(countT/irun,4)

segments(irun-1, B1, irun, B,col="blue",lwd =3)} } }

#Para obter as propor¢des de prémios obtidos com a troca e a nao troca da porta em 50

sequéncias de 1 000 langamentos, redigir seq3(50,1000).

##A vermelho representa-se as frequéncias de obtencio de prémio com a troca da porta

e a azul as frequéncias da nio troca.

A.1.4.- ANALISES CLINICAS

#HHA#A#H##SImMulacio para obtengdo dos valores VP, FP, FN e VIN##HHHHHHHHE

sim4<-function(n,p,s,e)
{DM=rep(0,n); VP=0;VN=0;FP=0;FN=0
for (srun in 1:n) {u<-runif(1,0,1)*100;t<-runif(1,0,1)*100
if (u<=p) {if (t<=s) {DM[srun]="1 - Positivo Verdadeiro";VP=VP+1}
else {DM[srun]="2 - Falso Negativo";FN=FN+1}}
else {if (t<=e) {DM[srun]="3 - Verdadeiro Negativo";VN=VN+1 }
else {DM[srun]="4 - Falso Positivo";FP=FP+1}}

}
TDM = table (DM)

barplot(TDM, xlab="", ylab="Frequéncia", col=c("yellow","blue","gray","pink"),
ylim=c(0,n))
return(c("1 - Positivo Verdadeiro",VP,"2 - Falso Negativo= ",FN,"3 - Verdadeiro

Negativo",VP,"4 - Falso Positivo",FP,"Total de utentes observados",n))}

#Para obter os valores VP, FP, FN e VN na aplicacdo de um teste a 50000 utentes cuja
doenca tem uma prevaléncia de 5% e cuja andlise tem uma sensibilidade de 95% e

especificidade de 75%, redigir sim4(50000,5,95,75).



ANEXO A2 — MATERIAIS UTILIZADOS NA EXPERIENCIA PEDAGOGICA

A.2.1.- INQUERITO - PRE TESTE

Inquérito sobre Probabilidades - Parte 1

Caro aluno,

O presente guestionario enquadra-se no ambito de um trabalho de mestrado em Ciéncias da
Educagéo. O seu principal objetivo é estudar as intuigdes probabilisticas dos alunos e identificar as
principais dificuldades no calculo de probabilidades.

O questionario & anonimo e confidencial pelo que se solicita a maior sinceridade nas respostas as
questdes apresentadas,

Obrigada pelo contributo!

*Obrigatorio

1. Codigo de aluno *

Grupo | - Dados Gerais

Caraterizagao dos participantes
2. 1. Género *
Marcar apenas uma oval.

Feminino

Masculino

3. 2, ldade *

4, 3, Nota a disciplina de Matematica A no 12,° ano *
Marcar apenas uma oval.

Sem avaliagcéo

1

-~ O A W N



Grupo Il

No 9.° ano e no 12.° ano, no dmbito do tema de probabilidades, aprendeste a definicdo classica de
Probabilidade (ou Lei de Laplace) e a definigéo frequencista de Probabilidade,

5. 4. Por palavras tuas, diz como calcular a probabilidade de um acontecimento pela Lei de
Laplace. *

6. 5. Por palavras tuas, diz o que entendes por definicio frequencista de Probabilidade, *

7. 6. O que significa dois acontecimentos serem independentes? *

8. 7. Alguma vez, em aula, simulaste experiéncias aleatérias no calculo de probabilidades? *
Por exemplo, langar dados ou moedas ao ar, extrair cartas de um baralho ou utilizar a
calculadora/computador para o fazer,

Marcar apenas uma oval.
() Sim

() Nao  Passe para a pergunta 11.

9. 7.1. Em que ano escolar realizaste as simulagdes? *
Podes selecionar mais que uma opgao.

Marcar tudo o que for aplicavel.

|:| 9.° ano
D 12.° ano



10. 7.2. Que tipo de simulagédo realizaste? *
Podes selecionar mais que uma opgéo.

Marcar tudo o que for aplicéavel.
Materiais manipulaveis (cartas, moedas, dados, bolas, etc)

Calculadora

Computador

Grupo lll

Neste terceiro grupo, deves JUSTIFICAR a opgao escolhida.
Podes fazé-lo por palavras, através de esquemas ou de
calculos, em suporte papel (anexo |).

Um baralho de cartas completo é constituido por 52 cartas, repartidas em 4 naipes (Espadas,

Copas, Ouros e Paus). Em cada naipe ha 13 cartas: um As, trés figuras (Rei, Dama e Valete) e mais
9 cartas (do Dois ao Dez).

11, 8. Considera que as 52 cartas foram divididas em 2 grupos distintos: um grupo A
constituido apenas pelas 13 cartas do naipe de copas e um grupo B constituido pelas 39
cartas restantes. Retira-se uma carta de cada um dos grupos constituidos anteriormente.
Em qual dos 2 grupos, A ou B, é mais provavel obter uma carta As? *

Marcar apenas uma oval.

Grupo A.
Grupo B.

Séo igualmente provaveis,

12, 9, Considera a experiéncia aleatéria que consiste em retirar 2 cartas do baralho, com
reposicao. Qual dos acontecimentos tem maior probabilidade de ocorrer? *
Marcar apenas uma oval.

Tirar 2 cartas de copas.
Tirar uma carta de copas e uma carta de ouros.

Sao igualmente provaveis.

13. 10. Considera a experiéncia aleatdria que consiste em retirar uma carta do baralho. Qual
dos acontecimentos é mais provavel? *

Marcar apenas uma oval.
Sair Rei sabendo que a carta retirada é de Ouros,

Sair Ouros sabendo que a carta retirada € um Rei,

Ambos os acontecimentos séo equiprovaveis.

14, 11. Retiram-se, sucessivamente e sem reposigao, 2 cartas do baralho. Qual dos
acontecimentos é mais provavel? *

Marcar apenas uma oval.
Sair figura na 2.7 extragéo, sabendo que a 1.% carta extraida foi uma figura.
Sair figura na 1.2 extragao, sabendo que a 2.* carta extraida foi uma figura,

Ambos os acontecimentos tém a mesma probabilidade de ocorrer.



15. 12. Extrai-se uma carta ao acaso do baralho. Seja A o acontecimento "Sai uma carta de
Ouros" e B o acontecimento "Sai um As". Os acontecimentos A e B sao independentes? *

Marcar apenas uma oval.

16.

17.

N&o s&o independentes porque no baralho existe um As de Ouros.

N&o sdo independentes porque o acontecimento A é mais provave| que o acontecimento

Séao independentes porque P(A|B) = P(A).
Séao independentes porque P(A|B) = P(B).

13. Considera que o Joao vai jogar um jogo que consiste em retirar, sucessivamente e
sem reposigdo, 5 cartas do baralho. Se no final das 5 cartas retiradas sairem 3 ases, o
Jodo ganha o jogo. Qual dos seguintes acontecimentos é mais provavel ocorrer? *

Marcar apenas uma oval.

A primeira carta retirada € um as,
A primeira carta retirada € um as mas o Jo&o perde o jogo.

Ambos os acontecimentos tém a mesma probabilidade de ocorrer.

14. Extrai=se uma carta ao acaso do baralho. Seja A o acontecimento "Sai uma carta de
Espadas” e B o acontecimento "Sai uma Dama". Qual dos acontecimentos é mais
provavel?
Marcar apenas uma oval.

P(A[B).

P(B|A).

S&o equiprovaveis.

Grupo IV

Neste quarto grupo, deves JUSTIFICAR a opgao escolhida.
Podes fazé-lo por palavras, através de esquemas ou de
calculos, em suporte papel (anexo |).

18. 15. O Paradoxo da Caixa de Bertrand: Temos trés caixas e cada caixa tem duas gavetas,

cada uma com uma moeda: uma caixa contém duas moedas de ouro, a outra caixa duas
moedas de prata e a terceira caixa uma moeda de cada tipo. Depois de se escolher uma
caixa ao acaso, abre-se uma gaveta de forma aleatéria verificando=se que esta contém
uma moeda de ouro. Qual é a probabilidade de que a moeda que esta na outra gaveta da
mesma caixa também seja de ouro? *

Marcar apenas uma oval.
E a mesma de se obter uma moeda de prata.
E maior do que se obter uma moeda de prata.

E menor do que se obter uma moeda de prata.

10



19. 16. O Paradoxo de Monty Hall: O jogo consiste em apresentar 3 portas ao concorrente,
sabendo-se que uma das portas esconde um carro enquanto que as outras duas
escondem uma cabra como prémio de consolagio. Na 1.2 etapa o concorrente escolhe
uma porta (que ndo é aberta). De seguida, o apresentador abre sempre uma porta que
contém uma cabra, que é escolhida de entre as duas portas que o concorrente nao
escolheu. Na 2,* etapa, da-se a possibilidade ao concorrente de trocar a sua escolha
inicial pela porta ainda fechada. Qual é a estratégia mais vantajosa para o jogador? *

Marcar apenas uma oval.

Trocar de porta,
Manter a porta escolhida inicialmente,

E indiferente.

A.2.2.- INQUERITO - POS TESTE

Inquérito sobre Probabilidades - Parte 2
*Obrigatario

R R |
Toba P ade:

1. Codigo de aluno *

Grupo |

Neste grupo, deves selecionar a opgao que consideras
correta e indicar, no anexo ll, os parametros utilizados
nas simulagoes que foram decisivos para a tua resposta.
Deves ainda JUSTIFICAR a opgéao escolhida por palavras,
através de esquemas ou de calculos, em suporte papel
(anexo ).

2. 1. O Paradoxo da Caixa de Bertrand: Temos trés caixas e cada caixa tem duas
gavetas, cada uma com uma moeda: uma caixa contém duas moedas de ouro, a
outra caixa duas moedas de prata e a terceira caixa uma moeda de cada tipo.
Depois de se escolher uma caixa ao acaso, abre-se uma gaveta de forma aleatoria
verificando=se que esta contém uma moeda de ouro. Qual é a probabilidade de
que a moeda que esta na outra gaveta da mesma caixa também seja de ouro? *

Marcar apenas uma oval.

E a mesma de se obter uma moeda de prata,
E maior do que se obter uma moeda de prata.

E menor do que se obter uma moeda de prata.

11



3. 2. O Paradoxo de Monty Hall: O jogo consiste em apresentar 3 portas ao
concorrente, sabendo-se que uma das portas esconde um carro enquanto que as
outras duas escondem uma cabra como prémio de consolagao, Na 1.? etapa o
concorrente escolhe uma porta (que nao é aberta), De seguida, o apresentador
abre sempre uma porta que contém uma cabra, que é escelhida de entre as duas
portas que o concorrente ndo escolheu. Na 2.7 etapa, da-se a possibilidade ao
concorrente de trocar a sua escolha inicial pela porta ainda fechada. Qual é a
estratégia mais vantajosa para o jogador? *

Marcar apenas uma oval.

Trocar de porta.
Manter a porta escolhida inicialmente.

E indiferente,

Grupo |l

Neste grupo, deves JUSTIFICAR a opgao escolhida.
Podes fazé-lo por palavras, através de esquemas ou de
calculos, em suporte papel (anexo ll).

Uma caixa contém 30 bolas: dez bolas vermelhas numeradas de 1 a 10 e vinte bolas pretas
numeradas de 1 a 20,

4, 3. Extrai=se uma bola ao acaso da caixa. Seja A o acontecimento "Sai uma bola
com um n.° 10" e B o acontecimento "Sai uma bola preta". Qual dos
acontecimentos & mais provavel? *

Marcar apenas uma oval.
P(AIB)
P(BIA)

Sé&o equiprovaveis.

5. 4. Considera a experiéncia aleatoria que consiste em retirar 2 bolas da caixa, com
reposigdo. Qual dos acontecimentos tem maior probabilidade de ocorrer? *

Marcar apenas uma oval.

Tirar 2 bolas pares.
Tirar uma bola par e uma bola impar,

Séao igualmente provaveis,

6. 5. Considera que o Joao vai jogar um jogo que consiste em retirar,
sucessivamente e sem reposigao, 5 bolas da caixa. Se no final das 5 bolas
retiradas sairem 3 bolas vermelhas, o Jodo ganha o jogo. Qual dos seguintes
acontecimentos € mais provavel ocorrer? *

Marcar apenas uma oval.
A primeira bola retirada € vermelha,
A primeira bola retirada & vermelha mas o Jodo perde o jogo.

Ambos os acontecimentos tém a mesma probabilidade de ocorrer,

12



10.

6. Retiram-se, sucessivamente e sem reposicao, 2 bolas da caixa. Qual dos
acontecimentos é mais provavel? *

Marcar apenas uma oval.
Sair nimero par na 2.? extragdo, sabendo que a 1.2 bola extraida foi par.
Sair nimero par na 1.% extragado, sabendo que a 2.? bola extraida foi par.

Ambos os acontecimentos tém a mesma probabilidade de ocorrer,

7. Considera a experiéncia aleatoria que consiste em retirar uma bola da caixa.
Qual dos acontecimentos é mais provavel? *

Marcar apenas uma oval.

Sair uma bola com o n.® 2, sabendo que a bola retirada é vermelha.
Sair uma bola vermelha, sabendo que a bola retirada tem o n.° 2.

Ambos os acontecimentos séo equiprovaveis,

8. Extrai-se uma bola ao acaso da caixa. Seja A o acontecimento "Sai uma bola
par” e B o acontecimento "Sai uma bola vermelha". Os acontecimentos A e B sdo
independentes? *

Marcar apenas uma oval.
N&o sdo independentes porque na caixa existem bolas vermelhas pares.

Nao sao independentes porque o acontecimento A é mais provavel que o
acontecimento B.

Sao independentes porque P(A|B) = P(B).
Sao independentes porque P(A|B) = P(A).

9. Considera que as 30 bolas da caixa foram repartidas por cor, em 2 grupos
distintos: um grupo A contendo as bolas vermelhas numeradas de 1 a 10 e um
grupo B contendo as bolas pretas numeradas de 1 a 20. Retira<se uma bola, ao
acaso, de cada um dos grupos A e B. Em qual dos 2 grupos é mais provavel obter
uma bola com numero par? *

Marcar apenas uma oval.
Grupo A,
Grupo B.

Sao igualmente provaveis,
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A.2.3.- INQUERITO DE SATISFACAO

Inquérito sobre a experiéncia da utilizagao do
simulador em R

O presente questionario tem como objetivo saber a opinido sobre a tua experiéncia com o uso do
simulador R.

O questionario & andnimo e confidencial.

*Obrigatorio

Marcar apenas uma oval por linha.

1- Discordo 2- 3- Nem concordo 4- Cuni; o
Totalmente  Discordo nem discordo Concordo
Totalmente
1.1.- Foi facil utilizar —
0 Simulador R_ C) G D N S D

1.2.- Foi facil

interpretar os — — — — —
graficos resultantes <—/ L/ \_) A \_>
do simulador R.

1.3- Com o uso do

simulador R senti
maiocr confianga nas

escolhas das e ~ ~ s
opges para os (N L/ Q (_/ '\_>
problemas propostos

{(Monty Hall e Caixa

de Bertrand).

1.4.= A simulagao

permitiu-me

compreender melhor — ) o ' '
o comportamento - - - — -
dos fendmenos

aleatodrios.

1.5.- A simulagao
permitiu-me

compreender melhor -~ - - N P
a definicao L/ L/ \ ) ( ) )
frequencista de

probabilidade.

1,6.= Os simuladores

computacionais

poderiam ser ~ . -
usados, em sala de ) - - - @)
aula, no ensino das
probabilidades,

1.7.= Nao existe
qualquer utilidade

em usar
computadores
quando é possivel
chegar aos
resultados a partir de
aplicacao de
férmulas e calculos
numéricas.

1.8.= Sinto-me mais
motivado para

aprender a materia C—\ (—\ /j C_\ ,—;
quando utilizo < ~ \ A ~
computadores em

sala de aula,

N
J
M
/
M
p—
™y
(-
™
Ny



2, 2= Utilize o seguinte espago para escrever qualquer comentario que considere pertinente
ou propor melhorias ao trabalho realizado,

Muito obrigada pela vossa colaboragao, que sera fundamental
para o sucesso deste estudo.

Com tecnologia

( ;L'rt‘l'{ll' Formes
A.2.4.- RESULTADOS DO INQUERITO DE SATISFACAO

Resumo

1.1.= Foi facil utilizar o simulador R, [1= Diz qual é o teu grau de
concordancia com cada uma das seguintes afirmagoes:]

1- Discordo Total...
1- Discordo Totalmente
2- Discordo
e o 3 Nem concordo nem discordo

5. Concordo Total.. _ 5- Concordo Totalmente

0 1 2 3 4

2- Discordo

th

1.2.= Foi facil interpretar os graficos resultantes do simulador R. [1= Diz qual
€ o teu grau de concordancia com cada uma das seguintes afirmagoes:]

1- Discordo Total...

2- Discordo 1- Discordo Totalmente
2- Discordo
3- Nem concordo n...

0
0
3 Nem concordo nem discordo 1
4- Concordo 4- Concordo 3

4

5- Concordo Total... 5 Concordo Totalmente

38%
50%

15

0%
0%
0%

63%

38%



1.3= Com o uso do simulador R senti maior confianga nas escolhas das
opgdes para os problemas propostos (Monty Hall e Caixa de Bertrand). [1-
Diz qual é o teu grau de concordancia com cada uma das seguintes

afirmagdes:]

1- Discordo Total...
2- Discordo

3- Nem concordo n...
4- Concordo

5- Concordo Total...

(=1

1- Discordo Totalmente

2- Discordo

3- Nem concordo nem discordo
4- Concordo

5 Concordo Totalmente

1.4.- A simulagdo permitiu-me compreender melhor o comportamento dos
fenémenos aleatérios. [1- Diz qual é o teu grau de concordancia com cada

uma das seguintes afirmagoes:]

1- Discordo Total...

2- Discordo

3- Nem concordo n...

4- Concordo

5- Concordo Total...

(=]

w

1- Discordo Totalmente
2- Discordo

3- Nem concordo nem discordo

4- Concordo
5- Concordo Totalmente

1.5.- A simulagéo permitiu-me compreender melhor a definigio frequencista
de probabilidade. [1- Diz qual é o teu grau de concordéncia com cada uma

das seguintes afirmagoes:]

1- Discordo Total...
2- Discordo

3- Nem concordo n...
4- Concordo

5- Concordo Total...

&

(4]

1- Discordo Totalmente

2- Discordo

3- Nem concordo nem discordo
4- Concordo

5- Concordo Totalmente

1.6.= Os simuladores computacionais poderiam ser usados, em sala de aula,
no ensino das probabilidades. [1= Diz qual € o teu grau de concordancia

com cada uma das seguintes afirmacoes:]

1- Discordo Total...
2- Discordo

3- Nem concordo n...
4- Concordo

5- Concordo Total...

o

'S

1- Discordo Totalmente

2- Discordo

3- Nem concordo nem discordo
4- Concordo

5- Concordo Totalmente

M W Ww o o

L e ]

0%
0%
0%
38%
63%

- W W = O

0%
13%
38%
38%
13%

0%
0%
38%
38%
25%

0%
25%
13%
13%
50%
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1.7.= Nao existe qualquer utilidade em usar computadores quando é possivel
chegar aos resultados a partir de aplicagao de formulas e calculos
numeéricas, [1- Diz qual é o teu grau de concordéncia com cada uma das
seguintes afirmagoes:]

1- Discordo Total...

2- Discordo || - Discordo Totamente 1 13
3- Nem concordo n... - 2- Discordo 4 50%
3- Nem concordo nem discordo 1 13%
4- Concordo i
4- Concordo 0 0%
5- Concordo Total... _ 5 Concordo Totalmente 2 25%
0 1 2 3 4
1.8.- Sinto-me mais motivado para aprender a matéria quando utilizo
computadores em sala de aula. [1- Diz qual é o teu grau de concordéancia
com cada uma das seguintes afirmacgoes:]
1- Discordo Total... 1- Discordo Totalmente 1 3%
2. Discordo 2- Discordo 0 0%
3- Nem concordo nem discordo 2  25%
3-N do n...
gt s i 4- Concordo 2 25%
4- Concordo 5 Concordo Totalmente 3 38%

5- Concordo Total...

0 1 2 3

2= Utilize o sequinte espago para escrever qualquer comentario que
considere pertinente ou propor melhorias ao trabalho realizado.

Acho que deviam fazer uma maior divulgagao do programa simulador em R
Foi bastante interessante usar o software R e acho que seria muito mais motivante

para os alunos aprenderem por esse software.
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1-

3-

A.2.5.- FICHA DE APOIO

FICHA DE APOIO

Durante o decorrer de toda a sessao iras ser representado por um ndmero,
atribuido de forma aleatéria, e que servira de “codigo de aluno”. Esse codigo
de aluno, que deveras preservar durante todo o tempo, ira permitir o
anonimato das tuas respostas e identificar os diferentes materiais que iras
preencher como sendo do mesmo individuo.

A primeira parte da sessdo consiste no preenchimento de um questionario
sobre probabilidades. Para isso deves aceder ao link:
https://docs.google.com/forms/d/18bKAdBULf13RdTZqY-
IkTGHVD_h730ov1ezBguwV4-ps/viewform?usp=send_form

2.1.- No campo 3 do grupo |, deveras indicar a nota final atribuida no 12.2 ano.
Caso tenhas anulado a disciplina ou apenas frequentado sem estares
matriculado devido a falta de aprovacdo em anos anteriores, deveras

seleccionar “Sem avaliagao”.

2.2.- No grupo Il, pretende-se que definas, por palavras tuas, alguns termos
usados em probabilidades. Caso nao te recordes ou nunca ouvistes
falar, deveras preencher os campos com essa indicacao.

2.3.- No grupo lll e IV, para cada item, pretende-se que seleciones a opcao
que consideras correta e justifiques a tua escolha, preenchendo o anexo
| e indicando o codigo de aluno que te foi atribuido no inicio da sesséo. A
justificacdo pode ser feita a partir de esquemas, diagramas de arvores,
tabelas, por palavras ou calculos. Caso o espaco reservado para a
justificacao dos itens seja insuficiente, poderas completa-la no final da
folha indicado o item a que se refere.

Na segunda parte da sessdo, ira ser feita uma breve apresentacao que, além
da revisdo alguns termos usados em probabilidades, contém os
procedimentos a efetuar para a realizagdo de simulagdes no programa R.

18



3.1.- Procedimentos para simular em R:

» Abrir 0 programa R;

» No menu File, selecionar o comando Open script...;

» Aceder ao ambiente de trabalho, selecionar e abrir o ficheiro
simulacao.R;

» No menu Edit, selecionar o comando Run all,

» Fechar ajanela do editor de R.

3.2.- Simulacéo do jogo passe-dix:

» Para obter os varios resultados das somas dos pontos dos 3
dados, basta escolher o nimero de langamentos que se pretende
realizar.

Assim, para obter os resultados de 50 lancamentos basta redigir no

programa R: sim1(50);

» Para obter as propor¢coes obtidas de 9 e 10 pontos em 20
sequéncias de 1000 langamentos digitar: seq1(20,1000).
A vermelho visualizamos as frequéncias referentes a obtencao de 9

pontos e a azul as frequéncias de 10 pontos.

4- Na terceira parte da sessdo, irds novamente preencher um questionario
acedendo ao link:
https://docs.google.com/forms/d/1S-B1LrAMXjWL-

MWykOP4HwLbgcdubEvukdjjDgUwOfk/viewform?usp=send_form
Muito importante, deveras indicar o codigo de aluno, igual ao preenchido no

primeiro questionario.

4.1.- No grupo |, deveras selecionar a opcao que consideras correta, a partir
da informacao obtida das simulagcbes por ti realizadas. No anexo I,
deveras indicar os parametros utilizados nessas simulacées e que foram
decisivos para a tua resposta. Justifica a tua escolha a partir de
esquemas, diagramas de arvores, tabelas, por palavras ou calculos.

- Simulacédo do paradoxo da Caixa de Bertrand:

» Para obter as quantidades de moedas de ouro e prata obtidas, na
realizacao de 50 experiéncias, redigir sim2(50);
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» Para obter as propor¢cdes de moedas de ouro e prata obtidas em
20 sequéncias de 500 experiéncias realizadas, redigir
seq2(20,500).

A amarelo representa-se as frequéncias das moedas de ouro e a

cinzento as frequéncias das moedas de prata.

- Simulacéo do paradoxo de Monty Hall:

» Para obter a percentagem de prémios obtidos com a troca e a nao
troca de porta, na realizacao de 50 experiéncias, redigir sim3(50);

» Para obter as proporcoes de prémios obtidos com a troca e a nao
troca da porta em 50 sequéncias de 1 000 langamentos, redigir
seq3(50,1000).

A azul representa-se as frequéncias para os prémios obtidos com a

troca da porta e a vermelho as frequéncias da nao troca.

4.2.- No grupo ll, pretende-se que seleciones a opg¢ao que consideras correta
e justifiques a tua escolha, preenchendo o anexo Il. A semelhanca do
primeiro questionario, a justificacdo pode ser feita a partir de esquemas,
diagramas de arvores, tabelas, por palavras ou calculos. Caso o espaco
reservado para a justificacdo dos itens seja insuficiente, poderas
completa-la no final da folha indicado o item a que se refere.
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A.2.6.- APRESENTACAO EM POWERPOINT

Mestrado em Ciéncias da Educag3o,

Especializagdo em Utilizagdo Pedagdgica das TIC

O Uso da Simulacao no
Calculo de Probabilidades

Professor orientador: Doutor Rui Santos

julho de 2014

O Uso da Simulag3o no Cailculo de Probabilidades

ATeoria das Probabilidades centra-se no estudo

sirersasss de

~Cogm o et Fenomenos Aleatodrios

m— que se caracterizam:

Smaacse

R - pela impossibilidade de prever os resultados das
suas realizacdes individuais,

Moy =t

s - mas pela existéncia de uma regularidade de
comportamento quando visualizados um conjunto
razoavel de resultados.
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O Uso da Simulagao no Calculo de Probabilidades

» O termo LLCELELIEELE) é utilizado todos os dias
de forma mais ou menos intuitiva.

* Atualmente 0S estudos estocasticos
desempenham um importante papel como
ferramenta de investigacdo nas mais diversas
areas do conhecimento e na tomada de decisdes
ao nivel econdmico, social e politico em
ambientes de incerteza.

O Uso da Simulagao no Calculo de Probabilidades

» Asua origem esta relacionada, de certa forma,
com os chamados “jogos de azar”.
» A correspondéncia trocada entre
Pascal (1623-1662

e
Fermat (1601-1665)
contendo reflexdes sobre a resolucdo de

problemas ligados aos jogos de dados, é
considerada o despontar do Calculo das
Probabilidades.
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O Uso da Simulagao no Calculo de Probabilidades

Definigao Classica ou Lei de Laplace

PO Quando os acontecimentos elementares s3o equiprovaveis e
em numero finito:

Orge 2az Prozavicacses

- n® de casos favoraveis
e m— Probabilidade = —
i n°® de casos possiveis
“Smaacss
s s IR Adefinigao anterior €

DES PROBABILITES,

considerada a primeira

======= definicdo de probabilidade,

sendo atribuida a Laplace
(1749-1827).

O Uso da Simulagao no Calculo de Probabilidades

Defini¢ao frequencista (ou empirica)

Repetindo a experiéncia muitas vezes:

N valor para o qual tende a estabilizar a
e wrssas | | Probabilidade = frequéncia relativa da realizacdo do

e acontecimento
“Smaacte

e s Esta definigéo esta associada &

P “Lei dos grandes numeros”,

. formulada por Jacques Bernoulli

(1645-1705).




O Uso da Simulagao no Calculo de Probabilidades

Probabilidade Condicionada

o das retmaints Chama-se probabilidade de A condicionada
e coemasaince a B ou probabilidade de A dado B:

- _ P(ANB)

Cava 2o Gemang P(AIB) - P(B) o

B < P(An B)=P(AB) x P(B)

O Uso da Simulag3o no Calculo de Probabilidades

Acontecimento independentes

e — P(A nB) = P(A) x P(B)

- Uma vez que a realizacdo de um dos acontecimentos
] ndo interfere na probabilidade de realizacdo do outro
p— acontecimento, entéo:

e P(AIB) = P(A) e P(BIA) = P(B)
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O Uso da Simulagao no Calculo de Probabilidades

* De entre os problemas relacionados com jogos, que
motivaram a reflexdo e a discussdao em torno das
probabilidades, analisaremos o jogo ‘passe-dix’,
e acemas | frequentemente jogado nas cortes francesas.

O Uso da Simulagao no Calculo de Probabilidades

o - 0 “paradoxo” subjacente ao jogo, que despertou a
e curiosidade de alguns matematicos famosos como
°""_"'" . Galileo Galilei (1564-1642)

“Smaacss €

s sterans Cardano (1501-1576)

é o de confrontar a probabilidade
de se obter 9 pontos com a de se obter 10 pontos.

25



*Oge aas Prozaniicaces

O Uso da Simulag3o no Calculo de Probabilidades

Que muitos consideravam serem iguais pelo
facto de ambas terem 6 formas de ocorrer.

2 3

WN N e e
wow N b oW
[T SRV T ST -
WON NN e e
Wb owN b
H b

*Ogem 2as Srozazicaces

O Uso da Simulag3o no Cilculo de Probabilidades

O que contradizia a experiéncia dos jogadores
que, por observacao repetida do lancamento de
trés dados, suspeitavam que € mais provavel
obter-se 10 pontos do que 9 pontos.
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O Uso da Simulag3o no Calculo de Probabilidades

EDEaEn
1 2 &6
- massts 1 6 2
e o e 21 6 6 possibilidades
e | R 2 S 2
1 3 5 6 1 2
e T8 WA G 6 2 1 EBEnEm
*Smaacte 23 BN B4
2 ] TN ow e
o 33 3 =m) EDEDED
- =] =] = 3 possibilidades
1 possibilidade

O Uso da Simulagao no Calculo de Probabilidades

Resumindo:
9 Possibi- 10 Possibi-
— pontos | lidades pontos | lidades
B 126 6 136 6 = Existem 27
(-, 135 6 145 6 maneiras igualmente
S —— 144 3 226 3 1%'0V3V8tls de obter
ntos e apenas
225 3 235 6 D
= 25 maneiras de obter
Cova datarand 234 6 244 3 9 pontos.
333 1 33 4 3
Moy =al
Total 25 Total 27
Tevaneacls




O Uso da Simulag3o no Calculo de Probabilidades

25
— P(“somaigual a 9")= ——
6x6x6
*Cancenze dePrazaniaze . . ) 27
i P(“somaigual a 10")= ———
S 6x6x6
e . Tal como a experiéncia dos jogadores
— . o fazia supor, € maior a probabilidade
de se obter 10 pontos.

O Uso da Simulagao no Calculo de Probabilidades

» Um simulador computacional permite:
O modelar fendmenos aleatérios,

QO fornecer solucdo aproximada a partir da
visualizacao rapida e intuitiva dos resultados de
um grande numero de experiéncias.

Jags T pame-a”
m— Para simular os problemas apresentados, como o
0t e tevns jogo “passe-dix”, vamos utilizar o software livre

Moy =t
g - )
cTevanmacis




O Uso da Simulag3o no Cailculo de Probabilidades

» Para obter os varios resultados das somas dos pontos
dos 3 dados, basta escolher o nimero de lancamentos
que se pretende realizar.

vgen sz | ASSIM,  para obter os resultados de 50 e 10 000
lancamentos basta redigir no programa R: sim1(50) e
sim1(10000), respetivamente.

*Cancenas de Srotadicade

g T pamea”

O Uso da Simulag3o no Cailculo de Probabilidades

Ainda, graficamente, poderemos encontrar o valor
aproximado da probabilidade de se obter 9 e 10 pontos,
realizando sequéncias de um numero elevado de
experiéncias.

+Oge 2a Prozanicaces
*Cancenas de Prozadiicase
e — 9 pontos

— 10 pontos

Figura: Evolucdo da proporcdo de 9 e 10 pontos em 20 sequéncias de
20000 lancamentos




+Oger 2a Prozasiicaces

+Ofge™ 2z Prozasiicaces

O Uso da Simulag3o no Calculo de Probabilidades

O Paradoxo da Caixa de Bertrand:
* Problema formulado por Joseph Bertrand,

matematico francés do Século XIX, no seu livro “Calcul
des Probabilités” (1888).

O Uso da Simulag3o no Cailculo de Probabilidades
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O Uso da Simulagao no Calculo de Probabilidades

O Problema de Monty Hall:

O problema foi inspirado de um
concurso televisivo “Let's Make a
Deal”, emitido entre 1963 e 1986
na televisdo americana e o seu
nome provém do apresentador
do concurso, Monty Hall.

Em Portugal, uma versdo do concurso
também foi apresentado com o nome
“1,2,3°, a partir de 1984.

O Uso da Simulagao no Calculo de Probabilidades
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O Uso da Simulagao no Calculo de Probabilidades

caixal

caixa2

~

Caixas

O Uso da Simulagao no Calculo de Probabilidades

P. X Il

Suponhamos que o prémio estd na pota 1 e que o
concorrente altera a escolhainicial da porta:

P2

Prémio
P2

Prémio
P3
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