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Resumo

E muito comum a andlise de dados recorrendo a técnicas multivariadas, nomeadamente para
séries temporais. As principais metodologias consagradas, descritas ao longo desta dissertagao,
sao a Andlise em Componentes Principais (ACP), a Anélise em Componentes Independentes
(ACI), a Anélise Espectral Singular (SSA) e a Anédlise Espectral Singular Multicanal (MSSA).
A ACIT tem sido considerada mais adequada que a ACP na andlise de séries temporais, princi-
palmente quando se admite a nao normalidade e se exige que as componentes a estimar sejam
independentes. Neste sentido, como alternativa & MSSA, é proposta uma nova abordagem
baseada na ACI aplicada & matriz dos desfasamentos, que é designada Lag-Anélise em Compo-
nentes Independentes (LagACI). Tal abordagem é desenvolvida e suportada teoricamente pelos
conceitos algébricos e algoritmos existentes das duas técnicas envolventes. Sao dados exemplos
de aplicacao, com especial relevancia para dados climéticos.

O principal objetivo da tese é interligar o novo método com os restantes métodos estatisticos
multivariados referidos, para permitir avaliar as semelhancas e diferencas entre estes. Analisam-
-se diferentes abordagens em cada método e estudam-se as implicagoes da escolha da matriz
informativa das estruturas subjacentes aos dados, tendo em conta se estes estao ou nao sujeitos
a algum tipo de pré-processamento, como por exemplo a centragem. Sao ainda considerados
alguns indicadores comparativos de avaliagao do desempenho de modelos para averiguar o grau
de semelhanca nos resultados transversais as técnicas em estudo.

Considera-se que a nova abordagem representa uma contribui¢ao para novos desenvolvimen-

tos tedricos e aplicagoes no campo da anédlise de séries temporais.

Palavras-chave: Anélise em Componentes Independentes, Analise em Componentes Princi-
pais, Anédlise Espectral Singular Multicanal, Lag-Anélise em Componentes Independentes, Séries

Temporais.






Abstract

The use of multivariate techniques in data analysis is very common, in particular for time
series. The main established methods described in this thesis are Principal Component Analysis
(PCA), Independent Component Analysis (ICA), Singular Spectrum Analysis (SSA) and Mul-
tichannel Singular Spectrum Analysis (MSSA). ICA has been considered more appropriate than
PCA in time series analysis, especially when non-normality is assumed and it is required that
the components to be estimated are independent. In this sense, as an alternative to MSSA, a
new approach is proposed based on ICA applied to the trajectory matrix, which has been called
Lag-Independent Component Analysis (LaglCA). This approach is theoretically developed and
supported by algebraic concepts and existing algorithms in the two relevant techniques. Appli-
cation examples are given, with special relevance for climate data.

The main goal is to connect the new method with the established multivariate statistical
methods, and to assess their similarities and differences. Different approaches to each method
are considered and the implications of the choice of matrix with information on the underlying
data structures are explored, taking into account whether or not these are subject to some
type of pre-processing, such as centring. In addition, some comparative measures assessing the
models’ performance are used, to compare results that are transversal to the techniques under
study.

It is considered that the new approach can be of assistance in new theoretical developments

and applications in the field of time series analysis.

Keywords: Independent Component Analysis, Principal Component Analysis, Multichannel

Singular Spectrum Analysis, Lag-Independent Component Analysis, Time Series.
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Capitulo 1

Introducao

"0 trabalho do pensamento é semelhante & perfuracdo de um poco,
a dgua € turva no inicio, mas logo se clarifica.”

Provérbio Chinés

1.1 Visao Geral

Em muitas dreas de investigacao, os dados sao recolhidos ao longo do tempo ou segundo uma
outra ordem especifica, o que geralmente acarreta uma dependéncia entre as observagoes. Tais
dados abundam em é&reas tao distintas como por exemplo na demografia, medicina, economia,
processamento de sinais, climatologia, geologia, epidemiologia, ciéncias ambientais, entre outras.

Muitas vezes a matriz que representa um conjunto de dados é constituida por um elevado
nimero de observagoes registadas para intimeras varidveis. Vdrias técnicas da andlise estatis-
tica multivariada sao usadas para compreensao e sintetizacao de conjuntos de dados de grande
dimensao, nas quais para uma matriz de dados se obtém as principais fontes de variabilidade
usando processos algébricos de condensacao da informacao. Estes processos envolvem usual-
mente o estudo das estruturas matriciais quer da matriz de dados, quer da matriz de va-
ridncias-covariancias, da matriz de correlagoes, ou de outra matriz auxiliar e informativa das
inter-relacoes das varidveis e inter-relagoes das observagcoes.

De entre as metodologias conhecidas a utilizar ao longo desta dissertacao, destacam-se a
Anélise em Componentes Principais (ACP), a Andlise em Componentes Independentes (ACI),

a Anélise Espectral Singular (SSA) e a Andlise Espectral Singular Multicanal (MSSA). Nas
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andlises mais recentes e alternativas a ACP, opta-se por analisar outras matrizes informativas
das estruturas dos dados, em vez da usual decomposicao espectral da matriz de covaridncias
ou de correlagoes. Uma nova concegao na compressao de dados com base na ACI aplicada na
matriz dos dados desfasados é proposta como alternativa & MSSA, com o intuito de extrair mais
informagao que a aplicagdo da ACP usual, a qual é designada por Lag-Andlise em Componentes
Independentes (LagACTI).

Os objetivos principais desta tese consistem em confrontar os métodos estatisticos multi-
variados da ACP, da ACI, da SSA e da MSSA, de forma a permitir encontrar semelhancas e
diferencas relevantes entre as diferentes abordagens dos mesmos, consoante a existéncia ou nao
de pré-processamentos, e mediante os algoritmos que sejam implementados.

Nas aplicagoes a utilizar na drea da climatologia, as observagoes possuem naturalmente uma
estrutura temporal intrfnseca e logo as componentes principais e as componentes independentes
sao encaradas sob a forma de séries temporais, com vista ao estudo nos dominios do tempo e da
frequéncia.

As comparagoes entre diferentes métodos e suas abordagens sao efetuadas através de vérios
indicadores tais como cossenos entre vetores, correlagoes entre componentes, somas de quadrados
dos residuos nas reconstrugoes dos dados originais, espectros de frequéncias, assim como outros
indices estatisticos que permitem avaliar o desempenho de diferentes modelos, tendo sempre em
mente a precisao e avaliacao da convergéncia de resultados.

A implementagao dos diferentes métodos baseados nos conceitos tedricos para cada técnica,
assim como a comparacao de resultados em cada técnica e entre técnicas, com base na apli-
cacao a conjuntos de dados reais, sao levadas a cabo essencialmente através de varias rotinas

desenvolvidas no software estatistico de livre acesso R.

1.2 Enquadramento do Trabalho

Esta dissertagao insere-se na area da Estatistica e aborda essencialmente técnicas de Estatistica
Multivariada, na qual se enquadram a Anadlise em Componentes Principais, a Analise Espectral
Singular e a Anadlise Espectral Singular Multicanal. Como técnica computacional e estatistica
adicional incorpora-se a Andlise em Componentes Independentes, e propde-se uma nova abor-

dagem, designada por LagACI, como alternativa & MSSA para o estudo de séries temporais, e
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que consiste na aplicacdo da ACI em vez da ACP usual & matriz dos desfasamentos das séries
iniciais estendidas. Serdo apresentados alguns exemplos de aplicagao para séries temporais com

vista & comparacao de resultados entre as técnicas referidas.

1.3 Organizagao da Dissertacao

Para além da Introducao, onde sao apresentados, entre outros, alguns tépicos sobre séries tem-
porais, e uma série de determinados indicadores de avaliagao do desempenho de um modelo, esta
dissertacao estd organizada em mais seis Capitulos, cujos assuntos estao divididos por Secgoes
e respetivas Subseccbes. No final da dissertacdo sdo ainda apresentados Apéndices indepen-
dentes, com conceitos teéricos para complementar determinados assuntos abordados ao longo
da mesma, e com alguns resultados adicionais provenientes da aplicacao das metodologias sobre
os conjuntos de dados utilizados. Para além disso, como usual, a tese encerra com a bibliografia
de suporte indispensdvel a todo o trabalho de pesquisa.

Nos Capitulos 2, 3, 4 e 5, efetuam-se descri¢oes dos aspetos tedricos de cada uma da técnicas
multivariadas, respetivo estado da arte e alguns exemplos de aplicagao a conjuntos de dados
envolvendo séries temporais. Posteriormente é descrita a proposta de uma nova abordagem - a
LagACI, como alternativa & MSSA para o estudo de séries temporais no Capitulo 6.

O Capitulo 7 descreve algumas comparacoes das técnicas da MSSA e LagACI e um exemplo
ilustrativo de conjuntos de dados de dimensao complexa é utilizado com esse propésito. Por fim
tecem-se algumas conclusoes relevantes acerca do trabalho e fornecem-se sugestoes para trabalho

futuro de investigagao.

No Capitulo 2 da ACP comecam-se por descrever os conceitos tedricos, a forma de obtengao
das Componentes Principais (CPs) e os objetivos da técnica. Algumas das principais pro-
priedades das CPs sao mencionadas assim como uma breve descricao da representagao gréfica
dos individuos e das varidveis. Para além dos aspetos histéricos, sao ainda mencionadas algumas
abordagens relacionadas com a ACP. Este Capitulo é constituido pelas bases teéricas fulcrais

para a descrigdo das técnicas introduzidas nos Capitulos seguintes.

A ACI é apresentada no Capitulo 3, no qual se efetua uma breve introdugdo e um resumo da
histéria da técnica, e onde se descrevem exemplos de motivacao da mesma, seguidos da descrigao

do modelo e acompanhada das propriedades bédsicas e das técnicas de pré-processamento dos
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dados. Como parte fundamental da aplicacdo da técnica, sdo abordados védrios métodos de
estimagao do modelo da ACI e referidos alguns dos algoritmos que podem ser utilizados para cada
método. Dado que ao longo da tese sao introduzidos exemplos de conjuntos de dados constituidos
por séries temporais, apresentam-se métodos que captam a informacgao temporal, permitindo
assim melhorar a estimacao do modelo. Apds a estimacdo das Componentes Independentes
(CIs) através de determinado algoritmo, estas podem ser ordenadas consoante certos critérios
de acordo com alguns dos métodos de pés-processamento de ordenacao das Cls que sdo descritos.
E ainda efetuada uma abordagem & questdo do nimero adequado de CIs que devem ser retidas,
mediante o propésito de obter a informacao essencial para a interpretagdo do modelo. De uma
forma sucinta mencionam-se algumas das principais dreas de aplicagdo da técnica assim como
outros modelos de ACI que podem ser usados para além do modelo béasico. Por fim, é explorado
um exemplo de aplicacao da técnica a um conjunto de dados temporais, de valores de pressao

ao nivel do mar, com o intuito de efetuar comparagoes de resultados entre as técnicas de ACP

e ACL

Para a técnica da Anélise Espectral Singular (SSA), descrita no Capitulo 4, procede-se a
uma introdugao onde se mencionam algumas dreas de aplicacao, com especial énfase as apli-
cagoes de dados climéticos. Posteriormente efetua-se a descrigdo da técnica que, a partir de uma
série temporal unidimensional, consiste na construcao da matriz aumentada dos dados desfasa-
dos, seguida da respetiva decomposicao em valores singulares, assim como da reconstrucao da
série original. E abordada a questdo do comprimento da janela, ou seja, a escolha adequada
do parametro de desfasamento a aplicar aquando da decomposi¢ao da série original, o qual vai
influenciar a extracao das componentes oscilatérias, da tendéncia e da estrutura subjacente de
ruido. Para a previsao de valores futuros de uma série, sugere-se fundamentalmente o algoritmo
de previsao recorrente em SSA, entre outros possiveis, e apresentam-se os intervalos de predicao.
Sao introduzidos alguns conceitos relacionados com a Anélise de Fourier, os quais possibilitam
a descricao de determinados pares de elementos provenientes da decomposicao em valores sin-
gulares, que apresentam comportamentos similares ao nivel da frequéncia e do tempo. E ainda
discutida a utilizagdo da centragem como contrapartida da SSA bésica sem centragem. Novos
desenvolvimentos tedricos sao sugeridos para a centragem na série original, por analogia com

os métodos de centragem mais usuais. Por tltimo, recorre-se a uma série temporal de dados
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relacionados com a sinistralidade rodovidria, registados mensalmente ao longo de 12 anos, para

aplicagao da SSA bésica sem e com centragem com vista a comparacao e discussao de resultados.

No Capitulo 5 descreve-se a técnica da Andlise Espectral Singular Multicanal (MSSA), como
uma extensao natural do caso univariado da SSA, onde se analisam em simultaneo virias séries
temporais. Uma das principais dreas de aplicagao é a Climatologia, na qual hd interesse em
identificar padroes climaticos relacionados nao s6 com o tempo mas também com a localizacao
espacial onde se registam as observagoes para determinadas varidveis meteoroldgicas. Serao
descritas as etapas para implementacao da técnica, de forma similar & SSA, com as respetivas
adaptacoes. De forma sintética menciona-se como € importante a escolha adequada para o
comprimento da janela (desfasamento temporal) na decomposi¢ao das séries e identificam-se
algumas propriedades relativas & MSSA. Uma breve descrigao do estado da arte relativamente

A técnica e a alguns dos seus mais recentes desenvolvimentos serao apresentados.

No Capitulo da 6, para além de uma breve introducao incluindo a motivacao para a nova
proposta, descreve-se também a fundamentacao teérica. No exemplo de aplicacao, consideram-se
trés técnicas envolvendo a ACP e a ACI, duas das quais utilizam esta nova abordagem recorrendo
ao uso da ACI aplicada na matriz dos dados desfasados (LagACI) como alternativa a técnica da
MSSA, para as quais se usou o conjunto de dados da pressao ao nivel do mar j& explorados no

Capitulo da ACI.

No Capitulo 7 efetua-se uma breve comparacgao envolvendo as técnicas da ACP, ACI, MSSA e
LagACI. Como exemplo de aplicacao considera-se um conjunto de dados da altura geopotencial.
Os dados, de enorme complexidade, correspondem a um periodo de 50 anos observados num setor
do Hemisfério Norte, segundo uma grelha espacial de 3600 localizacoes. Pretende-se analisar a
eventual existéncia de convergéncia de resultados entre as técnicas e ainda entre os valores
da série temporal do Indice de Oscilagao do Atlantico Norte, um dos principais padroes de
variabilidade da pressdo atmosférica ao nivel do mar no Hemisfério Norte. Serdo construidos
alguns mapas para ilustrar os modos principais de variabilidade da altura geopotencial ao nivel
do mar, patente nos dados. Finalmente apresentam-se algumas conclusoes da investigacao levada
a cabo ao longo da tese, assim como uma visao geral de um possivel trabalho a desenvolver no

futuro.
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1.4 Preliminares

1.4.1 Topicos de Séries Temporais

Dada a extrema importancia que as séries temporais (também conhecidas por séries cronolégi-
cas) desempenham ao longo de toda a tese, descrevemos nesta Subsecgao alguns dos principais
conceitos béasicos de séries temporais, nomeadamente no dominio do tempo. Alguns destes e
outros tépicos podem ser consultados em Murteira et al. (1993) ou em Oliveira (2003), assim
como em von Storch e Zwiers (1999).

A parte referente a conceitos relacionados com o estudo de séries temporais no dominio da

frequéncia pode ser encontrada no Apéndice C.3.

Definicao 1.4.1 Um processo estocdstico é uma sequéncia ou colegdo ordenada de varidveis
aleatorias geralmente denotada por { X }ier ou simplesmente por { X}, em que T é um conjunto

de indices representando o tempo.

Definigao 1.4.2 Uma série temporal é uma sequéncia de n observagoes de um processo es-
tocastico denotada por X; = (x1,x2, ..., x,), realizadas em pontos ou periodos de tempo durante
um determinado intervalo.

Quando as observacdes sao registadas em pontos isolados no tempo estamos na presenca de uma
série temporal discreta; para o caso de serem medidas ao longo de um intervalo de tempo, a

série designa-se por série temporal continua.

As séries temporais discretas sdo muito comuns, de entre as quais se destacam aquelas cujas
observacoes sao efetuadas em pontos igualmente espacados no tempo, como é o caso de dias,
meses, anos, décadas, .... Para os exemplos desta natureza que iremos abordar, o conjunto de
indices T' pertence a N.

Embora em determinados casos as séries temporais sejam originalmente continuas, como nas
medigoes de varidveis meteoroldgicas, no entanto passamos a trabalhar com séries discretizadas

cujas observacoes sao efetuadas em intervalos de tempo espacados de forma regular ou irregular.

Definigoes 1.4.3 Sejam X; e X varidveis aleatdrias do processo estocdstico {Xy}.

o A média de X; é definida por E(X:) = .
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e A funcao de autocovaridncia é dada por
Vi,s = cov(Xy, Xs) = E((Xy — p) (X — 1))

Esta funcao fornece uma descrigao, ao nivel do dominio do tempo, dos momentos de sequnda
ordem do processo.

e A funcao de autocorrelacdo, é dada por

’Yt,s

vV 7t7t757s .

Definicao 1.4.4 Sejam {X:} e {Y;} dois processos estocdsticos. A fung¢do de covaridncia

prs = corr(Xy, Xs) =

cruzada é definida por

Vay(ts 8) = E((Xe = px,)(Ys = py)-

Embora os momentos de primeira e de segunda ordem possam depender, por exemplo, de
parametros como t e s, para muitas séries temporais é possivel admitir que & medida que se
desloca o tempo, as suas propriedades mantém-se inalterdveis. Perante esta situagao dizemos

que a série temporal ¢é estaciondria ou estritamente estacionaria.

Definig¢ao 1.4.5 Um processo estocdstico {X;} diz-se estaciondrio (ou estritamente esta-
ciondrio) se todas as propriedades estocasticas sao invariantes a qualquer transla¢io do tempo
t. Se um processo {X;} é estaciondrio entao

1) X; tem a mesma fungao de distribui¢do para todo o t, e

2) Para todo o t e s, a fungdo de distribui¢io conjunta de X; e Xy depende apenas de |t — s|.

Dado que a estacionariedade no sentido estrito é demasiado exigente e de dificil verificacgao,
é possivel definir uma outra forma de estacionariedade mais fraca, geralmente conhecida como

estacionariedade de segunda ordem (ou estacionariedade em variancia).

Definigao 1.4.6 Um processo estocastico {X:} diz-se fracamente estaciondrio (ou esta-
ciondrio de seqgunda ordem) se

1) E(Xy) = py, Vt € T (média constante), e

2) E((Xt—pe)(Xs—f1s)) = Vi,s = Vt—s| (@ autocovariancia é funcao apenas da diferenga temporal

|t = sl).
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Nota 1.4.7 Se um processo estritamente estaciondrio possuir varidncia finita entdo também é

um processo fracamente estaciondrio (ou de sequnda ordem,).

Ao pressupor que existem momentos até & segunda ordem e que a média e varidncia sdo
constantes, para além da funcao de autocovariancia, também a funcao de autocorrelacao passa
a depender apenas da diferenca temporal |t — s|. Neste caso podemos reescrever as fungoes de
autocovariancia e de autocorrelagdo como fungoes do tempo desfasado, ou seja, do desfasamento

k = |t — s|, as quais ficam denotadas por

Vi.s = V(k) € py s = p(k).
Ao considerar uma realizagdo do processo, dizemos que a série temporal é fracamente esta-
ciondria ou estaciondria de segunda ordem. Neste ambito, a funcao de autocorrelagao p(k)
passa a medir a proximidade entre a série em causa e a série desfasada no tempo por k unidades.
Quando uma série nao apresenta média ou covariancia constantes, ou seja, quando uma destas
quantidades muda consoante o tempo, dizemos que estamos perante uma série temporal nao

estaciondria.

Definicao 1.4.8 Um processo estocdstico { Ny} diz-se processo de ruido branco quando é
formado por uma sequéncia de varidveis aleatdrias independentes e com a mesma distribuicdo,
Ny ~ N(0,02%), donde vem que

o2 sek=0

0sek#0

v(k) =

Portanto um processo de ruido branco é um processo estacionario de segunda ordem.

Para um processo {N;} obtém-se um espectro I'(w) (Apéndice C.3) igual a 02 para 0 < w <
1/2, ou seja, uma func@o constante que indica que todas as oscilagoes contribuem de igual modo
para explicar o processo de ruido branco tal como o espectro de luz branca. Contudo é preciso

ter atencao a sua interpretacao, uma vez que é expetdvel o espectro oscilar em torno do valor

2

2, huma amostra em concreto.

g

1.4.2 Decomposicao Espectral e Decomposicao em Valores Singulares

Nesta parte referimos dois conceitos importantes em teoria de matrizes que consideramos de
extrema importancia na abordagem de Capitulos seguintes: a Decomposi¢ao Espectral e a De-

composi¢ao em Valores Singulares (SVD). Enquanto que a Decomposigao Espectral é valida para
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matrizes simétricas (necessariamente quadradas), na obtencao de elementos conhecidos por valo-
res e vetores proprios, a SVD permite fatorizar qualquer matriz, quadrada ou retangular, de uma
forma simples através de elementos denominados de valores e vetores singulares. A SVD é uma
ferramenta fundamental para a aplicacdo da ACP, assim como da SSA e da MSSA, entre outras
técnicas estatisticas.

Estas decomposicoes nao dispensam a consulta de conceitos elementares sobre matrizes e
valores e vetores préprios (Apéndice C.1) assim como outros pormenores que podem ser encon-

trados, por exemplo, em Horn e Johnson (1985a, 1985b).

Teorema 1.4.9 (Decomposigao Espectral) Seja A uma matriz quadrada de ordem n. En-
tao A é simétrica se e sé se existir uma matriz ortogonal P da mesma ordem (com colunas
representadas por p;) e uma matriz diagonal L da mesma ordem (com elementos da diagonal
principal representados por X;) tal que
n
A=PLP" & A=) \pip].
i=1

Do teorema anterior podemos tirar as seguintes ilagoes:

Observacgoes 1.4.10

i) A\i sao os valores proprios de A e p; sdo os vetores prdprios de A, os quais formam um
congunto ortonormado.

it) No caso de todos os valores préprios serem diferentes, os vetores proprios p; sao unicos (a
menos do sentido), pelo que uma ordenac¢ao dos valores proprios faz com que a decomposi¢ao
seja unica.

i11) Se existirem valores proprios iguais, a decomposi¢Go ndo é unica, uma vez que qualquer
combinacao linear de dois vetores prdprios associados ao mesmo valor préprio A também é um
vetor proprio associado ao mesmo valor proprio A de A. Portanto nesse caso, as colunas da
matriz P associadas a esse mesmo valor préprio podem formar qualquer base ortonormada de
um espacgo vetorial de dimensao igual ao niumero de vezes que esse valor proprio se repete na

matriz diagonal L.

Teorema 1.4.11 Seja A uma matriz simétrica de ordem p. FEntio A é definida positiva
(Apéndice C.1.2) se e s6 se A = XTX para alguma matriz X do tipo n x p de caracteristica

p<n.
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Deste teorema podemos constatar que qualquer matriz de varidncias-covaridncias e de cor-

relagoes é sempre uma matriz definida positiva desde que nao haja multicolinearidade.

Teorema 1.4.12 (Decomposicao em Valores Singulares) Seja X5, uma matriz qualquer
de caracteristica r. Entdo:

X =VAUT & X =3 gviul,
=1

onde:

A, € uma matriz diagonal;

V.xr € uma matriz com colunas ortonormadas, ou seja, Vv =1,;

Upxr € uma matriz com colunas ortonormadas, ou seja, vT'u =1,;

d; sao os elementos da diagonal principal de A designados por valores singulares de X;
v; sao as colunas de V designados por vetores singulares esquerdos de X;

u; sao as colunas de U designados por vetores singulares direitos de X.

Observagoes 1.4.13 De acordo com a Decomposicao em Valores Singulares temos:

i) A matriz U é uma matriz cujas colunas correspondem aos vetores proprios ortonormados da
matriz XITX associados a valores proprios nio nulos. Por analogia, a matriz V tem corres-
pondéncia com XXT.

it) A é a matriz das raizes quadradas dos valores préprios nao nulos de XTX (iguais aos de
XXT).

i11) E costume ordenar os valores singulares 6; por ordem decrescente dos seus valores.

1.4.3 Indicadores Comparativos do Desempenho de um Modelo

Quando se pretende analisar o desempenho de diferentes modelos estatisticos de acordo com
as suas abordagens, a precisao e avaliacao de resultados é geralmente efetuada através de indi-
cadores comparativos entre as técnicas utilizadas no estudo. Os principais indicadores que irao

ser utilizados ao longo da tese sao:

e Cossenos entre vetores;

e Correlagoes entre componentes;
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e Espectros de frequéncias (Apéndice C.3);
e Soma de quadrados dos residuos (SQR) nas reconstrugdes dos dados originais.

De seguida apresentamos outras formas de efetuar a avaliacdo do desempenho de um mode-
lo, com vista a comparagao transversal de vérias técnicas que serao abordadas nos Capitulos

seguintes, recorrendo as reconstrugoes das séries.

Indicadores Adicionais

Num conjunto de n observagoes, os resultados observados O; (i = 1,2,...,n), de uma varidvel
aleatoria O, correspondem aos valores originais das séries em estudo, e os valores estimados ou
previstos P; (i = 1,2,...,n), de uma varidvel aleatéria P, correspondem as reconstrugdes dos
dados originais & custa de um determinado nimero de componentes.

Geralmente, as medidas estatisticas de avaliagao do desempenho de um modelo comparam as
estimativas ou previsoes P; com as respetivas observacoes O;. Por uma questdo de comparagcao,
as unidades de medida das previsoes e das observagoes devem ser as mesmas.

Definem-se os seguintes conceitos:

Definicoes 1.4.14 Seja O; cada um dos resultados observados e P; cada um dos valores esti-
mados para cada observacdo i (i = 1,2,...,n). Seja P o valor médio das estimativas e O o valor
médio das observacoes.

e O residuo (ou erro de previsio) R; é dado por P; — O;.

e A Soma de Quadrados dos Residuos denota-se por SQR = > (P; — 0;)%.

1=1
e O Erro Absoluto Médio ¢ dado por EAM =n"1 Y|P, — 0.
i=1
e O Erro Quadrdtico Médio denota-se por EQM =n=1 > (P, — 0;)2.
i=1

e A Raiz do Erro Quadrdtico Médio é dada por

REQM =\/EQM = ,|n"1) (P — 0;).
=1

As definigoes anteriores servem de suporte para as defini¢oes de coeficientes e indices que se

seguem.
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Definicao 1.4.15 Coeficiente de determinacao - O quadrado do coeficiente de correlagcao

de Pearson, entre valores observados e previstos ou reconstruidos é dado por

2

(* P —P)

o

No contexto da regressao linear, o coeficiente de determinagdo representa a proporcao da

varidncia total nos dados observados que pode ser explicada pelo modelo e varia entre 0 e
1. Contudo, este coeficiente é limitado & avaliacdo linear das relacGes entre as varidveis e é
também insensivel a diferencas aditivas e proporcionais entre previsoes e observagoes do modelo
(Willmott, 1981, 1984). Por outro lado, a magnitude do R? ndo estd relacionada de forma
coerente com a precisao da previsao, segundo os exemplos mencionados em Willmott (1982).
Para além das consideradas medidas cléssicas de erro absoluto e relativo em relacao a precisao
das previsoes, também sao usados outros indicadores de erro relativo na literatura em dreas como

a climatologia ou a hidrologia. Passemos a definir alguns deles.

Definigdo 1.4.16 Indice de concorddncia de Willmott (Willmott, 1981) - O indice de
medida relativo é dado por
> (P = 0;)?

d=1— i=1 (1.1)
‘P O‘ + |O O‘

=

Willmott argumenta que o indice, o qual varia entre 0 e 1, deveria descrever a covaridncia
relativa de P e O em torno de uma estimativa da média O. O indice assume o valor d = 0
quando todos os P; sdo iguais a O, ou quando, P, — O = — (Oi — O), para todo o 7. Perante tal
situacdo, a variabilidade das previsdes em torno de O apresenta um comportamento inverso ao
da variabilidade das observacoes.

O indice d foi pensado com o intuito de superar a falta de sensibilidade de medidas baseadas
no coeficiente de correlagao, no que se refere as diferencas de médias e varidncias das previsoes
e observagoes. Segundo Legates e McCabe (1999), o indice d revela-se mais eficaz relativamente
ao cldssico coeficiente de determinacdo R? na avaliacio do modelo, mas no entanto é bastante

sensivel a presenca de outliers devido aos quadrados das diferencas.
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Definicao 1.4.17 Indice de concordéincia de Willmott revisto (Willmott et al., 1985) -
A nova versao do indice de concordancia de Willmott de 1981 (1.1), baseado nas somas dos

valores absolutos dos erros, é dado por

> P =0
dy=1- —-= (1.2)
> (|F— 0]+ [0 - o)

Embora d; também varie entre 0 e 1, uma vantagem comparativamente a d é que a aproxi-
macao da concordancia é mais lenta & medida que P se aproxima de O, e portanto fornece uma
maior separacao quando se comparam dois modelos que apresentam desempenhos relativamente

bons.

Definigdo 1.4.18 Indice de concordancia de Willmott refinado (Willmott et al., 2012)
- A wversdao reformulada do indice de concordancia de Willmott revisto de 1985 (1.2), para uma

constante ¢ > 0, é descrito por

¢

> 1P =0 . .
1—125 , se Z|P¢—Oi|§cZ‘Oi—O|
Z‘O O| i=1 i=1
dr: n =1
Z| ‘ n n _
n:——l, se Z|R—Oi|>cZ‘Oi—O|
Z|P o i=1 i=1

\
Ao substituir P; por O; no denominador em (1.2), removendo assim a influéncia de P no

denominador, o indice revisto di, é transformado em

[P — Ol

171
2

Y

|0: = O

=1

o que corresponde ao caso particular de d, em que ¢ = 2, e desta forma pondera-se o niimero
de desvios avaliados pelo numerador e pelo denominador da fragdo. Devido & sua flexibilidade
pode ser aplicado a uma vasto leque de problemas de desempenho do modelo.

O indice d, varia entre —1 e 1, e estd diretamente relacionado com a precisao do modelo, ao
nivel dos aumentos e diminuigdes dos valores do erro absoluto médio (EAM). Podemos considerar

as seguintes interpretacgoes (Willmott, 2012):
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e d,. = 0.5 indica que a soma das magnitudes dos erros P, — O; é metade da soma dos desvios
ao modelo perfeito (quando P; = O; para todo o i) e das magnitudes dos desvios das

observagoes O; — O;

e d, = 0 indica que a soma das magnitudes dos erros e a soma dos desvios ao modelo perfeito

e as magnitudes dos desvios das observagoes sao equivalentes;

e d, = —0.5 significa que a soma das magnitudes dos erros é o dobro da soma dos desvios

ao modelo perfeito e das magnitudes dos desvios das observacoes;

e Para valores de d, préximos de —1 pode significar que os desvios estimados P; — O do
modelo em torno de O sejam estimativas fracas dos desvios observados ou, por outro lado,

que apenas exista uma pequena variabilidade nas observacoes.

Outros dois indices relacionados de uma forma muito préxima com o indice de concordancia
de Willmott refinado sdo os indices de Nash e Sutcliffe e de Legates e McCabe, uma vez que

também nestes os valores de P ndo aparecem nos denominadores das fragoes.

Definicao 1.4.19 Coeficiente de eficiéncia de Nash e Sutcliffe (Nash e Sutcliffe, 1970)

- O indice baseado em quadrados de diferencas é dado por

S (P — O,
E=-1-2

Este indice é correlacionado positivamente com d,. e assume valores inferiores ou iguais a 1,
com valores préximos da unidade a indicarem um bom grau de concordéncia entre os valores
observados e previstos.

Harmel e Smith (2007) argumentam que, para analisar a qualidade do ajustamento de um
modelo é preferivel utilizar o coeficiente de eficiéncia F relativamente ao coeficiente de deter-
minacdo R?, porque embora ambos sejam sensiveis a valores extremos, o R? ndo é sensivel a
diferencgas proporcionais ou aditivas entre as previsoes e as observagoes. Contudo, em FE as
diferencas entre as previsoes e as observagoes sdo calculadas ao quadrado, e como tal os valo-
res elevados na série sao sobrestimados enquanto que tal nao acontece com os valores mais
baixos (Krause et al., 2005, Legates e McCabe, 1999). Com vista a reduzir o efeito dos termos

quadréticos surge uma versao modificada do coeficiente de eficiéncia.
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Definicao 1.4.20 Coeficiente de eficiéncia (ou indice) de Legates e McCabe (Legates
e McCabe, 1999) - O coeficiente de eficiéncia modificado é dado por

Z|Pz’*Ol|
E=1-%1 -
3100

De entre os indices aqui apresentados, Fq é o que apresenta mais semelhancas com o indice de
concordancia de Willmott refinado, d,, sendo mesmo equivalente para ¢ = 1 quando é positivo.
Para valores positivos de d,, d, = 0.5(F1 + 1), enquanto que para valores negativos de d,, tem-se

dy = —[2(B1 —1)71 +1].

Krause et al. (2005) investigaram nove medidas para avaliar o desempenho do modelo em
trés exemplos com dados hidrolégicos. Aplicaram os indicadores R?, d, dq, E, E;, assim como
uma versio ponderada de R2, o coeficiente de eficiéncia de Nash e Sutcliffe com logaritmos
dos valores observados e estimados e ainda dois critérios de eficiéncia relativos para F e d. De
um modo geral, nao foi possivel de estabelecer quais os indicadores com melhor desempenho,
uma vez que cada indicador apresenta especificidades que devem ser tidas em conta durante a
calibracao e avaliagao do modelo.

Willmott et al. (2012) compararam o desempenho relativo do indice de concordancia de
Willmott refinado, d,, com os desempenhos de outros seis indicadores (d, di, E, Ej, indice
de Watterson (1996) e indice de Mielke e Berry (2001)) e efetuaram simulagoes de valores de
P e de O para descrever o comportamento da variacdo destes indices relativamente ao d.. O
indice refinado d, apresentou evidéncias de melhores resultados, nao triviais segundo os autores,
sobre as primeiras versoes do indice assim como em relacdo aos restantes indices que foram
comparados. O estudo sugere que d, é flexivel e aplicdvel a uma ampla variedade de situagoes

em que se pretende avaliar o desempenho de modelos.
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Capitulo 2

Analise em Componentes Principais

"Minhas palavras sobem voando, meus pensamentos permanecem abaixo;
palavras sem pensamentos nunca chegam ao céu."

William Shakespeare (1564-1616) - Escritor Britanico

2.1 Introducao e Descricao da ACP

A Andlise em Componentes Principais (ACP) é uma das técnicas estatisticas multivariadas que
mais se utiliza em quase todas as dreas do dominio cientifico.

O objetivo da ACP ¢é reduzir a dimensdo de um vasto conjunto de varidveis, obtendo um
pequeno conjunto de novas varidveis designadas de Componentes Principais (CPs), através de
combinagdes lineares das varidveis originais, de forma a que as CPs sejam nao correlacionadas
entre si e maximizem sucessivamente a varidncia. Desta forma as CPs sintetizam a informacao
essencial subjacente ao conjunto dos dados originais, mantendo tanto quanto possivel nesse novo
subconjunto a variabilidade presente no conjunto inicial.

H3& a ter em conta que, se as varidveis iniciais forem nao correlacionadas, entao o estudo em
causa preservard as variaveis, pelo que este nao fard qualquer sentido légico, uma vez que im-
possibilita a reducao da dimensao dos dados. Quando as varidveis iniciais estdo correlacionadas
(positiva ou negativamente), a ACP possibilita redugoes de dimensao sem grande perda de
informacao.

Consideremos o espaco R", de dimensao n, constituido por vetores n-dimensionais de in-

dividuos, observagoes ou pontos e o subespago p-dimensional de R", gerado pelas p varidveis

17
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aleatérias originais (admitindo p < n). Pretendemos encontrar combinagoes lineares das va-
ridveis iniciais x1, X2, ..., X, para criar novas varidveis z1, 22, ..., Zp, nao correlacionadas entre si

e de varidncia maxima (por ordem decrescente) denominadas por Componentes Principais.

Estas componentes estao ordenadas de modo a que z; tenha a maior varidncia, zo tenha
a segunda maior varidncia, e assim por diante. Logo var(zi) > wvar(z2) > ... > var(z),
onde var(zy) (k = 1,2,...,p) representa a varidncia de cada CP z;. Uma vez que a soma das
variancias das p CPs ¢é igual & soma das varidncias das p varidveis originais de acordo com a
relacdo (2.1) a estabelecer na Secgao 2.3, e como tal, a redugao da dimensao dos dados em causa
consiste em reter um nimero ¢ de CPs z; (i = 1,2, ...,q) menor do que p, desprezando assim
as componentes z;, com ¢ > ¢, as quais apresentam muito pouca informacao, ou seja, as que
contém uma variacao que se considera desprezdvel em relacao a variabilidade total das varidveis
originais. Deste modo, podemos salientar que a finalidade da ACP prende-se essencialmente com
a procura de um subespago g-dimensional do subespago p-dimensional de R"™, onde a projecao

dos dados seja maximizada.

Considere-se inicialmente uma matriz de dados X,,x, de n observacoes nas p varidveis. E
usual considerar um nimero de individuos mais elevado em relacdo ao nimero de varidveis
(n > p). No entanto, nos dias de hoje e com o recurso a novas tecnologias informaticas, cresce
o nimero de aplicagées em que p > n, como por exemplo nas ciéncias atmosféricas em que
determinadas varidveis meteoroldgicas sao registadas em p localizagoes geograficas ao longo de n
momentos temporais (Wilks, 2006). Também na genética ¢ usual analisarem-se muitas varidveis
em simultdneo com um reduzido nimero de observacoes, como por exemplo quando se trabalha
com expressoes de genes (Johansson et al., 2003), proteinas ou mesmo com dados de sequenciagao
de DNA. Trendafilov e Unkel (2011) propuseram uma nova abordagem na Analise Fatorial para
explorar conjuntos de dados com mais varidveis que observagoes. Foi sugerido um novo modelo
de andlise descritiva de dados e reducao da sua dimensionalidade, considerado como alternativo
a ACP, assim como um novo algoritmo para estimar em simultdneo todos os parametros do

modelo, baseado na decomposigao em valores singulares (SVD).

Consideramos que as varidveis sdo quantitativas e que X tem caracteristica p < n, isto &,

nenhuma coluna (varidvel) de X é combinacao linear das restantes.

Para cada varidvel x; da matriz X ¢é definida a sua média 7;, obtendo-se assim o vetor das
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n

médias dado por X! = [Ty, T, ..., Tp), onde T; = % > x5 com j=1,2,...,p e onde T representa
i=1

a transposta de um vetor ou de uma matriz.

A variancia de cada variavel x;, com j =1,2,...,p, da matriz X é dada por

n

1 _
S? = E Z(x” — {Ej)2.
=1

Na ACP é costume definir inicialmente a matriz dos dados X como sendo a matriz dos dados
centrados, onde a cada valor de cada varidvel foi subtraida a média da respetiva varidvel.

A matriz de varidncias-covaridncias de p varidveis é a matriz simétrica S dada por

81 e Slp

Os elementos da diagonal principal de S correspondem as varidncias das p varidveis, enquanto

os restantes valores sj, correspondem a covarincias entre as varidveis x; e X, dadas por

1 _ _
sjh = — D (@i = T;) (wik — T),
i=1
com j,k=1,2,...pej#k.

A matriz de correlagoes de p varidveis é a matriz simétrica R dada por

Os valores da diagonal principal de R sao iguais a unidade, enquanto os restantes valores 7

correspondem a correlagoes entre as varidveis x; e xj, dadas por

n _ _
1 .Tij — {Ej Tik — Tk

Tik = — E )
n Sj Sk

=1

com j,k=1,2,...pej#k.
A partir de X, o estudo da ACP é efetuado sobre a matriz de variancias-covariancias S (ou
sobre a matriz de correlagoes R, nos casos em que as varidveis, além de centradas, sao também

reduzidas), das p varidveis da amostra inicial.
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Daqui em diante, designa-se por X a matriz centrada dos dados.

Usando estruturas matriciais, a matriz S é dada por
1
S =—XTX.
n

Depois de se obter a matriz de varidncias-covariancias S, aplica-se a decomposicao espectral,

tendo em conta o Teorema 1.4.9 da Subsecgao 1.4.2, dada por
S = PLP7,

onde P representa a matriz dos vetores préprios de S, e L a matriz diagonal cuja diagonal

principal contém os valores préprios de S.

Sempre que a andlise for efetuada com base na matriz S diz-se que estamos perante uma

ACP sobre a matriz de varidncias-covariancias.

No entanto existem casos em que nem todas as p varidveis iniciais tém as mesmas unidades de
medida, pelo que a ACP deixa de fazer sentido sobre as varidveis originais, uma vez que as CPs
sao sensiveis a mudancgas de escala, em particular nao sao invariantes a mudancas multiplicativas
diferenciadas (Jolliffe, 2002). Para colmatar esta situagao, deveremos utilizar uma ACP sobre as
varidveis centradas e reduzidas e consequentemente, as CPs passam a ser combinacoes lineares
destas varidveis previamente centradas e reduzidas. A decomposicao espectral relevante passa a
recair sobre a matriz de correlagoes R, em vez de ser sobre a matriz S, e nestes casos diz-se que
a ACP é realizada sobre a matriz de correlacoes. Por isso, é de ressalvar que nao existe qualquer
relacdo direta entre as CPs de uma ACP sobre a matriz de varidncias-covaridncias e as de uma

ACP sobre a matriz de correlagoes.

Ap6s a decomposicio espectral S = PLPT, ao projetar os dados centrados no espaco gerado
pelos vetores préprios de P, obtemos a matriz Z = XP cujas colunas sao as coordenadas dos n
individuos nas CPs. Designa-se por pj;, o valor do coeficiente associado a varidvel x; no k-ésimo
vetor préprio, com j,k = 1,2,...,p. Sendo assim, a k-ésima CP é dada por z; = Xp,, e cada
um dos seus coeficientes zp; designa a coordenada (score em inglés) da h-ésima observagao na

k-ésima CP, com h=1,2,...nek=1,2,....p.
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2.2 Obtencao das Componentes Principais

Apresentamos de seguida uma abordagem para obtengdao das CPs numa ACP com base no caso
amostral. Um estudo mais aprofundado em termos da teoria subjacente a uma populagao é
dado em Jolliffe (2002).

Seja X a matriz dos dados iniciais centrada. Tendo em conta que cada CP é definida por
zr, = Xpy, (k =1,2,...,p), hd que estruturar o método que permita encontré-las, nao esquecendo
que pretendemos que sejam nao correlacionadas e de varidncia maxima.

Para obter a primeira CP, z1, hd que encontrar um vetor p; que maximize a varidncia da
combinacio linear Xp;, ou seja, pretendemos maximizar var(z;) = var(Xp,) = pi Sp;. Para
que o méximo seja atingido de forma tnica, a menos do sentido, hd que impor a restri¢ao de
que o vetor tenha norma 1, ou seja, pi p1 = 1.

O Método dos Multiplicadores de Lagrange é introduzido para encontrar a solugao do pro-

blema (Jolliffe, 2002). Portanto pretendemos maximizar a fungao Lagrangeana
L(p1) = py Spy — A(p{P1 — 1),

onde A é o multiplicador de Lagrange.

Efetuando a derivada parcial em ordem a p; e igualando-a a zero, vem

%:0@28p12)\p1=0<:>(s>\1p)P1=0,
1

onde I, ¢ a matriz identidade de ordem p.

De acordo com a equagao obtida, A é um valor préprio de S enquanto que p1 é o respetivo
vetor préprio. A varidncia de z; corresponde ao maior valor de A possivel, uma vez que var(zi) =
pl (Spy) = pY (Ap1) = ApTp1 = \. Logo p1 ¢ o vetor préprio associado ao maior valor préprio
de S, e a varidncia da combinacao linear Xp; serd o maior valor préprio, designado por ;.
Obtemos assim a primeira solucao do problema onde z; = Xp; é a primeira CP.

Para determinar a segunda solucao do problema pretendemos maximizar a varidncia de
zo = Xp, sujeita a duas condigoes: pl pa = 1 e o vetor pj ortogonal ao novo vetor ps (p2 p1 = 0).

Esta é a forma de assegurar que as CPs z; e z3 sejam nao correlacionadas entre si, uma vez
que cov(z1,22) = py (Sp1) = p3 (Mp1) = A (p5p1) = 0.

Sendo assim, a fung¢ao Lagrangeana toma o seguinte aspeto

L(p2) = PESps — A(Pip2 — 1) — u(plp1),
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onde )\ e p sdo os multiplicadores de Lagrange. Salientando apenas a derivada parcial em ordem

a p2 igualada a zero, vem

oL
- = 2 - 2 - = .
» 0 < 2Spy —2Ap2 —up1 =0

Multiplicando & esquerda por plT, vem
2p1 Spy — 2Ap] P2 — P P1 = 0 < 2\ p] P2 — 2Ap{ P2 — upi p1 = 0 < 1 =0,

uma vez que os dois primeiros termos se anulam e p7 p; = 1.

Portanto obtemos novamente

% =04 2Spy, —2\p2 =04 (S — AI,)p2 =0,
Op2

o que significa que ps também é um vetor préprio de S.

Como este vai ser ortogonal em relagdo ao primeiro vetor préprio p; e com a condi¢ao de
maximizar o valor p%SpQ, logo p2 ¢é o vetor préprio associado ao segundo maior valor préprio
de S, e a varidncia de zy serd esse segundo maior valor proprio, designado por A2. Portanto
determinamos assim a segunda solucao do problema, obtendo zy como sendo a segunda CP.

Através de um raciocinio andlogo ao procedimento anterior, obtemos as restantes CPs.

Portanto, segundo o Método dos Multiplicadores de Lagrange, a varidncia da k-ésima CP
Zk, ¢ igual ao k-ésimo maior valor préoprio A\g: var(zg) = Ag, k=1, ..., p.

Caso a matriz X fosse para além de centrada, também reduzida, passariamos a usar a matriz

de correlagdes R em vez da matriz S de varidncias-covaridncias para obter as CPs.

2.3 Algumas Propriedades na ACP

Passaremos a descrever algumas das propriedades mais relevantes na aplicacdo da ACP. Para
consulta destas e outras propriedades, para um estudo mais alargado destacamos Jolliffe (2002)

e Jackson (1991).

e Geralmente a caracteristica da matriz inicial X é igual ao ntimero de varidveis originais, p,
e portanto a matriz simétrica S :%XTX tem também caracteristica p (Horn e Johnson,
1985a) e como tal possui todos os seus p valores préprios positivos (A\x > 0, k= 1,...,p),

ou seja, S é definida positiva. Caso a caracteristica da matriz inicial X seja inferior ao
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nimero p de varidveis originais, entao os valores préprios de S sao nao negativos e pelo
menos um ¢é zero, ou seja, S passa a ser semidefinida positiva (Apéndice C.1.2, Defini¢oes

C.1.13).

e Os p vetores préprios de S formam uma base ortonormada do espaco vetorial RP, ou seja,
s&0 ortogonais entre si e de norma unitéria, pelo que PTP = PP? =1, onde I é a matriz
identidade. Portanto P é uma matriz ortogonal e PT=P~!. Por outro lado, podemos
estabelecer que S = PLPT = PLP !, e deduzir que as matrizes S e L sdo semelhantes

(Apéndice C.1.4, Definigao C.1.31).

e A soma das varidncias das p CPs é igual a4 soma das varidncias das p varidveis dos dados
iniciais, que por sua vez é igual & soma dos p valores préprios provenientes da matriz
de variancias-covariancias S (ou da matriz de correlagoes R, no caso de varidveis norma-

lizadas)
p p p
Zvar(zk) = Z)\k = Zvar(xj). (2.1)
k=1 k=1 j=1

De facto, e designando por tr() o trago de uma matriz quadrada (ou seja, a soma dos
elementos da sua diagonal principal) e tendo em conta a circularidade do trago (Apéndice

C.1.3, Proposicao C.1.22), tem-se
tr(S) = tr(PLPT) = tr(LPTP) = tr(L).

Desta forma concluimos que a variabilidade total das p varidveis iniciais mantém-se nas p

CPs.

e Cada CP z; da matriz de varidncias-covariancias explica uma proporc¢ao da variabilidade

total dada por

var(z) M
Zp: var(zy) tr(S)’
k=1

Para a ACP sobre a matriz de correlagoes R vem

var(zy) Ak Ak

Zp: var(zg)
k=1

tr(R)  p




24

CAPITULO 2. ANALISE EM COMPONENTES PRINCIPAIS

Se pretendermos reter apenas as primeiras ¢ (com g < p) CPs, a percentagem da variancia

total explicada pelas ¢ primeiras CPs ¢ dada por

M=
>
ko

q
> var(zy) 4
=l 100% =2

Xp: var(zg)

k=1

Il
—_

x 100%.

KM@
>
ES

<
Il
-

As CPs si@o nao correlacionadas entre si, isto é, a covariancia entre CPs é nula

cov(zg,z;) =0, Vk,l=1,2,....,pe k #I.

Tendo em conta que cov(X;,z) € o elemento na j-ésima linha e k-ésima coluna da matriz
cov(X,Z) = PTS = LPT, entdo a correlagio linear entre as varidveis iniciais e as CPs é

expressa por

cov(xj, zy) Ak Djk NPk
COTT(Xj7 Zk) = \/ ( )\/ ( ) = 2 = )\ks_7
var(x;)/var(z /62 I
J k 55V Ak
onde x; representa a j-ésima varidvel inicial, zj, representa a k-ésima CP e pjj, o coeficiente

da j-ésima varidvel na combinagao linear que define a k-ésima CP.

Em termos matriciais, podemos considerar uma matriz P constituida por colunas iguais
a v/ AxPk, tal que a matriz de correlacoes entre cada varidvel original e cada CP possa ser
expressa por C = E~1/ 2pLY/2 = -V 2P, onde E ¢é a matriz diagonal de varidncias de

cada varigvel.

Numa ACP sobre a matriz de correlagbes viria apenas que corr(x;,zx) = \/AgPjk, POis

var(x;) = 1, ou seja, E71/2 =1.

Geralmente, na procura de uma correlagao satisfatéria entre varidveis e CPs consideram-se
apenas os coeficientes dos vetores préprios (loadings na terminologia inglesa) mais elevados,
em valor absoluto. Estes loadings podem constituir um indicador razodvel na escolha das
varidveis iniciais que mais contribuem para explicar as CPs. No entanto, Cadima e Jolliffe
(1995) argumentam que nao se devem utilizar apenas os loadings para escolher varidveis

na explicacao de CPs, uma vez que tal decisao pode induzir em erro.

Por vezes hé tendéncia para se ignorar a contribuicao de algumas varidveis apenas pelo

facto dos seus loadings serem proximos de zero na formagao da CP. Essa decisdo, sem
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ter em linha de conta pelo menos a anilise das correlagoes em causa, pode significar uma
ilusao. Por outro lado, hd ainda que ter alguma precaugao, pois podem existir varidveis
iniciais cujos loadings sejam todos préximos de zero em todas as CPs, o que reflete uma
situacao em que essas varidveis contribuem muito pouco relativamente a outras para a

formacao de uma CP.

A distancia euclidiana, d, entre dois vetores x = (1,2, ...,Tn) € ¥ = (Y1, Y2, ..., Yn) € dada

por

dx,y) =lx -yl =

e a distancia de Mahalanobis, dj;, entre dois individuos (vetores correspondentes as linhas
de uma matriz de dados X,xp), x* e x? (i,j = 1,2,...,n), de um conjunto multivariado

com matriz de varidncias-covaridncias S, é dada por

dy(x,y) =|[|x" — xjHS,:l = \/(XZ —x)TS—1(x? — xJ).

Enquanto a distdncia euclidiana considera contribuicao idéntica para todas as varidveis,
a distdncia de Mahalanobis atribui relativamente menos peso as varidveis com varidncias
elevadas e para grupos de varidveis altamente correlacionadas (Jolliffe, 2002). A distancia
de Mahalanobis ¢ igual a distancia euclidiana das varidveis transformadas (PCs) em que

é dada a mesma importancia para todas as componentes (estandardizadas).

Uma vez que Z = XP, entao a matriz dos dados iniciais, X, pode representar-se por

P

X =27P" = > zkpf. Se considerarmos apenas as primeiras ¢ CPs para obtermos valores
k=1

aproximados da matriz dos dados iniciais X, ou seja, para efetuarmos a reconstrugao da

matriz X, utilizamos a matriz dos dados reconstruida Xq = Zq: zkpz, a qual ird explicar
k=1

apenas a parte da percentagem da variancia total de X correspondente as ¢ CPs. Quanto

maior for o nimero ¢ de CPs a utilizar na reconstrucao, obviamente maior serd a aproxi-

magao dos valores reconstruidos aos dados originais. Tal constatacao pode ser levada a

cabo através da minimizacao da soma dos quadrados dos erros entre cada valor de X e de

X4, como se poderd verificar no exemplo de aplicacao na Secgao 3.12.
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2.4 Escolha do Nimero de Componentes Principais

Uma das finalidades da técnica da ACP é reduzir a dimensionalidade dos dados, mantendo a
méxima variabilidade existente nos dados iniciais. Como tal, pretende-se considerar um espaco
de dimensao inferior a p (dimensao do espago das p varidveis iniciais), mediante alguns critérios,
dos quais destacamos o critério de escolha do numero de eixos ou de CPs que deve aparecer
numa interpretacdo. Para substituir as p CPs por um nimero mais reduzido, ¢, de CPs, deve
tomar-se ¢ de forma a nao se perder informacao significativa em relagao & variabilidade total

dos dados, ignorando as restantes p — g CPs.

De entre véarios critérios existentes para a escolha de ¢, um dos mais usuais é conhecido por
critério de Pearson e consiste em selecionar o nimero de eixos de forma que a percentagem total
da variagao atinja pelo menos os 80%. Nestas condigoes ¢ costume dizer que estamos perante uma
boa representacao dos individuos e das varidveis. No entanto o valor desta percentagem é uma
opgao subjetiva que por vezes ¢ tomada no intervalo entre os 70% e os 90%, conforme o nimero
de CPs que se considere ser razodvel na contribui¢ao para essa variabilidade. Uma percentagem
superior a 90% podera ser apropriada em casos em que uma ou duas CPs sdo nitidamente
predominantes em termos de variagao relativamente as restantes. Em estudos de dados massivos
que exigem a andlise de milhares de varidveis ou observagoes, o niimero de componentes a reter,
segundo este critério, poderd ser demasiado grande, o que tornard eventualmente impraticdvel a
interpretagdo e aplicabilidade das diversas componentes retidas. Alguns autores apresentaram

alternativas a essa escolha do valor de ¢ (Jolliffe, 2002).

Determinadas tentativas tém sido efetuadas com vista a encontrar a distribuicao da per-
centagem de variagao explicada pelas primeiras g CPs, e consequentemente fornecer procedi-
mentos formais na escolha de ¢. Alguns autores tais como Mandel (1972) descreveram algumas
metodologias e resultados para a distribui¢ao da percentagem em causa e Huang e Tseng (1992)
apresentaram um procedimento de decisao acerca do valor de ¢ para uma dada amostra, ao ad-
mitirem determinadas condigoes populacionais. Critérios baseados na soma dos valores préprios
correspondentes as CPs que se pretendem desprezar, foram abordados em Jackson (1991).

Outro critério, conhecido por critério ou regra de Kaiser (1960), consiste em reter apenas as
CPs cujas varidncias sejam superiores a unidade, ou seja, aquelas que apresentam variabilidade

superior & média das varidncias das varidveis estandardizadas originais (var(zy) = A\ > 1,
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k =1,...,p), uma vez que este critério foi criado essencialmente com o intuito de ser aplicado
na ACP sobre a matriz de correlagoes, mas pode ser adaptado para matrizes de variancias-
-covariancias, bastando para tal considerar o corte no valor médio dos valores préprios. Jolliffe
(1972) propoe, em alternativa, o corte em 70% desse valor médio.

Um outro critério que se baseia numa representacao grafica designada por scree graph ou
scree plot, introduzido em 1966 por Cattell, consiste em observar o grafico que representa nas
abcissas a ordem decrescente dos p valores préprios e nas ordenadas os valores préprios Ag
(k =1,...,p). O ponto de corte deve ocorrer no valor em que os declives, dos segmentos de
reta que unem os pontos do grifico, deixam de ser consideravelmente acentuados e passam a ser
quase nulos. Os valores préprios que se situem mais & esquerda no grafico, até imediatamente
antes do ponto de quebra que venha a ser estabelecido, indicam quais as respetivas CPs que
devem ser retidas. Este critério é ainda mais subjetivo do que os anteriores. A utilizacdo do
logaritmo dos valores préprios na representagao gréafica constitui uma alternativa ao scree plot
como por exemplo em Farmer (1971) ou em Hassani (2007).

A descricao de outras regras, para a escolha do niumero adequado de CPs a reter, podem
ser encontradas em Jolliffe (2002), como por exemplo critérios baseados em teste de hipéteses,
métodos de validagao cruzada, métodos de computacao intensiva ou critérios baseados em cor-
relages parciais. Em Ferré (1995) também se apresenta um estudo comparativo que abrange

um total de 18 regras.

2.5 Representacao Gréfica dos Individuos e das Variaveis

Ha vantagens em que um conjunto de dados constituido por muitas varidveis possa ser represen-
tado num subespaco a duas dimensoes, o que permite obter uma representacao visual aproximada
da nuvem dos n pontos definida pelos dados em RP. Ainda é possivel conseguir uma visualizagao
dos dados caso estes fiqguem bem representados num subespago a trés dimensoes. A ACP per-
mite medir a qualidade dessas aproximacgoes. Para obtermos o melhor grifico dos dados a duas
dimensdes, hd que representar graficamente os valores para cada observacao nas duas primeiras
CPs.

Em muitas técnicas estatisticas, em certas representacoes graficas, geralmente usa-se apenas a

informagao dos individuos, contudo a ACP permite acrescentar uma nova ferramenta de forma a
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poder contemplar também as varidveis. Para efetuar uma representacao gréfica em simultaneo
dos individuos e das varidveis num espaco de dimensao reduzida, pode recorrer-se ao uso do
biplot. Este tipo de grifico fornece a informagao acerca das relagtes entre os individuos e as
componentes, e permite interpretar as posicoes relativas das varidveis e dos individuos.

A nogao cléssica de biplot surgiu com Gabriel (1971), o principal responsével pela sua po-
pularizacao e por grandes desenvolvimentos em torno desse tipo de grificos tendo como base a
decomposicao em valores singulares. Substanciais desenvolvimentos e extensoes foram surgindo
entretanto, nomeadamente a partir dos trabalhos de Gower e Hand (1996), onde se poderao
encontrar algumas variantes a abordagem cldssica de biplot.

De acordo com a representacao grafica correspondente ao nimero ¢ de CPs a reter, os
primeiros g elementos de cada vetor que representarao os correspondentes individuos e varidveis
(no mesmo sistema de eixos) formam subvetores que se costumam designar por marcadores.
Num biplot, o cosseno do angulo entre cada par de marcadores das varidveis ¢ uma aproximagao
do coeficiente de correlagao entre essas varidveis, e os marcadores das varidveis sao representados
por vetores cujo comprimento é proporcional ao seu desvio padrao. Por outro lado, a distancia
euclidiana entre cada par de marcadores de individuos é aproximadamente a distancia de Maha-
lanobis entre os correspondentes individuos, e os marcadores dos individuos sao representados
pelas coordenadas nas novas CPs.

Em termos de interpretagao grifica de um biplot, para a ACP sobre a matriz das corre-
lagoes, quanto maior for o comprimento dos marcadores das varidveis (e numa ACP sobre a
matriz de varidncias-covaridncias, quanto maior for o comprimento dos marcadores das va-
ridveis, relativamente ao verdadeiro comprimento da totalidade das p varidveis) melhor serd a
sua representacao, e quanto menor for a distancia destas a um determinado eixo melhor é a sua
explicagao em relacao a esse eixo. Por outro lado, quanto mais afastados da origem estiverem
os individuos, maior serd a sua contribuicao para um dado eixo quanto mais se aproximarem

deste, em detrimento do outro eixo.

2.6 Breve Historia da ACP

Em 1877 Francis Galton introduzira o coeficiente de correlagdo como medida de relacdo entre

duas varidveis, época em que se comecava a descrever numa forma muito simples, um método
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prético para executar a ACP. O desenvolvimento empenhado dos métodos estatisticos envolvendo
varias varidveis teve o seu inicio com o trabalho de Bumpus (1898).

A técnica de andlise de dados multivariados ACP foi descrita pela primeira vez em 1901 por
Pearson, mas sem essa designagdo. Durante 32 anos desde os artigos de Pearson até aos de
Hotelling pouco material relevante fora publicado, apesar de Rao (1964) ter referido que Frisch
(1929) seguiu uma abordagem semelhante a de Pearson. Também o artigo de Hotelling (1933)
sugere que Thurstone (1931) tinha trabalhado em linhas semelhantes as de Hotelling (Jolliffe,
2002).

Hotelling introduziu o termo "componentes", distinto do conceito "fatores" usado na Psi-
cologia, para descrever as varidveis de um conjunto de dados. Os "fatores" estdo na origem
da Anélise Fatorial, na qual se considera um determinado niimero de varidveis observadas que
podem ser expressas, a menos de um termo de erro, como funcoes lineares de um nimero menor
de varidveis latentes, isto €, ndo observaveis, as quais também sao designadas de fatores comuns.
Tal como a ACP, esta técnica tem o objetivo de reduzir a dimensionalidade de um conjunto
de dados, usando um nimero de fatores menor que o nimero de varidveis observadas (Jolliffe,
2002).

Por conseguinte, Hotelling descrevera as "componentes" tendo em vista a maximizagao das
contribuicoes sucessivas para o total das varidncias das varidveis originais, e designou-as de
"componentes principais" (CPs). Surge assim a andlise que tem por base estas componentes, a
qual foi batizada de "método das componentes principais". O método proposto por Hotelling
tinha como principal objetivo analisar a correlagao, olhando para as varidveis originais expressas
como fungoes lineares das componentes e sem usar uma notagdo matricial. Um outro artigo
descrito por Hotelling em 1936 apresentava uma nova versao onde se mencionava um maior
poder do método para encontrar CPs, e nesse mesmo ano, Girshick (1936) forneceu algumas
derivacoes alternativas das mesmas.

Nos 25 anos imediatamente a seguir a publicacao do artigo de Hotelling de 1933, pouco
foi o trabalho que surgiu referente ao desenvolvimento de diferentes aplicagoes da ACP. Desde
entao, emergiu uma grande quantidade de novas aplicacoes e outros desenvolvimentos tedri-
cos. Esta expansdo refletia o crescimento geral da estatistica, acompanhado pela introdugéao de
computadores.

A década de sessenta é a época em que a anédlise de dados evoluiu verdadeiramente, incluindo
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a ACP que se tornou uma técnica utilizada em quase todas as dreas do conhecimento humano,
desde as ciéncias da terra e da vida até as ciéncias econdmicas e sociais. Esta evolugao é devida
ao trabalho da escola francesa, em particular & equipa de Benzécri. Na escola anglo-saxdénica
temos como referéncia Anderson (1963) que desenvolveu tal como Girshick (1939) a amostragem
assimptotica das distribuigoes dos coeficientes e varidncias das CPs; Rao (1964) que surgiu com
novas ideias, interpretagoes e extensoes da ACP; Gower (1966) que estabeleceu algumas ligagoes
entre a ACP e outras técnicas, e que apresentou critérios geométricos importantes e Jeffers
(1967) que aprofundou o uso da ACP indo mais longe do que uma simples redugao de dimensao
do conjunto das varidveis.

Durante a década de setenta e oitenta, a investigacao avangou essencialmente com o desen-
volvimento de métodos para o tratamento de tabelas multidimensionais (Robert e Escoufier,
1976, Escoufier, 1986). Sao também de salientar ainda nomes tais como Morrison (1976) ou
Harman (1976), que tiveram uma certa importancia na publicagdo de obras onde algumas téc-
nicas da anslise de dados, entre as quais a ACP, sio abordadas. E ainda relevante a coleciio de
artigos editada por Bryant e Atchley em 1975, nos quais aparece o trabalho de Pearson e parte
da obra de Hotelling (Jolliffe, 2002).

A partir da década de 90, a utilizacao de métodos computacionais tem sido praticamente
indispensdvel para tratar com maior eficdcia e rapidez um grande volume de dados. Intmeras
publicagdes relacionadas com a ACP continuam ainda hoje a apresentar novos desenvolvimentos
e aplicagoes.

Para se obter um conhecimento mais alargado sobre o desenvolvimento da técnica da ACP,
podem ser consultados os livros de Jolliffe (2002) e Jackson (1991). Outras obras de significativa
importancia na drea das ciéncias atmosféricas tais como Preisendorf e Mobley (1988), Wilks
(2006) e von Storch e Zwiers (1999) apresentam exemplos da utilizacdo da ACP em muitos

campos, estabelecendo ligagoes e extensoes a outras técnicas multivariadas.

2.7 Para Além da ACP Classica - Outras Abordagens

Nesta Secgao descrevem-se brevemente determinadas variagdes ou técnicas que derivam ou se
relacionam com a ACP cldssica, encaradas por vezes como novas abordagens no tratamento de

dados multivariados.
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2.7.1 Rotacao das Componentes

Ao efetuar-se uma ACP usual ou outra técnica de projegao dos dados (por exemplo a Anélise
Fatorial) em determinadas componentes previamente fixadas, por vezes sao utilizadas técnicas

de rotagao, nomeadamente nos casos em que essas componentes nao sao de fécil interpretacao.

Quando uma dada CP apresenta todos os loadings de uma mesma ordem de grandeza, ou
alguns muito grandes e os restantes muito pequenos, parece ser de facil interpretacao. Contudo,
é necessdrio ter cuidado pois podem surgir situagoes enganadoras. Por exemplo, se existirem
loadings com valores intermédios, a interpretagao dessa CP torna-se geralmente mais complicada,
e num caso como este a rotacao das CPs envolvidas tem sido sugerida como forma de facilitar a

interpretagao através da alteragao dos loadings nas combinacoes lineares das varidveis iniciais.

Muitos foram os autores que estudaram o problema relacionado com a aplicagao da rotacao
das CPs. Entre eles destacamos Richman (1986, 1987), Jolliffe (1987) e Rencher (1995), os
quais contribuiram com algumas vantagens e desvantagens da utilizacao da rotagao das CPs

essencialmente nas ciéncias atmosféricas onde esta técnica desempenha um papel mais relevante.

Para se efetuar uma rotagdo das componentes, com vista a simplificar os seus loadings,
existem alguns métodos chamados ortogonais, tais como o Varimax (Horel, 1981), o Quartimax
e o Equamaz (Gorsuch, 1983), ou métodos chamados obliquos, como o Direct Oblimin e o
Oblimax (Cohen, 1983) ou o Promaz (Gorsuch, 1983). Listas mais completas de possiveis

métodos encontram-se em Cattell (1978) e Richman (1986).

Para além da decisao sobre qual o método a escolher para a rotacao das componentes, que
possa permitir uma interpretacao mais simples destas, outro inconveniente prende-se com o
facto de que, embora a variabilidade total se mantenha no subespagco obtido apds rotacao, esta é
redistribuida por entre as componentes rodadas de uma forma mais uniforme do que é geralmente
antes da rotacdo, fazendo com que a informacdo acerca da natureza de qualquer componente
dominante possa ser perdida. Também o nimero de CPs a reter pode ser uma preocupacao
uma, vez que diferentes escolhas produzem certamente diferentes efeitos nos resultados depois
da rotagdo. Para além disso, a escolha da restricdo no que se refere ao tipo de normalizacdo a
aplicar aos vetores de loadings (vetores préprios) provoca uma mudanga nas propriedades dos
loadings ap6s rotagao (Jolliffe, 2002).

Kiers (1993) preocupou-se mais em realgar a simplicidade da solu¢ao do método de rotagao
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do que na prépria maximizacao da varidncia das CPs, discutindo e comparando para tal quatro
técnicas. Um outro método conhecido por SCoT (Simplified Component Technique) é sugerido
por Jolliffe e Uddin (2000) onde sucessivas combinagcoes lineares das varidveis sdo encontradas,
de forma a maximizar um critério no qual a varidncia passa a ser combinada com uma funcao
que forca a combinacao linear em direcao & simplicidade.

Em Jolliffe (1989, 1995, 2002) discute-se os efeitos de diferentes formas de normalizagao dos
vetores préprios e os problemas relacionados com a sua interpretacgao, assim como outros aspetos
ligados & rotagao.

Em Climatologia, onde a ACP é geralmente conhecida por Andlise de Fungoes Ortogonais
Empiricas (Empirical Orthogonal Function (EOF) Analysis), ¢ frequente o uso da rotacao de
componentes (von Storch e Zwiers, 1999). Neste contexto os vetores préprios denominam-se
por fungdes ortogonais empiricas (EOFs) e os scores por coeficientes EOF. Nesta drea é comum
encontrarmos observagoes relacionadas ao longo do tempo, uma vez que é usual recorrer-se
ao estudo de observacoes por periodos temporais, como por exemplo nas recolhas em estagoes
meteorolégicas. Neste sentido a aplicacao de EOFs ou a rotagdo de EOFs deve ser realizada
com precaucao pois a sua interpretacao pode sofrer a influéncia das correlagoes existentes entre
observacoes ao longo do tempo. A questao da aplicabilidade da rotagao nao é consensual, mas
na area do clima uma grande parte dos investigadores defende o uso da mesma justificando que
esta permite obter padroes espaciais estatisticamente interpretdveis (von Storch e Zwiers, 1999).
Virios sao os argumentos que apoiam a utilizagao da rotagao das EOFs dos quais destacamos
o facto da rotacao produzir padroes compactos que podem ser utilizados para dividir uma drea
num nimero limitado de subdreas ou regices homogéneas e o facto das EOFs apés rotagao serem
menos sensiveis & distribuicao das localizagoes observadas e geralmente estatisticamente mais

estaveis do que as tradicionais EOF's.

2.7.2 ACP Ponderada

Um outro tipo de generalizagao muito utilizada é a ACP Ponderada ( Weighted Principal Com-
ponent Analysis (WPCA)), onde as diferentes varidveis e/ou individuos podem ter diferentes
pesos. Alids, a ACP sobre a matriz de correlagoes pode ser encarada como um caso particular
da ACP Ponderada, em que a cada uma das varidveis é atribuido um peso correspondente ao

inverso da varidncia da respetiva varidvel.
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De seguida fazemos uma pequena referéncia a alguns autores que se debrugaram sobre a

questao da ponderacao.

e Rao (1964) e Gower (1966) foram dos primeiros a considerar a ideia de associar diferentes
pesos a um conjunto de dados. Gower (1966) sugeriu a possibilidade de dividir as varidveis
pelas suas amplitudes em vez dos desvios padrao, ou pelas suas médias ou mesmo pela

raiz cibica do terceiro momento amostral.

e Cochran e Horne (1977) aplicaram uma ACP Ponderada na drea da Quimica no estudo
de comprimentos de onda em experiéncias cinéticas, a fim de eliminar determinadas esti-

mativas incorretas do nimero de espécies durante uma reacao.

e Yue e Tomoyasu (2004) discutiram alguns aspetos praticos encontrados na manufaturagao
de semicondutores ao aplicar a ACP & detecdo e classificacdo de falsos alarmes. Pro-
puseram uma ACP Ponderada em que os pesos foram utilizados de duas formas distintas:
nas observacoes das amostras e nas varidveis. Os dados das amostras foram ponderados de
acordo com a manutencao da técnica da ACP em termos temporais, a qual fora adaptada
consoante as mudancas do processo permitindo melhoramentos da qualidade da sua apli-
cacao ao longo do tempo. Por outro lado, para as varidveis formularam um método para
incorporar ferramentas e conhecimento do processo na construcao da técnica, de forma
que a cada varidvel pudesse ser atribuido um fator de ponderacao diferente. O estudo
comparativo entre a ACP usual e a ACP Ponderada permitiu mostrar que esta iltima
reduz a ocorréncia de falsos alarmes, evidencia menos sensibilidade a varidveis com pouca

variagao na andlise dos dados.

e Forbes e Fiume (2005) apresentaram um algoritmo de procura baseado na ACP Ponderada
para dados do movimento, no qual introduziram uma métrica para a distdncia entre pos-
turas. Foi demonstrada a utilizagao do algoritmo em dados reais e simulados e comparado

o seu desempenho.

e Pinto da Costa et al. (2011) propéem um novo coeficiente de correlagdo como alternativa
ao de Pearson o que leva como consequéncia a utilizacdo da ACP Ponderada. Os autores
consideram o problema que consiste em analisar conjuntos de dados de expressoes genéti-

cas, e para tal, é proposto um novo algoritmo iterativo baseado na ACP para selecionar
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0s genes mais importantes em microarrays, o qual produz geralmente melhores resultados

quando a ACP Ponderada é usada em vez da ACP usual.

e Nas ciéncias atmosféricas, onde geralmente as varidveis (colunas da matriz) sdo as loca-
lizagOes espaciais, por vezes os pesos sao fundamentais para colmatar as irregularidades de
espacamento existentes entre as localizagoes onde as observagoes sao recolhidas. Os pesos
refletem o tamanho da drea onde se enquadra a observacao. Quando as localizagoes estao
espacadas de uma forma regular segundo uma grelha ao longo da latitude e longitude, os
pesos poderao também desempenhar um papel essencial. Nestes casos, as dreas das células
da grelha decrescem & medida que nos aproximamos dos polos. Uma estratégia a adotar
é atribuir as células da grelha pesos proporcionais as suas dreas. Por exemplo, Hannachi
et al. (2009) utilizaram como pesos na andlise dos seus dados climéticos as rafzes dos

cossenos da latitude.

2.7.3 ACP Centrada versus ACP Nao Centrada

A ACP pode ser encarada como uma decomposi¢ao em valores singulares de uma determinada
matriz. E prdtica corrente que essa matriz seja uma matriz de dados centrada (por colunas),
ou seja, a cada observagdo subtrai-se a média das observagoes dessa mesma varidvel. Contudo,
uma outra variante é a aplicagao da decomposicao em valores singulares a uma matriz de dados
nao centrada, e nestes casos dizemos que estamos perante uma ACP nao centrada.

A ACP n@o centrada é uma técnica aplicada em Ecologia (ter Braak, 1983). Alguns dos
exemplos em dados de contagens dos individuos para diferentes espécies, as quais representam
as varidveis observadas em vdrios locais, indicam que a ACP ndo centrada é melhor que a
ACP centrada para realgar a diversidade entre espécies dentro de cada local e entre locais.
Também Reyment e Joreskog (1993) aplicaram a ACP nao centrada na abundancia de varios
microrganismos marinhos e referem que esta andlise é relevante para o estudo de quantidades de
constituintes quimicos em amostras de solo ou rocha. A ACP nao centrada é utilizada em vérias
outras dreas como por exemplo na Quimica (Cochran e Horne, 1977), na Climatologia (van den
Dool et al., 2000; van den Dool, 2007), no estudo de microarrays (Alter e Golug, 2006) entre
outras e é aplicada nomeadamente em casos onde se pretende preservar a estrutura subjacente

as colunas.
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Cadima e Jolliffe (2009) analisaram extensivamente o paralelismo entre a ACP centrada
por colunas e a ACP n&o centrada, apresentando os resultados referentes aos valores e vetores
préprios das matrizes de variacao conjunta e as componentes principais obtidas para cada um dos
dois procedimentos. E destacado que os valores préprios desempenham um papel fundamental,
por conterem muita da informagado relevante no que diz respeito a uma comparacao entre a
ACP usual e a ACP néo centrada, onde as varidveis iniciais s@o sujeitas a anélises de diferentes
formas. Em relacdo & escolha da combinacao linear das varidveis, por um lado esta é efetuada
através da maximizagao dos segundos momentos centrados (varidncias), por outro recorre-se a
maximizagao dos segundos momentos nao centrados. A ACP centrada por colunas obriga a que
as componentes principais sejam nao correlacionadas entre si, enquanto que a ACP néo centrada
exige que os segundos momentos nao centrados cruzados sejam nulos. Os resultados apresentados
quer a nivel tedrico quer através de exemplos, demonstraram existir mais semelhancas entre

ambos os procedimentos do que seria de esperar.

Alguns autores argumentam que a centragem usual pode, em determinados casos particu-
lares, levar a destruicao dos principais padroes existentes nas linhas da matriz dos dados. De
entre alguns casos relacionados com este assunto, tome-se como exemplo uma outra variante da
ACP que é por vezes utilizada e que consiste na decomposicao em valores singulares de matrizes
centradas por linhas ou mesmo matrizes que sao centradas em simultdneo por colunas e por
linhas (Cangelosi e Goriely, 2007). A centragem por linhas é plausivel em determinadas situa-
¢oes, nomeadamente quando as linhas da matriz também podem ser encaradas como varidveis
ou quando as linhas correspondem a individuos e se deseja filtrar alguma medida relacionada
com o tamanho global dos individuos (Cadima e Jolliffe, 2009).

Buckland e Anderson (1985) propuseram a dupla centragem no contexto ecolégico, com
dados de contagens de espécies em varios locais. Eles argumentavam que a centragem por linhas
e colunas removia o efeito da abundéancia de cada espécie, e que aparecia na ACP cldssica
como CP dominante. Também Somers (1986) em estudos da relacdo entre o tamanho e a
forma durante o processo de crescimento de organismos, sugeriu remover o efeito da componente
relacionada com o tamanho, ficando apenas com aquelas que descreviam a forma. No entanto,
esse procedimento acarreta alguns inconvenientes, nomeadamente a perda da ortogonalidade
entre os vetores préprios e a correlacao nula entre as componentes. Uma abordagem alternativa

descrita por Somers (1989) para preservar a propriedade da ortogonalidade foi a dupla centragem
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(por colunas e linhas), embora continuasse a verificar-se correlagao entre as componentes. Para
ultrapassar alguns inconvenientes dos métodos apresentados, assim como as desvantagens da

dupla centragem, Cadima e Jolliffe (1996) propuseram uma nova modificagao.

2.7.4 ACP para Dados Categéricos (CATPCA)

Embora a ACP usual apenas faca sentido para varidveis quantitativas, ¢ comum encontrarem-se
na literatura estudos da ACP para dados qualitativos de uma forma abusiva, uma vez que a ACP
usual foi desenvolvida sobre a matriz de covariancias ou de correlagdes, as quais sdo constituidas
por quantidades que sao caracteristicas unicamente de varidveis quantitativas. Por exemplo,
em numerosos estudos de ciéncias sociais e em estudos de mercado é frequente surgirem muitas
varidveis numa escala nominal ou ordinal.

Enquadrada na designada ACP "nao linear" (onde nao se utilizam funcgoes lineares para
maximizar varidncias), uma das extensoes da ACP mais apropriadas quando o objetivo consiste
em reduzir a dimensionalidade de varidveis medidas em escalas diferentes num mimero reduzido,
de componentes, que expliquem uma proporcao razodvel da variabilidade existente nos dados
¢ a ACP para dados categéricos (varidveis nominais e ordinais), conhecida como Categorical
Principal Component Analysis (CATPCA), a qual estd preparada para estruturas nao-lineares.

A abordagem descrita em Gifi (1990), desenvolvida inicialmente por investigadores holan-
deses da Universidade de Leiden, criada para varidveis categéricas, baseia-se num procedimento
conhecido por escalonamento 6timo (optimal scaling), onde se atribuem quantificagdes numéricas
as categorias de cada uma das varidveis qualitativas, possibilitando assim o recurso a métodos
cldssicos de andlise numérica (Meulman, 1992). Apds a quantificagdo das categorias das va-
ridveis que constituem a matriz dos dados iniciais, obtém-se a matriz dos dados X, «, a partir

da qual a técnica utiliza o critério de minimizacgao de
tr {(X - YB")T(X - YB")}

em relagao & matriz Y, x4 cujas colunas sao funcoes lineares das colunas de X, e em relagao a
triz BL, ) obtid tir de B cujas col a0 ort i t t Spri
matriz B, obtida a partir de B cujas colunas sao ortogonais e representam os vetores proprios
da matriz de varidncias-covaridncias de Y. Nestas condicoes a matriz 6tima Y é constituida pelas
coordenadas (scores) das primeiras ¢ CPs e a matriz 6tima B é constituida pelos coeficientes

(loadings) das primeiras g CPs.
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Os valores numéricos que se atribuem a cada uma das classes das varidveis originais, incluindo
as quantitativas, sao geralmente obtidos através de um algoritmo iterativo denominado por
"método dos minimos quadrados alternantes". Tal algoritmo foi implementado no programa
computacional denominado PRINCALS ( Principal Component Analysis by means of Alternating
Least Squares) (Gifi, 1990) e incorporado no software SPSS, de forma que essas quantificagdes
numéricas sejam dotadas de propriedades métricas. Os valores que resultam desta transformacao
de escala das varidveis sdo estandardizados para posterior aplicacido da técnica CATPCA. Mais

pormenores desta abordagem podem ser aprofundados em Lavado (2012).

Outra abordagem que coincide parcialmente com as ideias principais de Gifi relacionadas
com a ACP nao linear é sugerida por Meulman (1986), onde os dados categéricos sdo também
transformados, com vista a fornecerem valores 6timos para cada categoria de cada varidvel, e
um pequeno nimero de dimensoes 6timas é encontrado de forma a representar esses mesmos
valores. Para as varidveis quantitativas, a sua amplitude de valores é dividida num nimero
finito de categorias (ou classes) e posteriormente atribuido um valor a cada categoria (o que
vai envolver uma perda natural de informagao mediante o agrupamento dos valores em classes).
Esta proposta é conhecida como abordagem de distancia para andlise de dados multivariados
nao lineares e difere das ideias principais de Gifi na utilizacdo de diferentes critérios envolvendo

otimizagoes.

O escalonamento 6timo que permite produzir associagoes entre varidveis categéricas (andlise
de correspondéncia para duas ou mais varidveis) engloba vdrios procedimentos. Para além
do referido PRINCALS, sdo geralmente mencionados outros procedimentos tais como ANA-
COR (Correspondence Analysis), HOMALS (Homogeneity Analysis) e OVERALS (Nonlinear
Canonical Correlation Analysis). Todos estes procedimentos tém em comum a andlise da re-
lacao de homogeneidade entre as varidveis, assim como a inten¢ao de reduzir a dimensionalidade
dos dados. Em particular o procedimento HOMALS, também conhecido por Anélise de Cor-
respondéncias Muiltiplas ou Anédlise de Homogeneidade, permite analisar as correspondéncias
subjacentes, na presenca de mais de duas varidveis qualitativas onde a ordem implicita das ca-
tegorias, mesmo que exista, nao é tida em conta na andlise. No caso particular em que todas
as varidveis em estudo sido escalonadas como numéricas, a CATPCA é equivalente & ACP usual

(Maroco, 2007).
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2.7.5 ACP Log-contraste

Por vezes podemos transformar os dados através de procedimentos de pré-processamento antes
de aplicar a técnica da ACP. Para além da usual centragem por colunas ou da estandardizacao, é
frequente encontrarmos outras aplica¢oes como por exemplo a ACP Log-contraste ( Log-contrast
PCA) em que os dados iniciais sao logaritmizados. No caso particular da andlise de dados
composicionais (Aitchison, 1986) é praticamente imprescindivel o uso de logaritmos nos racios.

Considerem-se de seguida algumas referéncias em relagdo & ACP Log-contraste.

e Allen e Connor (2000) utilizaram a ACP Log-contraste num estudo ecolégico sobre fatores
estruturantes de grupos de aves que habitam as margens de uma série de lagos no nordeste
dos EUA. Nesse estudo foram alcangados dois objetivos: identificar as relagoes dominantes
entre os grupos funcionais nas composicoes de forragem e dieta, e isolar essas relacoes em
eixos de variag@o independentes. Com esta técnica, os dados brutos organizados em termos

de proporgoes foram inicialmente transformados utilizando logaritmos.

¢ Yu (2003) estudou a dindmica, do final do Quaternario, da vegetagao da floresta e da tundra
no sul da Escarpa do Nidgara no Canadd, tendo resumido as mudangas de vegetacao
através de uma ACP Log-contraste do registo de pélen. Para além disso foi utilizada
também uma dupla centragem quer nas amostras quer nos diferentes tipos de pdélen, a
qual conjugada com a transformacao através dos logaritmos fornece, segundo o autor,

uma melhor representacao da "distancia ecolégica" real entre amostras.

e Procedimentos muito semelhantes aos de Yu (2003) foram aplicados por Zhao et al. (2007)
para estudar dados de vérios tipos de pélen féssil em amostras no Lago Hurleg no Planalto
Tibetano, no noroeste da China, onde foram efetuadas novamente uma log-transformacgao
e uma dupla centragem. Sao apresentadas interpretacgoes climéticas a partir de um nticleo

do sedimento e sao analisadas as reconstrugoes da vegetagao e do clima do Holoceno.

e Rodrigues e Lima (2009) apresentaram um estudo comparativo de trés abordagens dis-
tintas, analisando os resultados das eleicoes do Parlamento Europeu em 2004, de onde se

destacou a ACP Log-contraste.
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2.7.6 ACP em Trés Modos

Um outro exemplo de uma extensido da ACP a outros tipos de dados é a ACP em Trés Modos
(Three-Mode Principal Component Analysis), onde é adicionado um terceiro "modo" ou "ca-
mada" aos dados, para além dos individuos (linhas) e das varidveis (colunas). Um dos modos
que geralmente mais se utiliza é o tempo, permitindo que os dados sejam observados em di-
ferentes periodos temporais. Portanto, podemos considerar n individuos, p varidveis e ¢ momen-
tos temporais de forma a que individuos, varidveis e pontos definam os trés modos. Neste caso
temos n séries temporais de p varidveis ou, alternadamente, uma tnica série temporal de np
varidveis.

Tém sido vdrios os investigadores a debrugar-se sobre a técnica, incluindo Kroonenberg
(1983) que é considerado um dos principais. Varias extensoes do modelo em trés modos tém
sido fruto de outras investigacoes, nomeadamente Timmerman e Kiers (2000) que analisaram
as propriedades do modelo e a sua aplicabilidade a algumas situagoes especiais. Uma dessas
extensoes, que tem vindo a ser utilizada na psicometria e atualmente também na quimiometria,
leva-nos a considerar mais do que trés modos, cujos dados sao geralmente denominados de
"multiforme" em vez de "multimodal".

Também nas ciéncias atmosféricas o uso da ACP em trés modos tem vindo a ganhar alguma
relevancia. Frequentemente um modo é a localizacao espacial, um segundo é o tempo e um
terceiro ¢ um conjunto de diferentes varidveis meteorolégicas. Neste tipo de abordagem, em que
os dados das p localizacoes e n varidveis meteorolégicas se combinam em np varidveis medidas ao
longo do tempo, estamos no contexto da Anélise de Fungoes Ortogonais Empiricas Estendidas

(Eztended EOF Analysis).

2.7.7 ACP para Séries Temporais

Quando se estd perante uma ACP cldssica, com interesse nas estruturas de covariancias dos
dados, nao existem preocupacoes em averiguar a possibilidade das observagoes estarem correla-
cionadas. Mesmo que se troquem linhas entre si na matriz dos dados, os resultados a obter
nao serao alterados. Embora, na maioria das aplicacoes, a ACP seja usada apenas em ter-
mos descritivos, onde a ndo independéncia nao afeta a andlise dos dados, para casos em que

determinados tipos de dados possuem uma certa dependéncia entre as observagoes, alguns pro-
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cedimentos usuais em termos de inferéncia sao invdlidos. Uma das abordagens da ACP com
especial interesse é a extensao da ACP a dados de séries temporais (o tipo mais comum de
dados nao independentes), cujas observagoes nao podem trocar entre si pela prépria natureza
dos dados.

Atualmente a ACP é utilizada em muitas dreas do conhecimento para estudar séries tempo-
rais multivariadas e dados que nao apresentam independéncia. Nocoes gerais acerca de séries
temporais podem ser encontradas, por exemplo, em Brillinger (1981) e Hamilton (1994).

Nas ciéncias atmosféricas, a ACP é sem divida uma das grandes ferramentas que permite
compreender melhor o sistema climatico recorrendo a dados de séries temporais (von Storch e
Zwiers, 1999). Nesta drea, é frequente obtermos dados de séries temporais em diferentes loca-
lizacoes espaciais que sao analisadas como varidveis enquanto que as observagoes correspondem
a diferentes periodos temporais.

Para além do estudo ao longo do tempo na procura de correlagoes entre sucessivas obser-
vagoes, as séries temporais também podem ser analisadas no dominio da frequéncia, e neste
sentido surgiu a ACP com base na andlise dos espectros da série temporal decomposta em
oscilagoes de diferentes frequéncias.

A Anglise de Fungoes Ortogonais Empiricas de Hilbert (Hilbert EOF Analysis), por vezes
também designada por Transformada de Karhunen-Loéve da Frequéncia, é uma extensao da ACP
para dados com varidveis complexas, que utiliza a informacao do espectro e do comportamento
do processo ao longo do tempo, a qual é obtida segundo a matriz de covaridncias relacionada
com o espectro cruzado (von Storch e Zwiers, 1999). A Andlise de Fungoes Ortogonais Empiricas
de Hilbert é portanto considerada um caso especial de ACP Complexa, onde a parte imaginaria
é um processo que visa explicar a evolugao temporal do processo original.

Outras técnicas para analisar conjuntos de séries temporais, tais como a Anélise Espectral
Singular (Singular Spectrum Analysis (SSA)) e a Andlise Espectral Singular Multicanal (Mul-
tichannel Singular Spectrum Analysis (MSSA)) (Golyandina et al., 2001), serdo abordadas em
Capitulos seguintes. A SSA baseia-se na matriz de autocovariancia e é encarada como um caso
particular da ACP para uma tunica série temporal desfasada ao longo do tempo, enquanto a
MSSA ¢é a ACP da matriz estendida das séries temporais iniciais, ou seja com as séries origi-
nais desfasadas, motivo pela qual também é designada no contexto climatolégico por Andlise de

Fungoes Ortogonais Empiricas Estendidas (EEOF).
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Uma outra técnica semelhante as descritas anteriormente, também muito usada em dados
climdticos, é a Andlise dos Padroes de Oscilacao Principal (POP Analysis). Na POP Anélise
é efetuada a decomposicao em valores e vetores préprios da matriz que resulta do produto
matricial entre a matriz de covaridncias das varidveis desfasadas a uma unidade no tempo e a
inversa da matriz usual de covaridncias amostrais das varidveis iniciais (para mais detalhes veja-
-se, por exemplo, Hasselman, 1988 e von Storch e Zwiers, 1999, Oliveira, 2003). Mais conceitos
relacionados com o estudo de séries temporais no dominio da frequéncia podem ser obtidos ainda
em Murteira et al. (1993), assim como no Apéndice C.3.

Por vezes ocorrem problemas na estimacao das varidncias-covariincias porque a amostra
nao é suficientemente elevada para fornecer bons resultados, ou entdo porque existem valores
em falta (ndo observados) ou porque os dados nao foram recolhidos de forma igualmente espagada
no tempo. Uma técnica que pode resolver alguns destes problemas é a Analise em Componentes
Principais Funcional (Functional Principal Component Analysis, FPCA), a qual é uma alter-
nativa adequada a aplicagoes em que os dados sao descritos por curvas (fungoes) (Ramsay e
Silverman, 1997). Nestes casos, a matriz dos dados é constituida por séries temporais que sao
encaradas como curvas e consideradas como diferentes observacoes, e como tal a estrutura da
variancia-covariancia (ou correlagao) é analisada do ponto de vista temporal. Alguns exemplos
sao o registo continuo de varidveis meteorolégicas tais como a pressao ou a temperatura, dados
obtidos por espectroscopia, a velocidade de um atleta durante uma prova, ou a trajetéria de

mergulho de animais marinhos (Oliveira, 2003).
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Capitulo 3

Analise em Componentes

Independentes

"Sé existem dois dias no ano em que nao podemos fazer nada.
Um chama-se ontem e o outro chama-se amanha."

Dalai Lama, Tenzin Gyatso

3.1 Introducgao

A Anslise em Componentes Independentes é uma técnica estatistica e computacional relativa-
mente recente, que surgiu na década de 80 do século XX, tendo sido introduzida por Hérault e
Ans (1984), Hérault et al. (1985) e Ans et al. (1985) para estudarem problemas relacionados
com a descodificagdo de mensagens em circuitos neuronais, e mais tarde por uma formulacao
mais clara por Comon (1994).

O objetivo principal deste método é encontrar componentes ou fatores "escondidos" rela-
cionados com conjuntos de varidveis aleatdrias, medigoes ou sinais. No modelo bésico da ACI
admite-se que as varidveis sdo combinagoes (também designadas por misturas) lineares de va-
ridveis latentes desconhecidas, isto é, que nao podem ser diretamente observadas, as quais sao
denominadas de componentes independentes e abreviadas por Cls (por vezes também designadas
de fatores, fontes ou sinais, conforme a area de aplicagao dos dados).

Este método distingue-se de outros dentro do género (como a ACP, a Perseguigao da Projegao

43
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ou a Anilise Fatorial) ao admitir que as componentes s@o estatisticamente independentes e que
nao seguem uma distribui¢ao Normal. A técnica da ACI estd intrinsecamente relacionada com
a ACP, contudo é com a Andlise Fatorial que apresenta mais afinidades, apesar desta exigir a
normalidade dos dados. Para além do modelo bésico da ACI, a partir dos meados da década
de 90 ocorreu um vasto crescimento de métodos e aplicagoes da técnica. Segundo Hyvérinen e
Oja (2000) e Hyvérinen et al. (2001b), podemos constatar que geralmente, a ACI é uma técnica
que deteta mais facilmente os tais fatores "escondidos" quando estes dois métodos cléssicos
nao permitem obter solucdes satisfatérias ou quando a Andlise Fatorial ndo verifica sequer as
condicoes de aplicabilidade.

Ao longo deste Capitulo iremos apresentar a evolugao histérica da técnica da ACI e a mo-
tivagdo do aparecimento da mesma, efetuar a descricgo do modelo basico de ACI e mencionar
alguns dos métodos de estimagao do modelo mais usuais, entre os quais destacamos aqueles que
utilizam uma estrutura temporal para o caso em que se admite que as Cls sdo séries tempo-
rais. Iremos salientar alguns algoritmos existentes para a implementagao da técnica, identificar
alguns dos métodos de ordenagao das Cls mais utilizados, inclusive propor um novo, e abordar
a questao da escolha do nimero de Cls a reter. Serao também descritas as principais dreas
de aplicacdo da técnica e mencionados outros modelos sem ser o modelo bésico da ACI, como
por exemplo a ACI néo linear e a ACI com restricdo. Finalmente serd ilustrado um exemplo
de aplicagao em séries temporais de dados de clima, cuja andlise serd efetuada com recurso a

implementagao de vdrias rotinas, umas criadas e outras ja existentes, no software R.

3.2 Breve Historia da ACI

Foram os trabalhos de Hérault e Ans (1984), Hérault et al. (1985) e Ans et al. (1985) que
estiveram na origem da designada separacao de fontes (atualmente conhecida por separagao
cega de fontes, a qual pode ser implementada pela ACI), nos quais se modelou o problema bio-
l6gico da codificagdo do movimento ao nivel neuroldgico. Estes resultados foram recebidos com
grande entusiasmo pela comunidade de investigadores destas dreas aplicadas, tendo-se verificado
o crescimento de investigacao e de artigos publicados a partir do final da década de 80 na drea
de processamento de sinal.

Lacoume e Ruiz (1988) propuseram o uso de cumulantes de quarta ordem para realcar a
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suposicao da independéncia e permitir a separacao das fontes, através do desenvolvimento de
uma abordagem da fungdo de méaxima verosimilhanga. Deste modo, a discriminagdo entre os
conceitos de separacgao cega de fontes e andlise em componentes independentes apenas viria a

surgir em 1987.

Cardoso (1989a) e Comon (1989) foram dos principais responsdveis pelo avango da técnica
da ACI, ao utilizarem a andlise espectral de ordem superior. Posteriormente Comon (1994)

formalizou e consolidou os aspetos essenciais da técnica.

Alguns algoritmos para aplicagao da ACI comecaram entao a aparecer como o FOBI (Car-
doso, 1989b) ou o JADE (Cardoso e Souloumiac, 1993). O trabalho de outros investigadores
comega a ganhar realce com a obtencgao de novos algoritmos, como por exemplo os de Cichocki
e Moszczynski (1992) e Cichocki et al. (1994). A abordagem da ACI baseada no principio da
maximizagao da informagao (principio do infomax), introduzida por Bell e Sejnowski (1995a,
1995b), despertou grande interesse e o algoritmo do gradiente permitiu dar um novo impulso ao
desenvolvimento da técnica, resultando no algoritmo do gradiente natural (Amari et al., 1996).
Os trabalhos de Perlmutter e Parra (1996) e de Cardoso (1997) permitiram ainda estabelecer

que o principio do informax é equivalente & estimacao de méaxima verosimilhanca.

Em 1997, Hyvirinen e Oja apresentaram o algoritmo do ponto-fixo FastICA, o qual contribuiu
para a aplicacao da ACI em larga escala devido & sua eficiéncia computacional e em Hyvirinen
(1997, 1999a) descrevem-se as versoes melhoradas. Em 2000, Jutten e Taleb abordam a evolugao

da técnica em termos histéricos.

No inicio do novo milénio, o nimero de artigos relacionados com a ACI continuava a au-
mentar, tendo surgido novas abordagens da técnica. Os investigadores exploram novos modelos
para além do modelo bésico de ACI, como a ACI nao linear (Jutten e Taleb, 2000, Hyvirinen
et al., 2001b), a ACI com restrigao (Lu e Rajapakse, 2003, 2005) ou a ACI para niimeros com-
plexos (Ollila et al., 2008) e para dados bindrios (Himberg e Hyvirinen, 2001) entre outras. O
leque de dreas de aplicacao comeca a diversificar, e para além do tipico processamento de sinais,
e do processamento de imagens, outros campos ganham destaque, como o uso de indicadores
biomédicos ou as telecomunicagoes e as aplicagdes financeiras. Outros estudos mais recentes
ocorrem em dreas tao diversas, desde a anélise de dados resultantes das expressoes dos genes,

da monitorizacao sismica até aos processos industriais ou & interpretacao de dados de clima.
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Investigacao Portuguesa em ACI

O nidmero de trabalhos de Mestrado em Portugal envolvendo a técnica da ACI comega a ter
alguma expressao, nomeadamente nos campos de processamento de imagens (Ferreira, 2003) e
do tratamento de indicadores biomédicos (Pereira, 2003, Guerreiro, 2007, Penedo, 2012, Pereira,
2012). Os trabalhos de Doutoramento em Portugal que abordem a ACI sao ainda em nimero

muito reduzido, de onde se destaca Puga (2000).

Em relagéo a artigos cientificos baseados na técnica da ACI elaborados por portugueses, men-
cionamos Marques (2002), Lima et al. (2003), Nascimento e Dias (2005), Ferreira e Figueiredo
(2006) e um nimero bastante razodvel de publicagoes realizadas por Luis Borges de Almeida
(Professor da drea da Engenharia Eletrotécnica do Instituto Superior Técnico da Universidade

Técnica de Lisboa).

Conferéncias e Centros de Investigacao em ACI

S6 em 1999 é que surgiu a primeira conferéncia internacional em BSS e ACI (ICA’99), a qual
decorreu em Aussois, Franca. A partir dai muitas outras conferéncias se tém sucedido, as quais
tém sido organizadas a cada ano e meio. Em 2010, o nome da conferéncia foi alterado para
9th International Conference on Latent Variable Analysis and Signal Separation (LVA/ICA
2010) com o intuito de corresponder aos avangos recentes na drea. Para além das habituais
publicacoes nos Proceedings destas conferéncias, muitas outras tém sido publicadas desde o
inicio deste milénio em revistas internacionais como Signal Processing, Neural Networks, Neural

Computation, IEEE Transactions on Signal Processing, etc..

Devido a crescente disseminacdo da técnica da ACI nas duas ultimas décadas, atualmente
existem muitos Centros de Investigagdo onde a ACI tem um papel fundamental em termos de
producao cientifica na drea: o RIKEN no Japao, o Salk Institute for Biologial Studies sediado
em La Jolla, San Diego na Califérnia, o Swartz Center for Computational Neuroscience que é um
Laboratério do Institute for Neural Computation, da University of California San Diego, o Labo-
ratory of Computer and Information Science da Aalto University em Helsinquia e o Département
Traitement du Signal et des Images que pertence a Escola francesa de telecomunicagoes Télécom

ParisTech.
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Softwares de Aplicacao da ACI

Uma vez que a ACI também é uma técnica que recorre a ferramentas computacionais, apenas
faz sentido ser levada a cabo mediante a utilizagdo de softwares suficientemente desenvolvidos
que permitam a implementacao eficaz dos algoritmos cada vez mais rapidos. De seguida enun-
ciamos os packages/toolboxs mais utilizados para esta técnica entre a comunidade cientifica, cuja
maioria estd concebida para ser implementada em MATLAB, embora o FastICA também esteja

implementado em R e noutros ambientes.

e FastICA': E um package de distribuico livre que implementa o algoritmo do ponto fixo,
o FastICA, para a ACI e para a Perseguicao da Projecao. Este algoritmo é um dos mais
usados na ACI devido & sua rapidez de execucao e aplicabilidade para problemas de grande

escala.

o ICALAB?: ICALAB para o Processamento de Sinal e ICALAB para o Processamento
de ITmagem sao duas toolboxs que integram vérios algoritmos para a ACI empregando
estatisticas de ordem superior, para a BSS utilizando estatisticas de segunda ordem e
predigao linear, e para a Extragdo Cega do Sinal usando vdrios métodos de estatisticas de

segunda ordem e de ordem superior.

e EEGLAB?: E uma toolbox interativa que serve para processar dados de eletroencefalo-
gramas, de magnetoencefalogramas e outros dados eletrofisioldgicos utilizando a ACI, a
andlise do tempo e da frequéncia e outros métodos como por exemplo a rejeicao de arte-

factos (sinais indesejados).

e FMRLAB': E uma toolbox para andlise de dados de imagens de ressonancia magnética
funcional através da ACI. O FMRLAB foi construido de forma a apresentar um ambiente
integrado onde é possivel gerir, processar e analisar dados de ressonéncia magnética numa

tnica plataforma, de modo que os utilizadores possam completar a andlise sem terem que

'No software R: http://cran.r-project.org/web/packages/fastICA /index.html; no software MATLAB

e outros ambientes: http://research.ics.aalto.fi/ica/fastica/
2A. Cichocki, S. Amari, K. Siwek, T. Tanaka , Anh Huy Phan et al., ICALAB Toolboxes,

http://www.bsp.brain.riken.jp/ICALAB.
*http://scen.ucsd.edu/eeglab/
*http://scen.ucsd.edu/fmrlab/
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alternar entre diferentes softwares.

e Group ICA Toolbor”: E constituida por duas aplicacdes que implementa uma série de

algoritmos para ACI e BSS.

o Fusion ICA Toolbos® (FIT): Utiliza a ACI para extrair a informacdo partilhada por varias
fontes como imagens de ressondncia magnética funcional, imagens de ressonincia mag-
nética estrutural, eletroencefalogramas e dados de polimorfismos de nucleétidos simples

(dados SNP).

e ICA:DTU Toolboz™: E constituida por uma colecio de algoritmos para implementar a ACL.

3.3 Motivacao

Passamos de seguida a ilustrar um dos exemplos elementares que serviu de motivacao para a
investigacao da ACI, o qual é conhecido por problema cocktail party (Hyvéirinen e Oja, 2000).
Admita-se que existe um determinado nimero de fontes sonoras registadas por um certo nimero
de microfones e que cada um dos sinais gravados é uma soma ponderada dos sinais emitidos pelas
fontes. Pretendemos estimar os sinais originais (das fontes) usando apenas os sinais gravados.
Muitas das vezes existe interesse em separar apenas um sinal, por exemplo o de uma pessoa
que em determinado momento esteja a falar para o microfone enquanto que as outras fontes
(pessoas) podem ser encaradas como emissoras de ruido.

O problema de separar ou estimar os sinais originais emitidos pelas fontes, a partir de dados
amostrais recolhidos por sensores, sem o minimo conhecimento das caracteristicas dos canais de
transmissao e das fontes envolvidas pode ser perfeitamente enquadrado no método designado por
Separagao Cega de Fontes (Blind Source Separation (BSS)). A ACI esta diretamente relacionada
com a Separagao Cega de Fontes (Hyvérinen et al., 2001b), uma vez que o termo "fontes" significa
que existem sinais originais, ou seja, componentes independentes e a palavra "cega" significa
que conhecemos muito pouco ou nada acerca das misturas. Neste contexto, a ACI talvez seja o

método mais usado para implementar a Separagao Cega de Fontes.

http://mialab.mrn.org/software/
http://mialab.mrn.org/software/fit/
"http://cogsys.imm.dtu.dk/toolbox /ica/
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Como um exemplo particular do problema cocktail party consideremos a Figura 3.1 na qual
estao trés pessoas a conversar numa sala (embora pudesse ser qualquer nmimero inteiro superior a
um), na presenga de cinco microfones que gravam as conversas em diferentes localizagoes. Cada
orador (sinais originais) contribui com um determinado peso para a obtengao de cada um dos

sinais gravados, os quais sdo misturas das falas originais.

Figura 3.1: Exemplo do problema cocktail party: trés pessoas a conversar numa sala com cinco

microfones a captar as conversas em diferentes localizagoes

Se denotarmos por 1, T, T3, T4 € Ts 0S cinco sinais gravados a partir dos trés sinais originais

s1, S2 e s3 ao longo do tempo ¢, obtemos o seguinte sistema de equacoes lineares

¢

x1(t) = a1151(t) + a1282(t) + a13ss(t)
) = ag151(t) + agesa(t) + agsss(t)
) = az151(t) + azsa(t) + aszss(t)
) = aq151(t) + ases2(t) + aszss(t)
) ) (t) (t)

x5(t) = as151(t) + asasa(t) + assss(t

\

onde os coeficientes a;j, com ¢ = 1,2,3,4,5 e j = 1,2,3 sao parametros desconhecidos que
dependem das distancias entre os oradores e os microfones. O sistema apenas seria invertivel
caso a matriz formada pelos coeficientes a;; fosse quadrada e invertivel. Nesse caso, conhecendo-
-se 0os parametros a;j, a solucao do sistema poderia facilmente ser determinada por inversao do
mesmo. Contudo, neste exemplo concreto, o sistema nao é invertivel e para além de existirem
os parametros desconhecidos a;j, também nao se conhecem os sinais originais s1, s2 e s3.

Uma forma razodvel de abordar o problema seria usar alguma informagao relacionada com
propriedades estatisticas dos sinais para estimar, quer os parametros a;;, quer os sinais originais.

Neste contexto é aceitdvel admitir que é suficiente que os sinais sejam estatisticamente indepen-
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dentes em cada instante de tempo t. Mesmo que na prética este pressuposto néao seja verificado
com precisao, ¢ fundamental ser considerado para que se possam separar os sinais originais a

partir das misturas x;.

A necessidade crescente de investigar problemas semelhantes a este, levou a que a ACI

suscitasse rapidamente grande interesse noutros campos de aplicagao (veja-se a Seccao 3.11).

Consideremos o exemplo na Figura 3.2 ilustrado por trés sinais originais (de 1000 valores
cada) obtidos computacionalmente, os quais constituem as Cls. Ao denotarmos por xi, z2 €
xr3 os trés sinais misturados a partir dos trés sinais originais s;, sy € s3 ao longo do tempo ¢,

obtemos o seguinte sistema de equacoes lineares

acl(t) = ausl(t) + algsg(t) + a1383(t)
x2(t) = az1s1(t) + axes2(t) + asss(t)
x3(t) = ag151(t) + asasa(t) + assss(t)

Ao utilizarmos, por exemplo, a matriz quadrada invertivel de coeficientes a;; (2,7 = 1,2, 3) dada

por
ailp aiz2 ais 0.5 25 —-0.2
a1 Q22 a23 = 0.7 03 0.1 y
a31 aszz2 ass —-1.3 1.0 —-1.8

as misturas correspondem as representacoes da Figura 3.3, e o sistema de equagoes lineares passa

a ser possivel e determinado, cuja solugao é determinada por inversao do mesmo.

Partindo destas misturas, ao aplicar-se a técnica da ACI o que se pretende é separs-las com
base na independéncia através de determinado algoritmo, com vista a obter as Cls estimadas,
as quais irao permitir reconstruir as misturas observadas. Na Figura 3.4 estao representadas as
estimativas das CIs com base num dos algoritmos mais utilizados, por exemplo o FastICA, o
qual serd apresentado na Seccao 3.7.

Ao compararmos visualmente os sinais originais com as Cls estimadas, evidencia-se a poten-

cialidade da técnica da ACI ao conseguir separar as diferentes componentes de uma forma eficaz

(ndo obstante da ordem ou do sinal; ambiguidades a serem abordadas na Secgao seguinte).
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Componentes Independentes Originais
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Figura 3.2: Exemplo de trés sinais (CIs) originais
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Figura 3.3: Exemplo de trés misturas correspondentes aos sinais da Figura 3.2

o1



52 CAPITULO 3. ANALISE EM COMPONENTES INDEPENDENTES

Componentes Independentes Estimadas
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Figura 3.4: Exemplo das estimativas das trés componentes independentes (ou seja, dos sinais

originais) com base nas misturas dos sinais ilustradas na Figura 3.3
3.4 Descricao do Modelo

Definigao 3.4.1 Define-se o modelo linear cldssico (sem ruido) constituido por n wvaridveis
aleatorias T1, T2, ..., Ty, descritas & custa de misturas lineares de n varidveis latentes sy, S2,

.., Sn, na forma matricial

x = As, (3.1)
ou seja,
1 ail a2 - Qip 51
T2 a1 a2 - A2p 52
- (3.2)
| Tn | | @n1 Qn2 " Gnp | | Sn |
onde
® X é o vetor aleatorio cujos elementos sao as misturas i, xo, ..., Tn,
e s é o vetor aleatdrio cujos elementos sdo as componentes independentes s1, S2, ..., Sn €
e A ¢ a matriz das misturas cujos elementos a;; (1,5 = 1, 2, ..., n) sGo os pardmetros
desconhecidos.

Neste modelo o que apenas se observa sao valores das varidveis aleatérias x;, enquanto que

as componentes independentes nao sao diretamente observadas e, por outro lado, admite-se que
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os coeficientes das misturas sao desconhecidos. O objetivo ¢ estimar quer os coeficientes a;; das
misturas quer as componentes independentes s; somente a custa de x (Hyvérinen e Oja, 2000),

ilustrado no esquema da Figura 3.5, tendo em conta algumas suposicoes gerais.

X A - Estimativa da matriz das misturas
Misturas —
(observagoes) | ACI S -4 Estimativa das componentes independentes

Figura 3.5: Esquema do processo de estimagao do modelo linear de ACI bésico

Embora esta defini¢do de modelo de ACI seja a mais bésica possivel, nao podemos excluir
outras defini¢goes existentes e que serao mencionadas na Secgao 3.10. Por exemplo, em muitas
aplicacoes é necessario considerar que existe algum rufdo nas medicoes, o que leva a acrescentar
um termo de ruido ao modelo em causa. Para além disso, no modelo bésico (3.1), admite-se
também que o nimero de Cls é igual ao nimero de varidveis observadas, no entanto muitos
problemas poderao apresentar um nimero de Cls diferente do nimero de misturas observadas.
Apesar de se considerar este modelo como linear, pode ainda acontecer que as misturas nao

sejam lineares, dando portanto origem a um modelo nao linear.

Se em vez de varidveis utilizarmos vetores aleatérios para definir o modelo da ACI dado por
(3.1), e sem forgarmos a que o nimero de componentes independentes seja igual ao nimero de

misturas, entao passamos ao contexto matricial, o qual passa a ser reescrito matricialmente por
X =SA, (3.3)
onde:
e X é a matriz n X p dos dados observados, ou seja, das p misturas,
e S é a matriz n x k das k componentes independentes e

e A ¢amatriz kx p dos coeficientes das misturas (parametros desconhecidos) e cujas colunas

deverao ser linearmente independentes.

Note-se que, sem perda de generalidade, ao decidir apresentar o modelo definido desta forma

matricial, a nova matriz A corresponde a transposta da matriz A definida em (3.1). Tal decisao
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deve-se ao facto de termos em conta a forma como o modelo estd implementado no software R,
mas essencialmente para estarmos de acordo com a notacao matricial usual para matriz de dados
iniciais (X,,xp - 1 observagoes e p varidveis) usada quer pela ACP quer pelas outras técnicas que
iremos abordar, e uma vez que pretendemos efetuar comparacoes entre técnicas.

Como daqui em diante iremos basear-nos essencialmente no modelo clédssico descrito a partir
de (3.1) para apresentar os conceitos tedricos, entdo o modelo anterior dado por (3.3) nao é

passivel de gerar confusdo ao longo deste Capitulo.

3.4.1 Propriedades Basicas do Modelo

Para que se possa estimar o modelo bédsico de ACI, é preciso admitir que:

e as componentes s; (i = 1,2, ...,n) sejam estatisticamente independentes, uma vez que este

¢ o principio no qual a ACI se baseia;

e pelo menos n — 1 das componentes s; (1 = 1,2,...,n) ndo sigam uma distribuicdo Normal,

pelo facto de ser impossivel separar varias componentes que sigam distribui¢goes Normais;

e por simplicidade, a matriz A seja quadrada (o nimero de Cls igual ao nimero de misturas).

De acordo com os métodos de estimagao que serao introduzidos na Secc¢ao 3.5, comega-se
por estimar a matriz A e o vetor s, observando apenas x, e de seguida admitindo que esta é

invertivel, determina-se a sua inversa, W = A ™!, para se obterem as CIs dadas por
s = Wx. (3.4)

A Figura 3.6 representa o processo de misturar as Cls através de A, seguido da transformacao
inversa W de separagao das misturas. As Cls sao emitidas e combinadas linearmente originando
as misturas de acordo com a equagao (3.1), as quais é aplicada uma transformagao linear inversa
que permite obter as Cls estimadas através da equagao (3.4).

Por analogia com o que habitualmente se faz na ACP, caso se pretendam comparar os
valores observados de x com os reconstruidos basta efetuar a reconstrucao dos dados originais
multiplicando a matriz das componentes estimadas pela matriz das misturas estimadas. Note-se
que, no modelo apresentado em (3.1) ndo se podem determinar as varidncias das Cls (uma vez

que a matriz A e o vetor s sao desconhecidos), e portanto uma forma de contornar a questao
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Figura 3.6: Esquema de blocos ilustrando o sistema de mistura das Cls e de separagao das

misturas ao longo do processo da ACI

¢ admitir que cada uma possui variancia unitaria. E de notar que a esta situacio estd inerente
a ambiguidade do sinal de cada componente, ou seja, as Cls do modelo nao serdo afetadas a
menos do sentido (Hyvérinen et al., 2001b). Também nao se podem ordenar as Cls & priori,
uma, vez que sendo ainda a matriz A e o vetor s desconhecidos, pode mudar-se arbitrariamente

a ordem das equagdes resultantes do sistema de equagoes (3.2).

3.4.2 Centragem e Branqueamento

Tal como noutros modelos multivariados, para executar a ACI antes de aplicar um algoritmo a
um determinado conjunto de dados, é comum proceder-se a técnicas de pré-processamento, as
quais facilitam a estimacao dos parametros do modelo.

A centragem, a mais béasica das técnicas, corresponde a subtrair a média amostral de forma
a que cada varidvel passe a ter média zero. Se designarmos as misturas originais por x’, antes
de implementar a ACI de acordo com a equagao (3.1), aplicamos a centragem as varidveis
observadas e obtemos

X:X/fE(X/),
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onde E(.) designa o operador valor esperado. Consequentemente, as Cls das novas varidveis

centradas também passam a ter média nula, j& que
E (x)=E(As) = AE(s)

e portanto

E(s)=A"'E(x),

e logo centrar em x implica centrar em s. A matriz das misturas mantém-se inalterada depois
da centragem, pelo que se pode efetuar sempre esta operagao sem afetar a estimagdo da mesma.

Designando as CIs originais (ndo centradas) por s’ tal que s = s’ — E ('), entao
E(s)=ATE((X).

Depois de estimar a matriz das misturas e as Cls para os dados centrados, podemos efetuar

a reconstrucao através da adicao do vetor das médias de ¢/,
A'E (X/) ,

as ClIs centradas.
Outra técnica de pré-processamento dos dados, usada para estimar as componentes inde-
pendentes, apds a centragem e por forma a simplificar o processo de obtengdao das Cls, é o

branqueamento.

Definicao 3.4.2 Seja z = (21,22,...,Zn)T um vetor de dados centrados. Diz-se que o vetor z

estd branqueado se

E (zzT) =1

Deste modo, um vetor z estd branqueado se os elementos z; (i = 1,2,...,n) forem nao
correlacionados e tiverem varidncias unitdrias, o que significa que as respetivas matrizes de

covaridncias e de correlagoes sao iguais & matriz identidade I.

Propriedade 3.4.3 Seja x o vetor dos dados observados. O branqueamento transforma linear-
mente X, multiplicando-o por uma determinada matriz 'V, obtendo-se assim um vetor branqueado
z definido por

z = Vx. (3.5)
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Um método frequente de branqueamento, embora nao seja designado por esse nome no pré-
-processamento de dados, é o da obtencao prévia dos valores e vetores proprios da matriz de
covariancias

E (xx") = EDE,

onde E (xxT) designa o valor esperado da matriz xx?, E é a matriz ortogonal dos vetores

préprios de E (XXT) e D é a matriz diagonal dos valores préprios positivos de E (XXT).

Definigao 3.4.4 Considere-se a decomposicio espectral da matriz B (xxT) = EDE". Desig-

na-se por matriz do branqueamento a
V =ED '?E”,

onde D=2 ¢ a matriz diagonal cujos elementos diagonais sao os inversos das raizes quadradas

dos valores proprios de D.

Utilizando (3.1) e (3.5), tem-se uma nova matriz de misturas VA, ou seja,
z = VAs. (3.6)

Como a nao correlagao é mais fraca que a independéncia, logo nao é suficiente para a esti-
magao do modelo ACI. No seguimento deste raciocinio, considere-se uma transformacao orto-
gonal U de z dada por

y = Uz = UVAs.

Tem-se entdo
E(yy") = E(Uzz"U") = UE (zz") UT = UIU" =1,
uma vez que
E(zz") = E(Vxx'V')=VE (xx") V' = VEDE' V"
= ED '?ETEDE’ED '?E” = ED'/?DD ?ET =EE” =L

Portanto o vetor y também é um vetor branqueado. No caso de y ser uma transformacao
ortogonal de z, o branqueamento fornece as ClIs apenas para uma transformacao ortogonal, o

que nem sempre é suficiente para a maioria das aplicacoes.
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A utilidade do branqueamento prende-se com o facto da nova matriz das misturas VA ser

ortogonal, o que pode ser visto a partir de
E (22") = E (VAss” (VA)") = VAE (ss”) (VA)" = VA (VA)" = 1.

Desta forma, pode restringir-se a procura de uma matriz de misturas ao espago das matrizes
ortogonais. Sendo assim, em vez de se estimarem n? elementos para a matriz das misturas
apenas é necessario estimar aproximadamente metade dos pardmetros, uma vez que uma matriz
ortogonal, de grandes dimensdes, contém apenas n(n—1)/2 parametros de uma matriz arbitraria
(Hyvérinen et al., 2001b).

O facto de uma matriz de misturas ortogonal nao poder ser estimada para varidveis com
distribuicao Normal, prende-se com a propriedade das varidveis nao correlacionadas e com dis-
tribui¢do Normal conjunta serem obrigatoriamente independentes. Deste modo, a informagao da
independéncia das componentes nao permite ir mais longe do que o branqueamento. Portanto, o
modelo ACI nao pode ser estimado para mais do que uma varidvel cuja distribuigao seja Normal

(uma vez que varidveis com distribuicao Normal nao se conseguem separar umas das outras).

Varidveis com Distribuicao Normal

Veja-se como o branqueamento ajuda a perceber a observacao anterior.
Admita-se que a distribuicao conjunta de duas Cls s; e s2 segue uma distribuigdo Normal.

Nestas condigoes, a fungdo densidade de probabilidade conjunta é dada por

! st+s3) _ 1 Is?
fo8,(5m,92) = 50 exp < B 2>:%6XP 2 )

Admita-se que a matriz das misturas A é ortogonal, uma vez que os dados estao sujeitos ao

branqueamento. Como s = A7'x, e tendo em conta que A~! = AT uma vez que A é ortogonal,

estabelecemos a defini¢ao seguinte.

Proposicao 3.4.5 Seja A uma matriz ortogonal. A funcdo densidade de probabilidade conjunta

das misturas x1 e xo é descrita por

1 AT 2 1 2
Ix1,x, (21, 22) = Gy exp (M) |det AT| — %exp (@) ’

com HATXH2 =|Ix[* e |det AT| = |det A| =1.
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Desta forma, verifica-se que a matriz de misturas ortogonal nao altera a fungdo densidade de
probabilidade conjunta. Pelo facto das duas distribui¢oes em causa serem idénticas, nao existe

forma de poder deduzir a matriz das misturas a partir das préprias misturas.

3.5 Meétodos de Estimacgao

Nesta Secgao debrugamo-nos sobre a descrigdo de alguns dos métodos de estimagao do modelo
ACI, nomeadamente aqueles que consideramos como mais importantes ou fundamentais para
aprofundar o estudo da técnica da ACI ao longo deste trabalho.

Para estimar um modelo de ACI é preciso ter em conta certos principios fundamentais
para um bom desempenho do algoritmo a ser implementado. Um desses principios simples de
estimagao da ACI é baseado na maximizagao de uma medida de ndo normalidade.

Considere-se como ponto de partida o teorema limite central, admitindo para tal que todas
as componentes independentes s; (i = 1,2,...,n) tém distribuigdes idénticas.

Relembre-se que o modelo é descrito por x = As e que s = A~ !x.

A combinacao linear das misturas x; (i = 1,2, ...,n) é dada por
y =blx, (3.7)

onde b é um vetor a ser determinado. Por consequéncia, y é uma combinacao linear de s;
descrita por y = b’ As.
Consideremos o vetor y como combinacio linear de s; com coeficientes b”A e o vetor

q = b”A de modo que
y=blx=q"s :Z%‘Sz‘-
(2

Para estimar uma das Cls, tem-se em conta (3.7).

Caso b fosse uma das linhas da matriz inversa de A, entdo esta combinacio linear b’x
deveria ser igual a uma das Cls, sendo q constituido por um tunico coeficiente 1 e por 0 nos
restantes coeficientes.

De seguida analisa-se como é que o teorema limite central pode ser utilizado de forma a
permitir determinar b. Ao variar os coeficientes de q, ter-se-4 a no¢éao de como se comporta a

distribuicao de y = q”'s.
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Partindo da ideia de que a soma de duas varidveis aleatérias idénticas e independentes
apresenta geralmente "maior" normalidade que as varidveis originais, pode entdo deduzir-se
que y = q''s possui geralmente "maior" normalidade que qualquer uma das Cls s;, e tende a
possuir "menor" normalidade quando ¢é igual a uma das componentes s; (e nesse caso s6 um dos
elementos do vetor q serd nao nulo).

Na prética, apenas se pode fazer variar os coeficientes de b, e portanto averiguar o com-
portamento da distribuicio de y = b’x. Desta forma poderia considerar-se b como um vetor
que maximize a ndo normalidade de b”x, o qual corresponderia a g = A”b, com apenas um
elemento nao nulo. Assim y = b”x = q”'s igualaria a uma das ClIs, e portanto maximizar a nao
normalidade de b”'x significava obter uma das CIs.

Podemos estipular assim, que a estimacdo da ACI esta formulada para a procura das di-
recoes que sucessivamente maximizam a nao normalidade, ou seja, para obter cada componente
independente num maximo local. Nas Secgoes seguintes iremos analisar como é que a nao nor-
malidade de y = b”x pode ser medida e como podem ser obtidos os valores de b que maximizam
localmente tal medida.

Uma dessas medidas de nao normalidade é a curtose, a qual é descrita na Subseccao 3.5.1.
Com base na curtose podemos deduzir algoritmos através dos métodos do gradiente e do ponto
fixo. Também a introdugao na Subsecgao 3.5.2 de uma medida alternativa de ndo normalidade,
designada por neguentropia, permite resolver alguns problemas relacionados com a curtose,

através da utilizacao de algoritmos correspondentes.

3.5.1 Curtose como Medida de Nao Normalidade

Como medida de ndo normalidade para a estimacao de um modelo ACI, utiliza-se frequentemente

a informagao do cumulante de quarta ordem, ou seja, a curtose (Apéndice C.4).

Definicao 3.5.1 Para uma varidvel aleatoria (v. a.) X com média zero, a curtose é dada por
curt(xz) = E(z*) — 3 [E($2)]2 ,
onde, E(x") sio os designados momentos nio centrados de ordem k.

Nota 3.5.2 Para uma v. a. X com E(x) =0, no caso da varidncia ser unitdria, vem apenas

curt(z) = BE(z*) — 3.
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Para uma v. a. com distribuicao Normal a curtose é zero, enquanto que em geral para as
varidveis aleatérias com outras distribuicoes a curtose ndo € zero. As varidveis aleatérias que
possuem valores negativos da curtose sao designadas por sub-Gaussianas (ou platicurticas) e as
que possuem valores positivos da curtose sao designadas por super-Gaussianas (ou leptoctrticas).
A Figura 3.7 apresenta a comparagao entre um exemplo de uma distribui¢ao super-Gaussiana
ilustrado pela distribuigdo de Laplace (ou Exponencial Dupla) com um pico e caudas pesadas,
a distribui¢do Normal standard (ou Gaussiana) e uma distribuigdo sub-Gaussiana dada pela

distribuicdo Uniforme. As trés distribuicoes estao centradas e possuem varidncias unitdrias.

A

Figura 3.7: Funcgoes densidade de probabilidade da distribuigao de Laplace, da distribuicao
Normal (a ponteado) e da distribuicdo Uniforme (a negrito) com médias nulas e variancias

unitarias

Propriedade 3.5.3 Sejam x1 e zo duas varidveis aleatdrias independentes e o uma constante.
A curtose, pelo facto de ser um cumulante, é dotada das seguintes propriedades (Hyvdrinen et

al., 2001b):

curt(zy + x2) = curt(xy) + curt(xz) (3.8)

curt(oxy) = oteurt(zy). (3.9
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Considere-se o caso do modelo ACI (3.1) a duas dimensoes, tendo como objetivo efetuar uma
andlise no que diz respeito a otimizagao para a curtose e a forma de obter as Cls.

Sejam s e s duas Cls de variancias unitédrias com valores nao nulos curt(sy) e curt(sz) para
a curtose e seja y = b’ x considerada como uma das CIs a encontrar. Portanto, como visto

anteriormente em (3.7), ¥y = b”x = q”'s. Neste caso concreto tem-se
Y = q151 + G252,
pelo que de (3.8) e de (3.9) vem
curt(y) = curt(qis1) + curt(q2s2) = qfcurt(sy) + gycurt(sz).
Se a varidncia de y é igual & unidade, consequentemente restringe-se q, ou seja
Var(y) = Var(qis1 + q2s2) = ¢2Var(sy) + ¢3Var(sy) = ¢ +q¢5 =1

pois s1 e s3 sao duas componentes independentes e centradas. Assim, o vetor q fica restringido
ao circulo unitdrio no plano bidimensional.

Para maximizacao da ndo normalidade procura-se o méximo do médulo da fungao curt(y)
no circulo unitério.

Admita-se por simplicidade que curt(s;) = curt(sz) = 1, e considere-se a fungao
F(q) = qi + ¢;. (3.10)

Na Figura 3.8 ilustramos o que acontece em termos de otimizacao ao representarmos a
projecao no plano de algumas curvas de nivel da funcao, assim como a restricdo do circulo
unitdrio.

Aplicando o Método dos Multiplicadores de Lagrange, obtém-se a fungao
L(q1,92,A) = q1 + 93 — A(gf + 65 — 1)

onde A é o multiplicador de Lagrange.

Os pontos criticos desta fungdo Lagrangeana determinam-se a partir do sistema de equagoes

G =0 A3 —20q1 =0
fe=0 €4 468 2232 =0

=0 GG+ —1=0
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Figura 3.8: Cendrio de otimizacao para a curtose: as linhas finas representam algumas curvas

de nivel da fungao descrita em (3.10) e a linha a grosso representa o circulo unitério

Uma vez que as suas solucoes sao da forma

@ =0Vqgl=3
@ =0Vg=3
ai+a=1

entao os oito pontos criticos sao os seguintes:
(1,0), (0.1), (-1,0), 0,-1), (*Z,2), (Z.—2), (—£.2) e (—£-%).

De entre os pontos criticos mencionados, aqueles em que a funcao F' restringida ao circulo
unitdrio atinge méximos sao (1,0), (0,1), (—=1,0) e (0,—1). Estes sdo exatamente os quatro
pontos obtidos em que y = s1; y = s2; y = —S1 € y = —So respetivamente.

Para o caso em que curt(sy) = curt(se) = —1, asituacado é andloga a anterior, uma vez que em
médulo a fungdo a maximizar é a mesma. No caso de curt(s) e curt(ss) serem completamente
arbitrarias e ndo nulas, o valor absoluto da curtose também é maximizado quando y = b”'x é
novamente igual a uma das Cls (Hyvérinen et al., 2001b).

Para o vetor dos dados branqueados, designado anteriormente por z, procura-se uma com-
binacdo linear w’'z que maximize a nao normalidade.

T

Dado que z = VAs e logo w/'z = w!'VAs, ocorre assim uma simplificacdo, desde que

q = (VA)"w, e consequentemente

lall® = (w" VA)(ATVTw) =||lw].
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De acordo com a expressao obtida, restringir q é o mesmo que restringir w na esfera unitéria,
e desta forma maximiza-se o valor absoluto da curtose de w’z sob a condicio ||w|| = 1. Depois
do branqueamento, as combinacdes lineares w! z podem ser encaradas como projecoes na reta

gerada pelo vetor w, e cada ponto da esfera unitdria corresponde a uma projegao.

Como exemplo, no caso de duas misturas branqueadas de componentes independentes uni-
formemente distribuidas, podem parametrizar-se os pontos da esfera unitdria através do angulo
tor w f; ixo horizontal e pode efetuar- ifico da curtose de w’
que o vetor w faz com o eixo horizontal e pode efetuar-se o gréfico da curtose de w* z como uma
fungao desse angulo. As diregoes sao aquelas em que o valor absoluto da curtose ¢ maximizado,
as quais correspondem aos lados do quadrado, que por sua vez fornecem as Cls (Hyvérinen et

al., 2001b).

Generalizando, os valores absolutos da curtose sao maximizados pelas Cls (Delfosse e Louba~

ton, 1995) e as diregoes das Cls s@o ortogonais devido ao branqueamento.

Algoritmos para ClIs com Base na Curtose

Um dos algoritmos para maximizar o valor absoluto da curtose é o algoritmo do gradiente.
Este algoritmo inicia com um vetor w arbitrariamente escolhido, e procura a dire¢ao na qual o

Tz cresce mais rapidamente, baseado numa amostra do vetor

valor absoluto da curtose de y = w
das misturas z, e depois desloca o vetor w nessa direcao. Esta implementacao é efetuada com

base em métodos do gradiente assim como noutras suas extensoes.

Outro algoritmo é o do ponto fixo, que pode ser aplicado como alternativa ao algoritmo do
gradiente para casos em que este apresenta baixo nivel de convergéncia ou a sua inexisténcia.
Hyvirinen e Oja (1997) introduziram um algoritmo do ponto fixo denominado de FastICA que
converge rapidamente, o qual apresenta certas propriedades que fazem dele um algoritmo mais
eficiente em relacao a outros baseados no gradiente. Este algoritmo iterativo permite encontrar
os extremos locais da curtose de uma combinagao linear das varidveis observadas, o que equivale
a estimar as Cls que nao sigam uma distribui¢do Normal, e nao precisa de ajustar parametros

como nos algoritmos do gradiente, tornando-o assim mais simples de usar.

Na Secgao 3.7 serao descritos com detalhe alguns dos algoritmos mais utilizados em ACI, em

particular o FastICA.
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3.5.2 Neguentropia como Medida de Nao Normalidade

Uma vez que nem sempre a curtose é a melhor medida de nao normalidade para a estimagao do
modelo ACI, nomeadamente por esta ser por vezes sensivel a outliers (Hyvérinen et al., 2001b),
surge como alternativa, entre outras, uma medida designada por neguentropia.

A nocao de entropia de uma v. a. estd relacionada com a quantidade de informacao que a
varidvel fornece. A partida, quanto maior for a "aleatoriedade" da varidvel, isto é, quanto mais
imprevisivel e menor estrutura apresentar, maior serd a entropia. Consideremos H a medida de

entropia a introduzir de seguida.

Definicao 3.5.4 Para uma v. a. continua X a entropia diferencial H é dada por

Hz) = — / Fx () log [fx ()] da,

onde fx(.) designa a func¢ao densidade de probabilidade da v. a. X, ou generalizada para um

vetor aleatdrio x como

H(x) = — / Fx () log [ fx ()] dx. (3.11)

Uma vez que uma v. a. com distribuicao Normal tem a maior entropia entre todas as
varidveis aleatérias de igual variancia (Hyvérinen et al., 2001b), entdo a entropia pode ser usada
como medida de nao normalidade.

Muitas vezes, utiliza-se a versao normalizada da entropia diferencial, designada por neguen-
tropia, para obter uma medida de nao normalidade, que é zero para uma v. a. com distribuigao

Normal e sempre nao negativa.

Definicao 3.5.5 A neguentropia de um vetor aleatdério x, denotada por J, é dada por
J(X> = H(XNormal) - H(X)7 (3.12)

onde XNormal € um vetor aleatério com distribuicao Normal com a mesma matriz de covaridncias

3 que X e cuja entropia é dada por
1 n
H(XNormal) = 3 log | det ¥| 4+ 5 [1 4 log(2m)],

onde n é a dimensao de X.
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A neguentropia é ainda invariante para transformagcdes lineares invertiveis. Para a transfor-

magcao linear invertivel y = Mx obtém-se
H(y) = H(x) + log |det M| (3.13)
e, por Hyvérinen et al., (2001b), vem

‘](Y) = H(YNormal)iH(Y)

1
= 5 log|det MM + g [1+log(2r)] — (H(x) + log|det M])
1 1
— 5 log| det 3| + 25 log | det M] + g [1+log(2r)] — H(x) — log|det M|
1
= 3 log | det 3| + g [1+log(27)] — H(x)

= H(XNormal) - H(X)

= J(x).

Como caso particular, é de notar que a neguentropia é invariante em escala.

Contudo, é mais dificil utilizar a neguentropia em termos computacionais, dado que a sua
estimagao, usando a prépria definicdo, requereria uma estimativa da funcdo densidade de pro-
babilidade. No entanto, aproximacoes da neguentropia sao muito tteis e podem ser utilizadas
para obter um método eficiente para a ACI.

Para uma v. a. X com média zero e varidncia unitdria, a medida clédssica de aproximacao

da neguentropia, que utiliza cumulantes de ordem superior, é (Jones e Sibson, 1987)
J(z) = — [E(x3)]2 + — [curt(z)]?. (3.14)

De entre outras aproximacoes que foram desenvolvidas, para o caso particular em que G é

uma fun¢do nao quadrética, destaca-se a que é descrita por Hyvirinen (1998)
J({E) ~ (E [G({E)] -k [G(xNormal Std)])Qy (315)

onde X Normal Std € uma v. a. com distribuicao Normal estandardizada.
Esta tltima aproximagao representa uma generalizagdo da aproximagao descrita em (3.14)
quando X tem uma distribuigao simétrica, levando a que o primeiro termo em (3.14) desaparega.

Para o caso em que G(x) = z* obtém-se uma aproximacao baseada na curtose.
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Segundo uma escolha cuidadosa da funcdo G (também conhecida por fungao contraste),
Hyvéirinen (1997) obteve aproximagoes da neguentropia. Escolhendo uma funcdo G que nao

cres¢a muito rapidamente, obteve estimadores mais robustos. As fungoes G1, G2 e G3 dadas por
1
Gi(z) = = log (cosh(ax)), (3.16)

onde 1 < a < 2 é uma constante apropriada,

Go(x) = —exp(—2/2), (3.17)
e
L 4
Ga(z) = 27, (3.18)

tém sido das mais utilizadas na aproximacao da neguentropia (Hyvirinen et al., 2001Db).

Algoritmos para CIs com Base na Neguentropia

De forma andloga ao que foi descrito para a curtose, podem obter-se algoritmos de forma a
maximizar o valor da neguentropia. Um desses algoritmos é uma versao do FastICA (Hyvérinen,
1999a) que é baseado num esquema de iteragdo do ponto fixo para encontrar o maximo de nao
normalidade de w’z, a qual é medida pela aproximacao (3.15). Mais pormenores podem ser

consultados na Secgao 3.7.

ACI e a Perseguicao da Projecgao

Segundo Hyviirinen et al. (2001b), a Perseguicao da Projegao estd diretamente associada a
ACI. Este método, encarado como um conjunto de técnicas exploratérias foi desenvolvida para
encontrar determinadas projecoes de dados multidimensionais que ostentem um "interesse" do
ponto de vista espacial, ou seja, que permitam uma visualizacao 6tima dos mesmos. O método
¢é usado geralmente para calcular duas proje¢oes unidimensionais, de acordo com algum critério
que se estabeleca, e como tal, algumas estruturas existentes nos dados podem ser visualizadas no
subespaco unidimensional ou nos planos bidimensionais gerados por duas dire¢oes da Perseguicao
da Projecdao. Portanto, este método é uma extensao do cldssico método da ACP, no que diz
respeito a visualizacao dos dados no plano gerado pelas duas primeiras CPs, obtidas de acordo

com a maximizagao da varidncia.
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Num contexto geral, como questdo basilar, hd que definir quais das projegoes é que sdo
consideradas interessantes numa Perseguicao da Projecao. Argumentos de Huber (1985) e de
Jones e Sibson (1987) indicam que a distribuigdo Normal é a menos interessante, e que as diregoes
mais interessantes sao aquelas que mostram uma distribuicao menos parecida com a distribuicao
Normal.

Tendo em conta os pressupostos da ACI, a Perseguicdo da Projegdo é portanto geralmente
aplicada para encontrar as projegoes dos dados que sao menos parecidas com a distribuicao
Normal (dire¢oes que maximizam a nao normalidade), ou seja, é praticamente o papel que a
curtose e a neguentropia desempenham como medidas de nao normalidade para a estimacao de
um modelo ACI. Por isso, as medidas de ndo normalidade podem também ser designadas por
"indices" de Perseguicao da Projecao e os algoritmos da ACI por algoritmos de Perseguicao da

Projecao.

3.5.3 Estimacao de Mdaxima Verosimilhanga

Para além da maximizacao da ndo normalidade, outra forma usual para estimar o modelo bésico
da ACI sem ruido é a estimagao de maxima verosimilhanga.

Para obter a verosimilhanca num modelo de ACI utilizam-se as propriedades da densidade
de uma transformacao linear de um vetor aleatério. Para o modelo x = As a funcao densidade

de probabilidade do vetor de misturas x pode ser descrita por
fx(x) = |det W|fs(s) = [det W|[]fi(si),

onde W = A~ ! e f; representa a funcio densidade de cada uma das componentes independentes.

T

Admitindo que cada linha da matriz W é um vetor da forma w; (i = 1,2,...,n) e que

existem K observagoes de x, denotadas por x(1), x(2), ..., x(K), entao a verosimilhanga pode
ser obtida através do produto das fung¢oes densidade nos K pontos como funcdo de W
K n T
L(W) = Hl Hlfi(wi x(t))| det W,
t=1li=
e a log-verosimilhanga por (Pham et al., 1992)

log L(W) =

K
t=1s

i log fi(w!x(t)) + K log | det W]. (3.19)
=1
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Nota 3.5.6 Para simplificar a notagao de (3.19), a soma ao longo da amostra de indice t passa
a média da amostra observada, e ao dividir a log-verosimilhanga por K obtém-se

L

log L(W) = E <fj log fi(w?x)> + log | det W. (3.20)
=1

Alerta-se que a notagcdo E representa a média da amostra e nao o usual valor esperado tedrico.

Algoritmos para a Estimagao de Maxima Verosimilhanca

Tal como na maximizagao da nao normalidade, também aqui para se poder aplicar a estimacao
de méaxima verosimilhanga sdo necessédrios algoritmos que efetuem a maximizagdo numérica da
verosimilhanga. Alguns métodos podem ser utilizados, nomeadamente algoritmos do gradiente,
como o algoritmo de Bell-Sejnowski (Bell e Sejnowski, 1995b) e em especial o algoritmo do
gradiente natural (Amari et al.,, 1996). De entre os algoritmos do ponto fixo, salienta-se uma
versao do FastlCA que maximiza mais rapidamente a verosimilhanga e com maior precisao
(Hyvérinen et al., 2001b). Para além da rapidez de convergéncia ser otimizada consoante a
escolha de determinadas matrizes diagonais, outra das vantagens do FastICA é que consegue
estimar componentes independentes (quer sejam sub-Gaussianas ou super-Gaussianas) sem ter

que recorrer a quaisquer outros passos.

3.5.4 Principio do Infomax

Um principio de estimacio para o modelo ACI que possui uma relagdo préoxima com a méaxima
verosimilhanga é o principio do Infomaz, o qual é baseado na maximizagao da entropia de saida,
ou fluxo de informacao, de uma rede neuronal® com saidas no lineares (Bell e Sejnowski, 1995b).

Admita-se que x é o vetor aleatério (das misturas) de entrada na rede neuronal e que as

safdas sdo da forma

onde ¢; sao fungoes escalares nao lineares, w; sao os pesos dos vetores dos neurénios e n é o

vetor aditivo que segue uma distribui¢ao Normal de ruido branco. Pretende-se maximizar a

8Rede neuronal ¢ um processamento nao linear distribuido dos dados de entrada e consiste na interli-

gacgao de unidades computacionais simples chamadas neurénios.
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entropia das saidas através de

H(y) = H(¢1 (Wi X), ..., o, (W, X)), (3.21)

considerando para tal o fluxo de informacado de uma rede neuronal. Para que a transmissao da
informacao seja eficiente é preciso que se maximize a informacdo mitua entre as entradas x e
as saidas y. No entanto este problema sé é significativo desde que exista alguma informacao
perdida na transmiss@o e portanto admite-se existir algum ruido na rede (Hyvéirinen et al.,
2001b). Assim a maximizagao desta informacao miitua é equivalente & maximizagao da entropia

de saida de (3.21).

Nota 3.5.7 Ao admitir que o ruido tem varidncia nula e utilizando a férmula cldssica da en-

tropia de wma transformacao tem-se

det OF (x)

H(O (1), 00 (530) = H )+ (o et S50

) , (3.22)
onde F(x) = (d)l(wfx), ...,¢n(wz:x)) denota a funcao definida pela rede neuronal.

Ao calcular a derivada presente em (3.22), obtém-se (Bell e Sejnowski, 1995b)

det OF (x)

E <log W

) = XZ:E {log (¢;(wfx))] + log |[det W,

que claramente ¢ da mesma forma que (3.20), com as fungoes densidade das Cls substituidas
pelas funcgoes d);. Se as funcoes ¢; usadas na rede neuronal forem escolhidas como sendo as
fungoes de distribuigdo que correspondam as fungoes densidade f;, entdo nestas condigoes a
entropia de saida serd igual & verosimilhanga. Consequentemente o Infomaz é equivalente &

estimagao de méxima verosimilhanga (Cardoso, 1997).

3.5.5 Minimizagao da Informagao Mitua

Com base ainda na teoria da informacgao, surge uma outra abordagem para a estimagao do
modelo ACI, a qual se prende com a minimizacao da informacao mitua proposta por Comon
(1994).

A motivacao para esta abordagem prende-se com o facto de, em muitos casos, nao ser possivel
admitir que os dados sejam descritos por um modelo ACI (Hyvérinen et al., 2001b). Portanto,

neste sentido, o que se pretende ter é uma medida genérica da dependéncia das componentes de
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um vetor aleatério. Como tal, pode definir-se o0 modelo ACI como uma decomposicao linear de
forma a minimizar a medida dessa dependéncia, nomeadamente através da informacdo mutua,
a qual é uma medida de informacao tedrica de dependéncia estatistica. Uma das principais
vantagens da informagao mitua é que esta permite unificar muitos principios de estimacao,
como ¢ o caso da estimacao de méxima verosimilhanca e da maximizacao da nao normalidade.

A informacao mitua ¢ uma medida da dependéncia entre variaveis aleatérias. E néo negativa
e em particular é zero se e s6 se as varidveis forem estatisticamente independentes. Na informacao
mutua tem-se em conta toda a estrutura de dependéncia das varidveis, e nao apenas a covariancia,
como na ACP. Assim, a informacdo mutua pode usar-se como um critério para implementar
a ACI. Define-se a ACI aplicada a um vetor aleatério x como uma transformagao invertivel
dada por s = Wx, onde a matriz W é determinada de forma a que a informacao mitua das

componentes transformadas s; seja minimizada.

Definigao 3.5.8 Tendo em conta (3.12), a informagao mitua I, entre n varidveis aleatdrias,

yi, 1t =1,2,...,n, de um vetor aleatdorio y, define-se por

I(y1,92, - yn) = >_H(yi) — H(y),

-

=1

onde H representa a entropia diferencial (ver equagao (3.11)).

Através da férmula (3.13) da neguentropia, para uma transformagao linear invertivel da
forma y = Wx, a informacao mutua ¢ dada pela expressao
n
I(y1,y2, -y Yn) = z;H(yZ) — H(x) — log| det W/|. (3.23)
Nota 3.5.9 Se as varidveis y; (i = 1,2,...,n) forem ndo correlacionadas com varidncias uni-
tdrias, a entropia e a negquentropia diferem apenas de uma constante e no sinal, obtendo-se
assim a relag¢io fundamental entre a neguentropia, J, e a informacao mitua, I, (Hyvdrinen et

al., 2001b)

I(y1,y2, -y Yn) = const. — > J(y;). (3.24)
i=1

Portanto, encontrar uma transformacao linear invertivel W que minimize a informagao mu-
tua é aproximadamente equivalente a encontrar as diregoes nas quais a neguentropia é maxi-

mizada. Uma vez que a neguentropia é uma medida de nao normalidade, com base em (3.24)
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verifica-se que a estimacgdo da ACI por minimizacdo da informacao mutua é equivalente a ma-
ximizar a soma das nao normalidades das estimativas das Cls, desde que as estimativas sejam
nao correlacionadas.

Em termos praticos existem algumas diferencas entre minimizagao da informagao mitua e a

procura das dire¢oes nas quais a nao normalidade é maximizada (Hyvérinen et al., 2001b):

e A neguentropia, entre outras medidas de nao normalidade, permite que as Cls sejam
estimadas uma a uma, desde que se possa considerar o maximo de nao normalidade de
uma tnica projecdo b’x, enquanto que este processo ndo é possivel com a informacao
mitua e com a verosimilhanca (uma vez que a informacao deve ser contemplada como

uma medida global no conjunto das variaveis).

e Ao utilizar a nao normalidade, forga-se a que as estimativas das Cls sejam nao correla-
cionadas, o que ndo é necessario na aplicacdo da informacdo mutua uma vez que pode

usar-se a forma apresentada em (3.23).

A méxima verosimilhanca e a informagdo mitua também estao estritamente relacionadas.
Tendo em conta a log-verosimilhanga dada por (3.19) e aplicando o valor esperado a (3.20)

vem (Yang e Amari, 1997)
1 n
s E(og L(W)) = - F (log fi(w]x)) + log | det W.
=1

Se considerarmos o logaritmo de cada uma das fungoes densidade f; denotado por G;(y;) =

log fi(y:), entao (3.23) aproxima-se por

I(y1, 92, -y Yn) = —;E (Gi(yi)) — log | det W| — H(x).

Portanto, esta aproximagao é praticamente igual a aproximacao da maxima verosimilhanca
(3.20) exceto no que se refere aos sinais e a constante aditiva H(x), e constitui uma alternativa
para a aproximacao da informacao mutua em relacdo aos métodos de aproximacao que utilizam
a neguentropia (Hyvérinen et al., 2001b).

Os algoritmos utilizados para a minimizagao da informagdo mitua sdo essencialmente os
que sao utilizados para a maximizacao da nao normalidade ou para a estimacao de maxima
verosimilhanca. Para uma maior abordagem da relagdo entre informagdo mutua e méxima
verosimilhanca, assim como alguns dos algoritmos relacionados podem ser consultados em Yang

e Amari (1997).
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3.5.6 Meétodos Tensoriais

A utilizacdo dos chamados métodos tensoriais, nomeadamente através de tensores cumulantes
de ordem superior, constitui uma variante diferente de estimacdo do modelo ACI, quando com-
parada com os métodos abordados nas Subsecgbes anteriores.

Enquanto que os tensores podem ser generalizagoes de matrizes ou simplesmente operadores
lineares, os tensores cumulantes sdo generalizagoes da matriz de covaridncias. A matriz de
covaridncias é considerada o tensor cumulante de segunda ordem. As propriedades principais
acerca de cumulantes podem consultar-se no Apéndice C.4.

Na ACP, a decomposicao espectral da matriz de covaridncias é utilizada para branquear os
dados, ou seja, para obter as CPs nao correlacionadas entre si forgando a que as correlagoes de
segunda ordem sejam nulas (obtendo v. a. nao correlacionadas). Na sequéncia deste procedi-
mento e de uma forma mais genérica, o tensor cumulante de quarta ordem pode ser usado para
obrigar a que os cumulantes de quarta ordem sejam nulos ou quanto muito o mais pequenos
possivel. Esta forma de descorrelacdo de ordem superior fornece uma série de métodos para a
estimagao da ACI.

O tensor cumulante de quarta ordem é um operador linear a quatro dimensoes cujas entradas
sao dadas pelos cumulantes cruzados de quarta ordem dos dados (de tamanho n) e é denotado
por cum(z;, z;, Tk, ;) comi, j, k,l = 1,2, ...,n. Este operador é andlogo ao caso a duas dimensoes

da matriz de covariancias cujos elementos sdo cov(z;, ;).

Definigao 3.5.10 Para o caso do tensor define-se uma transformagdo linear no espaco linear
das matrizes de dimensdo nxn. O elemento na posi¢ao (i,j) da matriz dada pela transformagao
F é definido por

n

sz (M) = kal Cum(l‘iv xja T, Ill'l),
kl

onde my; sdo os elementos da matriz M que é transformada.

Os cumulantes de quarta ordem das misturas contém praticamente toda a informacao prove-
niente das estatisticas de quarta ordem subjacente aos dados, e podem ser usados para definir
um tensor como uma generalizacao da matriz de covaridncias. Portanto, neste contexto, pode
aplicar-se a decomposicao espectral ao tensor cumulante e como qualquer operador linear simétri-

co, o tensor cumulante também possui uma decomposicao espectral especifica.
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Apela-se aqui a atencao para evitar confusao entre a decomposicao espectral sobre o tensor
abordada de seguida e a decomposicao espectral usual, sobre a matriz de varidncias-covaridncias,

utilizada no Capitulo da ACP.

Definicao 3.5.11 Uma matriz prdpria do tensor é uma matriz M tal que F(M) = AM, ou

seja, para cada elemento de M tem-se Fi;(IM) = AM;;. A constante A designa-se valor préprio.

No modelo ACI, tendo em conta os dados branqueados em (3.6), vem
z=VAs = W',

onde W7 ¢& a matriz das misturas branqueadas. A estrutura do tensor cumulante de z pode

T
m

ser extraida da decomposi¢ao espectral, uma vez que cada matriz da forma M = w,,w é uma
matriz prépria do tensor para m = 1,2,...,n. Por outro lado, os respetivos valores préprios
sao dados pela curtose das Cls enquanto que os restantes valores proprios do tensor sao nulos
(Hyvérinen et al., 2001b).

No que se refere a algoritmos (alguns dos quais serao discutidos adiante na Secgao 3.7) que
utilizam o tensor, o mais simples é o método da poténcia o qual acaba por ser similar ao algoritmo
FastICA com a nao linearidade cibica. No caso da decomposicao espectral apresentar valores
proprios iguais do tensor, uma das formas de resolver o problema é recorrendo a diagonalizagao
conjunta aproximada das matrizes préprias, através do algoritmo JADE (Joint Approzimate
Diagonalization of Figenmatrices) proposto por Cardoso e Souloumiac (1993). Este algoritmo
assenta na escolha das matrizes préprias do tensor cumulante, uma vez que para se obter a
informacao essencial dos cumulantes basta selecionar apenas n matrizes cujo subespago ge-
rado é o mesmo que o do tensor cumulante. Este é o principio bdsico do algoritmo. Tal
como outros métodos que apresentam problemas semelhantes ao usarem tensores no contexto
da decomposicao espectral, este algoritmo também nao pode ser utilizado para espagos com
elevado nimero de varidveis, segundo Hyvérinen et al., (2001b).

Um método préximo do JADE que se designa por algoritmo FOBI (Fourth-Order Blind Iden-
tification), foi introduzido por Cardoso (1989b) e consiste na decomposigao espectral efetuada a
partir da matriz de correlagoes ponderada. Contudo o FOBI s6 pode ser aplicado para os casos

em que as curtoses das Cls sdo todas diferentes, ou quanto muito, apenas quando algumas Cls

possuem curtoses idénticas, de forma a estimar as Cls cujas curtoses sejam diferentes. Mesmo
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apesar desta restrigdo, presume-se que este algoritmo seja o mais simples e mais eficiente método

para efetuar a ACI (Hyvérinen et al., 2001Db).

3.6 Meétodos que Usam uma Estrutura Temporal

Nas Secgoes consideradas anteriormente, o modelo linear ACI assenta em misturas de varidveis
aleatérias independentes. No entanto, em muitas aplicagoes, o que se mistura nao sao as varidveis
aleatérias, mas os sinais ao longo do tempo, cujas observacoes constituem as designadas séries
temporais. Estes casos nao estdo de acordo com o modelo bésico da ACI, no qual as amostras
(misturas) de x nao tém uma ordem especifica, uma vez que podemos trocd-las de qualquer
forma que nao afetam a validade do modelo nem os métodos de estimacao apresentados. Porém,
ao trabalhar com misturas de Cls que representam séries temporais, a situacao é diferente pois
convém que a estrutura temporal seja preservada na implementacao do modelo.

Se as Cls forem sinais ao longo do tempo devem conter muito mais estrutura do que simples
varidveis aleatérias, como é o caso das autocovaridncias, isto é, das covaridncias entre os valores
da série em diferentes pontos desfasados no tempo. Tais estatisticas adicionais podem ser usadas
para melhorar a estimacao do modelo, e nesse sentido, esta informacao pode tornar possivel a
estimagao do modelo em casos onde os métodos béasicos da ACI nao podem estimé-lo, como por
exemplo, se as Cls forem Normais mas correlacionadas ao longo do tempo.

De acordo com a Subseccdo 1.4.1, e tendo em conta a nogao de processo estocdstico, nesta
Seccao considera-se a estimagao do modelo ACI quando as Cls s@o séries temporais, s;(t), t =
1,2,..., onde t é o indice temporal. Portanto ¢ passa a ter um significado mais especifico ao
definir uma ordem em termos de estrutura de cada CI e o modelo (3.1) passa a ser representado
por

x(t) = As(t),
onde se admite que A é a matriz quadrada das misturas e que as Cls s; continuam a ser
independentes. Por outro lado, as Cls ndo sao obrigadas a seguir a nao normalidade.

Passamos a descrever de seguida alguns pressupostos em relagao a estrutura temporal subja-
cente das Cls, os quais permitem a estimacao do modelo sendo considerados como alternativas

ao pressuposto da nao normalidade (Hyvérinen et al., 2001b):

1. Admite-se que as Cls tém diferentes valores de autocovariancias e todos diferentes de zero.



76 CAPITULO 3. ANALISE EM COMPONENTES INDEPENDENTES

2. Considera-se o caso em que as varidncias das Cls s&o néo estaciondrias.

3. Analisa-se a complexidade de Kolmogoroff como uma estrutura para a ACI com misturas

correlacionadas no tempo.

3.6.1 Separagao por Autocovariincias
Autocovariancias Como uma Alternativa & Nao Normalidade

Uma maneira relativamente simples de abordar a estrutura temporal é através de autocova-
ridncias, ou seja, pelas covariancias entre os valores de uma série temporal em diferentes pontos
no tempo, que sao dadas por cov(z;(t),x;(t — 7)), para uma certa constante de desfasamento
7#0,ecomi=1,2 .. n Para o caso em que os dados apresentam dependéncias no tempo,
as autocovaridncias sao diferentes de zero. Para além das autocovaridncias, consideram-se as

covariancias entre duas séries temporais, cov(z;(t),z;(t — 7)), para i # j.

Definicao 3.6.1 Para um dado desfasamento T e para o vetor das misturas X, as estatisticas

anteriores podem ser agrupadas na matriz de covaridncias dos desfasamentos no tempo dada por

C* = B(x(t)x(t — 7)7). (3.25)

T

Como se sabe, no branqueamento, encontrar uma matriz V tal que z(t) = Vx(t) nao é
suficiente para estimar as Cls uma vez que existe uma infinidade de diferentes matrizes V que
devolvem componentes nao correlacionadas. Esta é a razao pela qual no modelo bésico da ACI
tem que ser usada a ndo normalidade nas CIs, como acontece por exemplo, na variante de esti-
macao do modelo para minimizacao das dependéncias de ordem superior através da informacao
mutua.

De acordo com Tong et al. (1991), a informacao contida em CX podera ser usada em vez da
informacao de ordem superior para obter as CIs. Para isso, deverd encontrar-se uma matriz B, de
transformagao dos dados, que para além de forgar as covarincias instantaneas de y(t) = Bx(t)
a tenderem para zero, também as covaridncias dos desfasamentos deverdo tender para zero de
tal forma que E(y;(t)y;(t — 7)) = 0 para todos os valores de 4, j e 7, uma vez que se pretende
que as covariancias dos desfasamentos das Cls sejam todas nulas devido & sua independéncia.
Através destas covaridncias conseguir-se-a bastante informacao adicional para estimar o modelo,

sem necessidade de recorrer a informagao de ordem superior.
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Usando um Desfasamento no Tempo

No caso mais simples em que se usa apenas um desfasamento no tempo (geralmente denotado por
7 = 1), pode ser formulado um algoritmo para encontrar uma matriz que anule as covarincias
instantineas e as que correspondem ao desfasamento 7 em causa.

Considere-se 0 modelo x(t) = As(t) e os dados branqueados dados por
z(t) = Vx(t) = VAs(t).

De acordo com a Subsec¢éo 3.4.2, em que VA = W7 & uma matriz ortogonal de separacdo, vem
z(t) = WTs(t), e logo Wz(t) = s(t). Para um dado desfasamento vem Waz(t —7) = s(t — 7).

Tendo em conta (3.25), a matriz de covariancias dos desfasamentos para o vetor z(t) ¢ dada
por

07 = B(z(t)a(t — 1)7), (3.26)

T

e a matriz de covariancias dos desfasamentos para o vetor s(t) é dada por

Cs = E(s(t)s(t — 1)T). (3.27)

T

Uma versao da matriz de covariancias dos desfasamentos de (3.26) pode ser dada pela matriz

simétrica (ver Apéndice C.1.2)

Cz =

T

(c: + (C$)T) .

N =

A partir de (3.26) e de (3.27), vem

cz -

—

B (a(t)a(t — 7)) + (B (a(t)at ~ 7))

1

E (WTs(t) (WTs(t — T>)T) + (E (WTs(t) (WTs(t — T))T)ﬂ

w7 [E (s(t)s(t - T>T) Vv E (s(t - T)S(t)T)] w

NN~ N~ N

w7 [c: + (Cﬁ)T} w.

Devido a independéncia de s;(t), a matriz C2 é diagonal (e consequentemente simétrica), e

portanto

(c: + (c:)T) = .

N =

Como tal estabelece-se a relacao

C? = WICsW,
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ou seja, as matrizes C2 e W constituem a decomposicao em valores e vetores préprios de CZ.

Desta forma a decomposicao em valores e vetores préprios fica bem definida e relativamente
simples de implementar em qualquer algoritmo quando se utiliza a matriz simétrica C? em vez

da usual matriz de covariancias dos desfasamentos.

Um algoritmo muito simples e rapido de aplicar, que serd descrito na Sec¢ao 3.7, denomina-
-se por AMUSE (Algorithm for Multiple Unknown Signals Extraction) e poderd ser consultado
em Tong et al. (1991). Este algoritmo possui uma desvantagem na aplicabilidade: no caso em
que alguns valores préprios da matriz de covariancias dos desfasamentos no tempo sdo iguais, os
correspondentes vetores proprios nao sao 1nicos, e logo as correspondentes Cls nao sdo estimadas.
Os valores préprios sao dados por cov(s;(t),si(t — 7)), e como tal estes sdo distintos se e s6 se
as covariancias desfasadas forem diferentes para todas as Cls.

Um outro algoritmo similar foi proposto por Molgedey e Schuster (1994), o qual também
inclui informagao acerca da estrutura temporal dos dados, requerendo que as correlacoes para
certos instantes e as correlacoes desfasadas no tempo entre as diferentes misturas desaparecam.
A estimacao das Cls prende-se novamente com a decomposicio em valores e vetores préprios

que requere a diagonalizagao simultdnea de duas matrizes simétricas.

Extensao para Viarios Desfasamentos no Tempo

Quando se consideram varios desfasamentos no tempo é possivel utilizar uma certa extensao
do algoritmo AMUSE por forma a melhorar o seu desempenho. Como tal é suficiente que as

covariancias sejam diferentes para um desses desfasamentos.

Pretendendo-se diagonalizar simultaneamente todas as matrizes de covariancias dos desfasa-
mentos, serdao formuladas fun¢es que indicam o grau de diagonalizacdo obtido. Para avaliar
0 quanto uma matriz é ou nao similar a uma matriz diagonal pode minimizar-se a soma de
quadrados dos elementos que se encontram fora da diagonal. Essa minimizacdo pode ser obtida
com base no gradiente descendente ou através de métodos adaptados para a decomposicao em
valores e vetores préprios, & diagonalizacao aproximada de vdrias matrizes em simultdneo. Um
dos algoritmos mais aplicados neste contexto, proposto por Belouchrani et al. (1997), denomina~
-se por SOBI (Second-Order Blind Identification). De entre outros trabalhos envolvendo assuntos

relacionados com as autocovariancias salientam-se Amari (2000) e Yeredor (2000).
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3.6.2 Separagao por Nao Estacionariedade de Variancias

A estrutura temporal dos sinais permite que a ACI seja executada utilizando uma aproximacgao
alternativa a nao estacionariedade das variancias das Cls, admitindo que estas mudam suave-
mente ao longo do tempo. Matsuoka et al. (1995) foram os primeiros autores a abordar a nao
estacionariedade para separar as Cls, propondo para tal um algoritmo especifico.

A separacao de séries temporais nao estaciondrias pode ser levada a cabo através de uma
variante de autocorrelagoes. Segundo Matsuoka et al. (1995), caso se encontre uma matriz B
de tal modo que as Cls de y(¢) = Bx(t) sejam nao correlacionadas em cada valor de tempo ¢
entao as Cls serao estimadas, pois devido & nao estacionariedade, a covariancia de y(t) depende
de t e ao forgar as Cls a serem néo correlacionadas para cada t, obtém-se uma condi¢do muito
mais forte que o branqueamento.

A nao correlacdo local de y(t) pode ser avaliada utilizando as mesmas medidas que sao
usadas nos algoritmos da Fztensdo para Virios Desfasamentos no Tempo, assim como através
de um algoritmo similar ao de Matsuoka et al. (1995).

A nao estacionariedade da varidncia de uma série temporal y(t) pode também ser medida com
base na correlacio ao longo do tempo das energias E(y(t)?y(t — 7)?), onde 7 ¢ um desfasamento
que geralmente é igual a unidade. O cumulante correspondente & correlagao de energias é dado
pelo cumulante cruzado de 4% ordem. Um algoritmo do ponto fixo semelhante ao FastICA pode

se usado para maximizar a nao estacionariedade da varidncia medida pelo cumulante cruzado.

3.6.3 Principios de Separagao Unificados

Os dois principios de separacao apresentados (autocovaridncias e varidncias nao estacionérias)
complementam o principio da nao normalidade, o qual representa a base da estimacao do modelo
bésico de ACI.

A escolha do principio a utilizar deverd depender dos dados que se pretendem analisar e do
objetivo do estudo, uma vez que critérios diferentes levam a considerar diferentes pressupostos
nos proprios dados. Numa grande parte dos casos os dados nao possuem uma estrutura temporal
associada, pelo que a ordem das amostras é arbitraria e nao tem qualquer significado. Neste
caso s6 o modelo basico de ACI baseado na nao normalidade pode ser usado. Por outro lado,

as alternativas s6 sao significativas se os dados vierem de uma fonte que tenha uma estrutura
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temporal intrinseca.

Segundo Hyvirinen et al. (2001b), quando os dados possuem uma estrutura temporal, o
modelo basico de ACI funciona muitas vezes bem e apesar de nao usar tal informacgdo nao é
afetado por esta. No entanto a estimacao do modelo poderd ficar longe de ser a ideal por nao

usar toda essa estrutura dos dados quando existe.

Complexidade de Kolmogoroff como uma Estrutura de Unificagao

E possivel combinar diferentes tipos de informacio, como por exemplo nao normalidade com
autocorrelacoes.

A complexidade de Kolmogoroff proporciona uma forma de medir a complexidade de um
algoritmo.

De acordo com Pajunen (1998), a complexidade de Kolmogoroff para uma sequéncia de
carateres " = x1Ts...x, € dada por

Ky(2") = min |py(z")],
py (z™)

onde py(.) é um algoritmo ou programa computacional, que permite gerar a sequéncia x™, no
universo U de todos os programas, e onde o médulo representa o comprimento da sequéncia
usada por cada algoritmo.

A complexidade de Kolmogoroff mede a quantidade de estrutura de um sinal através da
quantidade de compressao que é possivel na codificacao do sinal, de acordo com o comprimento
do cédigo do mesmo. Em termos computacionais é uma medida que pretende encontrar o
melhor esquema de codificacdo para o respetivo sinal (Pajunen, 1998). A complexidade de
Kolmogoroff permite englobar um tipo de estrutura mais geral em que praticamente todos os
pressupostos podem ser considerados, desde as estruturas de tempo como as autocorrelagoes e

a nao estacionariedade até estruturas que usam a teoria da informacao.

3.7 Algoritmos para Implementar a ACI

De entre os algoritmos existentes para a aplicagao da ACI, e de acordo com as variantes de

estimagao do modelo, destacamos alguns que consideramos relevantes e que foram citados ao
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longo do Capitulo. No site ICA CENTRAL? podem ser consultados alguns algoritmos e packages
para implementar a ACI ou a BSS em softwares.
Como todos os algoritmos sao constituidos pelos passos 1 e 2 de centragem e de branquea-

mento, passamos a descrever apenas os passos seguintes.

3.7.1 AMUSE

O algoritmo AMUSE ¢ utilizado nos casos em que se admite que as CIs possuem alguma de-
pendéncia temporal, procurando encontrar uma matriz de transformagao dos dados que anule
as covariancias instantdneas e também as covariancias desfasadas.

O algoritmo descreve-se sumariamente através dos passos seguintes (Tong et al., 1991), cujo

c6digo de implementagao no software R pode ser consultado no Apéndice D:

3. Escolher o nimero m (m < n) de componentes independentes a estimar.

4. Selecionar um desfasamento no tempo, 7, para aplicar a decomposicao em valores e vetores
préprios da matriz C? = [C’f + (C’f)T} /2, onde C% = E {z(t)z(t — 7)"} ¢ a matriz de

covariancias dos desfasamentos no tempo para um dado desfasamento 7.

5. Fazer a decomposicao espectral da matriz CZ%, em que W é a respetiva matriz de vetores

préprios.

6. A partir da matriz W, obtida no passo 5, cujas linhas sao os vetores préprios, e através
de operacOes matriciais adequadas, estimar a matriz A dos coeficientes das misturas e o

vetor s das componentes independentes.

3.7.2 FastICA

O algoritmo FastICA é baseado na maximizacdo da nao normalidade e permite ainda muitas
variantes e extensoes.
Para estimar vérias Cls, consideremos duas versoes do algoritmo FastICA (Hyvérinen, 1999a);

uma que utiliza a ortogonalizagao deflaciondria e outra que utiliza a ortogonalizagdo simétrica.

http://perso.telecom-paristech.fr/~cardoso /icacentral /index.html
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Ortogonalizacao Deflacionaria

A versao deste algoritmo, usando o método da ortogonalizagao deflaciondria (segundo o método

da ortogonaliza¢ao de Gram-Schmidt) onde as componentes sao estimadas uma a uma, descreve-

-se sumariamente por:

3.

10.

Escolher o nimero m (m < n) de componentes independentes a estimar. Aplicar a primeira

iteracao, tomando k «+ 1.

Escolher aleatoriamente um vetor inicial com norma unitéria para wy.

. Implementar a iteracao bdsica do ponto fixo wi «— F {zg(wzz)} —F {g’ (w{z) } w, onde

g € uma fungdo contraste que serve para obter uma aproximacao da neguentropia, como
por exemplo as derivadas das fungoes referidas em (3.16), (3.17) e (3.18).

k—1

. Efetuar a ortogonalizagdo de Gram-Schmidt através da iteragio wy, «— wi— > (Wi w;)w;.

J=1

Fazer a iteracao wy <« wy/ |[|[wg]|.

. Se w; nao convergir para os maximos da fungao contraste, sob a hipdtese do modelo da

ACI definido em (3.1), voltar ao passo 5.

. Tomar a iteracao k « k + 1. Se kK < m, voltar ao passo 4.

Estimar a matriz A dos coeficientes das misturas (a partir da inversa ou pseudo-inversa

da matriz W) e o vetor s das componentes independentes.

Ortogonalizagao Simétrica

Caso se pretenda estimar as componentes em simultaneo (em paralelo), utiliza-se o método da

ortogonalizacao simétrica e a versao do algoritmo é descrita sumariamente por:

3.

4.

Escolher o nimero m (m < n) de componentes independentes a estimar.

Escolher os valores iniciais para cada vetor unitario w; (i = 1,...,m). Efetuar a ortogona-
k—1

lizagao de Gram-Schmidt através da iteragdo wi «— wy — > (wfwj)wj.
i=1
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5. Para cada i = 1,...,m, implementar a iteragao bésica do ponto fixo w; — E {zg(w]z)} —
E { J (w?z) } w, onde g é uma fungdo contraste que serve para obter uma aproximagao
da neguentropia, como por exemplo as derivadas das fungoes referidas em (3.16), (3.17) e

(3.18).

6. Apés cada iteracio ortogonalizar simetricamente a matriz W = (wy, ..., w,,)’ através de

W (WW7) 7w,

7. Se ndo convergir, ou seja, se a matriz WW? nao for praticamente idéntica & matriz

identidade, voltar ao passo 5.

8. Estimar a matriz A dos coeficientes das misturas (a partir da inversa ou pseudo-inversa

da matriz W) e o vetor s das componentes independentes.

Uma alternativa iterativa mais simples ao passo 6 foi proposta por Hyvérinen (1999a) em

que

e W—3W-1lwwiw.

e Se a matriz WW7 nao for praticamente idéntica & matriz identidade, voltar ao passo 4.

Relativamente & convergéncia do algoritmo FastICA, se as distribuigoes de probabilidade
das Cls forem simétricas entdo este apresenta uma convergéncia ctibica, e nos outros casos
a convergéncia é de natureza quadratica (Hyvérinen et al., 2001b). Para o caso particular
em que a curtose é usada como funcio contraste, a convergéncia também é cibica. Assim, o
FastICA apresenta uma convergéncia mais rdpida comparativamente aos tradicionais métodos

do gradiente descendente, nos quais a convergéncia é apenas linear (Hyvérinen, 1999a).

3.7.3 FOBI

O algoritmo nao iterativo FOBI (Cardoso, 1989b), considerado como uma extensao do algo-
ritmo AMUSE, foi criado para a identificacdo cega através de momentos de quarta ordem e é
constituido pelas etapas da ortonormalizagéo e da ponderacao quadrética. O FOBI é baseado

na decomposicao espectral efetuada a partir da matriz de correlacées ponderada, de tal modo
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que as Cls sao facilmente identificadas como os seus vetores préprios. Este algoritmo aplica-se

apenas nos casos em que as curtoses das Cls sdo todas distintas, ou seja, apresenta a limitagao

de nao ser capaz de discriminar componentes com distribuigoes de probabilidade semelhantes.
Tendo em conta os dados do modelo de ACI branqueado, os passos para implementar o

algoritmo sao:

3. Formar a matriz de covariancias ponderada R = E(zz” ||z||*) = WL E(ss” ||s|*)W.

4. Usar a independéncia de s;, para obter a decomposicao em valores e vetores proprios de

R =WTdiag(E(s}) +n—1)W.

5. Estimar a matriz A dos coeficientes das misturas e o vetor s das componentes indepen-

dentes.

3.7.4 JADE

O algoritmo mais utilizado no que diz respeito a métodos tensoriais (Subseccao 3.5.6) ¢ o JADE
(Cardoso e Souloumiac, 1993). A estimagao do modelo da ACI consiste em captar a informagao
obtida a partir da diagonalizacao conjunta aproximada das matrizes préprias quando os valores
préprios do tensor forem iguais. Este algoritmo surge com o propésito de conseguir separar
as componentes com curtoses idénticas, e colmatar assim uma das situagoes que o FOBI nao
permitia.

Segundo Hyviirinen et al. (2001b), para dados branqueados, a definigdo de cumulante pode
ser escrita por F(M) = E ((z"Mz) zz” ) —2M—tr(M)I. Pode-se definir em alternativa a matriz
ponderada a custa do tensor como R = F(I), uma vez que F(I) = E(||z|*zz”) — (n+ 2)I, e a
matriz identidade nao altera a decomposi¢ao espectral de forma significativa.

Deste modo, a implementacao do algoritmo JADE, encarado como uma generalizagao do

algoritmo FOBI, é descrita abreviadamente por:

3. Estimar o tensor cumulante e efetuar a sua decomposicao espectral. Diagonalizar o con-

junto de matrizes proéprias.

4. Estimar a matriz A dos coeficientes das misturas e o vetor s das componentes indepen-

dentes.
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3.7.5 A Escolha do Algoritmo

Na escolha do algoritmo mais adequado para implementar a ACI devem-se ponderar algumas

regras como as descritas a seguir.

e Regra geral, pretende estimar-se mais do que uma componente independente e para tal é
necessdrio aplicar vdrias vezes, qualquer um dos algoritmos que encontram uma compo-

nente independente, considerando diferentes pontos iniciais.

e Dos métodos, descritos na Subseccao 3.7.2, que permitem que se consiga a descorrelagao,
destacam-se os que usam a ortogonalizagdo deflaciondria, na qual as componentes sao
estimadas uma a uma e a ortogonalizagao simétrica onde todas as componentes sao es-
timadas em simultdneo (em paralelo). Segundo Hyvérinen et al. (2001b), a ortogona-
lizagdo simétrica é preferivel e mais vantajosa, comparativamente com a ortogonalizacao
deflaciondria num grande numero de aplicagbes, uma vez que os métodos deflacionarios
apresentam o inconveniente das estimativas dos erros aumentarem & medida que as com-

ponentes vao sendo estimadas.

e Para além do caso usual em que as misturas sao consideradas lineares, podemos escolher
a nao linearidade utilizada em certos algoritmos, nos quais a inclusao de determinadas

restrigoes acarreta dificuldades adicionais.

e Pode optar-se por um algoritmo que funciona em bloco, como o FastICA, caso os dados
estejam todos disponiveis antes da estimacao, ou por um algoritmo adaptativo que deve
ser utilizado em aplicagoes onde a matriz das misturas pode mudar durante o processo,
como por exemplo no processamento de sinal. Nesta situacao é aconselhdvel recorrer a

algoritmos que usam métodos do gradiente estocdsticos.

3.8 Meétodos de Ordenacgao das Cls

Apds a implementagao de um algoritmo, é necessédrio ordenar as Cls, com o intuito de as com-
parar ou de identificar as componentes que extraem a informacao mais significativa do estudo.
Ao aplicar a técnica de ACI através de determinados algoritmos tais como o FastICA, as Cls

nao saem ordenadas de acordo com qualquer critério, ao contrario do que acontece na ACP em
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que as CPs sdo ordenadas de acordo com a ordem decrescente da varidncia explicada. Tém sido
propostos alguns métodos de pés-processamento para a ordenacao das Cls, podendo diferentes
métodos fornecer diferentes ordens das componentes.

Consideremos uma breve descrigdo de alguns de entre os védrios métodos existentes na li-
teratura. Consideremos ainda a introdugéo de um novo critério de ordenacao, passivel de ser

aplicado quando utilizamos a ACI e a ACP no mesmo conjunto de dados.

1. (M1) - Mazximizagdao da curtose das Cls:

O método ordena as Cls de acordo com a diminuicao do médulo da curtose, quando esta
¢ calculada em termos de afastamento em relagao & curtose de uma varidvel aleatéria com
distribuicao Normal.

Como exemplo, considere-se Cichocki et al. (1997) em que foi desenvolvido um algoritmo
capaz de extrair as ClIs numa ordem decrescente de acordo com os valores absolutos das
suas curtoses. Numa outra perspetiva, a informagao disponivel & priori em relacao a forma
de ordenagao pode ser incorporada como uma restrigdo na funcao objetivo ao utilizar-se a
técnica da ACI com restrigao (cICA), como pode ser visto no algoritmo proposto por Lu

e Rajapakse (2003).

2. (M2) - Mazimizacao da norma dos vetores das colunas da matriz estimada das misturas:
As ClIs sao ordenadas de acordo com a diminuicao do valor da norma de cada um dos
vetores das colunas da matriz estimada das misturas, A, que tem similaridade com a
ordenacdo da ACP, uma vez que as normas dos vetores das colunas da matriz A fornecem

as contribuicoes das Cls para as variancias das varidveis observadas (Hyvérinen, 1999c).

3. (M3) - Minimizag¢ao da soma dos quadrados dos erros na reconstrug¢io da matriz dos dados
oTigINais:
Este método consiste em ordenar as ClIs de acordo com um algoritmo que se baseia no
aumento da soma dos quadrados dos erros das reconstrugoes da matriz dos dados originais.
Os residuos sao obtidos através das diferengas entre os dados originais e as reconstrugoes
efetuadas a partir de subconjuntos de componentes.
Uma vez que alguns dos métodos existentes na literatura abordam a ordenacao baseada
nas componentes de forma individual sem considerarem as interagoes entre elas, foi pro-

posto um método alternativo por Cheung e Xu (2001) para ordenar as Cls de acordo com
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as contribuigoes conjuntas na reconstrugao dos dados, que consiste na aplicagao de um

algoritmo para encontrar a ordem Stima.

4. (M4) - Andlise das Correlagoes Candnicas (ACC):

As correlacoes candnicas existentes entre as reconstrugoes dos dados originais & custa das
CIs e os proéprios dados originais pode ser usada para ordenar as Cls. A ordenacao é feita
consoante a diminuicao do valor das correlagoes candénicas entre todo o conjunto dos dados
originais e cada um dos subconjuntos formados & custa das CIs. O processa inicia-se com
a CI que estiver mais correlacionada com os dados originais. Apés fixar a primeira CI e
utilizando correlagoes entre conjuntos de varidveis, escolhemos o subconjunto de duas Cls
que seja o mais correlacionado com os dados originais e que inclua a primeira CI que foi
previamente fixada. Usando novamente o critério anterior da maior correlacao, o processo
é repetido até se obter a ordenagao final.

Um método similar de aplicagao da ACC pode ser encontrado em Youssef et al. (2003),
onde se apresenta um algoritmo para analisar Imagens de Ressondncia Magnética fun-
cional, com vista a ordenar as Cls depois destas estarem estimadas. Nesse artigo foram
considerados dois grupos importantes de sinais, uns relevantes para a ativagao neuronal e

outros relevantes para o ruido fisiolégico.

5. (M5) - Correlagées entre as CPs (da ACP) e as Cls:

Nos casos em que se pode aplicar a ACP em paralelismo com a técnica de ACI, o método
de comparagao das correlacoes existentes entre as CPs e as Cls pode ser apresentado como
um novo critério alternativo para ordenar as CIs. Uma vez que, ao aplicar a técnica da
ACP, as CPs saem ordenadas naturalmente segundo a ordem decrescente da sua variancia,
ao manter fixa a ordem das CPs, ordenam-se as Cls tendo em conta a maximizacao do
valor de correlagao com cada uma das CPs. Esta é uma forma natural de ordenar as Cls,
pois geralmente cada CI estd altamente correlacionada com uma tnica e distinta CP.

Num exemplo de aplicagdo de séries temporais para dados meteorolégicos, Sebastidao e
Oliveira (2013) compararam determinadas técnicas multivariadas, entre as quais a ACIL.
Diferentes métodos de ordenagao das Cls sao utilizados, nomeadamente este novo método
que sugere resultados satisfatérios na ordenagdo das Cls ao avaliar-se a forma como in-

fluencia a qualidade da reconstrucao dos dados originais. Este trabalho estd descrito em
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pormenor na Secgao 6.3.

Para além dos métodos mencionados anteriormente é de referir o trabalho de Uziimcii et al.
(2003), onde se utilizaram trés algoritmos diferentes (FastICA, Infomax e JADE) para aplicar
quatro métodos de ordenacao das Cls, que produziram resultados muito semelhantes entre si, e

cuja descricao se apresenta de seguida.

6. (M6) - Variancia do histograma:
Método para ordenar as Cls, onde a varidncia pode ser encarada como medida de energia
das ClIs, que é similar ao esquema da ACP, na qual as componentes estdo ordenadas por
ordem decrescente de grandeza, uma vez que a varidncia destas é igual ao respetivo valor
préprio. Neste método todas as formas (associadas ao reconhecimento de imagens) sao
projetadas em cada uma das CIs. E construido um histograma dessas projecdes, ao qual é
ajustado uma curva Normal. A varidncia dessa distribuigdo Normal é estimada para cada

CI, as quais sao ordenadas da maior varidncia para a menor.

7. (M7) - Nao normalidade:
As Cls sa@o calculadas através da maximizacao da nado normalidade das projegoes nas
componentes. A ordenacao das Cls estd de acordo com a ordem crescente dos p-values

associados a testes de hipoteses de Shapiro-Wilk.

8. (M8) - Alinhamento das formas com Cls:
Neste método de ordenagao as Cls sdo consideradas vetores que geram um espago designado
espaco forma. Este método é baseado no conceito do alinhamento das Cls e na posigao de
cada CI em relagao aos restantes vetores que apontam numa direcao especifica (as formas).
Um angulo médio é calculado entre cada CI e o conjunto das formas, de modo que as Cls

sejam ordenadas consoante o aumento do dngulo médio.

9. (M9) - Variagao da localizagdo da forma:

A ordenacéo das ClIs é feita de acordo com a localizagao e amplitude da variacdo da forma.

Uziimcii et al. referem que, relativamente & ordenacao das Cls para trés conjuntos de dados
do sistema circulatério, foi o método M9 que apresentou melhores resultados, quando comparado

com M6, M7 e MS8.
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Zhang et al. (2008) apresentam um resumo dos métodos de ordenacao das Cls existentes até
entdo e introduzem um novo algoritmo do ponto fixo com restrigdo para implementar a ACI,
o qual é uma ferramenta simples e pritica para recuperar e ordenar simultaneamente as Cls

resultantes.

3.9 Numero de CIs a Reter

Na ACI, um tépico relevante na implementacao de qualquer algoritmo prende-se com a escolha
do mimero adequado de CIs que se devem reter no estudo.

Numa grande parte dos estudos admite-se que se conhece o nimero de fontes (CIs) que ori-
ginam as n misturas, embora este na pratica seja muitas vezes desconhecido. Segundo Karhunen
(1996), se a relacdo sinal/ruido'’ ¢ satisfatéria, podemos estimar o nimero ¢ de CIs a partir
da ACP cléassica, o que na pratica é efetuado através da estimacdo da matriz de covariancias
dos dados observados, seguida do cédlculo dos seus valores e vetores préprios. Dos n valores
préprios, os ¢ maiores valores préprios que representam os sinais deverao ser claramente maiores
que os restantes n — ¢ valores préprios associados ao ruido. Neste caso, retém-se as g primeiras
componentes correspondentes aos ¢ maiores valores préprios. Contudo, Karhunen considera que
se a poténcia do ruido for suficientemente grande ou se algumas das Cls forem relativamente
fracas, entdo torna-se mais dificil estimar o valor correto de ¢ apenas através da inspecao dos
valores préprios. Para o caso ideal onde nao haja ruido, apenas os ¢ valores préprios mais
elevados que descrevem os sinais sao nao nulos, e os restantes n — g valores préprios associados
ao ruido sao nulos (Cichocki et al., 1999).

Em 2000, Nadal et al. analisaram uma forma de processar a informacgao contida numa
mistura linear de fontes independentes, nas quais algumas podem ser consideradas fortes compa-
rativamente com as restantes designadas de fracas. Mostraram que, nessa situagao, é vantajoso

projetar os dados no espaco gerado pelas fontes fortes, de modo a extrair a informagao principal,

%A relagio sinal/ruido (Signal-to-Noise Ratio: SNR) é um termo usual em telecomunicagoes. O seu
valor é dado pela razdo da poténcia de um sinal que contém algum tipo de informacao e a poténcia do
ruido que se sobrepoe ao sinal.

E costume utilizar-se a relacio em decibéis que é dada por SNRag = 10*log1o (SNR).

Quanto maior a relagao SNR, melhor a qualidade do sinal recebido e menor é o efeito do ruido sobre a

medig¢ao ou detegao do sinal.
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e atendendo a que as fontes fracas que contribuem para o sinal possam ser consideradas como
termos de ruido, tal como na ACP que permite projetar os dados nas CPs dominantes. Contudo,
caso o nimero de fontes originais seja maior do que o nimero de misturas, os autores sugerem
que ¢é possivel introduzir a ACI com o intuito de procurar um ntimero de CIs dominantes maior
ainda que o nimero de CPs dominantes.

Du et al., (2006) desenvolveram trabalho de investigagdo na aplicagao dos algoritmos Fast-
ICA e JADE para a classificacao de imagens por detecdo remota. Embora o uso da ACI per-
mita classificar objetos desconhecidos numa imagem também ela desconhecida, a sua elevada
complexidade computacional impede, geralmente, a sua aplicacao a anédlise de dados de elevada
dimensao. Para resolver o problema da elevada dimensionalidade dos dados, aplicaram um pro-
cedimento de pré-processamento seguido da implementagao da classificacao através da ACI. Em
vez da ACP usual, e por se tratar de dados de imagens, propuseram o uso de uma transformacao
de componentes principais de ruido ajustado, por forma a que os dados fossem reorganizados de
acordo com a relagao sinal /ruido, alids um critério que consideram mais apropriado para ordenar
imagens comparativamente & varidncia na ACP. Por conseguinte, a informagao de uma imagem
pode ser comprimida nas CPs dominantes de um modo mais eficaz, e a posterior aplicacao dos

algoritmos da ACI nessas CPs pode proporcionar uma melhor classificacao das imagens.

3.10 Owutros Modelos de ACI

Muitos sao os modelos da ACI que tém vindo a ser desenvolvidos desde o aparecimento da
técnica para além do modelo bédsico descrito na Seccdo 3.4. Nesta Seccdo, abordam-se de uma

forma sintética outros modelos ou extensoes da ACI.

3.10.1 ACI com Ruido

Na recolha de observacoes é natural que estas apresentem algum tipo de rufdo. Durante a andlise
dos dados, e na presencga de ruido, o uso de um certo modelo que nao previa a influéncia do
mesmo, pode ser inadequado ou pouco preciso.

A matriz das misturas do modelo é mais dificil de estimar na presenca de ruido. No entanto,
algumas abordagens podem reduzir o ruido dos dados antes mesmo de ser implementada a ACI.

A filtragem simples de sinais temporais ou a reducao da dimensionalidade dos dados através da
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ACP sao alguns exemplos titeis para contornar essa questao. No modelo da ACI com ruido, um
outro problema prende-se com a estimacao das Cls livres de ruido, a qual consiste na aplicacao
de novos métodos.

O modelo bésico de ACI apresentado em (3.1) passa a incluir uma estrutura de ruido.

Definigoes 3.10.1 Admitindo que o ruido é um termo aditivo, o modelo com ruido aditivo é
descrito por

x = As +n, (3.28)

onde n é o vetor n-dimensional de ruido.

O ruido presente na expressio (3.28) também pode ser designado por ruido do sensor, pelo
facto das varidveis que representam o ruido serem adicionadas em separado em cada varidvel
observada de x, e nesse caso dizemos que estamos perante um modelo com ruido do sensor.
Outro tipo de ruido, relacionado com a fonte, que é adicionado as Cls pode ser incorporado no

modelo que passa a ser designado por modelo com ruido da fonte e expresso por
x=A(s+n).

Nota 3.10.2 Geralmente admite-se que o ruido é independente das Cls e que seque uma dis-

tribuicao Normal.

Se considerarmos que cada CI com ruido ¢ dada por s; = s; +n;, (i =1,2,..,n), temos
x = AS,

o que efetivamente corresponde ao modelo basico da ACI, mas para Cls modificadas. Em casos
como este, no modelo ACI com ruido, a matriz das misturas pode ser estimada através dos
métodos bésicos de ACI (admitindo as restrigdes de independéncia e nao normalidade para cada
Si), € nos casos em que isso nao é possivel devem aplicar-se outras técnicas como a remogao
do enviesamento ou o uso de cumulantes de ordem superior ou ainda a estimacao de maxima
verosimilhanga para estimar a matriz. No caso do algoritmo FastICA, em Hyvirinen (1999b)
também se encontra uma versao alternativa que usa medidas nao enviesadas de nao normalidade,
que deve ser usada em dados que apresentem ruido.

Como o modelo com ruido (3.28) nao apresenta uma estrutura matricial apropriada de forma

a ser invertivel, entdo a estimagao de Cls sem ruido exige a introdugao de novos procedimentos
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que permitam remover esse ruido como, por exemplo, um que se designa por encolhimento do

coédigo esparso (sparse code shrinkage) (Hyvérinen et al., 2001a).

3.10.2 ACI com Niumero de Misturas Diferente do Nimero de Cls

No modelo bésico de ACI (3.1) admite-se que o nimero n de Cls é igual ao nimero de varidveis
observadas, ou seja, de misturas. No entanto, podemos confrontar-nos com casos em que o
modelo apenas faz sentido se considerarmos um numero de Cls diferente do nimero de misturas.

Na maioria dos trabalhos iniciais de desenvolvimento da ACI, admitia-se que o nimero de Cls
era conhecido com antecedéncia, embora tal situagdo nao aconteca frequentemente em aplicagoes
praticas. Para confrontar esta falaciosa suposi¢ao, mencionamos o artigo de Cichocki et al.
(1999) em que, mediante o estudo do comportamento de vdrias estruturas de rede neuronais,
foram propostas algumas solugoes para um problema de BSS, cujo nimero de fontes (Cls)
é diferente do nimero de outputs (misturas) e ainda onde o nimero de fontes é geralmente
desconhecido.

Nesta Secgao estabelecemos que o nimero de misturas é dado por p e o nimero de Cls

continua a ser indicado por n, enquanto a matriz de misturas passa a ter dimensao p X n.

Numero de Misturas Superior ao Numero de CIs (p > n)

Para o caso em que o nimero de CIs é inferior ao mimero de misturas, o modelo bésico de ACI
deixa de se poder aplicar, uma vez que a matriz das misturas nao se mantém quadrada. O
uso da ACP, como pré-processamento dos dados, permite reduzir a dimensionalidade destes de
forma a ficarmos com um nimero de misturas igual ao nimero de Cls, permitindo assim que o
modelo bésico de ACI possa ser aplicado.

H&a no entanto a ressalvar que a aplicacdo da ACP, para reduzir o nimero de misturas,
funciona geralmente de uma forma correta ao reter as Cls que possuem uma "forte" informagéo, e
que implica uma redugao substancial do rufdo, o que traduz uma grande vantagem no tratamento
dos dados. Consequentemente, se a forca das Cls for muito maior que a poténcia do ruido, entao
os maiores valores préprios do sinal, da matriz de covaridncias dos dados, serao ainda claramente
maiores que os valores préprios do ruido.

De entre muitos trabalhos existentes, onde se admite que o nimero de misturas p é superior

ou igual ao nimero n de Cls, refira-se por exemplo Karhunen (1996) que apresenta uma revisao
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de algumas abordagens neuronais.

Numero de Misturas Inferior ao Nimero de CIs (p < n)

Nestes casos a matriz das misturas A do modelo também nao é invertivel, e como tal nao é
possivel estimar as Cls como no modelo basico. Mesmo que se conhecam os coeficientes da
matriz das misturas nem sempre é possivel conseguir obter exatamente os valores das Cls, uma
vez que a informagado é perdida durante o processo de mistura. O modelo cujo nimero de
misturas é inferior ao nimero de Cls é conhecido por "ACI com bases sobrecompletas" (ICA
with Overcomplete Bases), uma vez que o nimero de vetores da base da matriz A excede o
numero de misturas p. Um contexto onde ocorrem frequentemente situagdes como esta é a

extragao de caracteristicas de imagens.

A semelhanca do que acontece no modelo ACI com ruido, também aqui nos defrontamos
com a necessidade de efetuar duas estimagoes em separado, uma para a matriz das misturas e

outra para as Cls.

e Por vezes, a estimacao das CIs pode conseguir-se através do uso da pseudo-inversa AT da
matriz das misturas A. Isto leva a que no modelo x = As, desde que AA” seja invertivel,

o vetor s das ClIs seja estimado por
s=Atx=AT (AAT) 'x.

Em muitas situacGes mais complexas, em que a pseudo-inversa nao fornega uma solugao
satisfatéria, serdo necessdrios outros métodos mais desenvolvidos para a estimagao das

ClIs, como por exemplo a maxima verosimilhanca.

e Na estimacgao da matriz das misturas, podem ser utilizados métodos baseados na maxima
verosimilhanga, embora por vezes considerados pouco eficientes em termos computacionais.
Para melhorar os desempenhos dos algoritmos a utilizar, hd que considerar outras aproxi-
macoes para além desta (Hyviirinen et al., 2001b), como por exemplo uma modificagao do

algoritmo FastICA baseada em conceitos de descorrelagdo aproximada.
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3.10.3 ACI Nao Linear

Podem admitir-se situagoes em que as misturas nao sejam lineares, originando um modelo de
ACI nao linear. Uma das dificuldades adicionais do modelo nao linear prende-se geralmente com

a inclusao de determinadas restrigoes.

Definigao 3.10.3 Em vez do usual modelo bdsico de ACI descrito por x = As, o modelo de

misturas nao linear é expresso por

x = f(s), (3.29)

em que f é uma transformacao nao linear das misturas.

Admitindo que o nimero de misturas é igual ao nimero de Cls, n, o problema do modelo de
ACI néo linear consiste em encontrar uma transformacao h : R™ — R” tal que as componentes
obtidas através de

y =h(x) (3.30)

sejam estatisticamente independentes. Uma caracteristica essencial do problema deste modelo
é que embora geralmente existam solugoes, estas sdo nao unicas (Hyvérinen et al., 2001b).

Alguns dos métodos existentes para resolver o caso na ACI nao linear permitem também
dar resposta & BSS nao linear, nomeadamente uma abordagem Bayesiana ou métodos baseados
em transformacoes de misturas nao lineares. De acordo com Lappalainen et al. (2000), os
métodos nao lineares de ACI e BSS descritos na literatura podem dividir-se em dois grupos:
abordagens generativas e abordagens de transformagao do sinal. Nas abordagens generativas,
pretende-se encontrar um modelo especifico que permita explicar como é que as observagoes
foram geradas, o que para o modelo descrito em (3.29) corresponde a estimar quer os sinais da
fonte s quer a transformagao desconhecida das misturas f, que originaram os dados observados
x. Nas abordagens de transformacao do sinal, as fontes sao estimadas diretamente a partir da
transformagao inversa (3.30).

Alguns exemplos de aplicagoes da ACI nao linear incluem canais de satélites digitais, de
micro-ondas e de registos magnéticos. Para mais detalhes sobre a técnica, incluindo a separagao
das CIs e um caso especial do modelo geral de misturas nao lineares, podem ser vistos em Jutten
e Taleb (2000). Num outro trabalho de Jutten e Karhunen (2003) sdo abordados assuntos como

a existéncia e unicidade de solugoes para os problemas dos modelos de ACI e BSS néo lineares,
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e sdo propostas algumas técnicas de separacao para misturas nao lineares. Singer e Coifman

(2008) apresentaram aplicagoes recentes da técnica da ACI nao linear a mapas de difusao.

3.10.4 ACI com Restricao

Uma outra abordagem da ACI, designada por ACI com restricao ou cICA (constrained Inde-
pendent Component Analysis), cujo desenvolvimento incide essencialmente nesta ltima década,
abrange a implementacao da técnica da ACI sujeita a restri¢ées prévias adicionais, visando me-
lhorar o desempenho do modelo no sentido de extrair Cls que sejam o mais préximo possivel
das fontes originais.

A ACI com restri¢ao surge como uma generalizagdo que permite incorporar certos requisitos
adicionais assim como alguma informacao prévia, através de restrigoes na funcao contraste da
neguentropia, introduzida no modelo basico de ACI na Subsec¢ao 3.5.2, de modo a obter-se uma
fungdo Lagrangeana aumentada.

Lu e Rajapakse (2003) apresentaram uma abordagem em que usaram a ACI com restrigao
para eliminar a indeterminacao existente nas solu¢oes do modelo cldssico da ACI. A introdugao,
a priori de certa informagao pretendida, na funcao contraste do algoritmo permitiu melhorar o
desempenho do modelo na identificacao e separacao das Cls. Foram efetuadas experiéncias com
sinais aleatérios simulados, com sinais de dudio reais e com imagens de ressondncia magnética
funcional para salientar a polivaléncia da técnica em eliminar a indeterminacao na ACI.

Em 2005, Lu e Rajapakse voltaram a propor solucoes adaptativas para resolver o problema
de otimizagao com restrigoes. As aplicagbes a imagens faciais e também a imagens de ressonéncia
magnética funcional ilustraram a eficdcia da técnica na separagao de subespagos de ClIs.

James e Hesse (2005) introduziram a ACI com restricdo para permitir a extracdo de uma
das CIs entre muitas outras que estao subjacentes ao sinal de medigao, através do fornecimento
de um sinal de referéncia de base. Com tal, incorporaram restri¢coes espectrais de registos de
um unico canal em dados de eletroencefalogramas associados a epilepsia.

Como resultado da investigagao de restrigoes de desigualdade, Huang e Mi (2007) apre-
sentaram um algoritmo melhorado para a ACI com restrigdo, no qual compararam diferentes
medigoes com exatidao. Os resultados experimentais permitiram demonstrar que esta nova ver-
sao do algoritmo exibe maior precisao, comparativamente com outros existentes para o efeito,

nomeadamente na remocao de artefactos em sinais de eletroencefalogramas.
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Em Zhang et al. (2008), apresenta-se um novo modelo de ACI com restrigdo composto
por trés partes: um critério de méxima verosimilhanga como uma funcao objetivo, medidas
estatisticas como restricoes de desigualdade e a normalizagao da matriz que permite recuperar
as CIs como restricoes de igualdade. E incorporado um novo algoritmo do ponto fixo, mas com
restricao. Foram efetuadas simulagoes computacionais em sinais sintetizados e de voz, os quais
demonstraram que, até certo ponto, essa combinacao pode eliminar a indeterminacao das Cls
e fornecer melhor desempenho na recuperacao dos referidos sinais. Em relacdo & comparacao
dos resultados entre o algoritmo apresentado por Lu e Rajapakse (2003) e o novo algoritmo
introduzido, verificou-se a eficiéncia deste evidenciando que é mais simples de implementar. O
novo algoritmo foi ainda aplicado a dados reais de eletrocardiogramas fetais.

Em De Vos et al. (2011), foi proposto um algoritmo para a ACI com restrigao espacial, o qual
exibe, de uma forma geral, melhores resultados numéricos quando comparados com os de outros
algoritmos. Foram também propostas novas versoes semicegas dos algoritmos JADE e SOBI,
os quais funcionam quer para dados reais quer para complexos assim como para um numero
arbitrario de restrigoes espaciais. Foi ainda ilustrada uma aplicacdo & remocao do artefacto

relacionado com o piscar de olhos em registos de eletroencefalogramas.

3.10.5 ACI nos Complexos

Como regra geral, é admitido que os modelos apresentados nas Sec¢oes anteriores estao descritos
para dados reais. No entanto é possivel trabalhar em ACI com dados que representam ntimeros
complexos. Por exemplo, é relativamente comum na area de processamento de sinal, para estudos

no dominio da frequéncia, ser feita uma abordagem a ACI com nimeros complexos.

Definigao 3.10.4 O modelo de ACI para nimeros complexos pode ser descrito por (Ollila et
al., 2008)
z = As,

T ¢ o vetor aleatdério em que os elementos complexos sao as misturas,

onde z = (21,22, ..., Zn)
s = (81,52, ...,5,) € o vetor aleatério cujos elementos complexos sio as Cls e A representa a

matriz complexa de parametros a;; (i, =1,2,...,n) desconhecidos.

Por simplicidade admite-se que o nimero de misturas é igual ao nimero de Cls e como tal

admite-se que a matriz A é constituida por n colunas linearmente independentes.
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Para além da habitual condi¢do de independéncia das Cls, admite-se ainda que cada CI é
branqueada, o que corresponde a dizer que as partes real e imaginaria sao nao correlacionadas
e as suas variancias sao iguais, o que é bastante realista em problemas praticos.

O algoritmo FastICA também pode ser estendido para sinais de valores complexos, onde as
CIs e as misturas observadas contemplam nimeros complexos (Bingham e Hyviirinen, 2000).
Num trabalho, na drea da Neurologia, foi aplicada a ACI espacial com nimeros complexos a
dados no dominio da frequéncia em imagens de ressonéncia magnética funcional, com vista a
modelar padrées dindmicos no espaco e no tempo do fluxo de sangue oxigenado (Anemiiller et
al., 2006).

Ultimamente tém surgido algoritmos adaptativos em relacao a pardmetros, como por exemplo
em situagoes de canais que variam ao longo do tempo (Ranganathan e Mikhael, 2007) ou outros
que conjugam o sistema adaptativo com o principio do gradiente para a maximizagao da curtose
com vista & separagao dos sinais de valores complexos (Mikhael et al., 2010). Estes algoritmos
mais recentes apresentam bons resultados (por simulagao) em relagdo ao desempenho e a rapidez
assim como & precisao de convergéncia individuais para as partes real e imaginédria.

Em Ollila et al. (2008) ¢ efetuada uma abordagem tedrica sobre a ACI para dados com
valores complexos, apresentando-se um novo e eficiente algoritmo designado por DOGMA (Dia-
gonalization Of Generalized covariance MAtrices), que evita a descorrelagao dos dados, o qual

é uma generalizacao do algoritmo FOBI.

3.10.6 ACI para Dados Bindrios

Uma outra variante do modelo de ACI é a ACI para dados bindrios, em que as Cls e as misturas
observadas assumem apenas os valores 0 ou 1.

Em Himberg e Hyvirinen (2001) sdo apresentados resultados experimentais em que as Cls,
as misturas, as observagoes e o ruido sao constituidos por valores bindrios. O objetivo principal
consistiu em encontrar a matriz das misturas em vez das fontes bindrias, tendo sido utilizado
o algoritmo FastICA recorrendo ou & assimetria ou a curtose das Cls estimadas. Os autores
salientaram que na sua utilizagao surgiram melhores resultados no caso de dados muito esparsos
e ruidosos.

Também Nguyen e Zheng (2011) utilizaram a ACI para dados bindrios, considerando as

observagbes como misturas disjuntivas de fontes bindrias independentes, e propuseram um al-
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goritmo iterativo deterministico com vista a determinar a distribuicao das Cls e da matriz das
misturas. Levaram a cabo um estudo de simulagao para verificar a eficdcia do algoritmo e apre-
sentaram exemplos de possiveis aplicacoes a casos reais, como a otimizacao da monotorizacao
em redes sem fio multicanal. Para além desta, outras aplicacbes podem ser consideradas, como

por exemplo, diagnésticos médicos, tomografias e gestdo de recursos da internet.

3.11 Areas de Aplicacées da ACI

De entre varias aplicagbes da ACI nas diferentes dreas destacam-se as seguintes que consideramos

mais importantes.

e Processamento de sinais dudio: Para além do cldssico problema cocktail party descrito na
Seccao 3.3, outras aplicacbes podem ser enumeradas como situacoes em que se pretende
proceder & separacao de sinais como por exemplo, quando se deseja separar o ruido ou a
interferéncia de um sinal de voz de uma pessoa que esteja a falar ao telemével num carro
com muito barulho ou separar os sinais de interferéncia de rddio num telemével.

A separagao de sinais de dudio nao é simples, uma vez que por aplicacao do modelo bésico
da ACI nem sempre se obtém uma aproximacao perfeita em relagdo ao original processo
de misturas de sinais. Uma das questoes prende-se com o facto da mistura de sinais dudio
nao ser instantidnea pois estes propagam-se muito devagar e como tal sao captados pelos
recetores em diferentes momentos. Para além disso ainda podem ocorrer ecos, nomeada-
mente em recintos fechados. Uma melhor abordagem do problema em que as misturas sao
convolutivas, isto é sdo misturadas por meio de atrasos de propagacdao no tempo, pode
ser implementada por uma versdo convolutiva do modelo ACI (Hyvérinen et al., 2001b).
Outra questdo importante a ter em conta é a nao estacionariedade da mistura devido as
possiveis mudangas répidas de posigoes de emissores e/ou recetores.

Uma outra situacao prende-se com o problema da ACI subdeterminada ou sobrecompleta
(underdetermined ou overcomplete ICA), em que se admite que o nimero de componentes
independentes a estimar é superior ao nimero de misturas.

E ainda pode ocorrer o caso em que o ruido seja consideridvel de tal forma que dificulte a
estimacao do modelo basico da ACI, mesmo com ruido normal. Nesses casos, aconselha-se

a utilizar antes o modelo da ACI com ruido (Hyvérinen et al., 2001b).
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Geralmente os sinais acisticos registados num ambiente real nao sao instantdneos mas sim
misturas convolutivas, quer seja devido a atrasos no tempo quer seja devido a reflexdes,
e por isso em Tkeda e Murata (1999) é proposto um método da ACI para separar mis-
turas convolutivas de sinais que contém informagao de autocorrelagoes e de nao estaciona-
riedade para intervalos temporais longos. Tendo ainda em conta as estruturas temporais
dos sinais, Brandstein (1998) defende o desenvolvimento de técnicas que incorporam de
uma forma explicita a natureza do sinal da fala dentro de um contexto multicanal. Por
outro lado, Torkkola (1999) apresentou uma revisao acerca das complicagoes dos sinais de
dudio. Makino et al. (2004) apresentaram um outro estudo acerca destes contetidos da
separacao de sinais acusticos de misturas convolutivas através da ACI.

Mencionamos ainda Lombard et al. (2011), onde se mostra que a minimizacao da de-
pendéncia estatistica utilizando a ACI para sinais da banda larga pode ser explorada com
sucesso por localizacao da fonte acustica. Trés métodos foram investigados para extrair
a diferenga de tempo de chegada de informagao contida em filtros de banda larga de um

esquema de ACI de dois canais.

e Processamento de imagens: Uma das aplicagoes mais importantes da ACI relaciona-se
com o uso de sinais para extrair caracteristicas de imagens naturais (paisagens, retratos
humanos, animais, habitagoes, materiais, ...). Neste contexto, a ACI pode ser utilizada
para comprimir, reduzir o ruido ou efetuar reconhecimento de padroes.

A ACI estéd relativamente préxima de um método que permite estimar caracteristicas sub-
jacentes a imagens (veja-se por exemplo em Hurri et al., 1997), designado por método do
c6digo esparso, uma vez que este fornece procedimentos similares & ACI para a estimacao.
O método do cédigo esparso permite extrair caracteristicas cuja propriedade seja estarem
ativas em simultdneo, mas apenas num pequeno nimero. Esta extracao de caracteristicas
de imagens em que ocorre uma decomposicao estd relacionada também com a que é efe-
tuada através de onduletas (Mallat, 1989) ou Andlise de Gabor (Feichtinger e Strohmer,
1997).

Em Manduchi e Portilla (1999) ¢é efetuada a implementacdo de uma técnica baseada na
ACIT para a escolha de um conjunto de filtros a aplicar em imagens com texturas. Em

experiéncias que envolvem tanto a classificagdo como a sintese da textura, a ACI evidencia
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um desempenho superior comparativamente a ACP.

Outros resultados como por exemplo a aplicagdo da contragao do cédigo esparso para
reducao do ruido encontra-se em Hyvérinen et al. (2001a) ou a aplicacao da ACI para ex-
trair caracteristicas de imagens ao nivel das informagoes cromaticas e de estéreo (Hoyer e
Hyviirinen, 2000). Um outro campo de aplica¢do importante em imagens esta relacionado
com o reconhecimento facial, no qual a ACI desempenha um papel crucial, por vezes com
maior desempenho que a ACP usual, como ocorre em Bartlett et al. (2002).

Na tese de Doutoramento de Puga (2000), sobre codificagdo e compressao de imagem,
foram desenvolvidas técnicas mais genéricas, com base na estacionariedade e na nao nor-
malidade, para maximizar a qualidade subjetiva das imagens tratadas através de processos
como a ACI, a ACP e a Anélise em Componentes Simétricas.

Mais recentemente, no campo da detecdo remota de imagens podemos mencionar o tra-
balho de Du et al. (2006) em que a ACI foi aplicada na classificacdo de imagens com o
auxilio da ACP. Também Benlin et al. (2008) tiraram partido da ACI ao usarem a técnica
na classificacao e detecao de alteracoes de imagens remotas multiespectrais.

Um dos campos de pesquisa recente incide na detegao de falsificagoes de imagens digitais,
onde destacamos Kumar et al. (2013) que explora a ACI como uma ferramenta para obter

pistas sobre a adulteracao da imagem original.

Telecomunicagoes: Um ramo especifico das telecomunicagoes que possibilita varias apli-
cagoes da ACI enquadra-se nas denominadas técnicas de Acesso Muiltiplo por Divisdo em
Codigo (em inglés: Code Division Multiple Access - CDMA), as quais permitem que todos
0s usudrios possam transmitir simultaneamente nas mesmas frequéncias e utilizar toda a
banda disponivel. Uma caracteristica especifica de todas as aplicacoes da ACI em tele-
comunicagoes é que elas constituem quase sempre problemas nao totalmente cegos. Com
efeito, & priori, o recetor possui alguma informacao no sistema de comunicacao, mais que
nao seja pelo menos o cédigo de difusdo do utilizador pretendido é conhecido.

Alguns dos exemplos em que se aplica a ACI a dados CDMA podem ser consultados em
Joutsensalo e Ristaniemi (1998), Ristaniemi e Joutsensalo (1999) e Cristescu et al. (2000).
Numa outra referéncia mais recente (Parmar e Unhelkar, 2010) comparam-se os desempe-

nhos de alguns dos algoritmos da ACI utilizados para resolver um problema de estimacao
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num sistema de comunicacao de sequéncia direta em CDMA.

e Indicadores biomédicos: Um dos propdsitos da Engenharia Biomédica é investigar as pos-
siveis alteracGes ao nivel fisiolégico que se manifestam nos mais variados orgaos inter-
nos do corpo humano. Tais ocorréncias podem ser quantificadas e modeladas através de
equipamentos de satde que fornecem indicadores biomédicos do funcionamento de certos
sistemas fisiolégicos tais como o eletroencefalograma, o eletrocardiograma, o magnetoence-
falograma, a ressonincia magnética funcional, a tomografia por emissao de positroes, entre
outros. Geralmente estes indicadores sdo fenémenos que apresentam uma certa fragilidade,
sao nao estaciondrios e distorcidos devido a ruidos e interferéncias. Os equipamentos per-
mitem captar um certo niimero de observagoes sobrepostas no espectro que correspondem
& mistura de multiplas fontes independentes. Portanto, o objetivo consiste no tratamento
dessas observagoes de forma a que os resultados pretendidos correspondam as fontes ori-
ginais separadas. Existem varias técnicas de processamento de sinal (incluindo a ACI) que
podem ser usadas na reducao do ruido e na andlise de tais indicadores.

Sao exemplos neste campo a andlise dos sinais captados pela atividade bioelétrica cerebral
através de elétrodos colocados no couro cabeludo (escalpe), em casos de pacientes com
determinado tipo de epilepsia ou outras doencas relacionadas, bem como a detecao da
apneia do sono, que é um outro fenémeno caraterizado por oscilagoes especificas, possiveis
de serem medidas através de um eletrocardiograma.

De entre muitas das aplicagoes neste dominio em que a ACI se estabelece como um bom
método, realgamos a identificagao e remocao de artefactos (sinais que nao sao gerados pela
atividade cerebral, mas por algum distirbio externo como a atividade muscular do olho,
a respiragdo ou o batimento cardiaco) que se podem encontrar, por exemplo, em Makeig
et al. (1996), Vigédrio (1997), Vigario et al. (1998), Jung et al. (1998) e Delorme et al.
(2007). Uma outra importante aplicagdo da ACI a sinais de eletroencefalogramas e mag-
netoencefalogramas, que também consiste na separacgao de artefactos, pode ser consultada
em Vigdrio et al. (2000). Também em Faria et al. (2012), procedeu-se a investigagao
da viabilidade de utilizacao de um sistema experimental de estimulagao elétrica transcra-
niana, através de correntes continuas de baixa intensidade no tratamento de epilepsias

refratdrias, em criangas durante o sono. Para garantir uma maior seguranga na aplicacao
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das correntes continuas, recorreu-se, em simultaneo, ao registo do eletroencefalograma, no
qual apareceram artefactos que inviabilizavam a sua leitura. A ACI, com base no algo-
ritmo Infomax, revelou ser o método mais eficaz na eliminagao desses artefactos e permitiu
aferir que esta técnica de estimulagao elétrica transcraniana pode ser considerada como
ferramenta ttil no tratamento deste tipo de epilepsias.

Num outro exemplo, Anemiiller et al. (2006) utilizam a ACI espacial com ndimeros com-
plexos aplicada ao dominio da frequéncia, para que seja possivel modelar padroes dindmicos
no espago e no tempo em dados de imagens de ressonancia magnética funcional. Mais re-
centemente, Delorme et al. (2012) compararam os resultados da decomposi¢ao de treze

conjuntos de dados de eletroencefalogramas através de 22 algoritmos de ACI e BSS.

Aplicagoes financeiras: A ACI pode ajudar a encontrar fatores que se julgam desconhecidos
em determinadas situacoes financeiras como por exemplo nas taxas de caAmbio ou nos
retornos das agoes da bolsa.

Um dos estudos financeiros pioneiros na aplicacao da ACI como complemento a4 ACP
classica foi levada a cabo por Back e Weigend (1997), no qual foi analisada uma carteira
de agoes. O estudo permitiu observar de uma forma mais rdpida algumas estruturas que
estavam subjacentes aos dados, ajudando assim a minimizar o risco a que se estd sujeito
quando se efetuam certos investimentos. Posteriormente, Kiviluoto e Oja (1998) aplicaram
a ACI a séries temporais financeiras, cujos dados representavam o fluxo de caixa simultaneo
em vdrias lojas pertencentes & mesma cadeia de retalho.

De entre outros trabalhos desenvolvidos nesta drea, salientamos um artigo de Oja et al.
(2000) em foi utilizada a ACI para andlise e previsao em séries temporais financeiras e,
um outro em que Lu et al. (2009), com vista a reduzir a influéncia de ruido, propuseram
uma abordagem de um modelo bietdpico usando para tal a ACI e um modelo de regressao
baseado em algoritmos de redes neuronais, designado de regressao vetorial de suporte, na
previsao de séries temporais financeiras.

Outras extensoes podem-se encontrar para tratar dados de séries temporais distorcidos da

realidade por desfasamentos, por ruido e por falta de linearidades.

Climatologia: A nogao de que o sistema climdtico é bastante complexo sugere que, para

além das varidveis meteorolégicas usualmente estudadas, possam existir outras compo-
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nentes fisicas que sejam independentes e nao necessariamente observdveis. Como exem-
plo em Hannachi et al. (2009), a ACI é encarada como um método de rotacao das CPs,
admitindo-se que os sinais climéticos subjacentes possuem uma acao de forga independente,
e como tal é expetdvel encontrar loadings com padroes interpretaveis cujos coeficientes ao
longo do tempo tenham propriedades que vao para além da nao correlacao observada nas
CPs. A ACI tém vindo a ser utilizada com mais frequéncia na drea do clima e alguns
autores tais como Aires et al. (2000) ou Basak et al. (2004) afirmam que em determinados
casos a ACI evidencia melhores resultados do que a ACP tradicional. Em Sebastido e
Oliveira (2009) ¢ abordado um conjunto de dados mensais médios de pressao ao nivel do
mar, em oito estagoes meteoroldgicas no Norte do Oceano Pacifico, com o intuito de obter
resultados comparativos entre a ACP e a ACI, os quais irdo ser analisados na Sec¢ao 3.12.
O mesmo conjunto de dados foi utilizado em Sebastiao e Oliveira (2013), onde se aplicam
a ACP e a ACI e ainda uma nova abordagem da ACI como alternativa & Andlise Espec-
tral Singular Multicanal, a partir da matriz dos desfasamentos, e que serdao discutidas na

Seccao 6.3.

Para além das aplicagoes descritas anteriormente outras aplicacoes e referéncias podem ser

consideradas, tais como:

e Anslise de dados das expressoes de genes (Engreitz et al., 2010);
e Aniglise de documentos de texto (Kolenda e Hansen, 1999);

e Anilise de perfil proteémico e biomarcadores (Zhang et al., 2011);
e Astrofisica (Allen et al., 2013);

e Extracao de informacao de bases de dados - data mining (Draghici et al., 2003; Wu e Law,

2010);
e Monitorizagao sismica (Ham e Faour, 1999; Orihara et al., 2009);
e Processos industriais (Tseng e Tsai, 2006);

e Sistemas mecénicos (Ypma e Pajunen, 1999).



104 CAPITULO 3. ANALISE EM COMPONENTES INDEPENDENTES

3.12 Exemplo de Aplicacao: Pressao ao Nivel do Mar

A aplicac@o de conceitos tedricos abrangidos pelas técnicas da ACP e da ACI serao analisados
nesta Seccao através de um exemplo de dados climdticos (de pressdo ao nivel do mar), os quais
jé tinham sido usados na obtencgédo de resultados comparativos entre a ACP e outras técnicas,
nomeadamente em Oliveira (2003). Para além da ACP usual, iremos implementar a ACI através
dos algoritmos FastICA e AMUSE, e efetuar comparagoes dos dados em estudo com duas séries
especificas de dados de temperatura e de pressdo atmosférica ao nivel do mar a oeste do Pacifico,

devido & sua importancia como fonte de variabilidade interanual no sistema climético global.

Consideremos um conjunto de 216 valores mensais médios de pressao ao nivel do mar obser-
vados em cada uma das 8 estagdes meteorolégicas (desde janeiro de 1979 a dezembro de 1996)
no norte do Oceano Pacifico, nos estados do Alasca, Califérnia, Havai e Washington (Figura
3.9). As estagbes meteoroldgicas analisadas foram: 1 - Crescent City; 2 - San Diego; 3 - San
Francisco; 4 - Hilo; 5 - Honolulu; 6 - Neah Bay; 7- Seldovia e 8 - Sitka (Apéndice D). A am-
plitude temporal (num total de 216 meses) é suficiente para examinar as relagoes dos padroes
obtidos pelas técnicas e pela série temporal do Indice de El Nirio'! (Figura 3.10).

A este conjunto de dados aplicaram-se as técnicas da ACP (sobre a matriz de correlagoes) e
da ACI. Selecionaram-se as 3 primeiras CPs (Figura 3.11) e as 2 primeiras Cls (Figuras 3.12 e
3.13) por se verificar serem suficientes na obten¢ao de resultados satisfatérios para uma andlise
elementar com vista a realcar as diferencas e semelhancas entre as técnicas em andlise quer ao
nivel do dominio do tempo quer ao nivel da frequéncia. A quantidade de varidncia explicada nas
2 e nas 3 primeiras CPs ¢, respetivamente, de 72.5% e 87%. Foi utilizado o algoritmo FastICA
para obtencao das 2 Cls cuja extragao ocorreu em paralelo. A escolha recaiu sobre este algoritmo
por ser um dos mais usados na estimagao do modelo ACI. No entanto muitos dos resultados
foram também comparados com os resultados obtidos segundo o algoritmo AMUSE, uma vez
que este ¢ uma boa alternativa (ver a Secgao 3.6) para analisar os dados originais (de pressao

ao nivel do mar) ao admitirmos que as CIs possuem uma dependéncia temporal.

A série do Indice de El Nifio ¢ constituida por 216 valores mensais (de janeiro de 1979 a dezembro
de 1996) de temperatura (em °C) ao nivel do mar (Sea Surface Temperature - SST). Os dados foram
retirados de www.cpc.ncep.noaa.gov/data/indices/ e sao provenientes da regido designada por Nifio 3
(150°W-90°W e 5°N-5°S).
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Figura 3.9: Séries temporais dos valores mensais médios de pressao ao nivel do mar em 8 estagoes

meteorolégicas no Norte do Oceano Pacifico entre janeiro de 1979 e dezembro de 1996
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Figura 3.10: Série temporal dos valores mensais de temperatura ao nivel do mar (em °C) do

Indice de El Nifio entre janeiro de 1979 e dezembro de 1996
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Figura 3.13: Coordenadas das duas primeiras componentes independentes obtidas pelo algoritmo

AMUSE

A Figura 3.14 apresenta os gréficos que permitem comparar a representagao das observagoes
nas duas primeiras CPs (CP1+CP2) e nas duas tunicas Cls extraidas (CI1+CI2), e como tal
obtidas sem qualquer ordem especifica, através dos algoritmos FastICA e AMUSE. Para quan-
tificar as semelhancas existentes na representacao grafica, aplicamos um critério de comparagao

dos subespagos gerados pelas CPs e Cls mencionadas.

Coeficiente de Determinagao Generalizado

O Coeficiente de Determinagao Generalizado (Generalized Coefficient of Determination (GCD))
de Yanai (Ramsay et al., 1984) é um indicador que mede o grau de semelhanga entre dois
subespacos, o qual é definido como o cosseno do angulo entre as matrizes de projecao ortogonal
(Apéndice C.1) nesses subespagos. Quanto mais préximos da unidade forem os valores do indice,
maior serd a semelhanca entre dois subespagos. Como referido em Cadima et al. (2004), este
coeficiente possui uma relagao estreita com o conceito de distancia entre subespacos abordada

em Golub e Van Loan (1996).

No contexto deste exemplo de aplicagao, consideramos que as matrizes de projecao ortogonal
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CP2
Cl2-FastICA
CI2-AMUSE

CP1 Cl1-FastiCA CHH-AMUSE

Figura 3.14: Representagao das coordenadas das 216 observagoes nas duas primeiras compo-
nentes principais (CP1+CP2) e nas duas componentes independentes (CI1+CI2) obtidas através
dos algoritmos FastICA e AMUSE

sdo obtidas a partir das matrizes cujas colunas sao formadas pelas CPs e pelas Cls, respetiva-

mente.

Definicao 3.12.1 Seja G o subespaco gerado pelas q CPs retidas e H o subespago gerado pelas
m Cls extraidas. Sejam Pg e Py as matrizes de projecao ortogonal nos subespacos G e H,
respetivamente.
De acordo com Minhoto (2009), o indicador GCD é dado por
tr(PgPn)

VaEm

Os valores do coeficiente GCD para os subespagos gerados pelas duas primeiras CPs e pelas

GCD(G,H) = cos(Pg, Py) =

duas Cls obtidas através do algoritmo FastICA, assim como pelas duas Cls obtidas através do
algoritmo AMUSE s&@o ambos iguais a 0.663. Uma vez que o coeficiente GCD varia entre 0 e 1,
podemos admitir que este valor representa uma semelhanca razodvel entre os subespagos gerados
em ambos os casos (ou seja, entre o gréfico da esquerda e o grafico central e entre o gréfico da
esquerda e o gréfico da direita da Figura 3.14). Ao selecionar as trés primeiras CPs em vez das
duas CPs e mantendo apenas duas Cls, a semelhanca entre os subespacos gerados aumenta uma
vez que o valor do coeficiente GCD ¢ igual a 0.759.

Como nao é de estranhar, o coeficiente GCD para os subespacos gerados pelas duas Cls

obtidas através do algoritmo FastICA e pelas duas Cls obtidas através do algoritmo AMUSE
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Tabela 3.1: Correlagoes entre as coordenadas das componentes principais em ACP e das com-

ponentes independentes em ACI através do FastICA e do AMUSE

CP1 | CP2 | CP3

CI1-FastICA | 0.965 | 0.001 | -0.235

CI2-FastICA | -0.209 | 0.592 | -0.692

CI1-AMUSE | 0.986 | -0.093 | -0.122

CI2-AMUSE | -0.053 | 0.584 | -0.721

é unitdrio, o que traduz uma semelhanca "perfeita" entre os respetivos subespagos gerados,
uma vez que ambos servem o mesmo proposito de representar as duas componentes que sejam
estatisticamente independentes. Note-se que o padrao associado a mancha de pontos é similar
no gréfico central e no gréfico da direita da Figura 3.14, ambos envolvendo ClIs, os quais diferem

ligeiramente em termos de localizacao a menos de uma rotacao e translacao.

3.12.1 Estudo no Dominio do Tempo

A andlise das coordenadas das componentes sob a forma de séries temporais deverd consistir
nas comparagoes das correlagoes (Tabela 3.1) entre pares de componentes das duas técnicas.
A CP1 estd altamente correlacionada com a CI1, enquanto que a CP2 apresenta um grau de
correlacao razodvel com a CI2 embora seja um pouco mais relevante a correlagdo da CP3 com a
CI2. De entre estas correlagoes, destacam-se valores (em médulo) ligeiramente mais altos para
a utilizagdo do AMUSE em relagao ao FastICA, em particular nos pares (CP1;CI1-AMUSE) e
(CP3;CI2-AMUSE). Como tal, para efetuarmos uma interpretacao gréfica do comportamento
comparativo entre as componentes mais correlacionadas, apresentamos as Figuras 3.15 e 3.16
cujas componentes foram previamente normalizadas. Estas permitem estabelecer comparagoes
visuais conjuntas entre as CPs e as Cls e constatar que a primeira componente apresenta prati-
camente 0 mesmo comportamento ao longo do tempo independentemente da técnica utilizada,
enquanto que a segunda componente revela um comportamento visual relativamente distinto
para ambas as técnicas.

Uma vez que a terceira CP (CP3) apresenta uma correlagao com a segunda CI relativamente

significativa, decidimos efetuar ainda o gréfico da Figura 3.17 para comparar estas componentes,
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Figura 3.15: Coordenadas da CP1, da CI1-FastICA e da CI1-AMUSE normalizadas
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Figura 3.16: Coordenadas da CP2, da CI2-FastICA e da CI2-AMUSE normalizadas
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as quais foram previamente normalizadas. As componentes apresentam um padrao geral de
comportamento que é por vezes distinto entre técnicas tal como na Figura 3.16, mas ainda

assim parece existir uma concordancia razodvel.
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Figura 3.17: Coordenadas da CP3, da CI2-FastICA e da CI2-AMUSE normalizadas

Também é possivel comparar os coeficientes dos vetores (associados as componentes) através
dos angulos entre cada par de vetores de componentes. Tendo em conta os passos da imple-
mentagao dos dois algoritmos envolvidos na técnica da ACI, os vetores associados as Cls sao
exatamente iguais em termos de coeficientes, e como tal destacam-se os seguintes cossenos mais
elevados (em modulo) validos para ambos os algoritmos: cos(CP1, CI1) = 0.906, cos(CP2, CI2)
= 0.483 e cos(CP3, CI2) = 0.687. Estes permitem identificar relagbes existentes entre os coe-
ficientes dos vetores de ambas as técnicas, e estao em concordancia com os resultados das cor-
relagoes entre as referidas componentes.

Por outro lado, os vetores proprios associados as CPs da ACP e os vetores da matriz do
branqueamento da ACI também podem ser usados como meio de comparacao entre técnicas,
para avaliar até que ponto é que os seus coeficientes s@o ou nao similares. Uma inspecao visual da
Figura 3.18 permite constatar um elevado grau de semelhanga entre os coeficientes dos vetores

associados a CP1 e CI1-FastICA e algumas semelhangas entre o CP3 e CI2-FastICA, resultados
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esses que sao consistentes com os valores de cossenos existentes entre os vetores (associados as

componentes) descritos anteriormente.
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Figura 3.18: Vetores préprios da ACP e vetores da matriz do branqueamento em ACI

No que se refere as autocorrelagoes das componentes sob o ponto de vista de séries tempo-
rais, apresentamos na Figura 3.19 os valores da funcao de autocorrelagao obtidos a partir das
coordenadas de CP1, CP2 e CP3.

Os dois primeiros correlogramas evidenciam uma sazonalidade anual para as CP1 e CP2.
A CP2 possui valores mais elevados (em mddulo) de autocorrelagio nomeadamente para um
desfasamento até cinco anos, ou seja, a correlagdo entre pares de valores da série temporal
separados por um intervalo até cinco anos é geralmente mais elevada quando comparada com a
CP1. Por outro lado, o terceiro correlograma sugere a existéncia de um ciclo de periodicidade
de cerca de 3 a 4 anos (o que serd evidenciado no espectro) para a CP3.

Consideremos também as componentes independentes sob o ponto de vista de séries tempo-
rais, cujos valores da fungao de autocorrelagao obtidos a partir das coordenadas de CI1-FastICA,
CI2-FastICA, CI1-AMUSE e CI2-AMUSE se apresentam na Figura 3.20.

Comparativamente em termos graficos, estes sao muito semelhantes entre algoritmos FastICA

e AMUSE para as mesmas Cls. Os correlogramas referentes & CI1 apresentam uma sazonalidade
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Figura 3.19: Valores da fung¢ao de autocorrelagao para as CP1, CP2 e CP3. As linhas horizontais

a tracejado representam os limites do intervalo a 95% de confianca para a autocorrelagao
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ACF para Cl1-FastICA
ACF para Cl1-AMUSE

ACF para Cl2-FastICA
ACF para CI2-AMUSE

Figura 3.20: Valores da fungao de autocorrelagao para as CI1 e CI2 obtidos através dos algorit-
mos FastICA e AMUSE. As linhas horizontais a tracejado representam os limites do intervalo a

95% de confianca para a autocorrelacao

anual, enquanto que nos correlogramas da CI2 a sazonalidade nao é evidente. Para além disso,
constatamos que as autocorrelagoes tornam-se praticamente todas negativas em CI2 a partir dos

10 anos de desfasamento.

3.12.2 Estudo no Dominio da Frequéncia

Apés o estudo detalhado ao nivel do dominio do tempo, podemos efetuar o estudo de uma
série estaciondria no dominio da frequéncia. Para tal devemos analisar a estrutura resultante de
diferentes oscilagoes em diferentes frequéncias. Alguns dos indicadores estatisticos apropriados
sao o espectro, o espectro cruzado, o espectro de fase e o espectro de coeréncia (Apéndice C.3).

O espectro das coordenadas de cada componente é uma funcdo que permite geralmente
identificar de uma forma simplista os principais picos de frequéncia. Os gréaficos dos espec-

tros podem ser utilizados entre diferentes coordenadas para averiguar se os padroes fornecem
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resultados satisfatérios para diferentes valores de desfasamentos no tempo.

Na Figura 3.21 podemos averiguar que a CI1 apresenta espectros semelhantes para ambos
os algoritmos utilizados, assim como a CI2. Em todos os espectros se destacam dois principais
picos de frequéncia em 0.083 e 0.167 que correspondem aos periodos anual (1/0.083 ~ 12) e

semestral (1/0.167 ~ 6) respetivamente.
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Figura 3.21: Espectros das coordenadas de CIl1-FastICA, CI2-FastICA, CI1-AMUSE e CI2-
AMUSE

Dada a semelhanca existente entre os espectros das séries na Figura 3.21, seleciondmos apenas
os espectros obtidos através do FastICA para representar conjuntamente com os espectros das
CPs na Figura 3.22. Ao compararmos estes espectros, observa-se que as diferentes componentes
assumem comportamentos idénticos e em particular os espectros CP1 e CI1-FastICA sao muito
semelhantes assim como o CP3 e CI2-FastICA. Para além dos picos referidos anteriormente,
aquando do uso da ACI e também identificados pela ACP, ainda é notério no espectro da CP3 e
da CP2 um pico inicial para uma frequéncia em 0.023 o que corresponde a um periodo de cerca

de trés anos e meio.
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Figura 3.22: Espectros das coordenadas de CP1, CP2, CP3, CI1-FastICA e CI2-FastICA

Comparagoes com a Série Temporal do Indice de El Nisio

Para além das comparacoes entre as andlises dos espectros do conjunto de dados mensais de
pressao ao nivel do mar, decidimos ainda avaliar a concordancia dos resultados com os da série
temporal do Indice de El Nirio (dados de temperaturas ao nivel do mar, em graus Celsius).
Varios estudos cientificos indicam que o fenémeno El Nirio afeta a temperatura da dgua do mar
e como tal também influencia a pressao ao nivel do mar (Ilin et al., 2005).

A Oscilagao Sul do El Nino (ENSO) é um fenémeno que ocorre no Oceano Pacifico e na
atmosfera, mas também conhecido por ser uma das fontes mais relevantes da variabilidade
interanual no clima (em geral) e no tempo (em particular) a escala global. A sua componente
oceénica pode ser definida como um aumento (El Nino) ou diminuicao (La Ninia) da temperatura
ao nivel do mar no Oceano Pacifico central e oriental. As ocorréncias de aquecimento do El Nirio
sao conhecidas por serem acompanhadas de um decréscimo na pressao atmosférica ao nivel do
mar a oeste no Pacifico, o qual traduz a componente atmosférica do ENSO, conhecida por
Oscilacao Sul (SO).

Analisemos a relacdo entre o Indice de El Nifio e as componentes em estudo.

A Figura 3.23 fornece comparagoes entre as coordenadas das 3 CPs da ACP, das 2 Cls da

ACI implementada com o FastICA e a série temporal do Indice de El Nirio. Os resultados sio
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semelhantes entre o espectro da série do Indice de El Nifio e os espectros das coordenadas das
técnicas, uma vez que estes possuem estruturas idénticas evidenciando mais uma vez os dois
principais picos de frequéncia referentes aos periodos anual e semestral. Portanto tudo indica
existirem ligacoes relevantes entre o Indice de El Nifio e as outras coordenadas das componentes
(séries temporais) obtidas por ACP e ACIL No espectro do Indice de El Niio ainda se evidencia
o pico de frequéncia de 0.0185, o que corresponde a um periodo de cerca de quatro anos e meio.
E de notar que o fenémeno de El Nifio ocorre em média em cada 4 a 5 anos, mas com intervalos

que podem ir desde os 2 aos 7 anos. A duracéo do fenémeno pode variar entre 6 a 18 meses.
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Figura 3.23: Espectros das coordenadas de CP1, CP2, CP3, CI1-FastICA, CI2-FastICA e da

série temporal do Indice de El Nisio

Ao analisar os espectros de fase na Figura 3.24 e os espectro de coeréncia na Figura 3.25,
podemos constatar que as Unicas séries temporais que estao em fase e que variam com coeréncia
sao CP1 e CI1-FastICA. Em relacio ao Indice de El Nifio, notamos que é dificil averiguar
em que frequéncias é que este varia de uma forma coerente com as restantes coordenadas das

componentes.
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Figura 3.24: Espectros de fase para CP1, CP2, CP3, CI1-FastICA, CI2-FastICA e série temporal
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Figura 3.25: Espectros de coeréncia para CP1, CP2, CP3, CI1-FastICA, CI2-FastICA e série
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Comparagdes com a Série Temporal do Indice de Oscilagido Sul (SOI)

Para além da inclusdo no estudo do Indice de El Nifio para a temperatura ao nivel do mar,
procedemos ainda a uma andlise comparativa ao nivel espectral entre o conjunto de dados em
causa (valores mensais médios de pressao ao nivel do mar no norte do Oceano Pacifico) e a
pressao atmosférica ao nivel do mar a oeste do Pacifico de acordo com o Indice de Oscilagio
Sul'? (SOI) (Figura 3.26). Este Indice ¢ uma medida das flutuacdes em grande escala na pressao
do ar, que ocorrem no Pacifico tropical, durante os episédios dos fenémenos El Ninio e La Nina
(Trenberth, 1984). Sabe-se que periodos prolongados de valores negativos (positivos) do SOI
coincidem com o aquecimento (arrefecimento) das dguas em todo o leste do Pacifico tropical, o

que é tipico de El Nino (La Nina).
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Figura 3.26: Série temporal dos valores mensais estandardizados de pressao ao nivel do mar do

Indice de Oscilacdo Sul entre janeiro de 1979 e dezembro de 1996

Para analisar a relacao entre o Indice de Oscilacao Sul e as componentes envolvidas neste

exemplo de aplicagao, consideremos a Figura 3.27, que ilustra a comparacao entre este indice e

20 Indice de Oscilacio Sul (SOI) é um indice estandardizado baseado nas diferengas de pressao ao
nivel do mar observadas entre Taiti e Darwin, na Austrdlia. Para este caso em estudo, a série do Indice de
Oscilagdo Sul é constituida por 216 valores mensais (de janeiro de 1979 a dezembro de 1996) de presséo

ao nivel do mar. Os dados foram retirados de www.cpc.ncep.noaa.gov/data/indices/soi.
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as coordenadas das 3 CPs da ACP e das 2 CIs da ACI obtida através do algoritmo FastICA.

P CP1
S | cpP2
& cP3
] Cl1—FastICA
1= 9I2—FastICA
oo indice de Oscilacao Sul
f=4 o
- o —]
53 i
[oR
w
a _
o
[Ye) —]
S
o
IS p—
o
Lo
-
o

Frequéncia

Figura 3.27: Espectros das coordenadas de CP1, CP2, CP3, CI1-FastICA, CI2-FastICA e da

série temporal do Indice de Oscilaggo Sul

Os resultados obtidos ndo apresentam, de um modo geral, semelhangas entre o espectro do
SOI e os espectros das coordenadas das restantes técnicas. Contudo, detetamos um pico de
frequéncia de 0.0185 no espectro do SOI, que corresponde a um periodo de cerca de quatro anos
e meio, o qual surge também no Indice de El Nifio, permitindo assim estabelecer a relacio que
é conhecida entre o Indice de El Nifio e o Indice de Oscilacdo Sul de acordo com o fenémeno
ENSO. Ainda segundo a Figura 3.27 apercebemo-nos de que o SOI ndo apresenta picos de
frequéncia destacdveis em torno de 0.083 nem em torno de 0.167 (periodos anual e semestral
respetivamente), contrariamente a relevancia destes em todas as outras componentes envolvidas
na andlise e também no Indice de El Nirio. Uma vez que o SOI pretende captar essencialmente
as variagoes que ocorrem associadas aos fenémenos El Nino e La Nina, os valores do indice
sdo calculados através de expressoes'® baseadas em anomalias seguidas de estandardizacdes que
levam a remocao do ciclo anual (Keppenne e Ghil, 1992; Trenberth, 1984; Ropelewski e Jones,

1987).

13As féormulas de célculo do SOI utilizadas neste caso de estudo podem ser consultadas em

http://www.ncdc.noaa.gov /teleconnections/enso/indicators/soi/
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Tabela 3.2: Soma de quadrados dos residuos para as reconstrugoes com a ACP e a ACI (através
do FastICA e do AMUSE) a custa da primeira CP (CP1), da primeira CI (CI1), das duas
primeiras CPs (CP12), das duas primeiras CIs (CI12) e das trés primeiras CPs (CP123)

CP1 | CP12 | CP123 | Cll-FastICA | CI12-FastICA | CI1-AMUSE | CI12-AMUSE

CCity.CA | 0.494 | 0.419 | 0.222 0.220 0.220 0.267 0.220
SDie.CA 0.684 | 0.329 | 0.160 0.629 0.465 0.717 0.465

SFranc.CA | 0.466 | 0.426 | 0.057 0.262 0.111 0,392 0.111
Hilo. HW 0.527 | 0.211 | 0.132 0.602 0.599 0.613 0.599

Honol HW | 0.771 | 0.412 | 0.172 0.840 0.840 0.844 0.840
NBay.WA | 1.159 | 0.331 | 0.326 1.203 0.688 0.926 0.688
Seld.AK 1.924 | 1.595 | 0.971 2.982 0.500 2.275 0.500

Sitka.AK | 0.981 | 0.489 | 0.229 1.502 0.238 1.077 0.238

Sum 7.007 | 4.213 | 2.270 8.238 3.660 7.111 3.660

3.12.3 Reconstrucao

Tendo em conta o conjunto de dados em anélise, para cada uma das estacoes meteoroldgicas,
é possivel apresentar informacao referente as reconstrugoes, através da ACP e da ACI, para os
dados originais dos niveis de pressao ao nivel do mar. Para avaliar a eficdcia das reconstrugoes,
recorre-se as somas de quadrados dos residuos (SQR).

Em termos gerais, a reconstrugao para a ACP realiza-se de acordo com a descrigao da Seccao
2.3 enquanto que para a ACI consiste na reconstrugao dos dados originais multiplicando o vetor
das componentes independentes estimadas pela matriz das misturas estimadas.

As reconstrucoes podem ser efetuadas com um determinado nimero de componentes domi-
nantes para ambas as técnicas. Na Tabela 3.2 apresentam-se as somas de quadrados dos residuos,
para cada uma das séries temporais relacionadas com as estagoes meteoroldgicas, onde se uti-
liza um nimero distinto de componentes da ACP e da ACI (através dos algoritmos FastICA e
AMUSE) nas reconstrugoes dos dados originais.

Quando se usa apenas a primeira componente, os valores das somas de SQR s&o pratica-

mente idénticos entre as reconstrugoes de CP1 e CI1I-AMUSE enquanto que a soma de SQR
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de CI1-FastICA é ligeiramente mais elevada. As reconstrugoes com as duas primeiras compo-
nentes apresentam valores de somas de SQR relativamente préximos para ambas as técnicas.
Relembramos que, de acordo com o exposto no inicio da Seccao 3.12, a comparacao entre grupos
de componentes analisada através do Coeficiente de Determinacao Generalizado sugeria uma
semelhancga razodvel entre os subespagos gerados pelas duas primeiras CPs e pelas duas Cls.
H4 ainda a salientar a questao relacionada com o facto de cada técnica possuir o seu préprio
critério de reconstrugdo. Com tais critérios distintos entre a ACP e a ACI era de esperar
naturalmente resultados diferentes nas reconstrugoes. Contudo, quanto mais parecidos forem
os valores das somas de SQR entre técnicas, significa que maior é a concordancia das suas
reconstrugoes. Por outro lado, quanto menores forem os valores das somas de SQR, maiores
serao as semelhancas entre os dados originais e as suas reconstrucoes. Tal situacao, como era
de esperar, acontece a medida que o nimero de componentes intervenientes na reconstrucao dos

padroes aumenta.

3.13 Resumo e Conclusoes

Na parte inicial deste Capitulo apresentdmos a técnica da ACI, em que os dados observados sao
considerados como transformacoes lineares de fatores desconhecidos, designados de componentes
independentes. O cldssico problema cocktail party foi introduzido como exemplo que esteve na
génese do desenvolvimento da técnica.

Na estimacao do modelo bésico da ACI, admite-se que as Cls sdo independentes entre si
em termos estatisticos, e que todas as Cls ou todas exceto uma nao seguem uma distribui¢ao
Normal. A estimagao pressupoe a implementagao de um algoritmo ao conjunto dos dados iniciais,
aos quais é costume aplicarem-se técnicas de pré-processamento como a usual centragem das
varidveis e o branqueamento, desde que seja efetuado através de uma transformagao ortogonal,
para que as Cls se tornem nao correlacionadas e com variancias unitdrias. Este procedimento
geral de aplicagdo do modelo ACI pode ser ilustrado no esquema da Figura 3.28.

De entre os varios métodos existentes para a estimacao do modelo de ACI, muitos deles
foram descritos ao longo do Capitulo e estdo resumidos nas Tabelas 3.3 e 3.4. Também foram
mencionados os algoritmos mais adequados para cada tipo de método.

Em relagao a dados cujas Cls sdo constituidas por observagoes em que se admite a partida
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Tabela 3.3: Resumo dos métodos de estimacao do modelo ACI relacionados com a maximizacao

da nao normalidade

Curtose como Medida de Nao Normalidade

e Método que consiste em encontrar as diregoes ortogonais das Cls
cujos valores absolutos da curtose sejam maximizados.

e Utiliza algoritmos do gradiente e também do ponto fixo como por

exemplo o FastICA.

Neguentropia como Medida de Nao Normalidade

e Baseada na versao normalizada da entropia diferencial,
alternativa ao uso da curtose.

e Problemas computacionais podem ser evitados, recorrendo a
aproximagoes simples da neguentropia que utilizam cumulantes
de ordem superior ou certas fungoes mais robustas.

e Usa algoritmos do gradiente e do ponto fixo (por exemplo uma

versao do FastICA).
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Tabela 3.4: Continuagao do resumo dos métodos de estimagao do modelo ACI

Estimagao de Mdaxima Verosimilhanca

e E um dos principios estatisticos mais usados de estimaco.

e Pode ser usada para estimar o modelo desde que sejam conhecidas
as fungoes densidades das Cls & priori.

e Recorre a algoritmos, desde o mais simples do gradiente ao rdpido FastICA.

Principio do Infomax
e Conceito com uma relacao préxima da méxima verosimilhanca usado em
redes neuronais.

e Baseia-se na maximizacao da entropia de saida ou fluxo de informacao.

Minimizagao da Informacao Mitua

e Baseia-se na teoria da informacao.

e Tem a vantagem de permitir unificar muitos outros principios de estimagao.
e Utiliza essencialmente os mesmos algoritmos que a maximizacao da nao

normalidade ou a estimacao de méxima verosimilhanca.

Meétodos Tensoriais

e Estimagao do modelo através de tensores cumulantes de ordem superior,
que constituem uma generalizacao da matriz de covaridncias, a partir da
qual se pode aplicar a decomposicao espectral cujos valores préprios

sao fornecidos pela curtose das Cls.

e Podem usar-se o algoritmo da poténcia que é similar ao FastICA,

o JADE para valores préprios iguais do tensor e o FOBI para casos

de curtoses da CIs todas diferentes.
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Pré-processamento

Modelo ACI

Figura 3.28: Esquema das etapas de aplicacao do modelo ACI: fases do pré-processamento e da

implementacao de um algoritmo

possuirem uma estrutura de dependéncia temporal intrinseca, é preferivel utilizar um modelo
de ACI que retire o maximo de proveito dessa informacao temporal como elemento essencial
para melhorar a estimacao do mesmo em detrimento, por exemplo, do modelo bédsico a custa da
nao normalidade. Foram apresentados dois casos em que a separagao das Cls é possivel (mesmo
que estas sejam Normais) recorrendo a diferentes autocovarincias e a nao estacionariedade de
variancias. Para além disso, foi referido ainda o principio da complexidade de Kolmogoroff que

permite unificar todos os pressupostos anteriores.

Apesar de termos descrito apenas quatro algoritmos neste trabalho, o nimero de algoritmos
existentes nem sempre proporciona ao investigador uma escolha rapida e fécil do algoritmo que
se julgue ser o mais adequado possivel ao seu problema. Para além disso, nao existe um critério
geral vilido referente & escolha certa, embora esta deva depender da natureza das propriedades
estatisticas das fontes (Cls) e da especificidade das aplicagoes (Cichocki e Amari, 2002). Podemos
distinguir de grosso modo dois tipos de algoritmos, uns que funcionam em bloco para maximizar
ou minimizar determinada funcao objetivo e outros que sao adaptativos a cada instante de tempo

consoante o processo, 0s quais sao muitas vezes baseados em métodos do gradiente.

A implementagao da maioria dos algoritmos acarreta a ambiguidade da permutagao ao esti-
marem as Cls segundo uma ordem arbitrdria. Geralmente, em muitas aplicagGes, é ttil que as
Cls estejam ordenadas, de acordo com determinadas propriedades estatisticas. Existem virios
métodos de ordenacdo das Cls baseados em critérios especificos, no entanto neste trabalho sao

realcados apenas os cinco métodos ilustrados na Figura 3.29, os quais irao ter maior destaque
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no exemplo de aplicagao do Capitulo 5, no qual se retém um elevado nimero de Cls.

POS- PROCESSAMENTO DE ORDENAGAO DAS Cls:

* Maximizagdo da curtose das Cls

» Maximizagdo da norma dos vetores da matriz
estimada das misturas
» Minimizagdo da soma dos quadrados dos erros na

reconstrugcao da matriz dos dados originais

"> >

ACI

» Analise das correlagdes candnicas
» Correlagdes entre as CPs (da ACP) e as Cls

Figura 3.29: Esquema ilustrativo de alguns métodos de ordenagao das Cls

Um outro aspeto importante, aquando do processo de aplicacao de um dado algoritmo, reside
na escolha do nimero adequado de Cls que devem ser retidas em detrimento de outras que
contribuam com menor informacao para a explicagdo do modelo. Esse niimero de Cls poderd
ser o mesmo que é identificado pela ACP usual como o nimero adequado de componentes
dominantes, embora tenham sido apontadas outras praiticas.

Neste Capitulo foram ainda abordados superficialmente outros modelos, extensées ou deriva-
¢oes do modelo bésico de ACI como é o caso do modelo com ruido, o modelo néo linear, o modelo
sujeito a determinado tipo de restricdo, o modelo para nimeros complexos ou o modelo para
dados bindrios. Realgaram-se também as mais variadas dreas de atuacgao da ACI.

Por tltimo foi efetuada uma aplicacao préatica que incidiu na comparacgao entre a utilizacao
das técnicas da ACP e da ACI, em dados de pressdo ao nivel do mar, os quais foram ainda
comparados com a série do Indice de El Nifio para a temperatura ao nivel do mar e com a série
do Indice de Oscilacdo Sul para a pressao ao nivel do mar no Pacifico. Para além do afamado
algoritmo FastICA que pressupoe a nao normalidade de todas as CIs (ou todas exceto uma), foi
implementado o algoritmo AMUSE para confrontar com este tltimo, uma vez que os dados em
estudo sao constituidos por observagoes ao longo do tempo, e como tal, admite-se a priori que
possuem uma estrutura de dependéncia temporal, onde a questao da nao normalidade das Cls
nao é imposta.

Verificou-se que na maior parte dos resultados do exemplo pratico, o algoritmo AMUSE

apresenta um desempenho ligeiramente superior ao do FastICA. A estrutura temporal contida
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nos dados permitiu extrair a informacao da autocorrelacdo nas primeiras componentes, a qual
estd diretamente relacionada com o Indice de El Niio. No que diz respeito ao estudo dos dados
no domfnio da frequéncia, também se constatou que a série do Indice de El Nirio apresenta
resultados semelhantes aos espectros das coordenadas das componentes dominantes obtidas pelas
outras técnicas. Por outro lado, os indices de El Nirio e de Oscilacao Sul apresentam um mesmo
periodo relevante correspondente a quatro anos e meio, caracteristico da ocorréncia média do

fenémeno ENSO.

Neste Capitulo foi usado um tnico conjunto de dados com o intuito de ser o ponto de partida
para explorar a técnica da ACI, comparando-a com a ACP, por forma a obter resultados que
pudessem servir de suporte para eventuais extrapolagoes para conjuntos de dados mais complexos
a abordar em Capitulos posteriores.

A andlise comparativa entre grupos de componentes através do Coeficiente de Determinagao
Generalizado permitiu identificar semelhangas nos subespagos gerados por duas CPs e duas
CIs. Tendo em conta as suas caracteristicas algébricas, tal indicador pode ser usado como
medida de escolha de pares de subespacos gerados por determinado niimero mais abrangente
de componentes envolvendo a ACP e a ACI. Deste modo ao fixar as CPs dominantes podemos
averiguar qual o melhor subconjunto de Cls que permite obter valores mais elevados deste
indicador.

A comparacao dos dados de pressao ao nivel do mar com indicadores das mudancas temporais
e espaciais em larga escala, que influenciam a variabilidade da circulagdo atmosférica, como o
Indice de El Nifio e o Indice de Oscilacdo Sul, mostram evidéncias de que a técnica de ACI
apresenta convergéncia de resultados relativamente & ACP usual ao extrair a mesma informacgao

no contexto de séries temporais.
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Capitulo 4

Analise Espectral Singular

"Todos os rios correm para o mar, mas o mar nao transborda."”

Provérbio Chinés

4.1 Introducgao

Neste Capitulo serao descritos conceitos relacionados com a Andlise Espectral Singular (Singular
Spectrum Analysis (SSA)), que é uma técnica multivariada de andlise de séries temporais. A
SSA que tem desempenhado um papel preponderante nas ciéncias atmosféricas, é conhecida em
processamento de sinal (Pike et al., 1984) onde estd relacionada com a denominada expansao
de Karhunnen-Loéve, assim como em processos biolégicos (Basilevsky, 1979) e usada na teoria
de sistemas dindmicos (Broomhead e King, 1986a). Por vezes a SSA é também referida como
Anélise do Sistema Singular (von Storch e Zwiers, 1999).

Com base numa tinica varidvel registada ao longo do tempo considera-se que é possivel aplicar
uma andlise estatistica multivariada, uma vez que um tnico registo proveniente de um sistema
dindmico pode ser encarado como o resultado de todas as varidveis intervenientes no sistema,
e como tal é sensato admitir que esse registo contenha informagao razodvel relacionada com a
dindmica de todos os fatores que contribuem para a evolugao do préprio sistema.

O termo "espectral singular" estd relacionado com a decomposi¢ao em valores singulares de
uma matriz - que define o seu espectro singular. Por esta razao, a SSA poderia ser designada
por andlise de séries temporais usando o espectro singular.

A SSA ¢ geralmente considerada como uma técnica multivariada para analisar uma série

129
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temporal. A SSA envereda sobretudo pela parte exploratéria onde o seu principal objetivo é
decompor uma série original de dados num dado nimero de componentes para que se possam
interpretar as componentes oscilatérias e a tendéncia, desprezando assim a estrutura de ruido.
Apds a decomposicao é usual efetuar-se a reconstrugao da série original dos dados através de
um determinado nimero reduzido de componentes.

Em SSA, os trés tipos de componentes interpretdveis numa série temporal sdo distinguidos
da seguinte forma: a tendéncia é a componente de variacao lenta de uma série temporal que
nao contenha componentes oscilatérias; as componentes oscilatérias descritas como aquelas que
apresentam um comportamento harménico com um determinado periodo associado, motivo pela
qual algumas estao relacionadas com a sazonalidade; e o rufido descrito pelas componentes que
aparentemente, do ponto de vista empirico, ndo contém uma estrutura de tendéncia nem de
oscilacao. H4 a acrescentar que a SSA é considerada uma ferramenta extremamente ttil para a
resolugao de problemas tais como (Hassani, 2007):

e encontrar diferentes tendéncias;

e suavizacao;

extracao de componentes sazonais;

e extragao simultanea de ciclos com pequenos e grandes perfodos;

extracao de periodicidades com diferentes amplitudes;

extracao simultdnea de tendéncias e periodicidades complexas;

e encontrar uma estrutura em séries temporais pequenas;

detetar pontos de viragem.

De um modo geral, a série temporal original é transformada numa matriz de desfasamentos
ao longo do tempo consoante o objetivo em causa, para posteriormente se aplicar a ACP usual
a esta matriz aumentada. Além da andlise exploratéria de séries temporais, a técnica também
pode ser usada para efetuar previsoes. Veja-se, por exemplo, o artigo de Hassani et al. (2009)
onde sdo analisadas oito séries da producgdo industrial na Alemanha, Franca e Reino Unido, e
apresentados resultados acerca de previsoes.

Nesse sentido, a SSA pode exibir resultados mais satisfatérios em relagdo as técnicas cléds-
sicas, nomeadamente quando os dados apresentam uma estrutura, como a do caso de séries
que possuem componentes sazonais complexas. Na aplicacdo da SSA ndo ha a necessidade de

quaisquer suposicoes acerca da estacionariedade da série ou da normalidade dos residuos. Uma
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outra vantagem é a de que a técnica funciona geralmente bem, mesmo para amostras reduzidas.

Na decomposicao da SSA, uma propriedade importante esté relacionada com o facto de que a
série original deve satisfazer uma férmula recorrente linear, a qual permitird a previsao de novos
valores da série. No que se refere a obtencao dos intervalos de predicdo para essas previsoes,
para além do método empirico em que se pressupoe a mesma estrutura inerente aos novos dados,
a SSA pode utilizar também a técnica do bootstrapping com base na continuacao do sinal das
componentes dominantes de toda a série.

Por outro lado, em estudos com séries de dados reais, surgem frequentemente dados omissos,
o que pode reduzir a precisao dos resultados em diversas andlises estatisticas caso o niimero de
dados omissos seja demasiado grande. Atualmente existem alguns métodos baseados na SSA
para preencher os dados omissos (por exemplo, Schoellhamer, 2001, Golyandina e Osipov, 2007).

Broomhead e King (1986a, 1986b) considerados os grandes impulsionadores da técnica, per-
mitiram que esta fosse conhecida através das suas publicagoes na década de oitenta. De entre
muitas outras referéncias existentes, destacamos os livros de Elsner e Tsonis (1996) para uma
introdugao a técnica e de Golyandina et al. (2001) para uma leitura mais aprofundada no que
se refere a fundamentacgoes tedricas.

Uma das aplicagdes mais importantes da SSA é a de andlise de séries temporais de dados
climaticos. Em 1989, Vautard e Ghil analisaram os niicleos de sedimentos ocednicos, onde os
ciclos dominantes do paleoclima foram extraidos como pares de componentes oscilatérias na série
dos rédcios de isétopos de oxigénio. A SSA permitiu apresentar modulacoes fortes da amplitude
desses ciclos ao longo da época quaterndria. Uma outra aplicagdo foi levada a cabo por Ghil e
Vautard (1991) em que a SSA foi usada nos registos globais da temperatura de superficie, a qual
permitiu distinguir uma oscilacao entre décadas, embora pouco significativa devido a falta de
alguns registos. Em 2003, Baratta et al. apresentou um trabalho com novos resultados relativos
a aplicacdo da SSA para a previsdo individual de cada uma das séries temporais de precipitacao
didria, registadas por 135 estacoes meteorolégicas distribuidas na bacia do Rio Tibre em Itdlia,
assim como para a série de precipitagao média didria, cujos valores foram calculados & custa das
médias de todas as intensidades de precipitacao das 135 estacoes. Também é comum encontrar
algumas aplicacoes da SSA no estudo do Indice de Oscilacdo Sul, relacionado com o fenémeno
do El Nino conhecido por ENSO (El Nino/Southern Oscillation), donde destacamos Rasmusson

et al. (1990) e Keppenne e Ghil (1992). Outros exemplos podem ser analisados em Ghil e Mo
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(1991), Vautard et al. (1992), Elsner e Tsonis (1996), Yiou et al. (1996), Yiou et al. (2000) e
Ghil et al. (2002).

Embora se considere que a SSA seja ainda pouco utilizada na drea da economia, das finangas
ou das ciéncias sociais, outras dreas de aplicacao tém vindo a ganhar destaque como é o caso
da Geofisica (Varadi et al., 1999), da Biomedicina (Maciel e Pereira, 2000), da Biomecénica
(Alonso et al., 2005) ou da Producao Industrial (Aldrich e Barkhuizen, 2003, Hassani et al., 2009,
Salgado e Alonso, 2006). Muitas s@o as referéncias e exemplos em que a SSA é aplicada com
o objetivo principal de detetar as componentes oscilatérias, que muitas das vezes sao extraidas
nas primeiras componentes. Para analisar se as componentes oscilatérias extraidas com a SSA
sao ou nao significativas, a simulacao de Monte Carlo pode ser um bom algoritmo para efetuar
os testes de hipdteses para discriminar entre potenciais oscilagdes e componentes de ruido (Allen

e Smith, 1994 e 1996).

A SSA é encarada como um possivel caso particular de aplicacao da ACP, também designada
Anélise de Fungoes Ortogonais Empiricas (EOF) em contexto climatico, onde os dados que cons-
tituem a série sao observados na mesma localizacao mas em diferentes desfasamentos temporais.
Nestes casos, os principais valores e vetores préprios conjuntamente com as respetivas CPs
resultantes da decomposicao espectral permitem representar os principais padroes temporais

que ocorrem no sistema fisico climatico.

Pelo facto da SSA desempenhar desde cedo um papel fulcral na drea da Climatologia, a
técnica foi estendida para incorporar séries multivariadas ou multicanal, na designada Anélise
Espectral Singular Multicanal (MSSA) ou Anélise de Fungoes Ortogonais Empiricas Estendidas
(EEOF) que serd abordada mais adiante. Para além da SSA existem outros métodos para
decompor um sinal no dominio da frequéncia, os designados métodos de andlise espectral tais
como o Método de Maxima Entropia (MEM) e o Método Multitaper (MTM) que podem ser

encontrados, por exemplo, em Vautard et al. (1992) ou em Ghil et al. (2002).

Neste Capitulo iremos descrever a SSA, salientar alguns tépicos relacionados como a escolha
do desfasamento temporal, a previsao de novos valores da série temporal ou a centragem dos
dados, assim como apresentar uma aplicacao & série mensal do nimero de vitimas mortais em

acidentes de viagao em Portugal Continental entre 1998 e 2009.
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4.2 Descricao da SSA

Na SSA parte-se de uma tnica varigvel registada ao longo do tempo - a série temporal - a qual
é inicialmente decomposta em vdrias varidveis com o mesmo nimero de observagoes através de

desfasamentos no tempo. A partir desta matriz constituida pelas novas varidveis, aplica-se a

ACP.

O método bdsico da SSA (Golyandina et al., 2001) é constituido por duas etapas comple-
mentares: a decomposicio e a reconstrucido. A primeira etapa consiste em decompor uma tnica
série temporal em védrias componentes, enquanto a segunda etapa tem como finalidade recons-
truir a série original para eventualmente usar essa nova série reconstruida, e sem ruido, na
previsao de novos valores. Cada uma destas etapas contempla dois passos fundamentais que

passaremos a descrever de seguida.

Consideremos um processo estocastico {X;}, constituido por uma sequéncia de varidveis
aleatodrias no tempo. Sem perda de generalidade, denominemos uma sequéncia de n observagoes
desse processo por série temporal Xy = (21, z2, ..., z,,), realizadas em pontos regulares ou irre-

gulares no tempo (valores finitos de ).

4.2.1 Decomposicao

1° Passo - Incorporagao (Embedding):

Dada a série original, consideremos um tamanho apropriado para o vetor desfasado, o qual
se designa por comprimento da janela m, com 1 < m < n. A série unidimensional & assim
transformada numa série multidimensional constituida por uma sequéncia de k = n —m + 1

vetores desfasados, de dimensao m.

. L. T
Consideremos a série temporal X, e os k vetores desfasados x; = [:E‘j STyl et xﬂm,l] ,

com j=1,2,..,k.
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Definicao 4.2.1 A matriz de trajetoria ou também designada por matriz aumentada dos dados

desfasados X ¢é dada por

1 To Tm
xTo T3 R e |
T
X =[x1:X:..:Xg]" = ' _ . _ . (4.1)
L Tn—m+1 Tnpn—m+2 - In |

A matriz de trajetéria X é encarada como um conjunto multivariado de observagoes que
contém o registo dos padroes que ocorrem dentro de uma janela de comprimento m. Esta
matriz é constituida por um nidmero de linhas igual a k vetores desfasados e um nimero de
colunas igual ao comprimento da janela m. Designando por diagonal da matriz a qualquer
conjunto de elementos cujos indices de linha i (i = 1,2,...,k), e de coluna j (j = 1,2,...,m),
verificam 7 4+ j = ¢, para uma dada constante ¢, note-se que todos os elementos de uma diagonal
s@o iguais. Deste modo, a matriz de trajetéria (4.1) é uma matriz de Hankel (Focardi e Fabozzi,

2004).

2° Passo - Decomposi¢cao em Valores Singulares (SVD) de X:

Os padroes repetidos que representam as oscilagoes na série original podem ser analisados com
base na matriz de trajetéria (4.1) a partir da decomposigao em valores singulares (Teorema
1.4.12) da matriz X.

Dada a matriz X do tipo k X m, constréi-se a matriz simétrica X7 X.

v

Denotemos por A, A2, ..., A 0s m valores préprios de XT'X de modo que A\ > Ag > ...
Am > 0 e por Uy, Us, ..., Uy, os correspondentes m vetores préprios ortonormados de X7 X.

A SVD decompoe a matriz X na expressao matricial
X = VAU7,

onde
oV =(11,Vs,..., V) & designada por matriz das componentes principais de X,
o A = (v/A1,VA2, ..., v/ Am) representa a matriz diagonal dos valores singulares de X e
o U= (U,,Uy,...,Up) & designada por matriz dos vetores singulares (direitos) de X.
Sejam d = car(X) = max{i: \; >0} < m e V; os vetores dados por V; = XU;//\;,

para i = 1,...,d, entdo a SVD da matriz X pode ser escrita como a soma de matrizes X; de
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caracteristica unitdria de forma que

d
X=X +Xo+ .. +Xg= Y VAVUL, (4.2)
=1

onde X; = \/)TiViUiT, 1=1,...,d.

Definigao 4.2.2 O terno (v/A\i,U;, Vi) é designado na terminologia inglesa por eigentriple da
SVD de X, onde \/A; (i =1,...,d) sdo os valores singulares da matriz X e o conjunto {\/)\_Z} é

chamado o espectro singular da matriz X.

Os sucessivos valores singulares (e de forma andloga os respetivos valores préprios) podem
ser ordenados de forma decrescente num grafico onde o nivel de ruido surge com o aspeto de uma
cauda praticamente plana na parte final do espectro. Acima deste patamar de ruido situam-se os
valores singulares associados & tendéncia e as componentes oscilatérias, cujo nimero é definido
como dimensao estatistica (Vautard e Ghil, 1989), a qual depende essencialmente da qualidade
dos dados, do periodo temporal correspondente & totalidade dos mesmos e por vezes do valor
do comprimento da janela considerado.

Na SVD apresentada, que na realidade corresponde a uma ACP da matriz X mas sem a
centragem prévia das varidveis da matriz e sem o escalamento por 1/ Vk, hd que considerar as
propriedades relacionadas com as diregoes determinadas pelos vetores préprios de modo similar
ao que acontece na ACP usual. Desta forma, o primeiro vetor préprio U; identifica a direcao
tal que a variabilidade das projegbes dos vetores desfasados, segundo essa mesma direcao, seja
méxima. Cada um dos vetores préprios seguintes determina a diregao que é ortogonal a todas
as diregoes estabelecidas anteriormente, e de forma que a variabilidade das projecoes dos vetores
desfasados ao longo dessa nova direcao continue a ser méxima, relativamente as restantes diregoes

disponiveis.
4.2.2 Reconstrucao

3° Passo - Agrupamento (Grouping):

O procedimento de agrupamento consiste em subdividir as matrizes X; (i = 1, ..., d) obtidas em
(4.2) em vérios grupos e somé-las dentro de cada grupo, tendo em vista a reconstrugao a custa

das componentes de alguns desses grupos. Seja I = {i1, ..., }, um grupo de indices i1, ..., ip;
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para cada grupo I corresponde a matriz X; definida por X; = X;, + ... + Xi,- A particao do
conjunto de indices {1, ...,d} em r subconjuntos disjuntos dois a dois, I, I2, ..., I, corresponde

a representacao

X=X +Xp,+...+Xp,. (4.3)

A contribui¢ao da matriz X, para cada grupo I de componentes principais, é medida por

(Golyandina et al., 2001)

IR
el
=
oA
=1

4° Passo - Média ao Longo das Diagonais (Diagonal Averaging):

O dltimo passo, que pode ser visto quase como que a operacao inversa em relacdo ao primeiro
passo, consiste em reconstruir a série de tamanho n a partir da matriz X; para cada grupo I,
onde cada uma pode ser encarada como uma componente aditiva da série inicial.

Regra geral, em termos préticos, cada diagonal da forma i+ j = ¢ (para uma constante c¢) de
cada matriz X; nao é constituida por elementos iguais. E necessdrio um processo que consista
em transformar uma matriz arbitrdria (que a partida nao é uma matriz de Hankel) numa matriz
de Hankel e consequentemente numa série. Os valores das novas séries reconstruidas sao obtidos
através da operacao que corresponde a efetuar a média dos valores de cada matriz X; ao longo

das diagonais i + j = c.

Definicao 4.2.3 Consideremos uma matriz’Y com elementos y;;, 1 <i<m,1 < j <k. Sejam
m* = min{m, k}, k* = max{m,k} en=m+k —1 e seja yj; = yij se m <k ey;; = y;i se
m > k. A média ao longo das diagonais transfere a matriz’Y para a série reconstruida X, com

t=0,1,....,n— 1, definida através de

( t+1
1
T 2 Yri—rt2 , para 0 <t<m*—1
r=1
L
Tt =1 5 2 Yntrio , param* —1<t<k* . (4.4)
r=1
n—k*+1
n—t Z y:,tfrJrQ ; para E* S t<n
\ r=t—k*+2
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A expressao (4.4) corresponde a efetuar a média dos valores da matriz ao longo das diagonais

i+ 7 =t+ 2, de tal forma que

t = 0 — zo=uyi,
t = 1 — 71 =(yi2+9y21)/2,

t = 2 — ZTo=(y13+y22+y31)/3,

e assim por diante.
Ao aplicar o procedimento (4.4) a cada componente matricial X; de (4.3) obtemos a série
X, = (To, X1, ..., Tn—1). Consequentemente, ao utilizar a contribuigao dos r grupos, a série inicial

X; é decomposta na soma de r séries

Ty = Z%gh), (45)
h=1

onde a série reconstruida )N(t(h) = (%éh),%gh), ...,fﬁl’?l

) corresponde & matriz Xy, . A igualdade
na expressao (4.5) apenas ocorre se forem utilizadas as séries reconstruidas a custa de todas as

componentes.

4.3 Comprimento da Janela

Na descricao da técnica da SSA na Seccao anterior, no primeiro passo da decomposicao, intro-
duzimos o pardmetro m que é vulgarmente designado como comprimento da janela ou parametro
de desfasamento (delay parameter). Este parametro é também conhecido por dimensao de in-
corporagao (embedding dimension) na teoria de sistemas dindmicos.

A questéao inicial mais importante para a aplicacao da SSA a uma série temporal é a decisao
acerca do valor apropriado do comprimento da janela m. De uma forma geral considera-se
que nao existem cdlculos numéricos estabelecidos com exatidao para a escolha do comprimento
da janela. Contudo, este deve ter em conta o problema em estudo e a informacao preliminar
acerca da série temporal. Nos casos em que nao se utiliza diretamente o conhecimento prévio
acerca do contexto em que a série se insere, a unica fonte de informacéao a utilizar na escolha do
comprimento da janela para a série é a da estrutura da prépria série. Um dos indicadores mais
frequentes é a forma do gréfico da série, a qual permite identificar visualmente uma tendéncia

ou oscilagoes.
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Caso a série seja suficientemente grande, a andlise do espectro pode ajudar a determinar as
frequéncias e por consequéncia os periodos das componentes oscilatérias da série e a selecionar o
comprimento da janela que seja recomendével para a sua separagao. Para além disso, a presenca
de valores claramente distintos em termos de frequéncias no espectro permite relacionar essas
frequéncias com as componentes que & partida irdo existir na série.

Uma vez que existem vdarios principios gerais para selecionar o comprimento da janela

(Golyandina et al., 2001), passaremos a descri¢ao de alguns que consideramos mais relevantes.

1. Quanto maior for o comprimento da janela, maior serd o detalhe da decomposicao da série.
Na anaslise da estrutura da série temporal através do modelo bésico de SSA, o valor de m
deverd ser suficientemente grande mas nao ultrapassar metade do comprimento da série,

ou seja deveremos considerar m < n/2.

2. Para evitar efeitos de fraca separacao das componentes, deveremos evitar utilizar valores
demasiado pequenos de m, os quais poderiam levar a que as componentes interpretdveis
surgissem misturadas. Por outro lado, para valores de m relativamente grandes, os re-
sultados da separacao tendem a ser estdveis perante pequenas variagoes nos valores de

m.

3. Por vezes poderao existir efeitos negativos provenientes da proximidade de valores sin-
gulares relacionados com diferentes componentes. Por exemplo, para uma série com uma
estrutura mais complexa, um valor de m muito grande poderd produzir uma decomposi¢ao
inadequada das componentes de interesse, uma vez que estas podem permanecer mistu-
radas com outras componentes. Contudo, pode ainda acontecer que uma pequena variacao
no valor de m seja o suficiente para que a separagao das componentes passe de fraca a

forte ou o contrério.

4. Quando prevemos que a tendéncia seja uma curva relativamente suave, a sua extracao
e separacao das restantes componentes oscilatérias e do ruido deverd requerer grandes

valores de m.

5. Nos casos em que o comportamento da série depende de certas oscilagoes temporais como
a sazonalidade, deveremos escolher um valor de m por forma a extrair as componentes

periddicas.
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No caso do tltimo principio enumerado, a referida escolha estd intrinsecamente relacionada
com o periodo dessas componentes. Ao medir o comprimento da série, n, é€ natural que este seja
multiplo de um determinado periodo T, e como tal, para separar a componente periddica do
ruido, é costume considerar que a razao n/T seja um nimero inteiro ndo demasiado pequeno.
Para séries curtas, na eventualidade de sabermos que a série possui componente oscilatéria com
perfodo inteiro 7', é recomenddvel usar um comprimento da janela proporcional a esse periodo
para obtermos bons resultados na separagao. Para séries longas, a proporcionalidade entre m,
n e T nao é uma questao deveras importante, apenas se aconselha a que o m seja préximo de

n/2, e se possivel mantendo a razao m/T" como inteira (Golyandina et al., 2001).

No caso em que a componente de tendéncia da série tem um aspeto similar a uma funcao
conhecida (exponencial, fungao linear, funcdo quadrética, ...) ou até casos mais complexos
em que a componente residual apresente elevada variabilidade, e por isso, de dificil separacao
deveremos ser de alguma forma parcimoniosos, pois nem sempre os valores elevados serao os

mais sensatos para a escolha de m.

Caso pretendamos extrair em simultaneo diferentes componentes da série, todas as recomen-
dacoes anteriores deverdo ser levadas em linha de conta. As periodicidades mais importantes
deverao ser extraidas ao escolher um comprimento da janela miltiplo de todos esses perfodos, e
ao mesmo tempo m deverd permitir separar de forma razodvel a tendéncia, nao esquecendo que

para isso o m devera ser suficientemente grande.

Nos trabalhos de Vautard et al. (1992), um dos primeiros em que se extrairam tendéncias e
componentes oscilatérias em meteorologia e geofisica, sugere-se que o comprimento da janela seja

tal que permita analisar com sucesso os periodos que venham a pertencer ao intervalo (m/5,m).

Por toda a pandplia de possibilidades existente para a escolha do comprimento da janela,
de acordo com a natureza da série e os objetivos a atingir, nem sempre é facil decidir pelo
melhor valor, pelo que por vezes podem efetuar-se simulages para distintos valores de m até
que o método pareca estar calibrado. Num artigo de Rodrigues e de Carvalho (2008) podemos
encontrar um exemplo de uma andlise comparativa entre virias medidas de precisao na previsao
de futuros valores de uma série, mediante diferentes valores de m, onde se alerta para a precaucao

na sua escolha de forma a que essa decisao nao prejudique a referida precisao.
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4.4 Previsao na SSA

Um dos objetivos finais na SSA é a previsao de novos valores da série temporal. Segundo
Golyandina et al. (2001), uma previsdo razodvel para uma determinada série s6 deverd ser

levada a cabo se as seguintes condicoes forem conhecidas:

a série possuir uma estrutura;

e existir um método ou algoritmo que identifique a estrutura;

estar disponivel um método para a continuacao da série temporal, baseado na estrutura

identificada;

e a série preservar a estrutura para um periodo futuro ao longo do qual se ird efetuar a

previsao da série.

Geralmente um modelo de previsao ¢ construido com base nos dados originais. Os modelos
de previsao em SSA podem ser aplicados a uma série temporal que satisfaca aproximadamente

a férmula recorrente linear.

Definicao 4.4.1 Diz-se que uma série temporal X; = (x1, 2, ...,x,) Satisfaz a férmula recor-
rente linear de ordem ou dimensao nao superior a d com 1 < d < n se existirem coeficientes
ai, as, ..., a4 tais que

d

Titd = Zaksclurd,k, com 1<i<n—d e aq#0.
k=1

A série que obedece a férmulas recorrentes lineares admite uma continuacao recorrente na-
tural desde que cada termo da série seja igual a uma combinagao linear de outros termos an-
teriores. Os coeficientes de tal combinacao linear podem também ser utilizados para previsoes
futuras.

A classe de séries temporais que sao regidas por férmulas recorrentes lineares é muito vasta,
uma vez que esta inclui séries harménicas, polinomiais e exponenciais.

Admitamos que uma série X; é decomposta por Xt(l) + Xt(2) onde se pretende resolver o

(1) )

problema de previsao do sinal X,/ na presenca do ruido Xt(2 , segundo 0s pressupostos:
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- 1 . . . . .
e a série Xt( ) admite previsoes futuras através de uma férmula recorrente linear de uma

dimensao d relativamente pequena e;

e existe um comprimento da janela m em que se admite que Xt(l) e Xt(Q) sao aproximadamente

separaveis.

Como exemplo de aplicagdo de métodos de previsao, considere-se Hassani (2007) em que
a técnica da SSA foi utilizada e comparada com outros modelos e algoritmos de previsdo. Os
resultados mostraram que a técnica da SSA forneceu uma melhor precisao na previsao do que

os outros métodos considerados.

4.4.1 Algoritmo de Previsao Recorrente em SSA

Uma vez que as primeiras componentes da SSA, V;, (também aqui abreviadas por CPs tal
como na técnica da ACP) s@o encaradas como versoes filtradas do sinal de uma série, o seu
comportamento é mais regular que o da série original e portanto mais previsivel. Enquanto que
as primeiras CPs contém mais informacao sobre a série original, e consideradas aquelas que sao
significativas em termos de tendéncia ou oscilacdo, as iltimas representam o ruido. A escolha
do m e naturalmente do subconjunto de CPs a reter terao implicagoes na decisao do que é o
sinal e o que é ruido para se efetuar a previsao (Vautard et al., 1992).

Apresentamos de seguida a descricao formal do algoritmo de Golyandina et al. (2001),
designado por algoritmo de previsao recorrente em SSA (SSA recurrent forecasting algorithm),
que permite selecionar apenas um subconjunto de CPs, para efetuar a previsao de futuros valores

de uma série temporal. Como parametros de entrada do algoritmo temos:

A série temporal Xy = (x1,x2,...,2,) com n > 2.
e O comprimento da janela m, com 1 < m < n.

e O numero r de CPs a reter.

O espago linear contido em R™ de dimensao r inferior a m, definido & custa da base

constituida pelos r vetores préprios ortonormados a reter.

O nimero de pontos h a prever.
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Passamos a descrever os passos necessdrios para a implementacao do algoritmo, em que os

primeiros 6 passos correspondem exatamente & anterior descricdo do método SSA:

1. A partir da série temporal original X; = (z1,x2, ..., Z,,) constréi-se a matriz de trajetoria

X=[x1:%X2:..: xk]Tpara um determinado comprimento da janela m.

2. Aplica-se a decomposicao em valores singulares da matriz X e selecionam-se os 7 vetores

préprios Uy, Us, ..., U, de XTX que se pretendem reter.
3. Obtém-se as componentes principais V; e as componentes matriciais X;.
4. Identifica-se quantos e quais os grupos I a formar.
5. Criam-se as matrizes Xj.

6. Procede-se & aplicagao da média ao longo das diagonais de cada componente matricial Xy

e obtém-se a série reconstruida X; = (21, Z2, ..., Tn)-

7. Para cada vetor préprio U = (uy,ug, ..., Um_1,Um)’ € R™ denota-se o vetor dos primeiros

m — 1 elementos do vetor U por UY € R™ L,

8. Considera-se o coeficiente v? = 72 + 73 +... +72 < 1, onde 7; é o tltimo elemento do vetor

préprio U; (i =1,2,...,7).

9. Tendo em conta que o ultimo elemento u,, de qualquer vetor préprio é uma combinagao

linear dos restantes elementos w1, ug, ..., Um—1:

Um = G1Um—1 + G2Um—2 + ... + Gp—2U2 + Gm—1U1,

considere-se o vetor dos coeficientes da combinacdo linear dado por A = (ay,—1, @m_2..., a1)"

que pode ser expresso por

- v
A= 1_U2Z7TiUi .
i=1

Finalmente as h previsoes Tp+1, Tn+2, ..., Tnth sa0 obtidas por

T; , parai=1,2,...n

m—1
> ajti—j , parai=n+1n+2,..,n+h
j=1
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E de realcar que o algoritmo de previsdo recorrente apresentado nio deixa de ser um al-
goritmo bésico que tem uma relagao direta com a férmula recorrente linear, o qual pode ser
visto como o principal algoritmo de previsao em SSA. Golyandina et al. (2001) apresenta ainda
modifica¢oes naturais deste algoritmo, as quais em determinadas situacoes particulares podem
fornecer melhores resultados ao nivel da previsdo de futuros valores. Sao exemplos o SSA vector
forecasting algorithm, o Toeplitz SSA recurrent forecasting algorithm ou o Toeplitz SSA vector

forecasting algorithm assim como as suas variantes centradas.

4.4.2 Intervalos de Predicao

Como o algoritmo de previsao recorrente depende do comprimento da janela e do nimero de
CPs a reter na reconstrucao, entao ao se alterarem os pardmetros de entrada, os valores das
previsoes irao variar. Tal como num modelo cldssico de predicao, devem-se criar limites inferiores
e superiores entre os quais seja expetavel encontrar os valores previstos com uma certa confianga
estipulada de acordo com a teoria dos intervalos de predicgao.

Admitamos as suposicoes de previsao, estabelecidas ano inicio da Seccao 4.4. Consideramos
ainda que o sinal Xt(l) ¢ uma subsérie finita de uma série infinita designada por X™). Por
analogia, Xt(2) é vista como uma subsérie finita de uma série infinita de ruido aleatério X que
perturba o sinal aleatério X (1.

Para construir intervalos de predicdo para a previsdo de futuros valores da série, ha que
considerar dois problemas inerentes. Um deles é a construcao de intervalos de predicao para
a serie X = XM + X® na sua totalidade, para os pontos futuros, admitindo que esta possui
a mesma estrutura no futuro. O outro problema prende-se com a construcao de intervalos
de predicao para o sinal X (1) para os mesmos pontos temporais futuros. Para a resolucao
destes problemas utiliza-se a informagcao acerca dos erros de previsao que sao obtidos através do
processamento da série, a qual se costuma designar por forma empirica, ou usa-se a informacgao
adicional da série reconstruida Xt(2) para elaborar uma simulagao nao paramétrica (por métodos

bootstrap) da série X;.

De seguida descrevemos sumariamente apenas o caso empirico de construcao de intervalos de

predi¢ao para cada valor futuro xz, . da série X para o algoritmo bésico de previsao recorrente.

1)

Ap6s a obtengao dos valores de previsao &, |,

ou seja, depois de se terem efetuado h passos do
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)

nin € definido como sendo a previsao do termo Y do sinal XD,

algoritmo, cada valor & nth

No procedimento a adotar considera-se um nimero inteiro relativamente pequeno h e apli-
cam-se h passos de continuacao recorrente. Em cada passo os dados iniciais serao atualizados.
Os 1ltimos pontos das continuacoes recorrentes sao comparados com os valores da série inicial
original X;, estabelecendo assim uma série de residuos.

Para um determinado nivel de confianga 1 — «, e considerando ¢ /2 € C;_ /2 08 quantis inferior
e superior para «/2 calculados a partir da funcdo de distribuigao empirica da série dos residuos

dos h passos, obtém-se o intervalo de predi¢ao empirico

~(1) - A0 +
(xn+h + C01/2’ Lnth + Ca/2)’
o qual deverd conter o verdadeiro valor x,,p da série X com um nivel de confianca aproximado

de 1 — a (Golyandina et al., 2001).

4.5 Matriz de Toeplitz na Decomposicao

Consideremos um processo estocdstico {X;}, e sem perda de generalidade, a série temporal
Xt = (z1, 22, ..., zy) para a decomposicao da SSA, onde a matriz dos desfasamentos dos dados
X (definida em (4.1)) para um determinado comprimento da janela m, pode ser utilizada para
obter uma estimativa da matriz S = X”X. Para evitar a confusio de notagdes matriciais, aler-
ta-se que S ¢ definida no Capitulo da ACP como a matriz de varidncias-covariancias (a qual
envolve a centragem da matriz dos dados X).

Na decomposigao em valores singulares (SVD) da matriz X, em vez de S, passamos a con-

siderar sem perda de generalidade,

1 1 1
— XTX =-XTX =_8.
n—m+1 k k

s =

A diferenca entre as decomposicdes SVD das matrizes S e S¥ consiste apenas na diferenca

do tamanho dos correspondentes valores préprios, uma vez que estes sao k vezes maiores para

S e os vetores proprios sao idénticos. Portanto podemos utilizar indiferentemente qualquer das
matrizes na SVD.

De entre as vérias formas de estimar a matriz S*, que é usada para efetuar a decomposicao

espectral, passamos a descrever os dois estimadores mais importantes.
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e Estimador de Broomhead & King, Spx: fornece uma estimacao bésica da matriz S¥, onde

cada elemento ij da matriz S¥ ¢ dado por (Broomhead e King, 1986a)

1 n—m+1
SBK,ij = ———— Z Titt—1Tj44—1, com 1 < 4,7 < m.
n—m+1 P

o FEstimador de Vautard & Ghil, Syg: uma alternativa foi sugerida em 1989 por Vautard e
Ghil, em que cada elemento ij da matriz S¥ é definido por

n—li—j|

E T)i—jl4tTt, com 1 <4, 7 < m.
t=1

1

e = ]

E de realcar que para estimar a matriz de varidncias-covariancias S da ACP, pelos estimadores
apresentados anteriormente, pode-se aplicar a ACP na matriz dos desfasamentos dos dados X
bastando subtrair a cada elemento a média da respetiva coluna.

Nos casos em que se admite a estacionariedade para a série temporal X;, a covaridncia para
um desfasamento de s unidades no tempo s6 depende do desfasamento s e pode ser designada

por cov(X¢, Xi4+s) = v(s), e por consequéncia a matriz de covariancias teérica, I'x, ¢ dada por

0 A1) e e Am=2) A(m—1) |
W) ) ) A(m - 2)
Iy = v(1) (0
A(m —2) 2(1)
Am-1) m=-2) . . A1) 0

I'x tem uma estrutura de matriz de Toeplitz, isto é, todos os elementos ao longo de cada uma
das diagonais (paralelas & diagonal principal, inclusive) com desfasamento s = |i — j| sdo iguais.

De seguida analisemos quais as vantagens e desvantagens da utilizacao dos estimadores Spx
e Sy da matriz de covaridncias de X.

Caso se utilize a matriz de trajetdria, com as m colunas centradas, o estimador Spx estima
a matriz de covariancias usual do processo como na ACP. Contudo em qualquer dos casos (com
dados centrados ou ndo) a matriz de covaridncias resultante ndo apresenta uma estrutura de
matriz de Toeplitz, exigida pela estacionariedade da série, pelo que o estimador tende a fornecer

pesos maiores para a parte central da série o que ird produzir maiores desvios das estimativas
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das covariancias, motivos que representam desvantagens segundo alguns autores (Vautard et
al., 1992). No entanto, esta primeira desvantagem da aplicagdo de Spx para alguns autores
pode ser encarada com uma vantagem para outros, pois nao é necessario admitir uma estrutura
subjacente aos dados e como tal este pode ser usado sem verificagdo prévia se a série é ou nao
estaciondria.

Segundo Golyandina et al. (2001), a decomposi¢ao da matriz de Toeplitz pode levar a
problemas de otimizagdo uma vez que os principais efeitos da série sao descritos pelos valores e
vetores préprios dominantes, e mesmo assim os seguintes ainda sao por vezes importantes, algo
que nao é garantido caso a solugao nao seja Gtima.

Ainda de acordo com Golyandina et al. (2001), ambos os métodos apresentados fornecem
praticamente os mesmos resultados para séries longas e estaciondrias. Para séries relativamente
pequenas, estaciondrias e com ruido, a utilizagdo de uma matriz de Toeplitz na SVD poderd ser
vantajosa. Para mais detalhes acerca das semelhangas e diferengas entre os estimadores Spx e
Sy na aplicagdo da SVD, veja-se por exemplo Allen e Smith (1996) ou Ghil e Taricco (1997).

Oliveira (2003) apresenta um exemplo sobre a série do niimero de manchas solares!, na qual
se analisa a influéncia de trés valores distintos do comprimento da janela, na aplicagdo da SSA e
mediante a utilizagdo dos estimadores mencionados anteriormente. Apresentou ainda resultados

das reconstrugoes da série para os seis diferentes casos em anlise.

4.6 Pares de Elementos na Decomposicao

Relativamente a decomposicao espectral da série, também esta pode ser obtida pelo método
tradicional de Anélise de Fourier (Apéndice C.2) para caraterizar picos espectrais em registos
temporais que correspondem a oscilagoes regulares das fungoes trigonométricas seno e cosseno.

Para determinados processos mais complexos que o usual, nao sao esperadas correspondéncias
perfeitas entre o conjunto dos valores singulares (o espectro singular ou simplesmente espectro)
e o espectro de poténcia (power spectrum), embora estejam patentes num grande nimero de

casos. Segundo Vautard e Ghil (1989), alguns autores mostraram que a correspondéncia exata ¢

'O niimero de manchas solares é uma das trés séries que constitui o conhecido conjunto de dados de
Quenouille de 1952, observados ao longo de 100 anos, entre os anos de 1770 e 1869. Esta série ¢ bem
conhecida em astronomia e a sua decomposi¢ao em componentes oscilatorias, assim como os periodos

dominantes associados estao bem descritos na literatura.
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alcancada quando o comprimento da janela m é suficientemente grande. Nesse caso, no limite,
o conjunto dos elementos espectrais é constituido por pares de fungoes trigonométricas (pares e
fmpares) que correspondem ao mesmo valor préprio. Cada valor préprio corresponde assim a um
valor do espectro de poténcia multiplicado por um fator de escala cujas fungdes trigonométricas
associadas sao oscilagdes (harmoénicas) puras da respetiva frequéncia, como iremos equacionar
mais adiante.

Virias sao as referéncias que se encontram para consulta da teoria da Andlise de Fourier e
da Anadlise Espectral tais como Murteira et al. (1993) ou von Storch e Zwiers (1999) e também

alguns resultados que se resumem nos Apéndices C.2 e C.3.

Consideremos a constatacao seguinte.

Se X; é uma série temporal que tem uma oscilacdo dominante, na andlise do seu espectro,
entao na decomposicao espectral quando se destaca um par de valores préprios A1 e Ao con-
secutivos tais que A\ ~ Mg, 0s vetores préprios Ul e U? e as CPs V! e V2 associados também
surgem relacionados entre si aos pares para um mesmo perfodo 7' e diz-se que ambos estao em
quadratura (Vautard e Ghil, 1989; Vautard et al., 1992).

Para ilustrar esta caracteristica consideremos algumas nogoes sobre a teoria de ondas, onde

se admite a existéncia de sinais periédicos.

Definigao 4.6.1 Designa-se por onda a toda a perturbacao que se repete em intervalos de tempo

regqulares e que ocorre num determinado meio ou no espago.

Definicao 4.6.2 Num sinal periddico, o comprimento de onda A é definido como a distancia

entre valores repetidos consecutivos num padrao de onda, ou seja, é a distdncia descrita no

espago por um ciclo.

Definicao 4.6.3 Uma onda progressiva’ no intervalo finito —a < y < a, para um instante de

tempo t, é definida por
W(ya t) = ACOS(My - Wt); (46)

’Em Meteorologia, uma onda progressiva ¢ uma onda ou perturbacido ondulatéria que se move em
relacao a superficie da Terra. Em Fisica, é uma onda que transfere energia de um meio para outro.

Um exemplo simples, para observar uma onda progressiva, consiste em realizar a experiéncia de deixar
cair & superficie de um liquido um objeto que vai originar uma série de cristas e vales no liquido, as quais

se deslocam ao longo da superficie do mesmo.
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onde A é a amplitude da onda, 1 é o nimero de vezes que ocorre o comprimento de onda por

unidade de distancia (frequéncia espacial) e w é a frequéncia angular (Plaut e Vautard, 1994).

Na equacao de onda (4.6), para um comprimento de onda A, vem p = 27/\ e para um

intervalo de tempo T, a frequéncia angular é descrita por w = 27 /T.

Portanto a equagao (4.6) pode ser reescrita por

W(y,t) = Acos <27r <§ - %)) :

Consideremos que o sinal é discretizado no tempo por t; = iAt e no espago por y, = sAy,
(s=1,...p).
Com base nas propriedades trigonométricas, para uma translagdo h em relagao ao tempo t,

a equagao de onda (4.6) vem

Wi(y,t+h) = Acos(uy —w(t+h))

= Acos(wt) cos(puy — wh) + Asin(wt) sin(py — wh). (4.7
Ao se adicionar uma fase inicial ¢, a equacdo de onda (4.6) é escrita de um modo geral por
W(y,t) = Acos(py — wt + ¢),
e (4.7) passa a ser expressa por
W(y,t+ h) = Acos(wt + ¢) cos(uy — wh + ¢) + Asin(wt + @) sin(uy — wh + ¢).

De acordo com as notacoes introduzidas na Subseccao 4.2.1 para a matriz dos desfasamentos
dos dados, X, cada elemento X, ; (para uma linha s e uma coluna ¢) pode ser descrito & custa

das componentes principais V! e dos respetivos vetores préprios U', de acordo com a expressao
m T
X =Y Vi (UL;) =W to), (4.8)
=1

que ¢é satisfeita quando se consideram as seguintes equagoes para duas CPs e para j =1,2...,m
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(Plaut e Vautard, 1994).

Ule = Fjcos(usAy — wjAt + ¢),
USQJ = Fysin(usAy — wjAt + ¢),
A
Vi = = cos(wiAt + @),
Fy

A
V2 = —sin(wiAt + ¢),
Fy

2uAy —w(m+ 1)At

2

Impondo que os vetores préprios Ul e U? sejam unitdrios, calculam-se as constantes I e Fy
que dependem dos parametros m, Ay e At. A fase ¢ é regulada pela condigao de ortogonalidade.
Como tal, estes dois vetores préprios sao ortogonais em fase e em quadratura.

Assim para um desfasamento nulo, a covaridncia entre as duas CPs anula-se, fazendo com
que estas fiquem também em fase e em quadratura (consultar Apéndices C.2 e C.3). O espectro
fica essencialmente restringido aos dois primeiros valores préprios

A? A?
)\12—2 e)\2:—2,
2F 2F.
1 2
0s quais apesar de nao serem iguais sao muito préximos para valores elevados do comprimento

da janela m, e consequentemente

A1 — A2 . 0
)\1 + )\2 m—+0o0 )

Ocorrem resultados semelhantes quando o sinal X; é uma componente oscilatéria mais

genérica, da forma

W (y,t) = A(y) cos(wt) + B(y) sin(wt).

Ao generalizar para ¢ (< m) componentes oscilatérias, de sinal quase periédico, cujo sinal
X; é definido pela sua soma, o ntimero de valores préprios que nao sao aproximadamente nulos
é 2q, e os vetores préprios associados surgem aos pares, desde que o comprimento da janela seja
suficientemente grande para permitir a separagao dos pares.

Contudo para uma oscilacdo pura, os dois valores proprios associados ndo sao exatamente
iguais e por isso em termos préaticos poderd ser dificil identificar o emparelhamento oscilatério.
Vautard et al. (1992) apresentaram trés critérios para reconhecimento de pares de elementos

oscilatérios. Um é o critério de Ghil e Mo para a significAncia da quadratura entre as CPs de um
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mesmo par com base na correlagdo desfasada, mas que é considerada uma abordagem com falta
de fiabilidade na significAncia estatistica dos estimadores da correlacao desfasada. Como tal,
foram propostos outros dois critérios baseados nas propriedades espectrais dos vetores préprios.
Vautard et al. (1992) ainda apresentam pormenores e alguns exemplos de aplicacao destes dois
critérios.

Quanto ao problema de separacao de valores préprios tém-se em conta vérias regras. Uma é a
verificacao de quebras ao longo do espectro ao estabelecer que o ruido puro produz uma sequéncia
de valores préprios que decresce lentamente. No caso de uma série temporal no sentido lato, com
ruido e sinal, espera-se que alguns valores préprios sejam mais elevados, onde uma quebra no
espectro pode distinguir nitidamente os valores préprios associados ao sinal e quais os associados
a uma estrutura de ruido. Contudo convém ter a nocao de que nao existe nenhum procedimento
formal que permita determinar tal quebra. Para além disso, em situacoes de séries complexas
e de grande ruido, a parte do sinal poderd estar misturado com o ruido no que diz respeito a
ordem do seus valores préprios, de tal forma que se torna impossivel encontrar uma quebra que
seja notéria. Noutras situacoes alguns pares de valores préprios ainda podem ser extraidos da
parte do ruido desde que se aumente o tamanho da janela, o que, em termos de representacao
grafica dos valores proprios, faz com que nessa parte o espectro tenha tendéncia a ficar cada vez
mais achatado.

Embora os valores préprios fornecam informagao para a identificacdo e agrupamento das
componentes oscilatérias, a estrutura dos vetores proprios também é fundamental para ajudar a
complementar o estudo, e por isso passamos a analisar de seguida os pares de vetores préprios.

Quando os dois valores préprios de uma harmoénica sao geralmente muito préximos um do
outro, torna-se facil identificar as componentes harmdénicas através de uma simples inspecao
visual num grafico de valores préprios (scree plot). Por outro lado, uma anélise cuidada dos
griaficos constituidos por pares de vetores préprios é considerada como uma ferramenta que
permite distinguir visualmente os pares que correspondem &s componentes harmonicas da série
temporal.

Consideremos o caso particular de uma harmonica pura com fase e amplitude constantes
e com um perfodo inteiro 7" = 1/w que é um divisor inteiro do comprimento da janela m
e do numero de vetores desfasados k. Nesta situacdo, os vetores préprios e as componentes

principais tém a forma de sequéncias de senos e cossenos com o mesmo periodo T e a mesma
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fase, de tal modo que a identificacdo das componentes correspondentes a harmoénicas resume-se
a determinagao dos respetivos pares (exceto para o caso em que w = 0.5, que corresponde apenas
a um valor préprio). Desta forma em Vautard e Ghil (1989), os vetores préprios sao descritos

pelas fungoes trigonométricas pares e impares que variam ao longo do tempo ¢,
p1(t) = a1 cos(2mwt) e po(t) = agsin(2wwt), (4.9)

onde o e g sao constantes apropriadas. Os correspondentes valores préprios sao dados por

2 ~ 2 -
N T <1 n sm(27rwm)> e d= L <1 B sm(27rwm)> ’

2 2mwm 2 2Twm

onde o2 é a variancia total da série temporal, ou seja, ¢ a soma de todos os valores préprios.

Sabe-se que a representacao de um seno contra um cosseno, (sin,cos), com iguais frequéncias,
amplitudes e fases dao origem a um gréafico cujos pontos se situam sobre um circulo. No caso em
que o periodo 7' = 1/w é um nimero inteiro, os pontos sao os vértices de um poligono regular
com T vértices. Para o caso em que a frequéncia é dada por um nimero racional w = p/q < 0.5
com p e ¢ primos inteiros, os pontos sao os vértices de um poligono regular com ¢ vértices. A
Figura 4.1 ilustra os graficos para os 9 pares de sequéncias de senos e cossenos (situados no
circulo unitdrio) com fases zero, com a mesma amplitude e com periodos 12, 8, 6, 5, 4, 3, 2.5,
2.4 e 1.6 respetivamente.

A construgao geral destes gréficos de acordo com (4.9), tendo por base o circulo unitario com

a1 = as = 1, é efetuada a partir dos pontos do tipo

2mt 27t
(cos (2mwt) , sin (27wt)) = <cos %, sin %) .

Ao unir os pontos através de segmentos de reta, quando o perfodo T ¢é inteiro obtemos poligonos
regulares para os instantes t = 0,1,2,...,7 — 1. Quando o periodo nao é um nimero inteiro
obtemos estrelas poligonais regulares.

Por exemplo, a construcao de um hexdgono resulta da unido através de segmentos de

reta entre os pontos (1,0); (cos%’r,sin%”); (cos%r,sin%r); (cos%’r,sin%’r); (cos%’r,sin%”);

(cos 12, sin 197) e (1,0) pela respetiva ordem.
Pequenos desvios em relagao a situagao tedrica anterior leva a que os pontos nos graficos nao
sejam exatamente os vértices dos poligonos regulares, embora venham a situar-se relativamente

proximo destes. Na Seccao 4.10 seré apresentado um exemplo de aplicacdo onde poderemos

constatar este efeito nos pares de CPs correspondentes a harménicas de diversos periodos.
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Figura 4.1: Nove pares de sequéncias de senos e cossenos no circulo unitério

Como referéncias para estas construcoes graficas consideramos Golyandina et al. (2001) e
Hassani (2007), os quais descrevem exemplos de representagoes geométricas dos vetores proprios
e das componentes principais como meio auxiliar na identificacdo dos periodos das oscilagoes

mais relevantes presentes nos seus dados em anélise.

4.7 Séries Reconstruidas/Filtradas

Ap6s a etapa da decomposicao segue-se frequentemente a reconstrugao da série original.

De forma andloga ao que se passa na ACP, os vetores proprios obtidos na SSA sao ortogonais
entre si, pelo que as CPs representam a série temporal aumentada num novo sistema de coorde-
nadas, em que cada uma das m CPs é definida como a projecao ortogonal da série original no
respetivo vetor préprio.

Convém relembrar que, na SSA, as m CPs sao de tamanho k e que numa primeira fase obte-
mos a matriz dos desfasamentos reconstruida, de dimensoes k x m, como descrita na Subseccao

4.2.2. S6 posteriormente o processo de aplicagdo da média ao longo das diagonais nessa ma-
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triz permite obter a série original reconstruida de comprimento n. Quando utilizarmos apenas
um subconjunto préprio de ¢ CPs (¢ < m) iremos obter reconstrugoes X; consideradas versoes

filtradas da série original.

Tendo em conta a expressao (4.4), as reconstrugdes da série a custa de ¢ CPs conforme
descrito em Golyandina et al. (2001) pode ser comparado com o método de filtragem de Wiener
que também fornece filtros étimos para remover o ruido de um sinal. Segundo Vautard et al.
(1992) as principais diferengas entre os métodos prendem-se com o facto do filtro de Wiener
usar funcoes harmodnicas e nao ser totalmente adaptdvel por ter que se estabelecer a forma da
densidade espectral filtrada. Para além disso, nesse método é impossivel obter estimativas do

espectro de poténcia para conjuntos de dados pequenos.

Relativamente & escolha do valor de ¢, este depende do comprimento da janela m previamente
estabelecido, e como tal, por nao ser consensual constitui um problema na decisao do nimero de
componentes a reter, o qual foi abordado em Vautard e Ghil (1989) e desenvolvido em Vautard
et al. (1992). Uma solucao possivel é reter todas as CPs associadas aos maiores valores préprios,
de acordo com a descrigao anterior na Secgao 4.6 e acima de um determinado valor de quebra.
Desta forma, admite-se que as ¢ primeiras CPs passam a reter a informacao dominante referente
a estrutura subjacente dos dados, enquanto que as restantes m — g CPs representam a parte que

estd relacionada com a estrutura de ruido.

Mesmo que surjam dificuldades em selecionar m e g, a SSA é considerada uma técnica
poderosa na reconstrucao de dados mesmo que afetados por ruido significativo. Portanto, as
primeiras CPs sdo usadas para remover o ruido intrinseco dos dados, aumentando assim a

precisao na identificacao dos picos espectrais.

No caso em que se utilizam todas as CPs na reconstrucao, a soma dos espectros de poténcia
de cada CP ¢é igual ao espectro de poténcia da série original. Quando as CPs sao usadas
para definir o sinal e possuem diferentes picos espectrais de poténcia, entdo permitem isolar
diferentes componentes oscilatérias. Para o caso particular dos pares de valores préprios quase
iguais corresponderd um par de componentes oscilatérias com espectros idénticos mas que variam
segundo uma forma desfasada no tempo, cuja periodicidade dominante iréd estar relacionada com

a oscilagao que explica o sinal.
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4.8 Centragem em SSA

Embora o modelo bésico de SSA (Golyandina et al., 2001) nao utilize qualquer tipo de centragem
aplicado & matriz de trajetéria X segundo os vetores desfasados, pode ser vantajoso efetuar, por
exemplo, uma centragem simples (por colunas ou por linhas), caso a série original X; possa ser
representada pela soma de duas parcelas: X; = X& 4+ X?, onde X é uma série constante e
X? & uma outra série que oscila em torno de zero. Se o tamanho da série for suficientemente
grande, as suas componentes serao certamente extraidas através do modelo bdsico de SSA, mas
para séries de pequena dimensdo, a aplicacdo da centragem simples poderd funcionar melhor
(Golyandina et al., 2001).

Por outro lado, também é possivel efetuar uma centragem dupla & matriz trajetéria. Segundo
Golyandina et al. (2001), geralmente a centragem dupla permite extrair aproximadamente a
componente da tendéncia linear de uma série caso esta oscile relativamente perto da referida
componente e, como tal, é preferivel muitas das vezes a centragem dupla em relacao & nao

centragem.

Neste contexto, a centragem da matriz de trajetéria leva a que a nova matriz centrada deixe
de ser uma matriz de Hankel. Em qualquer um dos casos mencionados anteriormente, passar-
-se-4 a efetuar uma decomposicao em valores singulares sobre a matriz de trajetéria previamente

centrada.

Para além da descricao das centragens simples e dupla, iremos ainda introduzir uma nova
abordagem tedrica onde se discute a centragem prévia da série original em detrimento do uso

de qualquer um dos outros tipos de centragem aplicado na matriz trajetoria.

4.8.1 Centragem Simples por Colunas

A centragem simples de uma matriz é usualmente definida por colunas, mas tal facto nao invalida
que a centragem nao possa também ser efetuada ao longo das linhas. De seguida descrevemos a

centragem simples por colunas e na Secgao seguinte a centragem simples por linhas.
Tendo em conta o comprimento da janela m, e k = n—m-+ 1 vetores desfasados de dimensao
m, consideremos a matriz (ndo centrada) de trajetéria X da série temporal X;, constituida por

k linhas e m colunas.
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Definicao 4.8.1 A transformacao da matriz de trajetéria X numa nova matriz centrada por

colunas é dada por X =X — X, onde a matriz X. do tipo k x m é dada por

- 1
X, = %1k1;;FX (4.10)

e o vetor 1, = (1,...,1)T € R* representa o vetor coluna com elementos todos iguais & unidade.

Portanto, X, é a matriz em que todos os elementos de cada coluna sao iguais & média dos

valores da coluna de X correspondente.

Definicao 4.8.2 O wvetor das médias por coluna, X. € R™, é definido por

_ 1

%o = X1 (4.11)

onde cada elemento representa o resultado da média dos valores de cada coluna de X.

Nota 4.8.3 A partir de (4.10) vem

X, = 1,xL.

De forma andloga aos passos descritos nas Subsecgbes 4.2.1 e 4.2.2, constréi-se a matriz
S = (XCC)T X e efetua-se a SVD da matriz X para obter os respetivos m valores e vetores
préprios de S,

Se representarmos por A; os valores préprios, por U7 os correspondentes vetores proprios
ortonormados de S, e por d°“ o nimero de valores préprios nao nulos de S, entao os vetores

Ve, ou seja, as CPs sao dadas por
Vel = XU/ A, com i = 1,...,d° e d° = car(X%) < m, (4.12)

e a matriz X passa a ser reescrita por (Golyandina et al., 2001)

dCC dCC

X =X+ Y X =Ko+ Y VA (U
1=1 i=1

De acordo com esta decomposi¢ao, vem ainda que

dCC dCC
X = Ao Vo Usiey + VAV (UF) =X+ > Xy, (4.13)
i=1 i=1

com

Vo(c) = 1k/\/E ) UO(c) ZKC/HXCH € \/>‘O(c) = ||§0||\/E
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A expressao (4.13) representa uma decomposi¢ao da matriz X na soma de matrizes elementares
e é designada por SVD com centragem simples, o que corresponde ao procedimento habitual de

centragem da ACP.

Coroldrio 4.8.4 Dada a decomposi¢io (4.13) e tendo em conta a existéncia de ortogonalidade

entre as matrizes intervenientes, verifica-se a sequinte igualdade

dCC
ZA = Ao(e +ZA (4.14)
ou seja, a soma dos d valores proprios da SVD sem centragem € igual & soma do valor Ay com

0s d°° wvalores proprios da SVD com centragem simples por colunas.

Demonstracgao:

Para operacoes envolvendo matrizes, com base na circularidade e linearidade do trago, vem

T<(XCC)TXCC> = (X -X)"(X-X,)

T
1
<X - —1k1TX) <X — Euﬁx)) , por (4.10)
<XT — —XT1k1T> (X — %1;31%“}())

= <XTX - —XlelTX - EXlelTX + k XlellelTX)

= tr XTX——XlelTX——XlelTXJr

kXTl 17X
k K2 F >

= tr [ XTX - —XlelTX>
= tr(XTX) —tr <EXT1;€1£X> , pela linearidade do traco
= tr(XTX) — tr(X.kxL), por (4.11).

Portanto, conclui-se que

dee

D oxe = Z)\ — k tr(x.X)) Z)\—kacH
=1

ou seja,
dCC

d
Z A = >\0(c) + Z A
1=1 1=1
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Algumas das relagoes anteriores foram analisadas e exploradas em Cadima e Jolliffe (2009),
onde se apresenta um conjunto de resultados comparativos entre valores préprios, vetores préprios

e componentes principais, entre a ACP sem centragem e a ACP com centragem por colunas.

Paralelismo com a ACP

A ACP utiliza habitualmente a centragem simples (nomeadamente por colunas) descrita ante-
riormente.

De acordo com o que foi referido na Secgao 4.5, a diferenca entre a SVD da matriz S na
SSA com centragem simples e a SVD da matriz de varidncias-covariancias da ACP prende-se
apenas com a diferenca do tamanho dos correspondentes valores préprios, onde estes sao k vezes
maiores para S°. Por outro lado, os vetores préprios mantém-se invariantes (a menos do sinal)
entre os dois modelos.

Desta forma, podemos descrever a relacao existente entre as CPs da SSA com centragem
simples e as CPs da ACP.

A partir da expressao (4.12), vem que

xee UZCC _ \/)\_ch‘/;cc )

No Capitulo 2 da ACP, cada CP z; associada ao vetor préprio p; é descrita por z; = Xp;,
onde X devers ser encarada como X, uma vez que a ACP usa a centragem por colunas da
matriz inicial, como medida de pré-processamento dos dados. Adaptando a notacao, e denotando

cada vetor préprio como U e cada valor préprio como A; para a ACP, vem
z; = XU} = X“Uf = / XV
Uma vez que \{° = kA;, vem entao que
2i = APV = \JRATVE,
Portanto as CPs da ACP sao descritas a custa das CPs da SSA com centragem simples (por
colunas) através de z; = Vk \/E Ve,
4.8.2 Centragem Simples por Linhas

Por analogia ao procedimento descrito anteriormente para a centragem por colunas da matriz

de trajetéria X, a centragem por linhas também pode ser implementada.
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Definicao 4.8.5 A matriz centrada por linhas passa a ser designada por X% = X — X, onde

a matriz X; do tipo k x m é dada por

— 1

X, = Elelﬁ (4.15)
com 1, = (1,..., )T e R™.

Desta forma X; é a matriz cujos elementos de cada linha sao todos iguais & média dos valores

da linha de X correspondente.
Definicao 4.8.6 O wvetor das médias por linha, X; € R¥, é dado por
1
x = —X1,,
m
onde cada elemento representa o resultado da média dos valores de cada linha de X.

Nota 4.8.7 A partir de (4.15) vem

X _=1T
X =x1,,.

i} . . T .
A SVD ¢ efetuada a partir da nova matriz S% = (Xd) X com vista a obterem-se os
: 4 cl
respetivos m valores e vetores préprios de S¢.
Atribuindo uma notagéo andloga em relacao a centragem por colunas para os valores proprios,

vetores préprios e para as CPs, a matriz X é dada por (Golyandina et al., 2001)

et dct
— — T
X=X+ Y X=X+ 3o/ Ave ()
=1 i=1

e a decomposigao (4.13) é substituida por

dcl dcl

T _
X = /20 Vo Usw + Z VAV (Ufl) =X+ ZXi,
=1 =1
onde
Vooy =Z/ITll s Uoy = 1m/vVm e /Aoy = |[Kil[v/m.

Corolério 4.8.8 Por analogia a (4.14) do corolario anterior, verifica-se a igualdade

dcl

d
D A= dow + DA, (4.16)
=1 =1

cuja soma dos d wvalores proprios da SVD sem centragem é igual a soma do valor Aoy com o0s

d° walores proprios da SVD com centragem por linhas.

A demonstracao é similar & que foi efetuada para o coroldrio anterior.
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4.8.3 Centragem Dupla

A centragem dupla é efetuada em simultdneo ao longo das linhas e das colunas da matriz de
trajetoria X. Esta centragem pode ser encarada como uma centragem simples por colunas
seguida de uma centragem simples por linhas ou vice-versa.

Para o comprimento da janela m, e para k vetores desfasados de dimensao m, consideremos

a matriz de trajetéria X da série temporal X;, constituida por k linhas e m colunas.

Definicao 4.8.9 Ao aplicarmos a centragem simples por linhas na matriz centrada por colunas

X =X — X, passamos a considerar a matriz centrada por colunas e por linhas definida por
X** = X — Xe¢;, com Xeep = chll;*';,

e onde X representa o vetor das médias por linha da matriz previamente centrada por colunas

X,

. -z iz ; iv.
Para além desta definicdo da matriz X**, iremos apresentar uma outra como alternativa com

base em Golyandina et al. (2001).

Definicao 4.8.10 (Alternativa) A matriz X pode ser transformada numa nova matriz cen-
trada por colunas e por linhas passando a ser denotada por X** = X — X(d), cuja matriz K(d)

do tipo k x m admite a sequinte erpressao

X =X, + X, - Xa,

onde Xy é a matriz do tipo k X m em que cada elemento é igual ao valor médio de todos os
elementos da matriz X.

1 _
Designando a média de todos os elementos de X por a = k—lZle, a matriz Xy € igual a
m
Xcl = alk].%;.

Na centragem dupla, a SVD ¢ efetuada a partir da matriz S** = (X**)7 X** com o objetivo
de se obterem os respetivos m valores e vetores proprios de S**.

Ao denotarmos por A;* os valores préprios, por U;* os correspondentes vetores préprios
ortonormados de S**, e por d** o nimero de valores préprios nao nulos de S**, entdo as CPs

sao dadas por

Vi = XU /AT comi =1, .., d" e d = car(X™) < m,
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e a matriz X é decomposta por

d** d**
X =X YR =X X4 Y VAT ()
=1 =1

a qual ainda pode ser descrita por

d** d**
_ T © 10 (71T sk T _ L T ,
X = /Y00 Vo Ui+ A Vo (US) + D VATV (U)! =R+ X+ )0 Xy, (4.17)
1=1 1=1

onde
Vo) = 1e/VE , Uy =%e/|[Rell e 1/ Ao) = [[RellVE,

assim como

Vo) =X |KF |, US) = 1w/ e (/A = K[|/

Dada a decomposicao (4.17), e de uma forma semelhante aos Corolérios (4.8.4) e (4.8.8) da

centragem simples, verifica-se a seguinte igualdade

d d**
§ : — (c) § : *k
=1 =1

ou seja, a soma dos d valores préprios da SVD sem centragem ¢ igual & soma do valor Ay e do

(9)

valor )\0( /

) com os d** valores préprios da SVD com centragem dupla.

4.8.4 Centragem na Série Original

A centragem na SSA também pode ser estabelecida como um pré-processamento dos dados
aplicado na série original, a qual se subtrai a média da série antes de se construir a matriz de
trajetoria. Passemos a estabelecer novos aspetos tedricos com base nas notagoes das centragens
descritas anteriormente.

. . oo 1
Consideremos a série temporal X; de tamanho n, e a sua média z = —11 X;.
n
Definicao 4.8.11 A série original centrada é dada por X; — X, onde
X =1zl,

representa o vetor em que cada um dos n elementos é a média da série original e onde o vetor

1, é dado por 1, = (1,...,1)T € R™.
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. ,. . . ' o, .
Posteriormente constréi-se a matriz de trajetéria X, constituida por k linhas e m colunas.
. r, ~ .
No entanto, trabalhar com esta matriz X é o mesmo que obter a transformagao a partir da

matriz de trajetoria X do modelo de SSA bésico dada por
X =X -X,

onde X = Z1;1L representa a matriz do tipo k x m cujos elementos sdo todos iguais & média
da série original, .

Deste modo, podemos considerar esta transformacdo como um caso semelhante ao da cen-
tragem simples por colunas, com X a desempenhar um papel similar ao de X, em (4.10) onde
em vez de se subtrair a média de cada coluna de X aos elementos da respetiva coluna, subtrai-se
a todos os elementos de cada coluna o mesmo valor correspondente & média T da série. Uma
diferenca é que esta centragem na série original leva a que X' seja uma matriz de Hankel, o que
nao acontece nos outros tipos de centragem abordados anteriormente.

Recordemos a partir da SSA com centragem, por exemplo, consideremos a centragem simples
T

c

— — 1
por colunas em que X = X — X, e que X, = ElklzX = 1;X

elementos sao as médias dos valores de cada coluna de X. De forma andloga podemos criar o

onde X, é o vetor cujos

vetor

Xdif = Xe — Tl
como sendo o vetor em que cada elemento é dado pela diferenca entre a média dos valores de
cada coluna de X e a média T da série.

Portanto, denotando a matriz da diferenca Xg;r = X, — X, vem

Xaip = Lix, — 21,1, = 1,(x] — 21]) = 1,(%. — 21,,)" = 1%,

r_
Por consequéncia, a matriz X' pode reescrever-se como
X =X X+ (X. - X) = X+ X

Analogamente as duas Subseccdes anteriores, efetua-se a SVD de X' com base na matriz
S = (X')T X' para obter os respetivos m valores e vetores proéprios de S'. Se denotarmos por
)\; os valores préprios, por U; os correspondentes vetores préprios ortonormados de S, e por d'
o nimero de valores préprios ndo nulos de S', entéio os vetores Vi,, isto é, as CPs sao expressas
por

/

V] =XUj/\/Ai,comi=1,...d ed =car(X) <m,
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e a matriz X passa a ser reescrita por

d d’
X =X~ Xa+ X, = Ko~ Xaog + 0V (1))
=1 i=1

A partir desta decomposi¢ao podemos estabelecer a seguinte relacao

!

d

d/
X = 1 /00 Vo) Unte) — v/ Motain Vowip) Usiaipy + >\ AiVi (U;)T =X~ X+ X;, (4.19)
=1

=1

onde
Vo) = 1e/VE , Uy =%e/|[Rell e 1/ Ao) = [[RellVE,

assim como

Vowir) = Le/VE , Uoaipy = Raig/|IRairll e \/Aogaip) = |[RairllVE.

De acordo com a decomposigao (4.19) e admitindo a existéncia de ortogonalidade entre as

matrizes intervenientes, verifica-se a seguinte igualdade

/

d d
D A= dow) — Aogaip) + D A (4.20)

i=1 i=1
4.9 Softwares e Packages

Existem vérios softwares/packages para analisar séries temporais com a SSA como uma das suas

funcionalidades.

CaterpillarSSA?

Destacamos aqui o software denominado de CaterpillarSSA, desenvolvido pela equipa de inves-
tigagdo GistaT Group da Universidade de Sao Petersburgo na Rissia. Este programa permite
ao utilizador analisar passo a passo cada uma das etapas da SSA, realizar previsoes e detetar
pontos de viragem (mudancas de estrutura da série) para séries temporais univariadas assim
como efetuar andlise e previsao de séries temporais multivariadas.

No caso univariado, para além da SVD onde sao determinados os valores e vetores préprios e

as CPs, é possivel obter graficos para identificacdo da tendéncia, das componentes oscilatérias e

*http://www.gistatgroup.com/cat /index.html
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do ruido, proceder-se & reconstrucao das componentes da série temporal e & andlise dos residuos
correspondentes e, relativamente & parte da previsao, o programa permite proceder & andlise
de métodos recorrentes e vetoriais de previsao, construir intervalos de predicao empiricos e de

bootstrap, contruir envelopes e testar os resultados previstos no periodo de validagao.

Rssa

Recentemente surgiu o package Rssa para a implementacdo da SSA, incorporado no software
estatistico R, que fornece vdrias rotinas para analisar as etapas da técnica, visualizar resultados
através de representagoes grificas, efetuar previsoes, entre outras (Golyandina e Korobeynikov,

2013).

SSA-MTM Toolkit’

Realcamos ainda o software Singular Spectrum Analysis - MultiTaper Method (SSA-MTM)
Toolkit, que é um programa para analisar pequenas séries temporais com ruido, assim como
séries multivariadas. Este software é desenvolvido pelo grupo de investigagdo Theoretical Cli-
mate Dynamics (TCD), liderado por Michael Ghil na Universidade da Califérnia em Los Angeles,
que estuda a dindmica do clima em todas as escalas de tempo (sazonais, anuais, entre décadas,
milenares).

Este programa inclui 3 tipos de estimagao do espectro de poténcia: o correlograma de
Blackman-Tukey tradicional, o Método Multitaper e o Método de Méxima Entropia. Para
além destas, o SSA-MTM Toolkit possui ainda ferramentas préprias para implementar a SSA e

a MSSA.

4.10 Exemplo: Vitimas Mortais em Acidentes de Viacgao

As politicas de seguranga rodovidria visam sobretudo contribuir para que a sinistralidade rodovia-
ria em Portugal tenha cada vez menos impacto na sociedade. Analisar o comportamento do

nimero de vitimas mortais que resultam dos acidentes de viagao permite uma melhor percecao

*http://cran.r-project.org/web/packages/Rssa/index.html
“http://web.atmos.ucla.edu/tcd/ /ssa/
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da influéncia das politicas adotadas nos ultimos anos, e pode contribuir para um planeamento
de novas politicas de sensibilizacao, de prevengao e de aplicagao de legislacao.

Para além do mais, este assunto continua a suscitar uma grande motivagao de estudo, uma
vez que no ano de 2010, a Organizagdo das Nagoes Unidas (ONU) veio proclamar o periodo
entre 2011 e 2020 como a Década de Agao para a Seguranca Rodovidria com o objetivo de
reduzir os acidentes de viacao a nivel mundial, permitindo implementar medidas que evitem a
previsao de que os acidentes rodovidrios se tornem na quinta causa de morte em 2030, segundo
a Organizagdo Mundial de Saide (OMS).

Embora no Capitulo anterior, tenhamos abordado conjuntos de dados climatolégicos, neste
Capitulo optdmos por um exemplo "mais familiar" que se enquadra no campo da sinistralidade
rodovidria nacional, pelo facto da série do nimero de vitimas mortais constituir, como referido,
um fator de preocupacao dos sucessivos governos, mas também por existirem evidéncias desta vir
a revelar-se uma "boa" fonte informativa para extrair componentes interpretaveis, do ponto de
vista temporal, & luz do conhecimento geral no contexto rodovidrio e até mesmo ao nivel do com-
portamento social. Porém, nos Capitulos finais iremos novamente explorar dados climatoldgicos
com o objetivo de efetuar comparagao de métodos.

Sendo assim, nesta Seccdo apresentamos o estudo da série mensal do nimero de vitimas
mortais em acidentes de viagao que ocorreram em Portugal Continental entre os anos de 1998
e 2009, através da SSA. Em particular, pretende-se extrair e interpretar as componentes domi-
nantes e periodos associados, efetuar reconstrugoes dos dados originais e previsdes da mortalidade
rodovidria mensal. Serdo também efetuadas algumas comparagoes de resultados entre a SSA

sem centragem e a SSA com centragem.

4.10.1 SSA Baisica (Sem Centragem)

Tomemos como exemplo de aplicacdo da técnica bdsica da SSA, e abordado em Sebastido e
Oliveira (2015), os valores referentes a série mensal do nimero de vitimas mortais em acidentes
de viagao em Portugal Continental entre 1998 e 20009.

Os dados, representados na Figura 4.2, recolhidos ao longo dos 12 anos em estudo (n = 144
meses) foram provenientes da Dire¢ao Geral de Viacao (DGV) que exerceu fungoes até 2006,

dando origem & atual Autoridade Nacional de Seguranga Rodovidria (ANSR), onde estes se
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encontram disponiveis®. No entanto, a entidade responsavel pelo tratamento e divulgacio dos
dados é o Instituto Nacional de Estatistica (INE). Segundo o INE, a defini¢do de vitima de
acidente, utilizada neste perfodo em estudo, é aquela cujo ébito ocorra no local do evento ou no
seu percurso até a unidade de saide. Alguns resultados complementares deste estudo podem

ser encontrados no Apéndice D.

80 100 120 140 160 180
| | | | | |

60
|

40

1998 2000 2002 2004 2006 2008 2010

Meses

Figura 4.2: Nimero de vitimas mortais em acidentes de viacao em Portugal Continental

Decomposicao

Uma questdo inicial importante na aplicagdo da SSA é a decisdo da escolha do comprimento
da janela, m. Tendo em conta a especificidade do problema em andlise e alguma informacao
prévia da natureza da série temporal, utilizou-se o comprimento da janela m = n/3 = 48
meses, uma vez que era expetdvel que a série tivesse componentes sazonais de periodo inteiro,
pelo que era aconselhdvel usar um comprimento da janela proporcional a esse periodo para
obtermos uma melhor separacao das componentes periédicas (Golyandina et al., 2001; Hassani,

2007). Consequentemente, a matriz de trajetéria é constituida por k = n —m + 1 = 97 vetores

®Os dados podem ser encontrados no site da ANSR, http://www.ansr.pt/, a partir dos relatérios anuais

de sinistralidade rodovidria.
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Figura 4.3: Logaritmos dos 48 valores préprios

desfasados correspondentes ao nimero de linhas e por m = 48 colunas.

Com base na matriz de trajetéria X e através da decomposicdo em valores singulares,
selecionaram-se as primeiras 16, de 48 componentes principais, essencialmente com base nos
respetivos valores préprios de XTX ilustrados nas Figuras 4.3 e 4.4, associados as CPs apre-
sentadas nas Figuras 4.5 e 4.6. Desta forma, as restantes componentes foram desprezadas por
se admitir que continham a parte correspondente ao ruido. O primeiro valor préprio é muito
elevado em relagao aos restantes, o que é natural uma vez que estamos a usar o modelo bésico da
SSA sem qualquer tipo de centragem de dados, e os valores préprios obtém-se da matriz XX
em vez da matriz de varidncias covariancias.

As 16 CPs que ficaram retidas associaram-se sete pares de componentes oscilatérias (CP2-
3, CP4-5, CP6-7, CP9-10, CP11-12, CP13-14, CP15-16), por ostentarem um comportamento
oscilatério semelhante assim como valores préoprios muito similares, enquanto a CP1 corresponde
a tendéncia decrescente do nimero de vitimas mortais (de 1998 para 2009 ocorreu uma reducao
de 60% no valor total anual, o que corresponde, em média, a uma reducao de 5 para 2 vitimas
mortais por dia) e a CP8 exibe uma mistura de tendéncia com componente oscilatéria.

Os valores das percentagens de varidncia explicadas pelos pares de CPs descritos anterior-

mente (entre as primeiras 16 CPs de um total de 48 CPs) sao apresentadas na Tabela 4.1.
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Figura 4.6: Componentes principais CP9 a CP16

Tabela 4.1: Percentagens de varidncia de cada uma das primeiras 16 CPs e de sete pares dessas
CPs, de um total de 48 CPs. A percentagem de varidncia de cada par de CPs foi calculada

através da soma das percentagens individuais das respetivas CPs.

CP1 CP2 CP3 CP4 CP5 CP6 CP7 CP8 CP9 CP10 CP11 CP12 CP13 CP14 CP15 CP16

97.57 0.34 0.33 0.164 0.158 0.10 0.10 0.086 0.075 0.071 0.061 0.060 0.052 0.051 0.049 0.048

CP1 CP2-3 CP4-5 CP6-7 CP8 CP9-10 CP11-12 CP13-14 CP15-16

97.57 0.67 0.322 0.20 0.086 0.146 0.121 0.103 0.097

O total da percentagem de variancia explicada pelas 16 primeiras CPs é 99.307%. A CP1
associada a tendéncia dos dados apresenta uma percentagem de varidncia muitissimo elevada
(97.57%) comparativamente com as restantes CPs. Podemos argumentar que tal ocorréncia
deve-se a uma nitida e predominante tendéncia decrescente do nimero de vitimas mortais em
acidentes de viacao ao longo dos anos. Situagoes extremas e similares a esta em que a tendéncia
se destaca fortemente ocorrem com alguma frequéncia em séries de valores relacionados com
a producao industrial (Hassani et al., 2009; Golyandina et al, 2001). Embora muitas das
vezes se retire a tendéncia aos dados (como nalguns exemplos de ACP), decidimos manter esta
componente uma vez que a aplicacdo da SSA a este conjunto de dados consiste essencialmente
em realcar a capacidade da técnica em extrair as componentes de tendéncia, de oscilacao e de

ruido, procedimento também utilizado em Hassani (2007).
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Anadlise das Periodicidades das CPs Retidas

Para auxiliar na identificacao dos periodos dos pares de componentes que sao geradas por uma
harménica, para além da inspecdo visual do comportamento individual das CPs como séries
temporais e mantendo em linha de conta os pares de valores préprios similares associados,
recorremos também a visualizagao grafica dos pares de CPs. A Figura 4.7 apresenta os gréficos
para os sete pares de CPs assinalados anteriormente com as respetivas percentagens de varidncia
associadas a cada CP, evidenciando-se principalmente que os dois primeiros pares de CPs em

andlise correspondem a harménicas com perfodos 12 e 4 meses.
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Figura 4.7: Pares de CPs harménicas

Recorremos ainda a visualizagao grafica dos espectros (Figura 4.8) dos sete pares de CPs
oscilatérias retidas, donde se concluiu que os periodos dominantes dos respetivos pares indicados
sao aproximadamente iguais a 12, 4, 4, 20, 4, 6 e 33 meses respetivamente.

Note-se que embora em Vautard et al. (1992) se refira que o comprimento da janela devera
permitir analisar com sucesso os periodos pertencentes ao intervalo (m/5,m), e que neste caso
corresponde a (9.6,48), tal recomendagdo nao invalida que se possam considerar também os

periodos de 4 e 6 meses explicitos em alguns pares de CPs.
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Figura 4.8: Espectros dos sete pares de CPs

Para complementar as andlises anteriores e testar periodicidades escondidas de uma determi-
nada frequéncia, consideremos a aplicacao do teste de hipéteses de Fisher g (Brockwell e Davis,
1991; de Carvalho e Rua, 2014), sob a hipétese nula de que um pico espectral nao é significativo
contra a alternativa de que existe uma componente periddica. Todas as CPs dos sete pares
retidos revelaram a existéncia de uma componente periddica estatisticamente significativa, para
qualquer nivel de significAncia usual.

Tendo em conta a natureza da série em estudo, é possivel efetuar uma interpretagao dos ciclos
temporais mais relevantes no contexto da sinistralidade rodovidria. Para além da compreensivel
sazonalidade anual, destaca-se o ciclo de 4 meses, uma vez que encontramos 3 principais picos

de frequéncia em que o nimero de vitimas mortais é elevado, como podemos constatar nos
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cronogramas ao longo de cada ano na Figura 4.9.
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Figura 4.9: Cronogramas do nimero de vitimas mortais mensais entre os anos de 1998 e 2009

Estes 3 picos correspondem aos periodos de maior trafego rodovidrio em que muitas familias
gozam férias - férias escolares da Pdscoa (margo a maio), férias de verao (julho-agosto) e época
natalicia. No periodo natalicio, a falta de cuidados de alguns condutores na conducao em
condigoes climatéricas adversas provoca um aumento de acidentes e naturalmente o nimero de
mortos tem tendéncia a aumentar. Contudo hé que ter em consideracao que os dados em causa
correspondem a totalidade dos mortos registados em todo o territério nacional continental e nao
desagregados ao nivel dos distritos, nos quais se verificam geralmente discrepancias significativas
entre as condigoes meteoroldgicas.

H& que realcar ainda o periodo com cerca de 33 meses (2 anos e 9 meses aproximadamente)
na andlise dos dados, o qual leva a pressupor uma relacao com as alteragoes a legislagao em vigor
e com as campanhas de sensibilizacao introduzidas essencialmente na 1ltima década ilustradas
na Figura 4.10.

Simao (2010) descreve que entre os fatores mais significativos que tém contribuido para o
decréscimo dos indices de sinistralidade em Portugal, onde se inclui a mortalidade rodovidria,
destacam-se as sucessivas alteragoes a legislagao em vigor e a eficiéncia na sua fiscalizagao.

Por outro lado, quando se compara Portugal com os pafses da Unido Europeia a 27 Estados
Membros, este sobressai-se por ser um dos paises com melhores resultados na diminuicao dos

valores de sinistralidade rodovidria, onde verificamos uma subida do 25° lugar em 1998 para
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o 15° lugar em 2009 dos pafses com menor nimero total de vitimas mortais por milhao de

habitantes.
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Figura 4.10: Evolugao anual do nimero de vitimas mortais e medidas de seguranca rodovidria

Reconstrugao da Série Original do Nimero de Vitimas Mortais e Previsao

No que se refere a reconstrugao da série original, comecemos por analisar a reconstrugao a custa
apenas da CP1. Geralmente a primeira CP descreve a tendéncia geral dos dados, o que se pode
comprovar ao analisar o seu comportamento na Figura 4.11.

A Figura 4.12 permite mostrar a evolucao da reconstrucao da série & medida que se aumenta o
nimero de CPs consideradas, nomeadamente & custa das primeiras 5 CPs, das primeiras 10 CPs
e das primeiras 16 CPs. Ao utilizar as primeiras 16 CPs retidas inicialmente, podemos constatar
que a qualidade da reconstrucao é bastante satisfatéria, e na Figura 4.13 verificamos que existe
uma grande parte dos residuos com valores proximos de zero. Tal elevado nivel de satisfagao
poderia eventualmente suscitar algumas dividas, indagando até que ponto é que poderia estar
a ser incorporado algum ruido da reconstrugdo por mais residual que fosse, podendo mesmo
por em causa a periodicidade de algumas da tltimas CPs que foram retidas, sendo tivéssemos

utilizado a informagao auxiliar presente nas Figuras 4.6, 4.7 e 4.8.
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Reconstrucao com CP1
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Figura 4.11: Reconstrugao da série original com a CP1

As primeiras 16 CPs identificadas anteriormente foram utilizadas na reconstrugao da série
original sem rufdo e permitiram aplicar o algoritmo de previsao recorrente em SSA com o intuito
de prever novos valores da série. Utilizamos o software R, no qual implementdmos todos os passos

da técnica assim como uma rotina (Apéndice D) para o algoritmo de previsao recorrente.

Na Figura 4.14 observamos as séries original e prevista, a qual inclui a previsao dos 12
valores mensais para o ano de 2010. A linha vertical no gréafico corresponde ao chamado ponto
de truncagem, a partir do qual deixamos de ter valores observados e passamos a ter apenas

previsoes.

Constatamos que os valores previstos do nimero de vitimas mortais para os meses do ano
de 2010 variam aproximadamente entre os 48 e os 73, os quais acompanham a tendéncia de
uma certa estabilizacdo suave que j4 era notéria nos tltimos anos desde 2006. E de notar
que embora a série temporal em estudo seja constituida apenas por valores inteiros, podemos
efetuar previsoes cujos resultados sejam valores nao inteiros. Tal situagdo aparece com alguma

frequéncia em estudos como por exemplo em Hassani (2007) ou em Golyandina et al. (2001).
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Figura 4.12: Reconstrugoes da série original com as CPs 1-5, CPs 1-10 e CPs 1-16

Tendo em conta que as previsoes sao consideradas um pouco voldteis consoante os parametros
estipulados no algoritmo, ilustramos na Figura 4.15 para além das séries original e prevista, as
previsoes com os respetivos intervalos de predicao empiricos a 95%, construidos através do
método empirico descrito na Subseccdo 4.4.2, para os 12 meses de 2010.

A amplitude dos intervalos de predi¢do empiricos é praticamente constante dada a homo-
geneidade dos residuos existente aquando da reconstrugao (ver Figura 4.13). Os graficos das

Figuras 4.14 e 4.15 em particular foram obtidos através do software CaterpillarSSA.

Uma vez que atualmente estao divulgados os dados oficiais do nimero de vitimas mortais
em acidentes de viagdo ocorridos no ano de 2010, podemos efetuar a comparacao dos 12 valores
mensais previstos para o ano de 2010 com os valores observados (Figura 4.16).

Verificamos que em julho de 2010, a diferenca entre predigdo e observagao é significativa e
de aproximadamente 30 mortes, o que poderd estar a influenciar as previsoes posteriores e por

isso admite-se a necessidade de um eventual reajuste da série.



4.10. EXEMPLO: VITIMAS MORTAIS EM ACIDENTES DE VIACAO 175

Residuos com CPs 1-5 Residuos com CPs 1-10
o
¢}
g =2 4 3]
> >
k=] - =
83 < _| 2
c 7 o
o
S
T T T T T T T
1998 2000 2002 2004 2006 2008 2010 1998 2000 2002 2004 2006 2008 2010
Meses Meses
Residuos com CPs 1-16
o
S
o
17 —
o
3
2 o
@
o o
T

1998 2000 2002 2004 2006 2008 2010

Meses

Figura 4.13: Resfduos para a série original ao utilizar as reconstrugoes com as CPs 1-5, CPs

1-10 e CPs 1-16

Como medidas de precisdo das previsoes, verificamos que a raiz do erro quadratico médio
é igual a 13.05 e que a precisao direcional média (percentagem de vezes em que a previsdo e a
série temporal variam no mesmo sentido entre dois momentos temporais consecutivos) é apenas

cerca de 27.27%, o que nos leva a considerar que o ajustamento é fraco.

Simulagoes para Valores do Comprimento da Janela

Como a escolha adequada do comprimento da janela m, é algo que apresenta uma certa liberdade
dentro de certos limites, efetudmos algumas simulagbes para valores crediveis do comprimento
da mesma, para analisar se existem discrepancias na informacao que se pode extrair através
das componentes dominantes. Comec¢dmos por considerar m = 6 meses, seguindo-se os valores
multiplos de 12 meses até um limite de metade do nimero de observacoes da série em estudo
que corresponde a m = 72 meses, ou seja 6 anos. Na Tabela 4.2 apresentamos a percentagem de
variancia explicada por cada uma das 5 primeiras CPs, assim como a percentagem acumulada

por essas b CPs para os diferentes valores do comprimento da janela descritos.
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Figura 4.14: Séries original e série prevista construida com base nas CPs 1-16; previsoes dos 12

valores mensais para o ano de 2010
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Figura 4.15: Séries original e série prevista construida com base nas CPs 1-16; previsoes dos 12
valores mensais para o ano de 2010 e intervalos de predi¢ao a 95% obtidos através do método

empirico
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Figura 4.16: Comparacao do nimero de vitimas mortais previstas versus observadas para os 12

meses do ano de 2010

Tabela 4.2: Percentagem de varidncia explicada pelas primeiras 5 CPs ao longo de diferentes

valores do comprimento da janela - lag m

Lagm CP1 (%) CP2 (%) CP3 (%) CP4 (%) CP5 (%) CPs 1-5 (%)
6 98.26 0.55 0.43 0.39 0.19 99.84
12 97.79 0.46 0.43 0.31 0.29 99.26
24 97.65 0.38 0.37 0.23 0.22 98.86
36 97.58 0.36 0.34 0.19 0.18 98.65
48 97.57 0.34 0.33 0.16 0.16 98.56
60 97.56 0.34 0.33 0.14 0.13 98.51
72 97.55 0.35 0.34 0.14 0.13 98.51
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Os resultados evidenciam uma dominéncia geral bastante elevada da primeira CP sobre
as restantes, mesmo para os diferentes valores do comprimento da janela considerados. As
percentagens acumuladas pelas primeiras 5 CPs indicam pequenas variagoes entre os diferentes
valores de m, permitindo assim concluir que a troca de um valor de m por um outro qualquer

destes pouco influencia na variabilidade que se pretende captar nos dados.

4.10.2 Comparagoes entre SSA Sem Centragem e SSA Com Centragem
Aspetos Gerais

Nesta Subseccao pretendemos efetuar algumas consideragdes sobre as comparagdes entre os
diferentes tipos de abordagens da técnica de SSA: a SSA sem centragem e quatro tipos de SSA
com centragem (a centragem simples por colunas, a centragem simples por linhas, a centragem
dupla e a centragem na série original), seguindo uma mesma linha orientadora de raciocinio da
Seccao 3.12, usando o exemplo préatico dos dados do nimero de vitimas mortais em acidentes
de viacao.

Tais comparacoes contemplam uma abordagem numérica dos valores préprios e dos vetores
préprios, assim como uma andlise das coordenadas das CPs retidas no estudo ao nivel temporal
e espectral. Na discussao iremos ainda dar um especial enfoque & questao da influéncia da

componente que descreve a tendéncia, caso ela exista.

E expetdvel que na centragem simples por colunas da matriz de trajetéria se obtenham
resultados semelhantes aos da centragem na série original, embora nao seja obrigatério uma vez
que ao centrar todas as colunas trabalha-se com uma série de média zero, mas em que os valores
correspondentes, com desfasamentos diferentes, j4 ndo sdo iguais (ou seja, X nao é uma matriz

de Hankel).

Ilustragao Pratica

Recordemos que ao aplicar a SSA bdsica (sem centragem) apés a decomposi¢ao em valores sin-
gulares da matriz de trajetoria, foram obtidas 48 CPs. Foram efetuados procedimentos anédlogos

na aplicagdo da SSA com centragem.
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Valores Proprios e CPs

Tendo como referéncia os graficos da Figura 4.17 e da 4.18, foram selecionadas as primeiras
16 CPs obtidas segundo os métodos sem centragem, da centragem simples por colunas e da
centragem na série original. No entanto, para os métodos da centragem simples por linhas e
da centragem dupla optdmos por selecionar apenas as primeiras 15 CPs através de critérios
andlogos aos utilizados nos métodos anteriores (inspegao visual dos graficos dos valores préprios

e das CPs), permitindo assim desprezar as restantes componentes em que se admite possuirem

a parte correspondente ao ruido.
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Figura 4.17: Logaritmos dos 24 valores préprios para os 5 tipos de SSA em andlise

A tendéncia decrescente dos dados ao longo do tempo destaca-se na primeira CP, para o
caso sem centragem, na centragem simples por colunas e na centragem na série original (nao

aparecendo nos outros dois casos, levando portanto a escolha de apenas 15 CPs em vez das 16).
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Figura 4.18: 16 CPs dominantes para os 5 tipos de SSA em anélise
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Uma outra CP que exibe uma mistura de tendéncia com componente oscilatéria nao se encontra
na mesma posi¢ao em todos os modelos, uma vez que corresponde no modelo sem centragem &
CPS8, na centragem simples por colunas corresponde & CP12, na centragem simples por linhas
a CP1, na centragem dupla (embora menos percetivel ao nivel visual) & CP11 e no modelo com

centragem na série original & CP2.

H4 a realgar que no modelo de SSA com centragem dupla deixamos de ter presente a CP
que representa a tendéncia dos dados, o que estd de acordo com a conclusao de Golyandina et
al. (2001), de que, ao efetuar-se a centragem dupla, geralmente a componente de tendéncia é

eliminada.

Na Tabela 4.3 encontram-se os trés maiores e os trés menores valores proprios resultantes da
SVD para cada um dos modelos. Para os modelos sem centragem, com centragem simples por
colunas e centragem na série original, o primeiro valor préprio apresenta uma ordem de grandeza
muitissimo superior aos restantes valores préprios, a qual é ligeiramente menos acentuada na

centragem simples por linhas, e ainda menos acentuada na centragem dupla.

Tabela 4.3: Valores préprios da SVD para a SSA sem centragem e para a SVD de cada um dos

quatro tipos de SSA com centragem em analise

Val. Préprios | Sem Centragem | C.Colunas | C.Linhas | C.Dupla | C.Serie.Orig
1 52439123.58 2363970.75 552599.08 | 181967.23 2366139.24
2 183087.15 181934.56 179785.82 176886.76 552495.89
3 175322.60 174855.57 167595.46 88023.62 178740.87
46 3345.71 3345.19 3120.043 3084.221 3348.99
47 3113.39 3079.26 2132.825 2116.224 3111.47
48 2125.63 2116.15 0 0 2132.35

Nos modelos da centragem por linhas e da centragem dupla em que se eliminou a componente
de tendéncia, verifica-se a existéncia de um tultimo valor préprio nulo, uma vez que estes tipos
de centragens introduzem uma componente com valor préprio nulo na SVD, devido a restricao
adicional da soma dos elementos de cada linha ser nula (Jolliffe, 2002). Tal restri¢ao leva a que

o (i)-ésimo valor préprio da centragem por colunas seja relativamente semelhante ao (i — 1)-ési-
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mo (com ¢ = 2,3...,48) valor préprio na centragem dupla em termos de grandeza, e que 0s
respetivos coeficientes dos vetores préprios e das componentes principais sejam também similares
entre modelos. Como consequéncia, uma CP da SSA com centragem por colunas passa a ter

varidncia nula na centragem dupla, obrigando portanto a que esta ocupe a ultima posicao.

De acordo com resultados tedricos em Cadima e Jolliffe (2009) para o caso da ACP centrada
por colunas e da ACP néo centrada, e também deduzidos para a SSA na Subseccao 4.8.1, sabe-se
que tr (XTX) —tr (Xe)I' Xe) = k||%.||?, onde ||Xc||? representa o quadrado da distancia da
origem ao centro de gravidade da nuvem de pontos e k corresponde as 97 linhas da matriz nao
centrada X. Ainda segundo os autores é pouco provével que qualquer uma das matrizes X7 X
ou (XCC)T X tenha um vetor préprio que seja exatamente colinear com o vetor de médias das
colunas da matriz X, X., mas muitas das vezes o primeiro vetor préprio da matriz XX est4
préximo dessa direcao, que une a origem e o centro de gravidade da nuvem dos pontos.

No exemplo em estudo, para o caso da SSA sem centragem, uma vez que o traco de X7X é
tr (XTX) = 53745457, entdo 97 X %.||> = 50092597, 0 que representa 93.20% de variabilidade
relativamente ao traco de XTX. Esta percentagem relativamente elevada, reforca a direcio
principal de variagao em torno da origem dos dados, que por sua vez é préxima da diregao que
liga a origem e o centro de gravidade da nuvem. Por outro lado, os valores préprios para a
SSA sem centragem e para a SSA com centragem por colunas sdo relativamente semelhantes,
exceto para o maior valor préprio de cada caso, uma vez que, nomeadamente na centragem por
colunas, este estd associado ao vetor préprio que se situa muito préximo da direcao de X.. Tal
constatagao fundamenta-se no facto de |cos(Uy,X.)| = 0.9999923, para o primeiro vetor préprio,
Ui, da SSA sem centragem e |cos(Uf¢,X.)| = 0.9960638, para o primeiro vetor préprio, UL,
da SSA com centragem por colunas. Para estes vetores préprios, por analogia, tendo em conta
as deducoes em torno da ACP em Cadima e Jolliffe” (2009), a similaridade estabelece-se entre
A§¢ = 2363970.75 e A\; —97 x ||X.||* = 2346527. Portanto pode-se argumentar que é mais relevante
a diregao dos vetores préprios (de acordo com os cossenos anteriormente apresentados) que a

grandeza dos valores préprios.

Uma comparacao (Tabela 4.4) em relacao a percentagem de variancia explicada por cada

"E de salientar que neste artigo, os autores utilizaram um exemplo relativo a medidas morfométricas
de lagostins provenientes do Lago Opeongo, no Canadd, previamente estudados por Somers (1986) em

que nao existe estrutura temporal entre os dados.
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umas das CPs para os cinco modelos considerados, permite destacar as diferencas na primeira
CP em que na SSA sem centragem a percentagem é extremamente elevada de aproximadamente
97.57%, comparativamente com as primeiras CPs dos restantes modelos. No modelo da cen-
tragem dupla evidencia-se um maior equilibrio na distribuicao das percentagens por entre as
CPs. No Apéndice D podem ser encontrados alguns cédlculos, para este conjunto de dados, alu-
sivos as relagoes tedricas entre os tracos das matrizes envolvidas em cada SVD dos modelos em

analise.

Tabela 4.4: Percentagens de varidncias das CPs da SVD para a SSA sem centragem e para a

SVD de cada um dos quatro tipos de SSA com centragem em anélise

CPs | Sem Centragem | C.Colunas | C.Linhas C.Dupla C.Serie.Orig
CP1 97.5694 64.7156 30.6455 14.0629 56.8048
CP2 0.3407 4.9806 9.9704 13.6703 13.2640
CP3 0.3262 4.7868 9.2943 6.8027 4.2911
CP4 0.1640 2.4097 4.8708 6.5927 4.0081
CP5 0.1585 2.3313 4.7221 4.1107 2.1084
CP6 0.0990 1.4558 2.9498 4.0127 2.0415
CP46 0.0062 0.0916 0.1730 0.2384 0.0804
CP4AT 0.0058 0.0843 0.1183 0.1635 0.0747
CP48 0.0040 0.0579 0 0 0.0512

Embora as CPs nao estejam todas ordenadas da mesma forma em termos do seu tipo (tendén-
cia, oscilatérias e misturas de tendéncia com oscilatérias), contudo as CPs que captam as varia-
¢Oes mais relevantes ocorridas nos dados sao praticamente as mesmas em todos os modelos nas
primeiras 15/16 CPs. Para os cinco modelos analisados, destacamos os seguintes sete pares mais
relevantes de CPs oscilatérias, cujos comportamentos sdo semelhantes e cujos respetivos valores

préprios sao muito similares.
e Sem centragem: CP2-3, CP4-5, CP6-7, CP9-10, CP11-12, CP13-14, CP15-16;

e Centragem simples por colunas: CP2-3, CP4-5, CP6-7, CP8-9, CP10-11, CP13-14, CP15-
16;
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e Centragem simples por linhas: CP2-3, CP4-5, CP6-7, CP8-9, CP10-11, CP12-13, CP14-15;
e Centragem dupla: CP1-2, CP3-4, CP5-6, CP7-8, CP9-10, CP12-13, CP14-15;

e Centragem na série original: CP3-4, CP5-6, CP7-8, CP9-10, CP11-12, CP13-14, CP15-16.

Vetores Proprios
No que se refere as comparagoes dos vetores préprios da SVD entre os diferentes modelos
em estudo, apresentamos na Tabela 4.5 o valor de alguns dos cossenos (em valor absoluto) dos

angulos entre os respetivos pares de vetores.

Tabela 4.5: Cossenos entre os vetores préprios da SVD da SSA sem centragem e os vetores

préprios da SVD de cada um dos quatro tipos de SSA com centragem em anédlise

SSA sem centragem vs SSA com centragem simples por colunas

cos(Ut, UL€)

cos(Us, US®)

cos(Us, USF)

cos(Use, US§)

cos(Uar, USS)

cos(Uss, USS)

0.9964 0.9944 0.9948 0.9998 0.9990 0.9997
SSA sem centragem vs SSA com centragem simples por linhas
cos(Ur, U | cos(Us, Us') | cos(Us, USH) cos(Usg, UsL) | cos(Usr, USL) | cos(Uss, UL)
0.0970 0.8406 0.8205 0.9997 0.9996 0.9999

SSA sem centragem wvs SS

A com centragem dupla

cos(Ua, UT™)

cos(Us, U3™)

cos(Uy, U5™)

cos(Uag, USZ)

cos(Ua7, USE)

cos(Uag, US7)

0.9978 0.9979 0.9995 0.9997 0.9989 0.9997
SSA sem centragem vs SSA com centragem na série original
cos(Uy,Uy) | cos(Usz,Us) | cos(Us, Uy) cos(Uss, Uygg) | cos(Uyz, Uyy) | cos(Uas, Uyg)
0.9951 0.8707 0.8551 0.9995 0.9994 0.9999

Entre o modelo da SSA sem centragem e o modelo da SSA com centragem por colunas,
os valores dos cossenos dos dngulos dos vetores correspondentes sao praticamente todos muito
préximos da unidade (em mdédulo), o que reforga o grau de semelhanga de ambos os modelos.
E de notar que, como nos modelos com centragem simples por linhas e com centragem dupla
nao temos a componente da tendéncia, a maior parte dos pares de vetores foram constituidos a
custa do (7)-ésimo vetor da SSA sem centragem com o (i — 1)-ésimo vetor (com i = 2,3, ...,48)

da SSA com centragem (simples por linhas ou dupla).
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Ao comparar o modelo com centragem dupla relativamente ao modelo sem centragem, grande
parte dos valores dos cossenos dos angulos dos vetores sdo muito préximos da unidade (em
modulo), o que de alguma forma evidencia o efeito que a centragem dupla provoca no modelo,
eliminando apenas o vetor correspondente & tendéncia dos dados e mantendo os restantes vetores

a desempenharem praticamente o mesmo papel.

Correlacoes entre CPs

Passemos a efetuar de seguida as comparagoes entre as coordenadas das CPs do modelo bésico
sem centragem e as coordenadas das CPs de cada um dos modelos com centragem. Para tal
consideremos a Tabela 4.6 constituida pelos valores mais elevados das correlagoes (em valor

absoluto) entre os respetivos pares de CPs.

Tabela 4.6: Correlagoes entre as CPs da SVD da SSA sem centragem (SC) e as CPs da SVD de

cada um dos quatro tipos de SSA com centragem em andlise

SC vs C.Colunas SC wvs C.Linhas SC vs C.Dupla SC wvs C.Serie.Orig
(Vi, Vi) | 0.9999 - — - — Vi, V) | 0.9999
(Va, Vo) | 09914 | (Va, V) | 0.8495 | (Vo, Vi) | 09959 | (Va,V3) 0.8769
(Va, V) | 09935 | (Va, V& | 0.8475 | (V3, V™) | 09964 | (V3,V)) 0.8809
(Va, Veey | 09988 | (Vi, VY | 09970 | (Vi V) | 09990 | (Vi VZ) 0.9971
(V5, V5©) 0.9994 (Vs, VEY | 09986 | (V5, V™) | 0.9995 (Vs, V&) 0.9988
(Vs, V) | 09909 | (Ve, VEH | 09906 | (Vs, V™) | 0.9906 | (V, V) 0.9898
(Ve,Veey | 09744 | (Ve, VEY | 09597 | (Vo, V™) | 09717 | (V7 VQ) 0.9599
(Va, Vi) | 06044 | (Va, V) | 0.4667 - - (&, V,) | 04971
(Vo, V) | 08527 | (Vo, ViEH) | 0.9896 | (Vo,Va*) | 08340 | (Va,Vy) 0.9862
(Vio, Vg©) | 07744 | (Vao, V') | 09352 | (Vig, Vg™) | 0.7622 | (Vao, Vip) | 0.9361
Vi, VE§) | 09899 | (Vi Vi§) | 09997 | (Vig, Vg™) | 0.9076 | (Vir, Viy) | 0.9998
(Vig, V&) | 0.9943 | (Vig, V) | 0.99997 | (Vig, Vi) | 0.7645 | (Via, Viy) | 0.99995
Vi3, V) | 09926 | (Vas, Vid) | 0.8427 | (Vis, Vi) | 0.7990 | (Vas, Vi3) | 0.9881
(Vig, V) | 0.99996 | (Vig, V&) | 0.7808 | (Vig, Vi5) | 07623 | (Vig, VY,) | 0.9864
(Vis, V&) | 0.8016 | (Vis, Vi) | 0.7423 | (Vis, Vi) | 0.6941 | (Vis, Vi) | 0.8726
(Vie, Vi¥) | 0.8214 | (Vie, Vi%) | 0.8483 | (Vig,ViE") | 08365 | (Vie, Vi5) | 0.8758
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De um modo geral as CPs quando comparadas visualmente (ver Figura 4.18) aos pares na
mesma posi¢cdo, nem sempre evidenciam uma forte relagdo em termos das suas coordenadas
entre o modelo sem centragem e cada um dos modelos com centragem, apesar de algumas CPs
nas mesmas posigoes apresentarem correlagoes préximas da unidade (em mdédulo). No entanto
é possivel estabelecer, mesmo até para posicoes de ordens diferentes das CPs entre modelos,
correlacoes elevadas praticamente em todas as CPs do modelo sem centragem relativamente
a alguma CP consoante o outro modelo em comparagao. Constata-se que a primeira CP do
modelo sem centragem (que representa a tendéncia dos dados) nao apresenta relagoes fortes
com qualquer uma das CPs dos modelos onde ela nao aparece (centragem simples por linhas e

centragem dupla).

Periodos

No que se refere ao estudo no dominio da frequéncia, foram analisados os espectros das co-
ordenadas dos sete pares de CPs oscilatérias retidas (anteriormente mencionados) e concluiu-se
que os perfodos dominantes dos pares em causa sao aproximadamente iguais a 12, 4, 4, 20, 4,
6 e 33 meses, respetivamente, para todos os cinco modelos. Para o tltimo par de CPs de cada
modelo, para além dos 33 meses ainda é geralmente de igual modo dominante o perifodo de

aproximadamente 8 meses.

Consideragoes Finais

Para este conjunto de dados, em que se efetuou uma comparagao transversal abrangendo os cinco
tipos de modelos analisados (SSA sem centragem, SSA com centragem simples por colunas, SSA
com centragem simples por linhas, SSA com centragem dupla e SSA com centragem na série

original), podemos enumerar as seguintes constatagoes.

e Mantendo o mesmo comprimento da janela (m = 48) foram selecionadas 16 das 48 CPs,
exceto nos modelos da centragem simples por linhas e na centragem dupla em que foram
escolhidas 15 CPs, uma vez que a componente que descrevia nos outros modelos a tendéncia
dos dados nao surge nestes, o que comprova o senso comum, de que a centragem por linhas

geralmente remove a tendéncia aos dados.

e Uma vez que a série temporal em estudo apresenta uma tendéncia, no geral semelhante a
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uma tendéncia linear, é esperado que a SSA com dupla centragem, segundo Golyandina
et al. (2001), produza melhores resultados na eliminacao dessa componente linear. Efe-
tivamente, ao comparar os cinco modelos, o modelo da centragem dupla evidencia ser o
mais eficiente a eliminar o efeito de tendéncia dos dados, uma vez que exclui a componente
de tendéncia, assim como componentes que apresentem uma mistura de oscilagao com
tendéncia como componentes dominantes. Contudo, de uma forma geral, a eliminacao
da tendéncia nao revelou grande utilidade, uma vez que se conseguiu retirar a mesma

informagao relativamente as oscilatérias com base nos outros modelos.

e A presenca de uma CP que representa uma mistura de tendéncia com componente os-
cilatéria verificou-se em todos os modelos, embora a sua relevincia varie consoante o

modelo.

e Para a série temporal em estudo, o modelo da SSA com centragem na série original,
capta de uma forma mais proeminente em relacdo aos restantes, as CPs envolventes com
comportamentos de tendéncia ao exibir como CP dominante a evidente tendéncia geral
dos dados, seguida de uma CP que descreve um comportamento oscilatério misturado com

tendéncia.

e Em relagao aos valores préprios contatdmos que estes apresentam geralmente valores da
mesma ordem de grandeza para as mesmas posi¢oes entre modelos, exceto para o caso do

primeiro valor préprio.

e Embora seja pouco provdvel que qualquer uma das matrizes X ou X tenha um vetor
préprio que seja exatamente colinear com o vetor X, das médias das colunas da matriz nao
centrada X, contudo em muitos casos como este, o primeiro vetor préprio é préoximo da
direcao de X,, a qual une a origem e o centro de gravidade da nuvem das k linhas de X, uma
vez que a quantidade k ||[X.||? quando comparada com o tr(X) em termos proporcionais é

muito grande.

e Em todos os modelos foram captados os sete pares mais relevantes de CPs oscilatérias
entre as primeiras 16 CPs, cujos sete periodos dominantes sdo aproximadamente iguais a

12, 4, 4, 20, 4, 6 e 33 meses respetivamente.
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e Foi possivel comparar os coeficientes dos vetores proprios através dos cossenos dos seus
angulos entre o modelo bédsico de SSA (sem centragem) e cada um dos restantes qua-
tro modelos. Os cossenos exibiram valores geralmente elevados (em médulo) para pares
de vetores associados a CPs que apresentavam um comportamento visual similar entre

modelos.

e Quanto a forma de aferir o nivel de comparacao de CPs entre modelos, utilizaram-se as
correlacOes entre os pares de CPs que apresentavam um comportamento visual similar entre
modelos. A grande maioria dos pares de CPs identificadas com comportamentos similares
(nomeadamente as oscilatérias) entre o modelo de SSA bdsica e cada um dos restantes
quatro modelos, apresentaram correlagoes préximas da unidade (em médulo). Tal facto
vem consolidar as evidéncias de que todos os modelos exibem dentre as componentes

relevantes, componentes oscilatérias associadas aos mesmos perfodos dominantes.

4.11 Resumo e Conclusoes

A SSA surge como uma técnica que permite expandir uma série temporal com o intuito de
analisar o seu comportamento através da informacao retirada da matriz dos desfasamentos de
forma andloga como na ACP usual. A grande finalidade da SSA consiste na decomposigao da
série original em componentes que possam ser interpretadas como tendéncias, oscilatérias ou
ruido.

Apés a descricao dos passos essenciais & implementacao do modelo bésico de SSA, foi abor-
dado um dos aspetos mais importantes a ter em consideragao que se prende com a escolha do
tamanho adequado da janela a utilizar no primeiro passo. E imprescindivel que se efetue uma
escolha sensata do comprimento da janela mediante o tamanho da série original que se pretende
analisar. Foram expostos alguns principios orientadores e algumas questoes relevantes acerca do
assunto.

Para além da parte exploratéria com o auxilio da decomposicao espectral para analisar as
componentes predominantes indicadoras de maior variabilidade nos dados, a SSA também pode
ser usada para a previsao de novos valores da série temporal. Foram apresentadas as condigoes
ideais de aplicacao da previsao, assim como um algoritmo de previsao recorrente e intervalos de

predicao.
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Foram introduzidas nogoes bésicas sobre a teoria de ondas que permitem caraterizar alguns

pares de elementos na SVD, que ostentem oscilacoes e picos espectrais idénticos.

Um assunto de especial interesse e que pode suscitar discussao prende-se com a centragem
ou nao dos dados na SSA. Como alternativas ao modelo basico de SSA sem centragem, foram
descritas abordagens que contemplam centragens na matriz aumentada dos dados desfasados,
assim como a centragem na série original, para a qual se introduziram novos aspetos tedricos

tendo por base os resultados dos outros tipos de centragem.

Como forma de efetuar uma anédlise que englobasse os conceitos essenciais introduzidos ao
longo do Capitulo, discutiu-se um caso préatico em que utilizdmos a série mensal do nimero
de vitimas mortais em acidentes de viagdo em Portugal Continental entre 1998 e 2009. Como
resultados principais, para além do usual ciclo anual presente nos dados, detetou-se o ciclo de
4 meses cujos picos evidenciam uma relacao com as férias escolares dos portugueses, nas quais
aumenta a circulagao automével, registando-se tendencialmente um maior nimero de acidentes
envolvendo vitimas mortais. Também o periodo presente de 33 meses pressupoe uma ligacao
as alteragoes a legislacao em vigor e as campanhas de sensibilizacao introduzidas na tltima
década. Os resultados obtidos mostram como a SSA pode desempenhar um papel fundamental
no planeamento atempado para a introducao de novas politicas que se julguem mais eficazes no

combate a mortalidade rodovidria.

De um modo geral, relativamente aos resultados apresentados, a SSA sem centragem possui
mais semelhangas com a SSA com centragem simples por colunas e com a SSA com centragem na
série original. Por um lado o tamanho da série (144 valores) pode ser considerado como suficiente
para que componentes de comportamentos similares sejam extraidas através destes modelos, mas
por outro lado, se admitirmos que a série possui uma dimensao relativamente pequena entao
é natural que a SSA com centragem dupla se destaque como o modelo que melhor elimina ou
atenua a tendéncia que os dados apresentam.

Geralmente, nestes casos, em que a SVD ostenta comportamentos da tendéncia nas primeiras
componentes, a reconstrucao da série original apenas & custa dessas mesmas CPs leva & obtengao
de uma suavizacao dessa tendéncia.

Nao é de estranhar as semelhangas existentes em termos de informagao dominante entre a

SSA sem centragem, a SSA com centragem simples por colunas e a SSA com centragem na série
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original, uma vez que de acordo com a Secgao 4.8, o desfasamento por colunas é andlogo aquando
da construgao da matriz de trajetéria (sem centragem) X, da matriz de trajetéria centrada por
colunas X e da matriz de trajetéria correspondente & centragem na série original X', e como
tal as colunas destas matrizes possuem exatamente as mesmas varidncias. Tal acontece dado
que a varidncia de uma varidvel centrada ¢é igual & varidncia da mesma varidvel nao centrada,

ou seja, para qualquer varidvel z; de média Z;, vem var(z; — Z;) = var(x;).



Capitulo 5

Analise Espectral Singular

Multicanal

"Climate is what we expect but weather is what we get."

Mark Twain - Escritor Norte Americano

5.1 Introducao

A ACP é uma técnica 1til para reduzir a dimensionalidade dos dados e para representar em
larga escala padroes que expliquem a maior parte da variabilidade dos mesmos. Uma possivel
escolha da matriz inicial de dados é aquela cujas colunas (varidveis) correspondem a diferentes
localizagoes espaciais e cujas linhas (individuos) estao associadas a diferentes momentos tem-
porais. A ACP utiliza a informagao espacial ao nivel da correlacdo existente entre as varidveis,
mas no entanto, a correlagao que existe ao longo do tempo nao é tida em conta. As autocor-
relagoes e correlacoes cruzadas no tempo podem ser muito tteis em questoes relacionadas com
previsoes e com a construcao de modelos probabilisticos de séries temporais. Em dados que
apresentem uma estrutura temporal, como sejam os de clima, pode-se considerar a técnica da
Anélise Espectral Singular Multicanal (MSSA) ou da Anélise de Fungoes Ortogonais Empiricas
Estendidas (EEOF) que ¢é a extensao da Anadlise de Fungdes Ortogonais Empiricas (EOF). Por-
tanto, a MSSA é uma extens@o da Anélise Espectral Singular (SSA), quando o estudo passa a

envolver mais do que uma série temporal em simultaneo.

191
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Para além dos principais objetivos jé descritos na SSA, a MSSA pretende ainda identificar
padroes no espaco e no tempo, a partir de uma sequéncia de virios mapas ao longo de uma escala
temporal, assim como extrair a informagao temporal conjunta das inter-relagoes das varidveis e
das inter-relacoes destas desfasadas no tempo.

Ao longo deste Capitulo apresenta-se uma descricao da evolugao histérica da técnica da
MSSA. Serao expostos os principais conceitos tedricos, incluindo indicadores comparativos do
desempenho do modelo, e explorar-se-4 o conjunto de valores de pressao ao nivel do mar, no

norte do Oceano Pacifico em 8 estagoes meteoroldgicas, introduzido na Secgao 3.12.

5.2 Descrigcao da MSSA

Analogamente & SSA, a técnica da MSSA subdivide-se em duas etapas fundamentais designadas
por decomposicao e reconstrugdo. Consideremos um determinado nimero p (> 1) de séries
temporais (também designadas por canais) formadas por n pontos igualmente espagados ao
longo do tempo.

Consideremos a matriz das observacoes representada por

r11 r12 ... Tip
T 21 I22 T2p
[X1,X2,....,Xp| = ,
| Tnl Tp2 - Tnp ]

onde x; = (41, T2, ..., xtp)T, com t = 1,2,...,n, representa cada vetor no instante de tempo ¢

(Hannachi et al., 2007).

5.2.1 Decomposicao

Tal como na SSA, o principal objetivo da MSSA consiste em decompor séries originais num
dado niimero de componentes que sejam interpretaveis, desprezando aquelas que nao contenham
informagao relevante para o estudo.

Esta etapa é constituida por dois passos: a incorporacao e a decomposicao em valores sin-

gulares.
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1° Passo - Incorporagao (Embedding):

A matriz dos dados iniciais, do tipo n X p, vai ser transformada numa matriz de novas dimensées
kxp',onde k=n—m+1ep =mp, para um determinado desfasamento ou comprimento da
janela m (1 <m < n).

O vetor aleatério x; = (21, 242,...,T¢p) com t = 1,2,...,n, usado na ACP tradicional, é

estendido de forma similar a SSA, para incluir a informagao temporal como

Ty = (-Ttl, vy Tt4m—1,1, Tt2y -0y Tt4+m—1,25 +-+» xtp, ceey -Tterfl,p) (51)

em que o instante ¢ sem perda de generalidade passa a ser t = 1,2, .., k.
Se para cada série inicial s (s = 1,2,...,p) descrita a custa de n — m + 1 vetores desfasados

denotarmos por

S
Ty = ($t57$t+1,s, ---,$t+m—1,s)7
entdo o vetor aleatorio estendido (5.1) reescreve-se de forma similar por

x; = (z7, 22, ..., ).

Definicao 5.2.1 A matriz de trajetéria X é definida como a matriz aumentada dos dados des-

fasados dada por

T
X = [5131 T2 Tpn—m+1
x} x3 !
xs 3 xh
- . (5.2)
1 2 D
L LTh—m+1 Ln—m+1 mnferl i

A matriz X do tipo (5.2) pode definir-se de duas formas distintas para aplicar a MSSA, pela

ordenacgao das varidveis (colunas). Uma delas é

I11 Imi T12 Tm?2 Tip Tmp

21 o Tm+1,1 922 e Tm+1,2 {E2p {Eerl,p

i Tn—m+1,1 Tnl Tn—m+1,2 .- In2 o Tp—mA4lp e Tnp
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onde os vetores préprios de dimensao mp podem ser interpretados como p subestruturas que
permitem estudar a evolucdo temporal dos pontos no espago desde a auséncia de desfasamento
até ao desfasamento m — 1. Deste modo, as primeiras m colunas correspondem aos valores
de cada desfasamento da primeira varidvel (série), as m colunas seguintes correspondem aos
valores de cada desfasamento da segunda varidvel e assim sucessivamente até que as tltimas
m colunas correspondem aos valores de cada desfasamento da p-ésima varidvel. A outra forma
de reordenar as colunas da matriz X, consiste em dispor as mp colunas, tal que as primeiras
p colunas correspondem ao desfasamento nulo para todas as p varidveis, as p colunas seguintes
correspondem ao primeiro desfasamento para todas as p varidveis e assim sucessivamente até
que as ultimas p colunas correspondem ao (m — 1)-ésimo desfasamento. Neste caso dizemos
que os vetores proprios constituem m mapas temporais que caraterizam padroes no espaco e no
tempo.

Ambas as formas de definir a matriz X irdo produzir resultados equivalentes, uma vez que
apenas muda a ordem das colunas, o que faz com que na SVD, os coeficientes dos vetores
préprios sejam reordenados. Posteriormente aquando da reconstrugao, embora se venha a reter
a mesma estrutura principal das séries originais, hé que ter em conta essas mudancgas de ordem

das colunas.

2° Passo - Decomposi¢cao em Valores Singulares (SVD):

Dada a matriz X do tipo k x mp, constréi-se a matriz simétrica X7 X.
Denotemos por A1, Ag, ..., Ay os p’ valores préprios de XTX de modo que A\; > \p > ... >

Ay >0 e por Uy, Us,...,Uy os correspondentes p’ vetores préprios ortonormados de XTX.

A SVD decompoée a matriz X na expressao matricial
X = VAUT,

onde
oV = (V1,Va,..., V) é designada por matriz das componentes principais de X,
o A= (V21,2 ..., \/)\T)/ ) representa a matriz diagonal dos valores singulares de X e
o U = (Uy,Uy,...,Uy) & designada por matriz dos vetores singulares (direitos) de X.
Sejam d = max{i:\; >0} < p/ e as componentes principais dadas pelos vetores

V; = XU;/v/Ai, com X; = /N ViUL, i =1,...,d, entdo a SVD da matriz X pode ser escrita por
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(Golyandina e Stepanov, 2005)

X=X;+Xs+..+ Xy (53)

Paralelismo da MSSA com a ACP
Na SVD da matriz X descrita anteriormente, é costume obterem-se os valores e vetores
préprios a partir da matriz X7 X.

No entanto, podemos aplicar a ACP usual sobre a matriz dos dados desfasados, a partir
da matriz correspondente %XTX, cuja decomposicao em valores e vetores préprios é dada por
PLP”, onde P representa a matriz cujas colunas sao os p/ vetores préprios ortogonais e L a
matriz diagonal cujos elementos da diagonal principal sao os p’ valores préprios.

Na MSSA, os p’ valores préprios sao k vezes mais elevados relativamente aos da ACP usual.
Hé ainda a ressalvar que na MSSA, nio se efetua a priori a centragem por colunas na matriz

XTX, mas em contrapartida a centragem (por colunas) estd implicita na ACP usual.

Definicao 5.2.2 Admitindo que a matriz X de (5.2) foi previamente centrada (por colunas),

entao a matriz p' x p' de varidncias-covariancias dos desfasamentos de X define-se por

Si1 S12 ... Slp
1 So1 S99 ... Sgp
S/:_XTX — (54)
k : c- : ’
| Sy S o Sy

onde cada bloco S;; = ST, comi,j=1,2,....p, é uma matriz m x m de varidncias-covariancias

5

desfasada entre a localizacdo i e a localiza¢do j até ao desfasamento m — 1, dada por

k
T
il
g T, T;.
t=1

Os elementos de cada matriz S;; de varidncias-covariancias dos desfasamentos entre duas

Sij =

| =

varidveis ¢ e 7 podem ser estimados através do estimador de Broomhead & King ou através do
estimador de Vautard & Ghil, conforme o desenvolvimento na Secgao 4.5.

Se as séries forem estaciondrias entao cada bloco S;; tem aproximadamente a estrutura de
uma matriz simétrica de Toeplitz, para amostras de tamanho elevado. A matriz simétrica S’ nao
é em geral de Toeplitz, uma vez que diferentes blocos representam covariancias entre diferentes

pares de localizagbes dos pontos (Hannachi et al., 2007).



196 CAPITULO 5. ANALISE ESPECTRAL SINGULAR MULTICANAL

5.2.2 Reconstrucao

Apés a decomposicdo, e a partir dos vetores proprios e das respetivas componentes principais,
efetua-se a reconstrucao das p séries originais, para que se possam comparar as séries reconstrui-

das, através de um determinado nimero adequado de componentes, com as séries originais.

3° Passo - Agrupamento (Grouping):

Por analogia com SSA, dada a expressao (5.3), procede-se a fase do agrupamento.
Seja I = {i1,...,ip}, um grupo de indices i1, ..., ip; para cada grupo I corresponde a matriz X;
definida por X7 = X;, +...+X;,. A particao do conjunto de indices {1, ..., d} em r subconjuntos

disjuntos I, I, ..., I, corresponde a

)(Z)([1 +X[2+...+X[T. (55)

4° Passo - Média ao Longo das Diagonais (Diagonal Averaging):

Neste tltimo passo, transforma-se cada matriz X; da decomposigao (5.5) num sistema de séries
reconstruidas de comprimento n, através de um processo que, em vez de transformar a matriz
arbitréria numa matriz de Hankel (como na SSA), transforma neste caso numa matriz constituida
por p blocos de submatrizes de Hankel k& x m, e posteriormente em p séries.

Na reconstrucao de novas séries, os valores obtém-se através da operacao que corresponde a
efetuar a média dos valores de cada matriz X ao longo das diagonais i + j = ¢ (para um valor
fixo de ¢) de cada bloco. Estas médias correspondem a transferéncia dos valores da matriz por
blocos para cada série reconstruida que é definida em cada bloco de forma andloga a (4.4) na
SSA.

Consideremos a [-ésima Componente Principal da matriz X dada por
Vi = ((1),v(2), ..., 0 (k)T para 1 =1,2,....p.

Para remover a contribui¢ao de componentes pouco significativas, com vista & reconstrucao,
podemos utilizar as CPs como forma de filtragem dos dados. A partir da decomposi¢cdo em

valores singulares de X, cada linha x; da matriz X de (5.2) representa-se por

p/
x! = Z VAo (U, para t = 1,2, ..., k. (5.6)

=1
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Uma alternativa para reescrever a matriz dos desfasamentos X é denotar cada linha sob a
forma do vetor (5.1) por

Ly = (Xt,Xt+17 ---7Xt+m—1),

onde x; = (241, 42, ..., Ttp), com t = 1,2, ..., k. Como tal, e de acordo com as varidveis originais

x¢, a partir da expressao (5.6) obtém-se

pl
X1 =Y Ve, (5.7)
=1

onde Ulj = (Wj 1, Wjstm, 1, ...,u(p_l)m,l)T, para j =1,2,...,m.

Numa grande parte das aplicagoes, existe essencialmente o interesse em truncar a construgao
(5.7), retendo apenas um conjunto C'lq com um nimero pequeno g de CPs com vista a filtragem,
como por exemplo na reconstrucao de um par de CPs que correspondam a uma determinada
oscilagdo. Em tais situagoes, a expressao (5.7) é truncada para um conjunto Cq (com ¢ < p')

por

Vi1 = Z VAo U7

lemq

onde y; = (Y1, Y2, ---, Ytp) € 0 vetor reconstruido ou filtrado.

As varidveis reconstruidas a partir de um subconjunto de ¢ CPs sao obtidas por

t .
T 3 VAt —j+ 1)U} , paral<t<m-—1
j=1ieCq
m .
yvi={ &> > VAult—j+1)U , param<t<k
j=1ieCq
m .
= Y X VAut—ji+ 1)U}, parak+1<t<n
j=t—k+1icCq

Sendo Z,; = XP, a matriz de ¢ CPs, entao a reconstrucao de X a custa de apenas g CPs
¢é dada po X = Zng. Cada série é agora também reconstruida com base no procedimento de
calculo da média ao longo das diagonais, efetuado de forma idéntica & SSA para uma série.

No contexto de dados com estrutura espacial, como seja em climatologia, por vezes o nimero
de pontos p da grelha espacial é demasiado elevado para garantir uma adequada decomposicao
espectral da matriz de varidncias-covaridncias de dimensao pm. Perante tal situagao Kimoto et
al. (1991) e Plaut e Vautard (1994) recomendam proceder-se a compressao prévia da informagao
espacial, a qual pode ser efetuada através do cdlculo de uma média espacial ou através de uma

pré-filtragem recorrendo apenas a algumas CPs dominantes obtidas a partir de uma ACP, seguida
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da MSSA nesse subconjunto de CPs. Estes e outros aspetos adicionais acerca da reconstrugao

das séries originais podem ser encontrados, por exemplo, em Hannachi et al. (2007).

5.2.3 Comprimento da Janela

No que diz respeito a escolha do comprimento da janela, face as recomendagées introduzidas
em SSA (Seccao 4.3) e que continuam a ser admissiveis em MSSA, sao aconselhados valores
suficientemente grandes para que seja possivel distinguir entre dois picos espectrais relativamente
préximos, visto nao ser possivel distinguir oscilagoes de perfodo maior que o comprimento da
janela (Plaut e Vautard, 1994). Na MSSA, segundo Ghil et al. (2002), deve escolher-se um

comprimento da janela m maior ou igual que o nimero p de séries.

5.2.4 Algumas Propriedades

Apresentamos de seguida algumas propriedades relacionadas com a técnica da MSSA.
Considerem-se:
e dois valores préprios A1 e Ay consecutivos tais que A\; ~ Ag;
e duas correspondentes sequéncias temporais descritas pelos vetores préprios U e U? de dimen-
sao mp, aproximadamente periédicas com o mesmo periodo 1" e em quadratura e
e duas CPs V! e V2 associadas a A\; e Ay, também em quadratura.
Entao, nestas condigoes, e de acordo com Plaut e Vautard (1994), existe nas p séries uma os-
cilacdo em que o perfodo e o padrio espacial sdo os mesmos que os dos vetores préprios U! e
U2
Consideremos alguns conceitos sobre a teoria de ondas, introduzidos no Capitulo da SSA.
Relembramos que, de acordo com a ACP e com as notagoes da Subseccao 5.2.1, para a matriz
dos desfasamentos dos dados, X, cada elemento X, ; pode ser descrito a custa das componentes
principais V! e dos respetivos vetores préprios U'. Ao considerar o sinal discretizado no tempo
por t; = iAt e no espago por ys = sAy, (s = 1,...,p), adaptando a notagdo para MSSA, com

p' = mp, vem a expressao
p T
XS,i = ZV;Z <U£7]> = W(ysa ti)v
=1

que ¢é satisfeita quando se consideram as seguintes equagoes para duas CPs e para j =1,2....m
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(Plaut e Vautard, 1994).

Usl,j = Fjcos(usAy — wjAt + ¢),
U2, = Fysin(usAy — wjAt + ¢),

vl o= FA cos(wilAt + ¢),
1

A
V: o= Fsin(wiAtJrqb),
2

wp+1)Ay —w(m+ 1)At
5 :

Por analogia com a Seccdo 4.6, os vetores préprios U! e U? sdo ortogonais em fase e em
quadratura. Ainda de forma andloga, para um desfasamento nulo, a covariancia entre duas CPs
anula-se, permanecendo em fase e em quadratura (consultar Apéndices C.2 e C.3). Portanto,
quando o sinal é uma soma finita de ¢ (< p’) componentes oscilatérias de sinal préximo do sinal
periédico, o nimero de valores préprios nao nulos é 2¢g e como tal, os vetores préprios associados
surgem aos pares.

Ainda segundo Plaut e Vautard (1994), na MSSA, a separacao de duas componentes atua
segundo o espago e segundo o tempo, isto &, distinguem-se duas oscilagoes com o mesmo padrao
espacial mas com diferentes periodos assim como oscilagoes com o mesmo periodo e padroes
ortogonais ao nivel espacial.

Um exemplo da vantagem da MSSA face a outros métodos espectrais é a sua capacidade de
distinguir varios padroes espaciais na mesma frequéncia, pois se uma oscilacao estiver sobreposta
com algum ruido e possuir alguma forga em torno da frequéncia dessa oscilagao, entao distingue-
-se a parte correspondente & oscilagao e a parte correspondente ao ruido, mediante a andlise do
espectro.

Para o caso multivariado em que se podem encontrar vdrias séries detentoras de periodici-
dades e picos de frequéncias em comum, apenas uma parte da varidncia no respetivo pico de

frequéncia pode ser explicada para cada par oscilatorio.

5.3 Estado da Arte

Ao nivel do clima, a MSSA é considerada vantajosa pelo facto dos campos geofisicos apre-

sentarem geralmente correlagdes significativas tanto no espago como ao nivel do tempo através
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das autocorrelagoes e correlacoes cruzadas como mencionado na primeira abordagem & técnica
em Weare e Nasstrom (1982). Também de acordo com estes autores, uma outra vantagem
prende-se com o facto das componentes dominantes parecerem muitas vezes interpretdveis nao
s6 ao nivel dos modos! dominantes de variabilidade mas também em termos de identificacio dos

modos de sequéncias de acontecimentos no espaco e no tempo.

Em 1991, Kimoto et al. usaram a mesma metodologia, que viria a ser desenvolvida poste-
riormente por Plaut e Vautard, direcionada para a andlise de dados associados com a oscilacao

extratropical de 30-60 dias e as suas ligagoes a circulagao tropical.

Na MSSA, sucessivos padroes (ou subestruturas) de uma mesma varidvel numa CP sdo inter-
pretados como a propagacao ou evolucao temporal do primeiro padrao presente nessa mesma CP
(Chen e Harr, 1993), e tais subestruturas subjacentes a cada uma das CPs podem representar
os desfasamentos no tempo. No entanto argumentam que sdo necessdrias precaucoes na inter-
pretacao das inter-relagdes entre as CPs, uma vez que estas sdo obtidas com vista & otimizagao
da varidncia de cada CP, mas ndo tém em conta as correlagoes entre as subestruturas em cada

uma das CPs nem entre outras subestruturas noutras CPs.

Segundo Plaut e Vautard (1994), a principal propriedade a destacar da MSSA é permitir
detetar comportamentos oscilatérios quer no tempo quer ainda ao nivel de padroes espaciais
oscilatérios. Com o objetivo de isolar componentes quase periédicas que fazem parte do sistema
atmosférico, Plaut e Vautard (1994) desenvolveram e aplicaram a MSSA a um conjunto extenso
de dados correspondentes a 32 anos de medicGes da altura geopotencial? a 700 milibar, cobrindo
a regiao do Hemisfério Norte acima do trépico de Céancer. O estudo incidiu sobre oscilagGes
de baixa frequéncia e as suas relacoes, nomeadamente as oscilacbes intermensais. Para além
das oscilagoes anuais e sazonais usuais, a MSSA revelou a existéncia de uma oscilagao forte, no
Atlantico, com um periodo de 70 dias cujo padrao est4 essencialmente relacionado com o padrao

da Oscilagao do Atlantico Norte? (NAQ) descrito em Wallace e Gutzler (1981). Esta oscilagio

'No contexto geofisico, modo ¢ um padrao espacial recorrente bastante acentuado. Geralmente os

modos sao ortogonais entre si.
2 A altura geopotencial é uma varidvel meteorolégica que representa a altitude acima do nivel do mar em

que se encontra um determinado nivel de pressao. Os valores de pressao mais utilizados no geopotencial

sao 1000, 850, 500 e 200 hPa.
#A Oscilagao do Atlantico Norte (NAO) ¢ o modo dominante de variabilidade da pressao ao nfvel do

mar no Norte do Oceano Atlantico. O seu padrao espacial consiste num dipolo com orienta¢ao aproximada
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propaga-se em dire¢ao aos polos com uma componente persistente sobre a Sibéria. Foram ainda
detetadas duas oscilacgoes diferentes no intervalo de 30 a 60 dias no Pacifico e no Atlantico.

Em 2000, van den Dool et al. propuseram uma nova variante para calcular func¢oes empiricas
e ortogonais, em vez dos usuais vetores préprios da ACP, conhecidos na drea do clima como as
tradicionais fungoes ortogonais empiricas (EOFs), a partir de um conjunto de dados no espacgo
e no tempo. O método relacionado com a regressao linear miltipla permite solugoes que sejam
ortogonais apenas numa das duas direcGes: ou espaco ou tempo. Este consiste em procurar saber
qual o ponto no espago (ponto base encarado como preditor) que, através da regressao linear,
explica o méximo da variancia de todos os outros pontos combinados (os preditores). O primeiro
padrao espacial é descrito pelos coeficientes da regressao entre o ponto base e os restantes pontos,
e a primeira série temporal é considerada a série dos dados originais no ponto base. Os dados
originais sdo de seguida reduzidos, ou seja, remove-se o que é explicado no primeiro passo (ou
modo 1) e volta-se a procurar um novo ponto no espago que maximize a varidncia para voltar a
reduzir os dados, repetindo-se o processo um determinado nimero de vezes. Estas novas fungoes
s@o designadas por teleconexoes ortogonais empiricas (EOTs), as quais desempenham um papel
semelhante as teleconexdes de Wallace e Gutzler (1981). Algumas vantagens da utilizagao das
EOTs s@o defendidas por van den Dool et al. (2000). Os mesmos autores propuseram ainda
algumas possiveis aplica¢oes das EOTs, tais como: modelos numéricos de previsao; outros niveis
como por exemplo o espaco a ser percorrido na horizontal e na vertical, e adicao de varidveis
no estudo; um tipo especial de Analise das Correlacbes Candnicas; andlise retroativa do clima;
sistema de observacgao do clima.

Ghil et al. (2002) publicaram um trabalho sobre os avangos da teoria de sistemas dindmicos,
no qual efetuaram uma descri¢do das relagoes entre a anslise de séries temporais e os sistemas
dindmicos nao lineares. Como exemplo, a MSSA foi aplicada a um conjunto de dados de tem-

peraturas mensais da superficie do mar, medidos ao longo de 45 anos, acerca dos quais foram

Norte/Sul, em que um dos centros se localiza sobre a Islandia e o outro, de sinal oposto, estendendo-se
pelas latitudes médias do Atlantico Norte, centra-se a cerca dos 35°N, na zona dos Acores.

A fase positiva da NAO regista-se quando uma depressao intensa na Islandia tende a ocorrer com um
anticiclone forte nos Acgores, o que leva & ocorréncia de tempestades mais frequentes e mais intensas na
regiao do Atlantico Norte. Em contrapartida, a fase negativa da NAO regista-se quando uma depressao
fraca na Islandia tende a ocorrer com um anticiclone fraco nos Agores, o que por sua vez leva a ocorréncia

de tempestades menos frequentes e menos intensas ao nivel do Atlantico Norte.
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contemplados estudos em comparacao a outros relacionados com o fenémeno ENSO.

Golyandina e Stepanov (2005) aplicaram a MSSA e a Anédlise Espectral Singular Complexa
(CSSA) no estudo da reconstrugao e previsao de sinais multivariados na presenca de ruido.
Algumas abordagens e caracteristicas inerentes as técnicas foram comparadas através de métodos
de simulacao.

Uma revisao acerca da ACP e de outras técnicas relacionadas, com grande utilizagao nas
ciéncias atmosféricas, foi efetuada por Hannachi et al. (2007) com vista a fornecer uma atua-
lizagao relativamente a novos desenvolvimentos e a recentes abordagens ainda pouco exploradas,
incluindo a MSSA. Para além da descri¢ao de alguns conceitos tedricos, foram usadas vérias apli-
cagoes, baseadas em diferentes conjuntos de dados, para ilustrar a implementacao das técnicas
apresentadas.

Groth e Ghil (2011) utilizaram a MSSA como contributo para o estudo da sincronizacao de
fase num sistema de osciladores na presenca de elevados niveis de ruido observados. Mostraram
que a técnica pode identificar automaticamente miiltiplos modos oscilatérios, assim como dete-
tar se esses modos sao partilhados por grupos de osciladores bloqueados por fase e frequéncia.
Na MSSA foi introduzida uma modificacio da rotacao dos vetores préprios, com base na maxi-
mizagao da varidncia, para identificar o grupo 6timo de osciladores sincronizados.

Patterson et al. (2011) aplicaram a MSSA num estudo de dados econémicos sobre o indice
de producao industrial do Reino Unido, os quais foram sujeitos a vérios processos de revisao
com base em multiplas recolhas. As previsdes subsequentes evidenciaram uma maior precisao
em relacao as recolhas preliminares e a outros modelos paramétricos de previsao convencionais.
Nos trabalhos de Hassani et al. (2012) também foram usadas oito séries de produgao industrial
do Reino Unido com o objetivo de melhorar as previsoes dos indices de produgao industrial
mensais através da MSSA. Os resultados foram comparados com os obtidos através de modelos
autorregressivos integrados de médias méveis e modelos autorregressivos vetoriais.

Outras anélises mais genéricas foram sugeridas na literatura por forma a contemplarem dife-
rentes varidveis e diferentes desfasamentos temporais (Barnett e Hasselmann, 1979, Preisendor-
fer, 1988). Uma dessas andlises foi apresentada por Mote et al. (2000) e designada por EEOF
multivariada (MEEOF).

Uma outra variacao designada por Principal Sequence Pattern Analysis (PSPA), foi pro-

posta por Compagnucci et al. (2001) em que se aplicou a ACP a transposta da matriz estendida
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habitual da MSSA, ou seja, em vez das varidveis corresponderem ao usual modo espacial pas-
sam a corresponder ao modo temporal. Portanto, nesta abordagem, para a obtengao de padroes
espaciais e sua evolucao no tempo, as varidveis sao sequéncias de campos espaciais de uma deter-
minada varidvel meteoroldgica ao longo de sucessivos momentos. No artigo aplicou-se a técnica
a uma amostra de valores didrios da altura geopotencial registados em 12 momentos temporais
numa grelha regular de 178 pontos, cobrindo uma regiao que abrange a parte sul da América
do Sul, a Peninsula Antartica e mares adjacentes. Os resultados da aplicacdo a sequéncias de
5-dias demonstraram as vantagens do processo na identificagao de sequéncias de padrao de cam-
pos espaciais. Foi também possivel determinar quais as sequéncias mais frequentes, e portanto,
deduzir quais as caracteristicas que permitem que um sistema evolua para a proxima sequéncia,
assim como quantificar a frequéncia de tais sequéncias, utilizando a variacao explicada para cada
sequéncia (componente) principal. Segundo os autores, esta técnica, quando comparada com a
ACP usual, apresenta a vantagem de puder ser usada para determinar os tipos de evolucdo
de sistemas meteoroldgicos, cuja contribuicao ¢ uma mais valia para o estudo da climatologia
dindmica. Como tal, é possivel estudar a variabilidade de evolucao desses sistemas e tendén-
cias de mudancas climédticas, produzidos por modificagoes resultantes da circulacao a partir de

mudancas a médio e longo prazo no desenvolvimento dos préprios sistemas meteorolégicos.
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Capitulo 6

LagACI: Lag-Analise em

Componentes Independentes

"Se queremos progredir, nao devemos repetir a historia,
mas fazer uma histéria nova."

Mahatma Gandhi - Pensador Indiano

6.1 Introducgao

Uma nova abordagem com base na Anélise em Componentes Independentes aplicada na matriz
dos dados desfasados foi introduzida em Sebastiao e Oliveira (2013), como alternativa a técnica
da MSSA no estudo de séries temporais estendidas.

Nesta tese propomos que esta nova abordagem seja encarada como uma nova técnica, a
qual denominamos por Lag-Anilise em Componentes Independentes, ou apenas LagACI sob a
forma de acrénimo. O prefixo Lag pretende dar a nogao de que a técnica da ACI recorre a
um desfasamento no tempo (ou comprimento da janela). Na terminologia inglesa vird LagICA:
Lag-Independent Component Analysis.

Uma vez que a ACP utiliza apenas a informacéao estatistica relativa aos momentos de segunda
ordem, condiciona a que as componentes principais sejam nao correlacionadas entre si, e logo
estas nao sao necessariamente independentes, ao contrdrio do que se pretende que aconteca na

ACI. Em certos contextos, julga-se que a ACI é mais apropriada do que a ACP para analisar

205
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séries temporais, dado que a extracao das componentes independentes envolve estatisticas de
ordem superior a dois, o que faz com que as Cls revelem mais informacgao 1til do que as CPs

usuais (Cheung e Xu, 2001).

Desta forma encontramos motivacao suficiente para, com o intuito de extrair mais informacao
ou pelo menos semelhante, aquando da aplicagao da ACP usual na matriz dos desfasamentos, de-
cidir aplicar a ACI em vez da ACP, criando assim esta nova abordagem LagACI como alternativa

a MSSA.

Enquanto que na MSSA o principal objetivo é decompor séries originais num dado nimero
de componentes que revelem a informacado predominante, através do uso da ACP para extrair
as componentes principais que maximizem sucessivamente a variancia dos dados, na LagACI
pretende-se decompor as séries originais de igual modo num nimero de componentes relevantes,
mas recorrendo a implementacao da ACI através de um algoritmo apropriado para extrair as
componentes independentes. Em qualquer um dos casos ha que desprezar as componentes que

nao revelem informacao 1til para o estudo em causa.

Uma parte desta Seccdo foi publicada em Sebastido e Oliveira (2013). Comecemos por

apresentar os fundamentos tedricos da LagACI, seguidos de um exemplo de aplicagao.

6.2 Fundamentacao Tedrica

Embora a LagACI seja aqui descrita como uma alternativa a MSSA, ou seja, admitindo a
presenca de mais do que uma série temporal original, também pode ser encarada de forma mais
simples como alternativa & SSA, caso se use apenas uma série temporal para construir a matriz

dos desfasamentos.

As bases tedricas da técnica assentam na jungao de alguns passos da MSSA com os proce-

dimentos de implementacdo de um modelo de ACI.

Consideremos um determinado nimero p (> 1) de séries temporais constituidas por n pontos

igualmente espagados ao longo do tempo, e a matriz das observagoes (dados iniciais) representada
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por
Tr11 I12 T1p
T o1 I22 T2p
[Xl,XQ,...,Xn] - . X . X 9
L Tnl Tp2 ... Tnp ]

onde x; = (T41, Ty2, ..., Tap) T, com ¢t = 1,2, ...,n, representa cada vetor no instante de tempo ¢.

Passemos de seguida a descrever os passos para aplicar a LagACI.

1° Passo - Incorporagao (Idéntico a MSSA):

A matriz dos dados iniciais, do tipo n X p, é transformada numa matriz de novas dimensées
kxp',onde k =n—m+1ep =mp, para um determinado desfasamento (lag) ou comprimento
da janela m (1 < m < n), o qual deve ser escolhido tendo em conta as recomendagoes enunciadas
nas Secgoes 4.3 e 5.2.3.

A matriz aumentada dos dados desfasados (matriz trajetéria ou matriz dos desfasamentos)

X ¢é definida de modo idéntico ao da MSSA na Subsecgao 5.2.1 e é dada por

r T
X = ry Ty ... wn—m-{-l]
i 1 2 p ]
Ty Ty Ty
1 2 p
_ o T2 Lo
- 9
1 2 p
L Lhn-m+1 Ln—m41 - wn—m-l—l |

onde, parat=1,2,....,.n —m+ 1,
_ 1 .2 D
= (T, x7, ..., Ty ),
e para cada seérie inicial s (s = 1,2, ..., p) descrita a custa dos vetores desfasados,

S
Ty = ($t57$t+1,s, ---,$t+m—1,s)-

Esta matriz dos desfasamentos X, corresponde a uma matriz k x p’ dos dados observados num

modelo ACI, ou seja, das p’ misturas.
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2° Passo - Aplicagao da ACI na Matriz dos Desfasamentos:

Neste passo hd que ter em conta os procedimentos de aplicacao da ACI descritos de seguida.

e Aplica-se o modelo da ACI a matriz X (do tipo kxp’) das p’ misturas (ou séries desfasadas)
como descrito na Seccdo 3.4. Tendo em conta 0 modelo da ACI escrito na forma matricial
por X = SA, e os pressupostos de estimagao do mesmo, o objetivo é estimar a matriz
A (do tipo [ x p’) dos coeficientes das misturas, cujas colunas deverdo ser linearmente

independentes e a matriz S (do tipo k x [) das [ componentes independentes.

e Estipula-se o nimero [ de componentes independentes a estimar, que de acordo com o
modelo geral da ACI pode ser igual ou diferente do nimero de misturas, p’ (embora
uma parte significativa dos algoritmos mais usuais permita extrair apenas um nimero de

componentes independentes [ < p/).

e Utiliza-se o método de estimacdo (Secgao 3.5) que se julgue mais adequado perante a

natureza dos dados e de acordo com o algoritmo mais apropriado (Secgao 3.7).

e Apés a extracao das componentes independentes aplicam-se os diferentes métodos de pés-

-processamento de ordenagao das Cls definidos na Seccao 3.8.

3° Passo - Agrupamento (Idéntico a MISSA)

A partir da matriz das componentes independentes previamente ordenadas, S, e da matriz dos
coeficientes das misturas, A, procede-se ao agrupamento das componentes em vdrios grupos
tendo em conta a sua natureza de acordo com a Subseccao 5.2.2. Neste contexto a reconstrucao
da matriz dos desfasamentos denota-se por X = SA, de modo que a cada grupo I vai corres-

ponder a uma matriz reconstruida Xj.

4° Passo - Média ao Longo das Diagonais (Idéntico a MISSA)

No tultimo passo, utiliza-se o procedimento que permite transformar cada matriz X; numa matriz
constituida por p blocos de submatrizes de Hankel k£ x m, e posteriormente reconstruir a matriz
dos dados originais constituida por p séries. Os detalhes da reconstrucao através da média ao

longo das diagonais de cada matriz X estao descritos na Subsecgao 5.2.2.
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6.3 Exemplo de Aplicagao: Pressao ao Nivel do Mar

6.3.1 Dados e Metodologia

Consideremos novamente o conjunto de dados de médias mensais de pressao ao nivel do mar
observados em 8 estagoes meteoroldgicas, no norte do Oceano Pacifico (entre 1979 e 1996),
introduzido na Seccdo 3.12 para uma aplicagdo e comparacao das técnicas da ACP e da ACI
aplicada na matriz dos desfasamentos.

Para complementar o estudo j& iniciado com as andlises prévias de ACP e ACI, neste exemplo
de aplicacdo, pretendemos introduzir a MSSA e a nova abordagem baseada na ACI aplicada na
matriz dos desfasamentos - a LagACI - como alternativa & MSSA. De acordo com o contexto
das ciéncias atmosféricas, cada vetor desfasado vai ser obtido a partir de uma série temporal em
cada instante de tempo ¢, para o valor da varidvel atmosférica correspondente a um ponto no
€spago.

A matriz dos dados originais, designada por Pacific2, constituida por p = 8 séries temporais
de n = 216 valores mensais cada, foi transformada na matriz estendida das séries temporais
iniciais Xi167x400 (Xdesfasada), a0 ser considerado um desfasamento (comprimento da janela)
m = 50, préximo de n/4 como sugerido por Vautard et al. (1992). Sebastido e Oliveira (2013)
aplicaram, a partir da matriz dos desfasamentos, trés diferentes técnicas que se descrevem de
seguida e que sao ilustradas na Figura 6.1. No caso da MSSA na obtencao da matriz das
variancias-covariancias dos desfasamentos, recorreu-se & estimagao de Broomhead & King. Na
ACIT a escolha do FastICA deve-se apenas a uma questao de simplicidade de aplicabilidade e por
este ja existir num package do R.

A maior parte dos procedimentos necessérios a aplicagao das técnicas em causa foram im-
plementados no software R, no qual elabordmos iniimeras rotinas de apoio as mesmas, incluindo

novas rotinas para executar os métodos de ordenagao das Cls.

Técnica I - MSSA

e Aplica-se a ACP usual na matriz dos desfasamentos.

e Retém-se apenas as primeiras 5 CPs por apresentarem valores préprios nitidamente mais

elevados quando comparados com os restantes, o que permite separar as CPs que capturam
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S

Pacific2 [(m= 50) ACP POS- PROCESSAMENTO

Z o =
P1 67° DE ORDENACAO DAS Cls:
400*5

v

Xdesfasada 1675400
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Figura 6.1: Metodologia para técnicas I, II e III com um comprimento da janela m = 50. Z é a

v

P4OO'5

matriz das coordenadas das CPs, P é a matriz dos vetores préprios, S é a matriz das Cls e A é

a matriz dos coeficientes das misturas
a variabilidade dominante das restantes CPs que representam o ruido (Figura 6.2).

e A partir da matriz das coordenadas das CPs, Zig7x5, € da matriz dos vetores proprios,

~ . S T .
P400x5, efetuam-se as reconstrugoes da matriz dos desfasamentos (X = ZP" ) e da matriz

dos dados originais.

o Comparam-se as reconstrugdes com as séries originais.

Técnica II - LagACI

e Aplica-se a ACI através do algoritmo FastICA na matriz dos desfasamentos.
e Extraem-se apenas 5 Cls e aplicam-se os diferentes métodos de pds-processamento de

ordenacdo das Cls definidos na Seccao 3.8. O critério de extrair apenas 5 Cls prende-

-se com o facto de querermos comparar até que ponto € que um mesmo nimero de Cls
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Figura 6.2: Valores préprios para a ACP na matriz dos desfasamentos com m = 50

extraem ou nao a mesma informacao quando comparada com a que é obtida pelas 5 CPs

dominantes.

e A partir da matriz das coordenadas das CIs previamente ordenadas, S1g7x5, € da matriz dos
coeficientes das misturas, Asx400, efetuam-se as reconstrucées da matriz dos desfasamentos

(X = SA) e da matriz dos dados originais.

e Comparam-se as reconstrugdes com as séries originais.

Técnica III - LagACI ap6s ACP na Matriz dos Desfasamentos

e Aplica-se a ACP usual na matriz dos desfasamentos como pré-processamento da aplicagao
da LagACI, de forma a reter-se a maior variabilidade possivel dos dados num pequeno

nimero de CPs, ignorando assim a maior parte do ruido.

e A partir da matriz das coordenadas das CPs, Zig7x5, € da matriz dos vetores proprios,

Pyooxs, das 5 primeiras CPs retidas, efetua-se a reconstrucao da matriz dos desfasamentos

(X =zP").

e Aplica-se a ACI através do algoritmo FastICA na matriz dos desfasamentos reconstruida
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(X167><400)'

e Extraem-se apenas 5 Cls (pelas mesmas razoes ja mencionadas para serem comparadas com
as b componentes extraidas nas outras duas técnicas) e aplicam-se os diferentes métodos

de pds-processamento de ordenacao das Cls definidos na Seccao 3.8.

e A partir da matriz das coordenadas das ClIs previamente ordenadas, S1g7x5, € da matriz dos
coeficientes das misturas, Asx400, efetuam-se as reconstrucoées da matriz dos desfasamentos

(X = SA) e da matriz dos dados originais.

e Comparam-se as reconstrugdes com as séries originais.

6.3.2 Anadlise dos Resultados

Para as trés técnicas obtivemos alguns resultados comparativos associados as componentes.

A percentagem da variancia explicada pelas primeiras cinco (num total de 167) CPs é préxima
de 55%.

Na Figura 6.3 comparam-se as coordenadas das primeiras cinco componentes para as 3
técnicas com m = 50. Enquanto as CPs estdo ordenadas pela grandeza do valor préprio (a
variancia de cada componente), a indexagao das Cls é arbitraria, ndo necessariamente como as
CPs, e como tal ha que considerar os varios métodos de ordenacao mencionados.

Contudo, as CPs obtidas pela técnica I e as Cls obtidas de acordo com a ordem arbitréria
através da técnica II, apresentam elevados valores de correlagoes entre certos pares de com-
ponentes como ilustra a Tabela 6.1. Por analogia sao apresentadas também na Tabela 6.2 as
correlacoes entre as CPs obtidas pela técnica I e as Cls obtidas de acordo com a ordem arbitraria
através da técnica III.

Para decidir quais os métodos mais apropriados de ordenacgao das Cls, compardmos as re-
construgoes com os dados originais. Foram calculadas as somas dos quadrados dos residuos
(por séries temporais) e apresentadas na Tabela 6.3 as somas desses valores para cada uma das
estacoes meteoroldgicas, utilizando um nimero distinto de componentes para as técnicas I, IT e
IIT na reconstrucao dos dados originais para m = 50.

Na Tabela 6.3, nas técnicas II e III, a linha que representa a ordem arbitraria (1,2,3,4,5)

das Cls é obtida por aplicagao do algoritmo FastICA. A partir da ordem arbitraria, as Cls sao
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Figura 6.3: Coordenadas para ¢ = 5 componentes obtidas pelas técnicas I, II e III, para m = 50

reordenadas de acordo com os correspondentes métodos para obtermos uma nova ordem. Por
exemplo, na técnica II na linha do método M1 (maximizagao da curtose), a ordem (1,3,5,4,2)
significa que a primeira CI é a mesma que na ordem arbitréria, a segunda nova CI é a terceira CI

na ordem arbitraria, e assim sucessivamente até a quinta CI, a segunda CI na ordem arbitraria.

As dltimas cinco colunas apresentam os valores de SQR para as reconstrucoes a custa de
uma componente até cinco componentes, de acordo com a ordem do método correspondente.
Por exemplo, na técnica II na linha do método M1, o valor 8.683 representa a SQR para a

reconstrugao a custa das trés primeiras Cls (CI1, CI3 e CI5) na respetiva ordem (1,3,5,4,2).

Apébs comparagao entre os cinco métodos de ordenagao das Cls aplicados na técnica I1, trés
(M2, M3 e M5) dos métodos consideram a mesma ordem (1,3,5,2,4) de modo a minimizar a
SQR para todas as estagGes meteorolégicas. Por outro lado, a técnica III sugere o algoritmo

da minimizacao da SQR (M3) com a ordem (5,2,1,3,4) como o melhor método para minimizar
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Tabela 6.1: Correlacoes entre as CPs obtidas pela técnica I e as Cls obtidas por ordem arbitraria

pela técnica II, para um comprimento da janela m = 50 e g = 5 componentes extraidas

CI1 CI2 CI3 Cl4 CI5
CP1| 0.9487 | 0.0135 0.3149 -0.0228 | -0.0134
CP2 | 0.3133 0.0710 | —0.9470 | -0.0026 | -0.00015
CP3 | 0.0217 | -0.2685 -0.0131 -0.0054 | 0.9629
CP4 | -0.0335 | 0.9493 0.0605 -0.1536 | 0.2655
CP5 | 0.0176 0.1466 0.0141 0.9879 | 0.0462

Tabela 6.2: Correlacoes entre as CPs obtidas pela técnica I e as Cls obtidas por ordem arbitraria

pela técnica III, para um comprimento da janela m = 50 e g = 5 componentes extraidas

CI1 CI2 CI3 CI4 CI5
CP1 | -0.3170 0.0454 0.0449 -0.0400 | —0.9454
CP2 | 0.9439 -0.0109 -0.0697 0.0262 -0.3215
CP3 | -0.0685 | —0.8298 -0.5410 0.1087 -0.0471
CP4 | -0.0331 0.4396 —0.7656 | -0.4682 0.0156
CP5 | -0.0519 0.3405 -0.3381 0.8756 -0.0193

as somas das SQR das estagoes meteoroldgicas, no entanto uma alternativa & maximizagao das
correlagoes canénicas do M4 (ACC) com a ordem (5,2,1,4,3) apresenta resultados similares. O
método designado como "Alternativa ao M4" difere apenas na escolha de qual é a primeira CI
a ser considerada para a ordenacao, uma vez que cada uma das correlagoes candnicas da CI5
e da CI1 (obtidas a partir da matriz desfasada reconstruida) com os dados originais sao muito
préximas.

Por andlise dos valores de SQR das respetivas reconstrucoes, salientamos os resultados muito
semelhantes entre a técnica I e a ordem (1,3,5,2,4) que minimiza a SQR na técnica II, para os
trés métodos incluindo o novo método M5. Destacamos ainda os valores de SQR que sdo, de uma
forma geral, relativamente mais baixos para a técnica I1I quando comparada com as técnicas I e

II, essencialmente a partir de duas componentes na reconstrucao, excluindo a ordem arbitréria
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Tabela 6.3: Soma de quadrados dos residuos para as reconstrugoes com as técnicas I, II e III,
usando um ntdmero de componentes distintas; as técnicas II e III apresentam cada uma das
ordens nos diferentes métodos de ordenacao das Cls; as técnicas usaram séries desfasadas com

um comprimento da janela m = 50 e ¢ = 5 componentes extraidas

Técnical
ORDEM cr1 CP12 CP123 | CP1234 | CP12345
Ordem natural (1,2,3,4,5) | 12.103 | 10.433 | 8.666 7.751 7.344
Técnica I
Meétodos de ordenacdo das Cls ORDEM CI1 CI12 CI123 CI1234 | CI12345
Ordem arbitraria (1,2,3,4,5) | 12.120 | 10.941 | 9.264 8.610 7.344
M1 (1,3,5,4,2) | 12.120 | 10.430 | 8.683 7.887 7.344
M2; M3; M5 (1,3,5,2,4) | 12.120 | 10.430 | 8.683 7.749 7.344
M4 (1,5,3,4,2) | 12.120 | 10.460 | 8.683 7.887 7.344
Técnica ITI
Meétodos de ordenagdo das CIs ORDEM CI1 CI12 CI1123 CI1234 | CI12345
Ordem arbitraria (1,2,3,4,5) | 12.251 | 10.238 | 9.455 9.057 7.344
M1 (5,1,4,2,3) | 12.118 | 10.415 | 9.387 7.722 7.344
M2; M5 (5,1,2,3,4) | 12.118 | 10.415 | 8.467 7.718 7.344
M3 (5,2,1,3,4) | 12.118 | 10.261 | 8.467 7.718 7.344
M4 (1,2,5,4,3) | 12.251 | 10.238 | 8.467 7.722 7.344
Alternativa ao M4 (5,2,1,4,3) | 12.118 | 10.261 8.467 7.722 7.344

e o M1.

Em relagao aos vetores que se obtém quando se implementa cada uma das trés técnicas
mencionadas, na Figura 6.4 constatamos visualmente que cada vetor associado a uma deter-
minada componente apresenta a mesma estrutura entre técnicas e que cada um apresenta um
comportamento repetitivo por 8 vezes a cada janela temporal de 50 meses, embora por vezes
com magnitudes diferentes. Tais saltos de 50 em 50 meses devem-se & constituicao dos vetores
de 400 coordenadas, obtidos a partir da matriz desfasada do tipo 167 x 400.

Em relagdo aos espectros entre as técnicas I e IT (Figura 6.5), podemos destacar nas duas
primeiras componentes o pico de frequéncia em 0.083 correspondente ao periodo de 12 meses,
enquanto que nas componentes CP4, CP5, CI4 e CI5 surgem como relevantes os picos corres-
pondentes as periodicidades de 5 anos, 45 meses, 9.5 meses, 6 meses e aproximadamente 3.8 e
2.8 meses.

Procedeu-se a anilises dos espectros das componentes entre as técnicas I e III e entre as
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Figura 6.4: Vetores associados & ACP e & ACI a cada uma das trés técnicas

técnicas II e I1I, e como podemos constatar nos graficos das Figuras 6.6 e 6.7, as interpretagoes
relativamente as periodicidades predominantes sao similares as descritas anteriormente entre as

técnicas I e II.

Ainda se implementaram as técnicas expostas anteriormente, alterando o comprimento da
janela para m = 100, por ser um valor mais préximo do "limite" superior recomendado n/2, e
porque, segundo Vautard et al. (1992), permite analisar com sucesso componentes com periodos
mais elevados. Os resultados para m = 100, no que se refere ao comportamento das cinco
componentes extraidas e ilustradas na Figura 6.8, foram similares entre as trés técnicas (tendo em

conta que as Cls nao estao ordenadas) e também muito semelhantes em termos de interpretagoes
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Figura 6.5: Espectros das coordenadas das cinco CPs e Cls retidas para as técnicas I e 11

grificas nas anélises quando m = 50.

Indicadores Adicionais do Desempenho das Trés Técnicas

Para as trés técnicas em andlise sao apresentados alguns resultados comparativos adicionais com
base nos cinco indicadores de avaliagdo do desempenho de um modelo (d, d1, d,, E, E), definidos
na Subsecgdo 1.4.3 (e rotinas implementadas em R no Apéndice D) com o intuito de analisar
a existéncia ou nao de convergéncia de resultados. Deste modo pretendemos analisar até que
ponto é que podemos argumentar se uma técnica apresenta melhores resultados relativamente

as restantes, quando se efetuam as reconstrucoes as custa das componentes envolvidas em cada
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Figura 6.6: Espectros das coordenadas das cinco CPs e Cls retidas para as técnicas I e 11
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Figura 6.7: Espectros das coordenadas das cinco CIs retidas para cada uma das técnicas II e II1
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Figura 6.8: Coordenadas para ¢ = 5 componentes obtidas pelas técnicas I, II e ITI, para m = 100

uma das técnicas.

Consideremos a Figura 6.9 que compara os indicadores entre as trés técnicas para os modelos

baseados nas reconstrucoes desde uma a cinco componentes.
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Figura 6.9: Valores das médias (das 8 estagbes meteorolégicas) dos cinco indicadores para as

técnicas I, IT e III

Na andlise comparativa dos vdrios indicadores, para cada uma das técnicas separadamente,

constatamos que os respetivos valores sao muito similares entre técnicas e que o comportamento

de cada indicador consoante o nimero de componentes envolvidas na reconstrugao também é

muito semelhante entre técnicas, apesar da existéncia de uma ligeira flutuagdo na técnica III
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para a reconstrucao & custa das duas primeiras componentes, onde os valores dos indices de
Willmott d e de Willmott revisto d; sao um pouco mais baixos.

Relativamente a cada um dos indicadores analisados separadamente, o indice de Willmott d
apresenta valores mais elevados de concordéncia relativamente ao indice de Willmott revisto dj.
O indice de Willmott refinado d, exibe valores préximos de 0.6. Para os coeficientes de eficiéncia
(n&o limitados inferiormente e limitados superiormente por 1), o coeficiente de Nash e Sutcliffe
FE apresenta valores relativamente mais elevados.

No geral podemos argumentar que parece nao existirem vantagens relevantes, na utilizagao
destes cinco indicadores adicionais de desempenho, para decidir qual das trés técnicas apre-
senta as reconstrugoes mais préximas dos dados originais, uma vez que é notéria uma grande

estabilidade dos valores dos indicadores entre técnicas.

6.4 Resumo e Conclusoes

Neste Capitulo é proposta uma nova técnica para o estudo de séries temporais estendidas desig-
nada por LagACI, cujo objetivo é identificar padroes que se julguem independentes e que possam
ocorrer ao longo do tempo mas também ao nivel espacial, & semelhanca do que se pretende na
MSSA. Apresentam-se os principais fundamentos teéricos descritos em quatro passos, recorrendo
a uma fusao das bases da MSSA com o modelo da ACI mediante as necessérias adaptagoes.

No exemplo de aplicagao acerca da pressao ao nivel do mar, foram propostas trés técnicas
envolvendo a ACP e a ACI para analisar séries temporais estendidas, realcando a aplicagdo da
nova abordagem LagACI na matriz aumentada dos dados desfasados em duas delas. As cinco
componentes dominantes que sdo naturalmente ordenadas em ACP, ndo saem necessariamente
pela mesma ordem na ACI. Como tal aplicaram-se cinco métodos distintos de ordenacdo das
ClIs. Nas trés técnicas foram obtidos resultados semelhantes nas coordenadas das componentes,
depois da ordenacao das Cls, para um desfasamento m = 50.

A qualidade das reconstrugoes dos dados originais foi analisada através de tabelas de somas
de quadrados dos residuos, com resultados similares para as técnicas I e II, enquanto que a
técnica III evidenciou resultados ligeiramente melhores. O novo método de ordenagao das Cls
baseado nas correlagoes entre as CPs e a Cls sugere para este exemplo ser um dos melhores,

principalmente para a técnica III e como tal pode ser tido em consideragao aquando da utilizacao
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futura dos métodos de ordenacdo das Cls.

Relativamente ao estudo no dominio do tempo, foi possivel identificar os pares formados por
CPs e CIs entre técnicas com elevados valores de correlacoes, enquanto que a andlise comparativa
dos espectros das componentes (as principais e as independentes) entre quaisquer duas das trés
técnicas permitiu detetar as mesmas periodicidades, com relevancia para o periodo de 12 meses
nas duas primeiras componentes, ao usar uma janela de comprimento m = 50 meses. Ao efetuar-
-se uma pequena simulacao para m = 100, as cinco componentes extraidas evidenciaram o mesmo
comportamento visual entre as 3 técnicas e similar ao caso analisado em que m = 50.

Com base nos vetores associados as componentes detetaram-se padroes similares entre téc-
nicas que se repetem ao longo do tempo a cada 50 meses, associados a cada uma das 8 estagoes
meteorolégicas (padroes no espago). Esta aplicagao indica que, de um modo geral, a introdugao
dos desfasamentos com a MSSA nao sugere melhorias substanciais notérias face & ACP. Con-
tudo, podemos constatar que a MSSA permite captar as oscilagoes, essencialmente aquelas que
nao sdo as dominantes, de uma forma mais eficaz.

Ainda para o exemplo, ao comparar os indicadores adicionais do desempenho das técnicas
em estudo, as técnicas I e II apresentam resultados muito semelhantes e a técnica III evidencia
umas pequenas diferencas para um nimero intermédio de componentes nas reconstrugoes, mas
pouco relevantes. Deste modo nao existem claras evidéncias para que se possa dizer que um
modelo associado a uma técnica apresente melhor desempenho que o modelo de uma outra
técnica. Apesar de se usarem estatisticas de ordem superior para extrair mais informacao, a
LagACI apresenta de um modo geral uma consistente convergéncia de resultados relativamente

a classica MSSA para esta aplicacao.
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Capitulo 7

Discussao e Conclusoes

"Pensar contra a corrente do tempo é heroico, dizé-lo é uma loucura.”

Eugene Tonesco (1912-1994) - Dramaturgo Franceés

7.1 Introducao

Neste Capitulo pretendemos efetuar uma comparagao transversal das técnicas apresentadas nos
Capitulos anteriores, essencialmente a ACP, a ACI, a MSSA e a LagACI. Para ilustrar de uma
forma generalizada quais as estruturas matriciais que estao subjacentes a cada uma das técnicas
da ACP, ACI, SSA, MSSA e LagACI, apresentamos um breve resumo comparativo das mesmas
na Figura 7.1.

Como exemplo de aplicacao, iremos debrugar-nos sobre a discussao de resultados de um
conjunto bastante complexo de dados, na drea do clima, referentes a medigoes da altura geopo-
tencial num setor do Hemisfério Norte. Uma vez que estudos da variabilidade ao longo de
escalas temporais sao extremamente importantes para perceber as alteragoes climdticas, um dos
principais motivos deste estudo, ao longo de 50 anos, é ajudar a definir estados periédicos da

atmosfera, identificando essencialmente as oscila¢ées predominantes de perfodos longos na altura

223



224

CAPITULO 7. DISCUSSAO E CONCLUSOES

o Matriz de , Procedimento ou Estimagao e
Técnica . ... | Pré-processamento . . o
dados iniciais algoritmo a implementar Reconstrugao
ACP X — matriz dos Centragem Decomposic¢do espectral de Coordenadas das CPs:
dados + S =(1/n) XX: Z=XP
observados Redugdo S = PLPT, onde
(se necessario) P - matriz dos vetores préprios = Reconstrugdo:
L - matriz dos valores préprios | X~ =ZPT
ACI X - matriz dos Centragem Utilizagdo do FastICA e do Estimagdo do modelo
(Modelo | dados + AMUSE entre dezenas de X~ =SA,
linear observados Branqueamento algoritmos existentes obtida a partir de:
classico) (matriz das (descorrelagdo e S - matriz das Cls
misturas) variancias unitarias) A - matriz dos coeficientes
das misturas
SSA X: - série Desfasamento m; Decomposi¢do em valores Coordenadas de cada CP:
temporal k = n-m+1 vetores singulares de XX, Vi= XU /V(A),
observada de desfasados de dimensdo | (Golyandina et al., 2001):
tamanho n m; m valores préprios A; Reconstrugdo de X a partir
m vetores proprios U; da soma de matrizes
Matriz de Xi =V(A) Vi UiT,
desfasamentos (matriz | QU seguida da média ao longo
trajetoria) Decomposicdo espectral de S’ | das diagonais para obter a
X=[X1: X2t o s Xil]T =(1/k) X"X, (Broomhead e série X; reconstruida
de dimensdo kxm king, 1986a, 1986b): S’ = PLPT
MSSA X' nxp - matriz Desfasamento m; Decomposi¢do em valores Coordenadas de cada CP:
dos dados k = n-m+1 vetores singulares de XX, Vi= XU; /V(A),
observados desfasados de dimensdo | (Golyandina et al., 2001):
p’=mp; p’ valores proprios A; Reconstrugdo de X a partir
p' vetores préprios U; da soma de matrizes
Matriz de Xi = \I(}\i) V; UiT,
desfasamentos (matriz ou seguida da média ao longo
trajetdria) Decomposigdo espectral de S’ | das diagonais (de cada
X de dimensao kxp’ =(1/k) X"X, (Broomhead e bloco de submatrizes) para
king, 1986a, 1986b): §’ = PLPT | obter a matriz X’
reconstruida
LagACl X' nxp - matriz Desfasamento m; Utilizacdo do FastICA e do Estimagdo do modelo
dos dados k = n-m+1 vetores AMUSE entre dezenas de X~ =SA,
observados desfasados de dimensdo = algoritmos existentes obtida a partir de:

Figura 7.1: Comparagoes das estruturas matriciais das cinco técnicas em estudo ao longo da

p’=mp;

Matriz de
desfasamentos (matriz
trajetoria e das
misturas)

X de dimensao kxp’

Centragem

+

Branqueamento
(descorrelagdo e
variancias unitarias)

dissertagao: ACP, ACI, SSA e MSSA e LagACI

S - matriz das Cls
A - matriz dos coeficientes
das misturas

Reconstrugdo de X a partir
da soma de matrizes X;,
seguida da média ao longo
das diagonais (de cada
bloco de submatrizes) para
obter a matriz X’
reconstruida
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geopotencial.

Para entender o contexto amplo das alteragoes climdticas, hd que distinguir as nocoes de
tempo e clima. O tempo que ocorre num determinado local e num certo instante define-se
por um conjunto de elementos atmosféricos tais como temperatura do ar, pressao atmosférica,
humidade relativa do ar, vento a superficie, nebulosidade, entre outros. Por sua vez, o clima é
definido como uma sintese dos estados de tempo caracteristicos de um certo local ou regiao num
determinado intervalo temporal estabelecido. Para auxiliar na interpretacao do clima utilizam-
-se técnicas e modelos estatisticos baseados em varidveis meteorolégicas através dos seus valores
meédios, valores extremos, probabilidades de ocorréncia, etc.. Deste modo, podemos afirmar que
o tempo e o clima sao duas maneiras de descrever as mesmas varidveis meteorolégicas mas em

diferentes escalas temporais.

Algumas Referéncias a Estudos Usando a Altura Geopotencial

Algumas aplicacbes que envolvem o estudo da altura geopotencial tém vindo a ser efetuadas
essencialmente nas iltimas décadas, muito em parte devido ao crescente desempenho dos com-
putadores no tratamento de conjuntos de dados extensos. Como tal, consideremos alguns e-
xemplos que podem ser mencionados como percursores no estudo desta varidvel meteorolégica
a um nivel mais complexo do sistema climético.

Ghil e Mo (1991) analisaram os modos oscilatérios que ocorrem no Hemisfério Norte e nos
trépicos. Utilizaram dados da altura geopotencial a 700 milibar no estudo das oscilagoes ex-
tratropicais, entre os anos de 1949 e 1986, na regiao entre 15°N - 90°N. Os dados utilizados
foram sujeitos a filtros para realcar a banda intrasazonal de 10 a 120 dias e os padroes espaciais
dominantes de variabilidade foram obtidos através da aplicagdo da ACP. Posteriormente, as CPs
dominantes foram submetidas & aplicacdo da SSA. No Hemisfério Norte, foram identificados dois
modos principais de oscilacao com periodos préximos de 48 dias e de 23 dias. O modo domi-
nante correspondeu ao padrao do Pacifico-América do Norte (PNA) descrito anteriormente por
Wallace e Gutzler (1981).

Também Plaut e Vautard (1994) aplicaram a MSSA num conjunto de dados da altura geopo-
tencial a 700 milibar, observados durante 32 anos, sobre uma regiao do Hemisfério Norte. Com o
intuito de analisarem as oscilagoes de baixa frequéncia, a MSSA permitiu detetar uma oscilacao

forte com um periodo de 70 dias, & qual estd associado o padrao da Oscilacao do Atlantico Norte
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(NAO). Outras duas oscilagoes foram encontradas no intervalo de 30 a 60 dias no Pacifico e no
Atlantico.

Para extrair o sinal do ciclo solar com base em dados da estratosfera, Coughlin e Tung (2004)
aplicaram um novo método a partir do qual a altura geopotencial no Hemisfério Norte (entre
janeiro de 1958 e julho de 2002, entre 20°N - 90°N, observada em varios niveis desde abaixo dos
10 milibar a 1000 milibar) pode ser decomposta em cinco modos temporais nao estaciondrios, os
quais incluem um ciclo anual, uma oscilagao quase bianual, um modo de oscilagao semelhante
a ENSO, um sinal de ciclo solar e por outro lado uma tendéncia. Dada a existéncia de uma
correlagao significativamente elevada (cerca de 0.70) entre a altura geopotencial (a 30 milibar) e
o ciclo de manchas solares, estabeleceu-se que o quarto modo descrevia um sinal do ciclo solar de
11 anos. Uma vez que a mudanca climética natural, por vezes controversa relativamente as suas
causas, continua a ser um assunto deveras importante, em Labitzke e Matthes (2005) é também
discutida a influéncia dos ciclos solares como um fator de variabilidade natural na atmosfera.
Estudos efetuados com dados (dos arquivos de reanslise NCEP/NCAR do National Oceanic and
Atmospheric Administration dos E.U.A. (NOAA)) que abrangem cerca de quatro ciclos solares,
mostraram correlacoes elevadas entre o ciclo solar de 11 anos e a altura geopotencial entre outros

parametros meteorolégicos, na troposferal assim como na baixa estratosfera?.

7.2 Exemplo de Aplicagao: Altura Geopotencial

7.2.1 Dados e Metodologia

Consideremos o seguinte conjunto de dados da varidvel meteorolégica altura geopotencial (gré-

ficos ilustrativos da gama de valores da varidvel sdo apresentados no Apéndice D):

e Dados: valores mensais médios da altura geopotencial observada para um valor de pressao

atmosférica a 500 milibar;

e Periodo em estudo: 50 anos, desde janeiro de 1958 a dezembro de 2007;

YA troposfera é a regiao mais baixa da atmosfera, na qual ocorre a maior parte dos fenémenos meteo-
rolégicos como precipitagdo, nuvens e trovoadas. A sua altitude varia entre os 6 km (polos) e os 17 km

(equador).
2 A estratosfera é a regiao situada acima da troposfera entre os 6-17 km e até cerca de 50 km de altitude.
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e Fonte: arquivos de reandlise NCEP/NCAR do National Oceanic and Atmospheric Admi-
nistration dos E.U.A.? (Kalnay et al., 1996);

e Setor: Hemisfério Norte entre 20°N - 80°N e 0°E - 357.5°E (Figura 7.2);

e Grelha espacial: uniforme de 2.5 ao longo da latitude e da longitude, de tamanho 25 x

144 = 3600 pontos, o que corresponde a 3600 varidveis iniciais.

Latitude
1

Longitude

Figura 7.2: Setor do Hemisfério Norte entre 20°N - 80°N e 0°E - 357.5°E, onde foram recolhidos

os dados da altura geopotencial

Uma vez que geralmente os dados climdticos nao estao uniformemente distribuidos sobre a
superficie da Terra, tal situacao pode influenciar a estrutura das componentes que venham a
ser extraidas de acordo com uma determinada técnica que envolva CPs. Um exemplo, muito
comum, é aquele em que os dados sao provenientes de uma grelha espacial com 5° de latitude por
5° de longitude, e com uma distribuigdo mais densa na diregao dos polos. Como forma de evitar
o efeito geométrico associado & superficie da Terra, habitualmente os dados sdo previamente
ponderados. Uma maneira simples é ponderar cada ponto (com dados observados) através da
drea local referente a sua localizacao, como é o caso da ponderacao através da raiz quadrada do
cosseno da sua latitude como em Hannachi et al. (2006, 2007, 2009).

Desta forma, para os dados originais da altura geopotencial em estudo foram inicialmente
obtidas as suas anomalias* ponderadas para remover o efeito de alguma sazonalidade, como por

exemplo o ciclo anual dominante. Tais anomalias foram calculadas através da subtracao em cada

*http://www.esrl.noaa.gov/psd/data/gridded /data.ncep.reanalysis.derived.pressure.html
4 Anomalia é o desvio em relacao & designada climatologia, a qual é usualmente definida como o valor

médio de uma varidvel meteorolégica num dado intervalo temporal (ano, semana, meés, trimestre, ...).
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més das respetivas médias mensais ao longo dos 50 anos e para cada ponto da grelha espacial.
Para reduzir o efeito dos dados recolhidos em latitudes com valores elevados, que correspondem
a grelhas de tamanho mais pequeno a medida que nos aproximamos do polo norte, foi aplicada
uma ponderagao na drea através da multiplicacao das anomalias da altura geopotencial pela
raiz quadrada do cosseno da correspondente latitude. Obtivemos assim a matriz denotada por

XGeopotencial (X600 X 3600) .

Em seguida, devido a elevada dimensionalidade dos dados, a qual iria acarretar grandes
dificuldades computacionais na aplicacao da MSSA, comprimimos a informacao através da apli-
cagao da ACP como método de pré-processamento na matriz Xgeopotencial Para reter um menor
nimero de componentes principais (espaciais). Com base na Figura 7.3, a partir de 600 CPs
iniciais optou-se por reter as primeiras 19 CPs dominantes, as quais correspondem a 87.17% do

total de variabilidade explicada nos dados.
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Figura 7.3: Primeiros 50 valores préprios (de um total de 600) obtidos através da ACP aplicada

nos dados iniciais

A partir da matriz resultante com p’ = 19 CPs retidas e n/ = 600 observagdes, Xgoox 19,
construiu-se a matriz das séries estendidas, Xestasada de dimensoes n x p = 421 x 3420, obtida

segundo a aplicagao de um desfasamento de m = 180 meses (15 anos).
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A abordagem a utilizar para este exemplo ilustra-se na Figura 7.4 em que se aplica novamente
a LagACI como uma alternativa & MSSA para analisar séries temporais estendidas. Na LagACI,
utilizdmos os algoritmos FastlICA e AMUSE introduzidos na Secgao 3.7. A comparacao de
resultados entre as duas técnicas foi realizada nos dominios do tempo e da frequéncia a partir
da matriz Xgesfasada- [NOVamente todas as rotinas necessérias a obtengao de resultados gréficos

e numéricos foram implementadas no software R, as quais estao descritas no Apéndice D.

ACP Z421 *20

ACP como pré- P
processamento (m = 180) 3420%20

— X ’ 600*%19 ﬁ XdeSfasada
421%3420

XGeopotential

600*3600

ACI S421*20
A20*3420

Figura 7.4: Metodologia para MSSA e LagACI aplicada na matriz aumentada dos desfasamentos,
com um comprimento da janela m = 180, n’ = 600 observacoes e p’ = 19 CPs retidas. Z ¢ a
matriz das coordenadas das CPs, P é a matriz dos vetores proprios, S é a matriz das Cls e A é

a matriz dos coeficientes das misturas

De acordo com o grafico dos logaritmos dos valores préprios (Figura 7.5), foram retidas
apenas ¢ = 20 componentes que passam a ser designadas por Componentes Principais Estendidas
(CPEs) no caso da ACP e por Componentes Independentes Estendidas (CIEs) no caso da ACI,
como forma de as distinguir das componentes principais (CPs) e das componentes independentes
(CIs) que se extraem diretamente da matriz inicial dos dados originais, X@eopotencial do tipo
600 x 3600. E de ter em conta que as CPEs sio ordenadas por ordem decrescente, enquanto que

as CIEs nao saem ordenadas segundo uma ordem especifica.

7.2.2 Anadlise dos Resultados

Nesta Secgao foram utilizados os algoritmos FastICA e AMUSE, como recurso & implementagao
da técnica da LagACI, na obtengao de 20 CIEs cuja extracao ocorreu em paralelo.
Para as duas técnicas em anilise alguns resultados comparativos com base nas CPEs e

nas CIEs (ao nivel do tempo e da frequéncia) serdo apresentados com o intuito de detetar as
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15.0 152 154 156 158 16.0 162 16.4

Figura 7.5: Logaritmos dos primeiros 50 valores préprios (de um total de 421) obtidos através

da ACP aplicada na matriz dos desfasamentos dos dados

principais oscilagbes existentes na circulacao da atmosfera, ao nivel da altura geopotencial em
consonancia com a pressao atmosférica.

Nas Figuras 7.6, 7.7 e 7.8 apresentam-se respetivamente as coordenadas das 20 CPEs do-
minantes, das 20 CIEs obtidas pelo algoritmo FastICA e das 20 CIEs obtidas pelo algoritmo
AMUSE que foram retidas. As CIEs nao foram ordenadas segundo qualquer método de orde-
nagao.

Uma inspecao visual comparativa das figuras permite concluir que as CIEs extraidas pelo
algoritmo AMUSE (o qual entra em linha de conta com a dependéncia temporal das observagoes)
ostentam uma ordem aparentemente crescente segundo a frequéncia das oscilagdes (o que nao é
obrigatdrio), e para além disso a partir da CIE5 as componentes apresentam-se com comporta-
mentos de pares de oscilagoes, caracteristica que é tipica da MSSA. Todavia, é possivel encontrar
determinados pares de CPEs e CIEs fortemente correlacionados, e entre estes a grande maioria
varia, em médulo, entre 0.4 e 0.6 (valores nao apresentados).

Nos resultados da MSSA ¢ de salientar que a CPE1 representa a tendéncia dos dados cor-

respondente a um crescimento dos valores médios mensais da altura geopotencial ao longo do
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Figura 7.6: Coordenadas para g = 20 CPEs, com m = 180 e p’ = 19

periodo em estudo, que a CPE2 representa uma mistura de tendéncia com oscilagdo, enquanto
que a maioria das componentes seguintes exibem comportamentos oscilatérios que podem ser
analisados ao nivel da frequéncia. Tendo em conta alguns pares de valores préprios que sao
muito similares e a Figura 7.6, podem ser identificados os pares de componentes associadas
que descrevem uma mesma harmoénica, utilizando para tal a visualizagao gréfica de pares de
CPEs. Para a Figura 7.9 foram selecionados os sete pares de CPEs (entre as 20 CPEs retidas)

correspondentes aos pares em que foi possivel associar o mesmo periodo dominante.
Decidimos ainda apresentar, na Figura 7.10, oito aparentes pares de CIEs (que se destacam
a partir da CIE5 inclusive com base na inspegao visual da Figura 7.8) referentes ao algoritmo

AMUSE, onde as CIEs de cada par exibem um comportamento oscilatério semelhante.
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Figura 7.9: Pares de CPEs harménicas

Os vetores associados s componentes para cada uma das duas técnicas em andlise, ilustrados
nas Figuras 7.11 e 7.12 apresentam estruturas de dificil interpretagao a primeira vista. Por isso,
utilizamos os cossenos dos angulos entre cada par de vetores para as CPEs e CIEs para comparar
os vetores. Os cossenos sao mais elevados para determinados pares, nomeadamente para aqueles
pares cujas respetivas componentes possuem correlacoes mais elevadas. Nao se apresentam os
vetores obtidos segundo o algoritmo AMUSE, pois estes exibem estruturas similares as da ACP.

Relativamente & anédlise da frequéncia, seguindo as sugestdes de Plaut e Vautard (1994) para
escolha do tamanho da janela m = 180 meses (15 anos), é esperada a distingao de oscilagoes com
periodos no intervalo (m/5,m) = (36,180). Na Figura 7.13 estao representados, entre outros, os
espectros das CPEs e das CIEs para o FastICA com periodos nesse intervalo, na qual podemos
constatar que ambas as técnicas detetaram os periodos em torno dos 43 meses e dos 33 meses.
A LagACI com base no algoritmo AMUSE também detetou os periodos de 43 e 33 meses.

O periodo mais elevado foi detetado na CPE7, a qual corresponde a uma oscilacdo com um
periodo de 144 meses (12 anos). Para além destes periodos longos dominantes, outros considera-

dos relevantes para as componentes ilustradas foram assinalados tais como 12, 8.5 e 4.5 meses,
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Figura 7.10: Pares de CIEs harménicas obtidas através do algoritmo AMUSE

os quais surgem como dominantes noutras componentes nao apresentadas. Em relagao aos sete
pares de CPEs apresentados na Figura 7.9, os espectros revelaram periodos dominantes men-
cionados na Tabela 7.1, na qual sao também apresentadas as percentagens de varidncia explicada
por cada par de CPEs. Por outro lado, para as 20 CIEs obtidas segundo o algoritmo FastICA,
embora nao sejam extraidas aos pares para descrever uma mesma oscilacao, conseguimos en-
contrar os mesmos periodos dominantes que foram identificados na MSSA. Esta capacidade da
LagACI em extrair a mesma informagao dominante que é extraida pela MSSA, ja era uma ca-
racteristica notéria no exemplo da Sec¢ao 6.3, mas fica aqui reforcada ao ser contemplada para

um conjunto de dados de elevada complexidade.

No entanto para o caso do algoritmo AMUSE e de acordo com a Figura 7.10, os espectros
associados aos pares de CIEs em destaque evidenciaram periodos dominantes de aproximada-
mente 43, 33, 12, 11.5, 9.5, 8.5, 6.5 ¢ 4.5 meses, respetivamente. E de notar que existem dois
perfodos dominantes muito préximos nos valores de 11.5 e 12 meses. Nao havendo certezas
sobre o significado de tal facto, eventualmente este podera resultar de perturbagoes (flutuagoes

climaticas) que criam falsas separagdes em torno do que na realidade corresponde ao ciclo anual,
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Figura 7.13: Comparagoes entre os espectros das coordenadas das CPEs e das CIEs de acordo

com os valores dos perfodos dominantes 144, 43, 33, 12, 8.5 e 4.5 meses, com m = 180 e p/ = 19
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dando a ilusdo de um ciclo de 11.5 meses. A LagACI também permitiu detetar o periodo longo
de 144 meses como dominante na CIE2 através do AMUSE e como periodo secundéario através
do FastICA em algumas das suas CIEs. Portanto, a LagACI revela ser uma alternativa a MSSA
no contexto da frequéncia para séries temporais estendidas ao detetar praticamente os mesmos

perfodos das principais oscilagoes nos 50 anos de altura geopotencial analisados.

Tabela 7.1: Periodos dominantes dos pares de CPEs, para um comprimento da janela m = 180,

p’ = 19 e g = 20 componentes estendidas retidas

Pares de CPEs | Perfodo dominante (meses) | Variancia (%)

4-5 12 1.36

8-9 8.5 1.28
10-11 43 1.19
12-13 6.5 1.12
14-15 11.5 1.08
17-18 4.5 1.03
19-20 9.5 1.00

Comparagoes com a Série Temporal do Indice de Oscilagio do Atlantico Norte

(NAOI)

Devido a grande importéancia que a Oscilacao do Atlantico Norte (NAO) exerce sobre o sistema
climético no Hemisfério Norte, como teleconex@o® dominante da variabilidade da pressdo atmos-
férica ao nivel do mar no Atlantico Norte, e tendo em conta a relacido existente com a altura
geopotencial, decidimos levar a cabo uma andlise comparativa ao nivel da frequéncia entre o con-
junto de dados em destaque (valores mensais médios da altura geopotencial para 500 milibar no
Hemisfério Norte) e os valores mensais da pressao no Norte do Oceano Atlantico de acordo com

o Indice de Oscilagao do Atlantico Norte (NAOT). Os dados do NAOI foram retirados da pagina

’Neste contexto, uma teleconexao é uma forte relacao estatistica existente no tempo em diferentes

partes do globo, constituindo portanto um padrao espacial.
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oficial de internet do NOAA, www.cpc.ncep.noaa.gov/products/precip/CWlink /pna/nao.shtml,
e estao representados na Figura 7.14.

Hurrell® argumenta que existem vérias formas de definir a estrutura espacial da NAO, e
como tal nao existe nenhum indice que seja aceite em termos universais que permita descrever a
evolugao temporal do fendmeno. Neste sentido, a nossa escolha recaiu sobre o indice extraido do

NOAA uma vez que o considerdmos mais adequado tendo em conta a forma como foi calculado.
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Figura 7.14: Série temporal das anomalias mensais estandardizadas da pressio do Indice de

Oscilagao do Atlantico Norte entre janeiro de 1958 e dezembro de 2007

Embora a NAO seja caraterizada por uma variagdo em oposicao de fase entre as anomalias de
pressao registadas na regiao da Islandia e as registadas na regiao dos Agores, as védrias defini¢oes
(mais modernas) do Indice NAO que tém sido usadas em muitos estudos (Gillett et al., 2003), sao
obtidas a partir da diferenca normalizada da pressdo & superficie entre dois locais no Atlantico
Norte; um mais setentrional (que geralmente corresponde a Islandia) e um outro mais meridional

(que geralmente é situado nos Agores, embora também possa ser considerado em Lisboa ou em

Gibraltar).

’Na pdgina de internet https://climatedataguide.ucar.edu/climate-data/hurrell-north-atlantic-

oscillation-nao-index-station-based, acedida a 26-02-2014
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Outros indices alternativos podem ser calculados a partir do vetor préprio associado & série
temporal da componente principal dominante da pressao ao nivel do mar. A NAO combina,
segundo o NOAA, partes do padrio do Atlantico Este e do padrao do Atlantico Oeste, os quais
foram originalmente identificados por Wallace e Gutzler (1981). O NOAA garante ainda que
os padroes de teleconexoes mensais sao atualmente interpolacoes lineares dos respetivos valores
didrios e as anomalias estandardizadas sao calculadas com base nos valores didrios entre 1950 e
2000, enquanto que os indices mensais das teleconexées sao calculados com base na ACP através

de rotacoes das anomalias médias mensais estandardizadas.

Efetivamente, Wallace e Gutzler (1981) estudaram as teleconexoes, relativamente a altura
geopotencial para 500 milibar no Hemisfério Norte, com vista a identificar e descrever padrées
espaciais recorrentes que sugeriam ser indicativos de oscilagoes permanentes durante o inverno,
ao longo de um més ou mais. Foram identificados 5 padroes principais (teleconexdes) - o do
Atlantico Este, o Americano do Pacifico Norte, o Euro-asidtico, o do Pacifico Oeste e o do

Atlantico Oeste.

De acordo com Hurrell (1995), a NAO apresenta considerdveis variabilidades intersazonal e
interanual, assim como usuais periodos prolongados de vérios meses de ambas as fases positiva
e negativa do padrao. Consideremos a Figura 7.15 que representa o espectro do NAOI, no
qual se destacam essencialmente trés picos de frequéncia, os quais correspondem a periodos de
aproximadamente 2 anos e meio, 1 ano e meio ano. O periodo de cerca de 2 anos e meio (31.6
meses) estd muito préximo do periodo longo e dominante de 33 meses que fora encontrado nos
dados da altura geopotencial em estudo. Podemos ainda deduzir que a influéncia dos ciclos
anual e semestral na pressao ao nivel do mar é notéria no Atlantico Norte, o que denota alguma

coeréncia com os resultados espectrais na altura geopotencial do Hemisfério Norte.

Portanto os resultados permitem estabelecer uma associacao entre o espectro do NAOI e
os espectros analisados na Figura 7.13, realgando assim a importancia das técnicas de redugao
da dimensdo de dados para extrair informacado do sistema climético com base nas oscilagoes
predominantes de perfodos longos, quer seja através das técnicas cldssicas, quer seja com os
métodos de andlise mais recentes, incluindo a nova metodologia da LagACI aplicada na matriz

dos desfasamentos dos dados.
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Figura 7.15: Espectro da série temporal mensal do Indice de Oscilacio do Atlantico Norte

Mapas da Altura Geopotencial

Para complementar o estudo construimos alguns mapas, referentes aos dados em andlise da
altura geopotencial, recorrendo a comandos ji existentes do package graphics do software R,
nomeadamente a fungdes como image.plot e filled.contour, entre outras.

Nas Figuras 7.16 e 7.17 apresentamos os mapas de distribui¢ao da altura geopotencial (dados
em bruto) para junho e dezembro de 1958, como ilustrativos das sazonalidades ver@o e inverno
que ocorrem no Hemisfério Norte, respetivamente. Podemos verificar que em junho os valores
sao mais elevados comparativamente aos de dezembro e, de uma forma generalizada, mais altos
na América do Norte e mais baixos na Europa e Norte de Africa em ambos os casos.

Relativamente aos dados iniciais das anomalias, e no caso em que apenas aplicimos a ACP
usual correspondente ao primeiro passo do esquema da Figura 7.4 (antes do desfasamento), ob-
tivemos as Figuras 7.18, 7.19 e 7.20 para os modos (padrdes espaciais) principais de variabilidade
com base nos vetores proprios associados as trés CPs dominantes.

A variabilidade explicada por cada um dos modos principais é cerca de 15.5%, 11.2% e 9.6%
respetivamente. O primeiro e segundo modos principais incidem essencialmente ao nivel do

Atlantico Norte, o que leva novamente a reforcar a evidéncia da relacdo existente com o padrao
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Altura Geopotencial a 500 mbar em junho de 1958
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Figura 7.16: Altura geopotencial a 500 milibar em junho de 1958, observada no setor 20°N -

80°N e 0°E - 357.5°E

Altura Geopotencial a 500 mbar em dezembro de 1958
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Figura 7.17: Altura geopotencial a 500 milibar em dezembro de 1958, observada no setor 20°N

- 80°N e 0°E - 357.5°E
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Figura 7.18: 1° modo principal de variagao das anomalias da altura geopotencial a 500 milibar,

observada no setor 20°N - 80°N e 0°E - 357.5°E
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Figura 7.19: 2° modo principal de variagao das anomalias da altura geopotencial a 500 milibar,

observada no setor 20°N - 80°N e 0°E - 357.5°E
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Figura 7.20: 3° modo principal de variacao das anomalias da altura geopotencial a 500 milibar,

observada no setor 20°N - 80°N e 0°E - 357.5°E

da Oscilagao do Atlantico Norte. Para além disso, ainda é possivel constatar que a correlacao
entre a CP dominante correspondente ao primeiro modo principal de variacao e o Indice de

Oscilagao do Atlantico Norte é cerca de 0.62.

7.2.3 Resumo

Algumas conclusoes relativamente as andlises e baseadas em determinados indicadores da con-
vergéncia de resultados, para os dados da altura geopotencial em estudo, sao descritas de seguida.

Através das correlagoes entre CPEs e CIEs foi possivel detetar correlagbes elevadas entre
determinados pares de CPEs e CIEs que foram estabelecidos, cujos valores, em médulo, variaram
de um modo geral entre 0.4 e 0.6.

Os cossenos entre vetores permitiram identificar convergéncia de resultados nas relagoes
existentes entre os coeficientes dos vetores dos pares mais semelhantes entre ambas as técnicas,
uma vez que estao de acordo com os resultados das correlagoes entre os pares das correspondentes
componentes. Desta forma, os valores mais elevados dos cossenos surgem, na generalidade,
associados aos pares cujas respetivas componentes apresentam correlagoes mais elevadas.

Na anélise dos perfodos dominantes, de acordo com os espectros das componentes extraidas,
constatou-se que ambas as técnicas da MSSA e da LagACI (quer através do FastICA quer através

do AMUSE) detetaram periodos em torno dos 43 meses e dos 33 meses. De um modo geral, as
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20 CIEs obtidas através da LagACI detetaram os mesmos periodos dominantes identificados na
CPEs através da MSSA, em particular nos sete pares de CPEs que foram selecionados. Ainda foi
possivel estabelecer algumas relacoes entre o espectro do NAOI e os espectros das componentes
estendidas obtidas através das duas técnicas.

Relativamente & construcao de alguns mapas referentes a altura geopotencial, aquando da
aplicacdo da ACP usual na matriz das anomalias, e sem desfasamentos, ilustramos os trés
principais modos de variagdo global que ocorrem ao nivel do Atlantico Norte, onde sobressaem
algumas evidéncias da relagao destes com o padrao da NAO. Destacamos também a correlagao
entre a CP dominante e o Indice da NAO que é aproximadamente 0.62, o que reforca a presenca
da NAO no Hemisfério Norte.

Para o caso concreto da altura geopotencial, a LagACI pode entao ser considerada como
alternativa & MSSA para o estudo de séries temporais estendidas, uma vez que é capaz de
detetar perfodos idénticos para as oscilacoes mais relevantes que descrevem o comportamento
dos dados. Deste modo, em termos de interpretacao dos padroes de variabilidade dominantes que
ocorrem no sistema climético, nao existem evidéncias de que a LagACI permita obter melhores
resultados relativamente & MSSA, mas podemos argumentar a existéncia da convergéncia de
resultados entre técnicas. Contudo, a constatagao de uma convergéncia de resultados para
este conjunto de dados que apresentam uma elevada complexidade, nao significa que o mesmo
aconteca noutros conjuntos de dados.

Dado que a aplicacao da ACI em estudos meteorolégicos ainda é relativamente recente, novas
formas de leitura poderdo auxiliar a interpretar a complexa informacao dominante no sistema
climatico, pelo que outras abordagens e aplicagbes futuras poderao vir a ser determinantes na

extracao dessa informacao.

7.3 Conclusoes Finais

Nas notas introdutérias da tese foram descritos os aspetos tedricos da ACP cldssica e algumas
das suas derivagoes no tratamento de dados multivariados. A ACI, técnica amplamente usada em
processamento de sinal e de imagem, comeca a ganhar expressao em aplicagoes onde se admite
que as fontes de dados (ndo diretamente observédveis) sao estatisticamente independentes. Neste

sentido surgiu a ideia de efetuar um estudo aprofundado acerca das bases da ACI para perceber



7.3. CONCLUSOES FINAIS 245

as suas potencialidades com o intuito de a comparar e interligar com a ACP e outras técnicas
afins.

A ACP tem como objetivo reduzir a dimensao de um conjunto de dados, obtendo as CPs
através de combinagoes lineares das varidveis originais, de forma a que as CPs sejam nao correla-
cionadas entre si e possuam sucessivas maximizacoes da varidncia. Por outro lado, e partindo
do pressuposto que a nao correlagdo nao leva necessariamente & independéncia, a ACI tem como
objetivo principal separar as componentes de modo que sejam independentes em termos estatis-
ticos, o que traduz uma condicdo mais forte em relagdo & nao correlagéo, fazendo com que as
componentes independentes revelem entre si, em alguns casos, mais informacao do que as CPs
usuais.

Deste modo foram descritos os suportes teéricos da ACI, nomeadamente os métodos de es-
timacao do modelo, alguns dos algoritmos existentes para implementar a estimacao, as técnicas
de pré-processamento dos dados como a centragem e branqueamento. Uma vez que as compo-
nentes independentes sdo extraidas sem uso de qualquer critério de ordenagao aparente, foram
apresentados alguns dos métodos mais usuais que permitem ordend-las. Para além da descrigao
do modelo basico de ACI e da nova abordagem da ACI proposta neste trabalho como alternativa
a MSSA, denominada de LagACI, foram ainda mencionados outros tipos de modelos ACI. Foi
também descrito o estado da arte para compreender as direcoes em que a ACI se desenvolve.

O estudo do clima é um tema que suscita o interesse da comunidade cientifica e das enti-
dades governamentais. Nas ultimas décadas, a investigagao nessa drea tem evoluido no sentido
da aposta em novas metodologias alternativas, que permitam verificar alguma nova utilidade
relativamente as técnicas usuais. Como tal desenvolveu-se esta tese, com particular relevancia
para aplicagoes na drea da climatologia, visando encontrar uma técnica que pudesse através da
ACT aperfeicoar a interligacao com algumas das ja existentes, nomeadamente na comparagao e
interpretagao de resultados.

Numa primeira abordagem foi explorado um conjunto de séries temporais multivariadas de
dados meteorolégicos (valores médios mensais de pressao ao nivel do mar), onde se salientaram
algumas diferengas e semelhangas entre as técnicas da ACP e da ACI, ao nivel dos dominios
do tempo e da frequéncia. Devido & estrutura temporal intrinseca dos dados, foi ainda pos-
sivel estabelecer uma relacao direta entre a informacao das autocorrelacées das componentes

dominantes e a série temporal do Indice de El Nifio (dados de temperaturas ao nivel do mar).
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Implementaram-se os algoritmos FastICA e AMUSE, tendo-se verificado que, na generalidade
dos resultados préticos e em destaque nas reconstrugoes, o algoritmo AMUSE apresentou um
desempenho ligeiramente superior ao do FastICA. Tais resultados permitem corroborar os argu-
mentos tedricos de que, mediante a presenca de dados que possuam uma dependéncia temporal,
¢ preferivel utilizar o AMUSE que contempla a estrutura temporal de autocovaridncias, em
detrimento do FastICA.

Os dados foram ainda comparados com a série do Indice de Oscilacio Sul para a pressio ao
nivel do mar no Oceano Pacifico. De um modo geral, ndo se estabeleceram semelhangas entre
o espectro do Indice de Oscilagao Sul e os espectros das coordenadas, do conjunto de dados da
pressao, obtidos quer pela ACP quer pela ACI. Por outro lado, constatou-se que os indices de El
Nino e de Oscilagao Sul apresentam o mesmo periodo de quatro anos e meio como caracteristica

da ocorréncia média do fenémeno ENSO.

Uma vez que, ao usarmos séries temporais, a ACP nao contempla a estrutura temporal de
correlacdo entre as observagoes, alguns recentes desenvolvimentos a partir da ACP tém surgido
com o objetivo de aproveitar a estrutura interna das observagoes ao longo do tempo, tais como
a SSA e a MSSA.

A SSA foi introduzida como método particular de aplicacdo da ACP, cujas varidveis iniciais
sao versoes desfasadas da série temporal unidimensional, cujo objetivo é decompor a série original
nas componentes oscilatérias, na tendéncia e na estrutura de ruido. Foram abordados alguns dos
vérios principios gerais para escolher o desfasamento (comprimento da janela) mais adequado.
Para uma série estaciondria ou quase estaciondria, as componentes principais relacionam-se com
os padroes principais obtidos pela decomposicao espectral da série. Neste caso os valores e
vetores proprios dominantes vao identificar os picos de frequéncia mais elevados que traduzem
os perfodos mais relevantes da série. Mesmo que a série nao seja estaciondria, pode aplicar-
-se a SSA usando métodos para remover a tendéncia como a centragem por linhas ou a dupla
centragem, captando na mesma as restantes componentes oscilatérias mais relevantes.

O modelo bésico da SSA nao contempla a centragem dos dados, contudo podemos considerar
varios tipos de centragem. Em relagao & discussao em torno da centragem ou nao centragem
dos dados na técnica SSA, foi apresentado um novo tipo de centragem aplicado na série original

(antes dos dados desfasados) e descritos os respetivos conceitos tedricos.
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Neste contexto, como exemplo de aplicacao foi explorada a série mensal do nimero de vitimas
mortais em acidentes de viagdo em Portugal Continental ao longo de 12 anos, na qual foram apli-
cados vérios tipos de centragem. Constatou-se que as centragens por linhas e dupla removeram
a tendéncia aos dados. Por outro lado, o modelo da SSA com centragem na série original destaca
os comportamentos associados & tendéncia nas duas primeiras componentes dominantes. Todos
os modelos de SSA, desde o basico sem centragem até aos que envolveram centragem, incluindo
0 novo tipo de centragem na série original, permitiram captar os mesmos pares de componentes
oscilatérias (entre as primeiras 16) que ostentavam a maior fonte de variabilidade dos dados, e
por sua vez associadas aos mesmos periodos dominantes. Também os indicadores utilizados na
comparacao dos vetores proprios e das componentes principais, entre o modelo bésico de SSA
e cada um dos quatro modelos com centragem abordados, permitiram evidenciar convergéncias
de resultados.

Apesar das CPs obtidas pelos vérios tipos de centragem em SSA serem distintas, a informagao
dominante que é captada pela SSA sem centragem, pela SSA com centragem simples por colunas
e pela SSA com centragem na série original, é semelhante pois as colunas das respetivas matrizes
dos desfasamentos dos dados possuem exatamente as mesmas varidncias, devido ao facto da

varidncia de uma varidvel centrada ser igual & varidncia da mesma varidvel nao centrada.

A MSSA, versao multivariada de SSA, é usada para o estudo simultaneo de vérias séries
temporais, com informacao extraida das versoes desfasadas de cada varidvel (série temporal).
Os principais objetivos da SSA continuam a ser contemplados, mas a MSSA pretende ainda
obter a informagao conjunta das inter-rela¢ées entre observagoes das varidveis e das inter-relagoes
entre as varidveis originais desfasadas no tempo. Por exemplo ao nivel da climatologia, a MSSA
pretende também identificar padroes no espaco e de evolugao no tempo com base em mapas
de clima. Os conceitos tedricos subjacentes & técnica da MSSA foram apresentados, como uma
generalizacao da SSA, ou seja como uma ACP aplicada na matriz dos desfasamentos das séries

originais.

Foi proposta uma nova abordagem na sintese de dados, recorrendo & ACI aplicada na matriz
dos desfasamentos como alternativa ao método de MSSA no estudo de séries temporais estendi-
das: a LagACI. Apresentaram-se os principais fundamentos da técnica recorrendo aos conceitos

tedricos da MSSA e da ACL
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Para o mesmo conjunto de dados da pressdo ao nivel do mar usados no Capitulo da ACI,
aplicaram-se as técnicas MSSA, LagACI e LagACI apés a utilizagdo da ACP na matriz dos
desfasamentos, para comparacao de resultados. Analisaram-se cinco métodos diferentes de or-
denacao das Cls, incluindo o novo método que foi proposto baseado nas correlacoes entre as CPs
e as ClIs, que se destacou na minimizacao das somas de quadrados dos residuos das reconstrugoes
dos dados originais como sendo um dos melhores. As coordenadas das componentes forneceram
resultados similares entre as trés técnicas para o mesmo desfasamento temporal. As andlises
comparativas das reconstrucoes dos dados originais, através das somas de quadrados dos resi-
duos, exibiram resultados semelhantes para a MSSA e LagACI e um pouco mais satisfatérios
para a terceira técnica. Também as andlises dos espectros das componentes permitiram concluir

que as interpretacoes das periodicidades predominantes sao similares entre as trés técnicas.

Ao analisar os indicadores adicionais do desempenho das técnicas em estudo (que com-
param as reconstrugoes dos dados com as respetivas observagoes), verificamos a existéncia de
semelhancas nos respetivos valores entre técnicas. Também existem evidéncias de semelhancas
relativamente ao comportamento de cada indicador consoante o nimero de componentes (de
uma até cinco) utilizadas na reconstrugao. Constatou-se que o indice de Willmott d forneceu
valores mais elevados de concorddncia em comparagao ao indice de Willmott revisto d;, enquanto
que o coeficiente de Nash e Sutcliffe E foi o que evidenciou maior concordancia entre os coefi-
cientes de eficiéncia analisados. Portanto podemos argumentar que, de um modo geral, os varios
conjuntos de dados usados nas reconstrugoes apresentam resultados consistentes entre técnicas,
para os vérios indicadores, uma vez que nao existem evidéncias suficientes para argumentar que
um modelo associado a uma técnica exiba melhor desempenho em relacao a um modelo de uma

outra técnica.

Finalmente, foi apresentada uma sintese comparativa das técnicas discutidas ao longo da tese,
relativamente aos virios passos e estruturas matriciais subjacentes & aplicacao das mesmas, aos
métodos de estimacao e reconstrucao dos dados originais.

A elevada complexidade como critério de escolha de um conjunto de dados, constituido por
valores médios mensais de altura geopotencial a 500 milibar registados no Hemisfério Norte, ao
longo de 50 anos, foi usada para o estudo de séries temporais estendidas, através da comparagao

transversal das técnicas da MSSA e LagACI. Apés a aplicagao da ACP como pré-processamento
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dos dados originais, ao contemplar 19 canais (componentes retidas) e ao aplicar a MSSA e a
LagACI na matriz dos dados desfasados com um desfasamento de 15 anos, foram obtidos resul-
tados similares em relacao aos perfodos temporais dominantes, considerando as 20 componentes
estendidas extraidas para ambas as técnicas. Foram também estabelecidas semelhancas ao nivel
dos espectros entre o Indice de Oscilagio do Atlantico Norte, como padrao dominante no sistema
climatico da variabilidade da pressao atmosférica ao nivel do mar, e as componentes estendidas
obtidas pelas duas técnicas para a altura geopotencial. Para além disso, a influéncia dos ciclos
anual e semestral na pressao ao nivel do mar que ocorre no Atlantico Norte apresenta resultados
convergentes no dominio da frequéncia na altura geopotencial do Hemisfério Norte.

Podemos concluir que a ACI, neste contexto, revela ser uma alternativa & ACP no estudo
de séries temporais estendidas, extraindo a mesma informacao existente nos dados, ao detetar
periodos idénticos para as principais oscilagdoes que permitem descrever o comportamento tem-
poral dos mesmos. Portanto, para dados complexos, podemos argumentar que até para perfodos
temporais longos de véarias décadas, algumas das relacoes dos padroes obtidos pelas técnicas

podem ser validadas.

7.4 Trabalho Futuro

Relativamente a trabalho de investigacao futuro, um dos caminhos a enveredar consiste no
interesse em construir mapas de clima, para certas varidveis meteorolégicas, consoante as diversas
abordagens exploradas nesta tese e eventualmente outras novas que possam ser consideradas
complementares, recorrendo as técnicas multivariadas da ACP, da ACI, da MSSA e da LagACI.

Um tipo particular de grifico de contornos usado para representar dados meteoroldgicos
através da propagagao sob a forma de ondas é o Diagrama de Hovmoller, no qual os eixos
representam geralmente a varidvel espacial longitude ou latitude (no eixo dos x) e a varidvel de
tempo (no eixo dos y). Estes diagramas sd@o muito uteis para determinar a velocidade de vérias
perturbactes atmosféricas, no tempo e no espaco, tais como temperatura, pressao, radiacao,
velocidade do vento, concentracao de constituintes na atmosfera ou no mar, .... A construgao de
Diagramas de Hovmoller pode ser utilizada para ilustrar as componentes principais estendidas
obtidas segundo a MSSA para desfasamentos no tempo num determinado intervalo espacial,

como por exemplo em Hannachi et al. (2007). A sua aplicagdo no contexto da ACI para
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matrizes de dados dos desfasamentos seria também um assunto a explorar.

Um outro assunto que ainda pode ser alvo de investigacao futura recai sobre a escolha do
comprimento da janela utilizado na SSA e MSSA, uma vez que atualmente nao existe nenhum
indicador ou principio concreto que permita deduzir qual o valor "6timo" que deva ser usado
em funcdo da dimensdo do conjunto de dados. Talvez a simulagdo, por ser uma ferramenta
que, geralmente, ajuda a consolidar a implementacao de novas abordagens baseadas noutras
existentes, nomeadamente na comparacao de desempenhos entre modelos e por vezes recorrendo
a indicadores estatisticos, seja uma possibilidade.

Uma vez que as técnicas SSA e MSSA permitem a reconstrugao "com sucesso" de séries com
valores omissos, outras possiveis abordagens, eventualmente interligadas & ACI, poderao passar
pelo uso de dados com valores omissos ou nao equitativamente distanciados.

A técnica designada por Andlise em Componentes Principais Independentes (ACPI) proposta
por Yao et al. (2012), a qual combina as vantagens da ACP e da ACI, foi criada com o intuito de
tratar conjuntos de dados biolégicos de grande dimensao que ostentem um ruido consideravel (em
que muitas vezes o nimero de observacoes ¢ muito menor que o nimero de varidveis biolégicas em
estudo). Neste contexto, o seu objetivo é obter componentes independentes que reflitam melhor
os aspetos bioldgicos subjacentes ao estudo assim como conseguir uma reducao da dimensao
de forma mais eficaz do que apenas aplicando a ACP ou a ACI. Transpor a ACPI para a
realidade do sistema climdtico complexo, onde se considera que atuam diversas componentes
fisicas independentes (ndo necessariamente observiveis), poderd ser ttil no tratamento de varias
varidveis meteorolégicas em simultaneo.

Também o campo de ampla aplicagao da Biomedicina pode ser um caminho a explorar, in-
troduzindo a estrutura temporal da MSSA conjugada com a ACI, na andlise de dados resultantes
de exames médicos associados ao acompanhamento de pacientes em vérias consultas (dados em

painel).
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Notacao

A.1 Glosséario dos Principais Simbolos para ACP

B - matriz dos vetores préprios da matriz de varidncias-covaridncias de Y
I, - matriz identidade de ordem
P
L - fungao Lagrangeana
L - matriz diagonal cujos elementos da diagonal principal sdo os valores préprios
n - n° de individuos ou observagoes
p - n° de varidveis aleatoérias originais e n® de componentes principais
Pr - vetor préprio associado ao k-ésimo maior valor préprio
pjk - coeficiente associado & varidgvel x; no k-ésimo vetor préprio
P - matriz cujas colunas sao os vetores proprios ortonormados
q - n° de componentes principais retidas
R"™ - espaco vetorial de dimensao n
R - matriz de correlacoes da matriz X

Tk - correlacao entre as varidveis X; e Xy
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S - matriz de varidncias-covariancias da matriz X

° sjz - variancia da varidvel x;

® s, - covariancia entre as varidveis X; e Xy

e X! - vetor das médias da matriz X

e X; - 1-ésima varidvel inicial

e 7; - média da varidvel x;

e X - matriz de n observacoes nas p varidveis

° Xq - matriz dos dados reconstruida & custa das primeiras ¢ componentes principais
e Y - matriz cujas colunas sao funcgoes lineares das colunas de X

e 7, - k-ésima componente principal

e zpi - coordenada da h-ésima observacao na k-ésima componente principal
e 7 - matriz cujas colunas sao as componentes principais

e )\ e - multiplicadores de Lagrange

e ). - k-ésimo valor préprio

A.2 Glossario dos Principais Simbolos para ACI
e A - matriz dos coeficientes das misturas, a;; (7,7 =1, 2, ..., n)

AT - matriz pseudo-inversa da matriz das misturas A

b - vetor dos coeficientes da combinacao linear de x

B - matriz auxiliar para forgar as covariancias a tenderem para zero
® cov - covariancia

e cum - cumulante
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curt - curtose de uma varidvel aleatdria

C? - matriz de covariancias dos desfasamentos no tempo para o vetor s(t)
C¥* - matriz de covariancias dos desfasamentos no tempo para o vetor x(t)
CZ - matriz de covariancias dos desfasamentos no tempo para o vetor z(t)
CZ - matriz simétrica com base na matriz de covariancias CZ

det - determinante de uma matriz

diag - matriz diagonal

D - matriz diagonal dos valores préprios positivos de E (XXT)

exp - funcdo exponencial

E - valor esperado

E - matriz ortogonal dos vetores préprios de E (XXT)

f - funcao densidade de probabilidade

f - transformacgao nao linear desconhecida das misturas

F' - funcao de otimizagao da curtose

F - funcao definida numa rede neuronal

G - fungdo nao quadrética

G - subespaco gerado pelas ¢ componentes principais

h - transformacao

H - entropia diferencial de uma varidvel aleatéria

H - subespaco gerado pelas m componentes independentes

I - informacao mitua de n varidveis aleatérias

I - matriz identidade
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J - neguentropia de uma varigvel aleatdria

k - indice de contagem do n° de componentes independentes a estimar
e K - n° de observagoes de x

e K(.) - complexidade de Kolmogoroff

log - funcao logaritmo

L - funcdo Lagrangeana

L - funcao verosimilhanca

e m - n° de componentes independentes a estimar

e M - matriz de transformacao de x

e n - n° de varidveis aleatérias / n° de componentes independentes

n - vetor aditivo de ruido branco

e p - n° de misturas

e py(.) - algoritmo ou programa computacional que gera uma sequéncia de carateres

P - matriz de projegao ortogonal no subespaco G

Py - matriz de projegao ortogonal no subespago H

e ¢ - n° de componentes independentes retidas

q - vetor tal que q7’= b’ A

s - vetor aleatério das componentes independentes sq, So, ..., Sp,

S - vetor aleatério das componentes independentes com ruido 51, Sa, ..., Sy
e s’ - vetor aleatério das componentes independentes originais (ndo centradas)
e S - matriz das componentes independentes

e U - universo de todos os programas computacionais
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U - matriz ortogonal
e V - matriz do branqueamento

e 1; - i-ésima varidvel

X - vetor aleatério das misturas z1, x2, ..., Tn
e x' - vetor aleatério das misturas originais (ndo centradas)
e X - matriz dos dados observados (misturas)

e y - combinacao linear das varidveis x1, x2, ..., Tp

y - vetor de componentes nao correlacionadas e de varidncias unitdrias

z - vetor branqueado

e w - vetor associado & matriz W

e W - inversa da matriz A

e 3 - matriz de covaridncias de um vetor aleatério com distribuicao Normal

A - multiplicador de Lagrange / valor préprio de uma matriz

e ¢, - i-ésima funcao escalar nao linear

7 - desfasamento no tempo

A.3 Glossario dos Principais Simbolos para SSA e MSSA

a - média de todos os valores de uma matriz

A - amplitude de onda
e (g - conjunto de ¢ CPEs a reter

e /2" quantil inferior para /2

c; P quantil superior para /2
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e car - caracteristica de uma matriz

® cov - covariancia

e d - caracteristica da matriz X

e d - indice de concordancia de Willmott

e d; - indice de concordancia de Willmott revisto
e d, - indice de concordancia de Willmott refinado
e d° - caracteristica da matriz X

e d° - caracterfstica da matriz X<

e d** - caracteristica da matriz X**

e d - caracterfstica da matriz X'

e F - coeficiente de eficiéncia de Nash e Sutcliffe
e F; - coeficiente de eficiéncia de Legates e McCabe
e [ e F5 - constantes

e h - translagdo no tempo

e ; - indice de tempo

e k- n° de vetores desfasados de dimensao m

e m - comprimento da janela (lag)

e 1 - comprimento da série temporal

e O; - observagao

e p - n° de séries temporais

e p' - 1n° de colunas da matriz X (em MSSA)

e P; - estimativa ou previsao
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q - n° de CPs a reter

s - unidades de desfasamento no tempo

S - matriz de varidncias-covaridncias da matriz X

S;j - matriz de variancias-covariancias dos desfasamentos entre duas séries temporais
S* - matriz dada por %XTX

S - matriz para efetuar a SVD para a centragem por colunas a partir da matriz X
S - matriz para efetuar a SVD para a centragem por linhas a partir da matriz X<
S** - matriz para efetuar a SVD para a centragem dupla a partir da matriz X**

S’ - matriz para efetuar a SVD para a centragem na série original a partir da matriz X'
SpK - estimador de Broomhead & King

Sy - estimador de Vautard & Ghil

t - instante temporal

tr - trago de uma matriz

T - periodo de uma componente oscilatéria

U; - i-ésimo vetor préprio da matriz X7X

UZ-v - 1-ésimo vetor dos primeiros m — 1 elementos do vetor préprio U;

Uf¢ - i-ésimo vetor préprio da matriz S«

Ufl - 4-ésimo vetor préprio da matriz S¢

U* - i-ésimo vetor préprio da matriz S**

Ui, - i-ésimo vetor préprio da matriz S’

Vi - i-ésima CP da matriz X

V¢ - i-ésima CP da matriz X



258

APENDICE A.

Vel - i-ésima CP da matriz X<
V** _ j-ésima CP da matriz X**

1

V, - i-ésima CP da matriz X'

T - média da série temporal X;

Z; - previsao para um valor da série no instante temporal ¢
xj - j-ésima varidvel

T; - média da varidvel x;

X; - vetor de séries temporais

X - vetor em que cada um dos elementos é a média da série

X, - vetor das médias por coluna da matriz X

X; - vetor das médias por linha da matriz X

NOTACAO

x¢; - vetor das médias por linha da matriz previamente centrada por colunas X<

Xgif - vetor da diferenca entre a média dos valores de cada coluna de X e a média da série

X - matriz de trajetéria (ndo centrada)
X - matriz de trajetéria centrada por colunas

X - matriz de trajetéria centrada por linhas

X** - matriz de trajetoria centrada por colunas e por linhas (centragem dupla)

’ . . s . L. . .
X' - matriz de trajetéria centrada na série original

X - matriz cujos elementos sao todos iguais & média da série

X, - matriz cujos elementos de cada coluna sao iguais & média dos valores da coluna da

matriz X

X - matriz cujos elementos de cada linha sdo iguais & média dos valores da linha da matriz

X
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e X - matriz em que cada elemento é igual ao valor médio de todos os elementos da matriz

X

e X¢¢; - matriz cujos elementos de cada linha sdo iguais & média dos valores da linha da

matriz X
o X, i ¢ - matriz da diferenca entre as matrizes X.e X
e X, - série temporal
e X{ - série constante
e X7 - série que oscila em torno de zero
° Xt(l) - sinal da série temporal X;
. Xt(2) - ruido da série temporal X;
e X, - série temporal reconstruida
e {X;} - processo estocéstico
e Y - matriz genérica
e IV - onda progressiva
e 1; - vetor com todos os k elementos iguais a unidade
e « - nivel de significancia
® (o e ay - constantes apropriadas
e ['x - matriz de covaridncias de X
e A - variacao
e )\ - comprimento de onda
e )\ - i-ésimo valor préprio da matriz XTX

e \° - i-ésimo valor préprio da matriz S
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)\fl - 4-ésimo valor préprio da matriz S
e A\ - i-ésimo valor préprio da matriz S**

!

o, . , . . /
® )\, - i-ésimo valor préprio da matriz S

e /- i-ésimo valor singular da matriz X
° {\/)\i} - espectro da matriz X

e 1 - n° de vezes que ocorre o A por unidade de distancia (frequéncia espacial)

e 7; - Ultimo elemento do vetor préprio U;

p1 € po - fungdes trigonométricas

¢ - fase inicial da onda

e w - frequéncia angular
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Lista de Acréonimos

e ACC: Analise das Correlagoes Candnicas

e ACI: Andlise em Componentes Independentes

e ACP: Analise em Componentes Principais

e ACPI: Anilise em Componentes Principais Independentes

o AMUSE: Algorithm for Multiple Unknown Signals Extraction

e ANACOR: Correspondence Analysis (Anélise de Correspondéncias)
e ANSR: Autoridade Nacional de Seguranca Rodovidria

e BSS: Blind Source Separation

e cICA: constrained Independent Component Analysis (Andlise em Componentes Indepen-

dentes com restri¢ao)
e CATPCA: Categorical Principal Component Analysis (ACP para dados Categéricos)
e CDMA: Code Division Multiple Access
e CIEs: Componentes Independentes Estendidas
e CIs: Componentes Independentes

e CPEs: Componentes Principais Estendidas
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CPs: Componentes Principais
CSSA: Complex Singular Spectrum Analysis (Andlise Espectral Singular Complexa)
DGV: Diregao Geral de Viagao
DOGMA: Diagonalization Of Generalized covariance MAtrices
EAM: Erro Absoluto Médio

EEOF: Extended Empirical Orthogonal Functions Analysis (Anélise de Fungdes Ortogonais

Empiricas Estendidas)
ENSO: El Nirio/Southern Oscillation (Oscilagao Sul do El Nirio)

EOF: Empirical Orthogonal Functions Analysis (Andlise de Fungoes Ortogonais Empiri-

cas)

EOFs: Fungoes Ortogonais Empiricas
EQOTs: Teleconexoes Ortogonais Empiricas
EQM: Erro Quadratico Médio

FOBI: Fourth-Order Blind Identification

FPCA: Functional Principal Component Analysis (Anélise em Componentes Principais

Funcional)

GCD - Generalized Coefficient of Determination (Coeficiente de Determinagao Genera-

lizado)

HOMALS: Homogeneity Analysis (Anélise de Homogeneidade)
INE: Instituto Nacional de Estatistica

JADE: Joint Approzimate Diagonalization of Figenmatrices
LagACI: Lag-Anélise em Componentes Independentes

MEM: Método de Mdaxima Entropia
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MTM: Método Multitaper

MSSA: Multichannel Singular Spectrum Analysis (Anélise Espectral Singular Multicanal)
NAO: North Atlantic Oscillation (Oscilagdo do Atlantico Norte)

NAOI: North Atlantic Oscillation Index (Indice de Oscilacao do Atlantico Norte)
NOAA: National Oceanic and Atmospheric Administration

OMS: Organizagao Mundial de Satide

ONU: Organizagao das Nagoes Unidas

OVERALS: Nonlinear Canonical Correlation Analysis

PNA: Pacific/North American (Pacifico-Ameérica do Norte)

POP: Principal Oscillation Patterns Analysis (Anélise dos Padroes de Oscilagao Principal)
PRINCALS: Principal Component Analysis by means of Alternating Least Squares
PSPA: Principal Sequence Pattern Analysis

REQM: Raiz do Erro Quadratico Médio

SCoT: Simplified Component Technique

SNR: Signal-to-Noise Ratio (Relagao sinal/ruido)

SOBI: Second-Order Blind Identification

SOL: Southern Oscillation Index (Indice de Oscilacao Sul)

SPSS: Statistical Package for the Social Sciences

SQR: Somas de Quadrados dos Residuos

SSA: Singular Spectrum Analysis (Analise Espectral Singular)

SSA-MTM: Singular Spectrum Analysis - MultiTaper Method

SVD: Decomposigao em Valores Singulares
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e V. a.: variavel aleatdria

e WPCA: Weighted Principal Component Analysis (Anélise em Componentes Principais
Ponderada)



Apéndice C

Apontamentos Tedricos

Complementares

C.1 Topicos Elementares de Vetores e Matrizes

Pretendemos introduzir alguns conceitos elementares ao nivel algébrico, nomeadamente sobre
vetores e matrizes, os quais podem ser encontrados em intmeros livros de texto, como por

exemplo, em Anton e Rorres (2010) ou em Horn e Johnson (1985a, 1985b).
C.1.1 Vetores
Nesta parte apresentamos alguns conceitos bédsicos relacionados com vetores.

Definigoes C.1.1 Sejam u = (uq,us, ..., up) € v = (v1, 02, ...,v,) dois vetores nao nulos de R™.

e Designa-se por produto escalar ou produto interno de u e v, ao valor

u-vV =1uvl + ugVa + ... + Upvy.

e Designa-se por norma ou comprimento de um vetor u, ao valor definido por

lu = \/u? +ud+ ... +u2 = Vau

e Diz-se que um vetor u é unitario quando ||ul| = 1.
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e O dngulo entre dois vetores u e v, <(u,v), define-se por

< ) < u-v >
u,v) = arccos [ —— | .
[[ul[ {]v]]

Logo 0 < < (u,v) <.

e Os vetores u e v designam-se por ortogonais ou perpendiculares, u L v, quando < (u,v) =
T .

570U seja, quando u-v = 0.

Definigao C.1.2 Dois ou mais vetores dizem-se ortonormados quando todos os vetores s$Go

unitdrios e todos os pares de vetores sao ortogonais.
Descrevemos de seguida alguns conceitos relacionados com espagos vetoriais.

Definigao C.1.3 Seja E um conjunto néao vazio. Diz-se que (E,+,.) é um espago veto-
rial real sobre o conjunto dos nimeros (também designados por escalares) reais quando estao
definidas duas operagoes: a adigao (+) e a multiplicagao por um escalar (.).

A adigao tem as sequintes propriedades de grupo comutativo, para Yu,v,w € E :

e Comutatividade: u+v =v + u;

o Associatividade: (u+v)+w=u+ (v+w);

e Ezisténcia de elemento neutro (0g): u+ 0 =0 +u = u;

e Existéncia de elemento simétrico: Vu € E, Ju' = (—u) € E:u+u =u +u=0g.

A multiplicacdo por um escalar tem as sequintes propriedades, para Yu,v € E, Va, 5 € R :

e Distributividade em relagdo & adigao de E: a.(u+v) = a.u+ a.v;

e Distributividade em relagdo & adi¢ao de escalares: (a+ f).u = c.u+ [.u;

o Associatividade mista: o.(f.u) = (aff).u;

e Unidade: 1.u = u.

A adi¢do associa a cada par de elementos (vetores) u e v no conjunto E, um elemento
u+velk.

A multiplicacao por um escalar associa o cada escalar o € R e cada elemento u € E,

um elemento au € E.

Definicao C.1.4 Seja S um subconjunto ndo vazio de um espago vetorial E. Diz-se que S é
um subespaco vetorial de E quando S, com as operacgées definidas para E, ainda é um espago

vetorial.
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Definicao C.1.5 Diz-se que um wvetor u é combinacao linear dos vetores uji,ug,...,u,

quando existem escalares reais ou compleros aq, g, ...,y tais que

u=qoiu; + aug + ...+ apUy.

Definigoes C.1.6 A equacdo linear

aiug + agus + ...+ azu, =0, (C.1)
admite sempre a solucao nula oy = as = ... = ap = 0.
Quando a solugao nula é a unica solugao da equagio (C.1), os vetores uj,ug,...,u, dizem-se
linearmente independentes.
Quando existem outras solugdes da equagdao (C.1) para além da nula, os vetores uj,ug,...,uy,

dizem-se linearmente dependentes.

Definigao C.1.7 O conjunto S de todas as combinagédes lineares dos vetores up,us,..., Uy,

para os escalares oy, ao,. .., qy, dado por

S ={au; + awwug + ... + ayu,}

é designado por subespaco vetorial gerado por ui,us,...,u, e os vetores sao designados por

vetores geradores de S.

Definigoes C.1.8 Diz-se que o conjunto B = {uj,us,...,u,} é uma base do subespago vetorial
S quando os vetores uy, Us, ..., U, sio linearmente independentes e geradores de S.
Diz-se que um subespago vetorial S tem dimensao n (dim (S) =n) quando admite uma base

B com n vetores.

Proposicao C.1.9 Num subespago vetorial S que admite uma base com n vetores, quaisquer

n + 1 vetores de S sao linearmente dependentes.

Proposicao C.1.10 Todas as bases de um subespaco vetorial S tém o mesmo nimero de ele-

mentos.
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C.1.2 Matrizes

Consideremos algumas defini¢des de matrizes.

Definicao C.1.11 Um matriz é um conjunto de nidmeros dispostos sob a forma de uma tabela
retangular com n filas horizontais denominadas por linhas e com p filas verticais denominadas

por colunas, denotada por:

ajx; a2 - Qup
a1 Q22 - G2
Anxp = (aij) =
L apl ap2 -+ App 1

A matriz A designa-se por matriz do tipo n X p ou matriz n X p, onde a;; representa o

elemento da linha i (i =1,2,...,n) e da coluna j (7 =1,2,...,p).

Definigoes C.1.12 Consideremos uma matriz do tipo n X p.

e Matriz real, se constituida por nimeros reais.

e Matriz complexa, se constituida por nimeros complexos.

e Matriz nula quando todos os elementos sao iguais a zero, e denota-se por Oy xyp.

e Matriz quadrada de ordem n ou matriz de ordem n, se n = p.

e Matriz retangular n x p, se n # p.

e Matriz (ou vetor) linha 1 X p, se é constituida por apenas uma linha.

e Matriz (ou vetor) coluna n x 1, se é constituida por apenas uma coluna.

e Matriz transposta de A, x, = (a;j) denota-se por Agm = (aj;), Vi, j, ou seja, é a matriz

que resulta da operacao que consiste em trocar as linhas pelas colunas ou vice-versa.

Definigoes C.1.13 Para o caso de matrizes quadradas A = (a;;) de ordem n, consideremos as
sequintes nogoes:
e Diagonal principal é constituida pelos elementos em que © = j.
e Diagonal secunddria é constituida pelos elementos em que (i +j =mn+ 1).
e Trago ¢é a soma dos elementos da diagonal principal, ou seja, tr(A) = anlan-.
=

e Matriz diagonal quando todos os elementos fora da diagonal princip_(zl sao nulos, isto é,
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i #j=a;=0.

e Matriz identidade de ordem n quando a matriz é diagonal com elementos da diagonal
principal todos iguais a 1, e denota-se por I, (oul,).

e Matriz simétrica quando AT = A, isto é, se aij = aji, Vi, j-.

e Matriz antissimétrica quando AT = —A, isto é, se a;; =0 e aij = —aj, Vi # j.

e Matriz ortogonal quando ATA = AAT =1,.

e Matriz inversa de A denota-se por A= se A=A = AA~1 =1,.

e Matriz definida positiva se para todo o vetor x € R*\ {Ogn}, xT Ax > 0.

e Matriz semidefinida positiva se para todo o vetor x € R*\ {Ogn}, x’ Ax > 0.

Nota C.1.14 Qualquer matriz quadrada A pode ser expressa como a soma de uma matriz

simétrica e de uma matriz antissimétrica da sequinte forma

A= (A+AT)+%(A—AT).

N =

Observagoes C.1.15 Quando uma matriz A de ordem n admite inversa diz-se invertivel, e
quando uma matriz nao admite inversa designa-se por matriz nao invertivel ou singular.

S6 as matrizes quadradas admitem inversa, mas nem todas as matrizes quadradas sao invertivess.

Definicao C.1.16 Seja A uma matriz retangular do tipo n X p, cujas p colunas formam uma
base do subespago S do espaco vetorial E. Designa-se por matriz de projecao ortogonal

sobre S e denota-se por Pg & matriz dada por
Ps—A(ATA) AT

Definicao C.1.17 Seja A uma matriz retangular do tipo nxp. Designa-se por matriz pseudo-
-inversa da matriz A e denota-se por AT a matriz do tipo p X n que satisfaca o0s sequintes 4
critérios.

i) AATA=A

i) ATAAT = A7

iii) (AAT)" = AA"

iv) (ATA)" = ATA

Quando (A*A) ¢ invertivel, a tinica matriz AT que satisfaz 0s 4 critérios pode ser calculada por

At = (A*A) A"
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Quando (AA*) ¢é invertivel, a tinica matriz A" que satisfaz os 4 critérios pode ser calculada por
AT = A*(AAY)L.

Definicao C.1.18 Seja A = (ai;) wma matriz retangular do tipo n x p. Uma matriz de
Hankel é uma matriz em que todos os elementos ao longo de cada diagonal i+ 7 = k, sao iguais

para um valor fixo de k.

C.1.3 Operagoes com Matrizes

Sejam Ay xp = (aij) € Bnxp = (bi;) duas matrizes. Definem-se as seguintes operagoes:
e Adigao: A, xp + Byxp = Crxp = (cij) onde ¢ = a;j + byj.
e Subtragao: A, y, — By, = Cpxp = (¢55) onde ¢ = a;; — bjj.

Observagoes C.1.19 Sejam A, B, C e O matrizes do mesmo tipo, onde O é a matriz nula.
A adicao de matrizes:

i) é comutativa: A+B =B+ A;

it) € associativa: (A+B)+C=A+ (B+C);

i1i) admite elemento neutro: A+ O = A;

iv) admite, para cada matriz A, uma matriz A’ = —A tal que A+ A’ = O.
Sejam A, xp = (aij), Bpxq = (bji) duas matrizes e A um escalar.
e Multiplicagao de A por A: A\A,,,, = C,x, = (¢i;) onde ¢;; = Aayj.

e Produto ou multiplicacao de A por B: A, ;,B,x; = Cpxq = (cix) onde ¢y, = ajbiy +

aiobop, + ...+ aipbpk.

Nota C.1.20 Ao escrever dois vetores u e v como matrizes colunas, o produto interno entre u

e v passa a ser reescrito como o produto matricial entre duas matrizes dado por u-v =ulv.

Observagoes C.1.21 Sejam A, B, C e O quaisquer matrizes de dimensoes adequadas e X um
escalar. A matriz O representa a matriz nula e a matriz 1 representa a matriz identidade.

i) O produto de matrizes AB sd é possivel quando o nimero de colunas de A é igual ao nimero

de linhas de B.
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1) A multiplicagdo de matrizes:

- ndo é comutativa, pois em geral AB %= BA;

- é associativa: (AB)C = A (BC);

- ¢ associativa em relagdo a multiplicagao escalar: (AA)B = A (AB) = A\ (AB);

- € distributiva para a adi¢ao de matrizes: A (B+ C)=AB+ AC; (B+ C)A =BA + CA.
i11) Apxply = Apxp e LAy = Apxp.

i) ApxpOpxg = Onxg € OpxnAnxp = Okxp-

v) Duas matrizes A e B de ordem n, dizem-se comutdveis ou que comutam entre si quando

AB = BA.

Proposigao C.1.22 (Circularidade do Trago) Seja A uma matriz do tipo n X p e B uma
matriz do tipo p X n. Entao tr(AB) = tr(BA).

Proposigao C.1.23 (Linearidade do Trago) Sejam A e B matrizes do tipon xp e a e
escalares. Entdo tr(aA + fB) = atr(A) + Str(B).

Consideremos ainda umas breves nogoes de caracteristica e determinante de uma matriz.

Definicao C.1.24 Designa-se por caracteristica da matriz A, e denota-se por car (A) ou

r(A), ao nimero mdzximo de linhas (ou colunas) linearmente independentes.

Teorema C.1.25 Uma matriz quadrada A é invertivel se e sé se car (A) é igual & sua ordem,

ou seja, A € invertivel se e sd se as linhas e as colunas de A sdo linearmente independentes.
Proposigao C.1.26 Seja A uma matriz do tiponxp. Entdo car (A) = car (ATA) = car (AAT).

Definicao C.1.27 O determinante de uma matriz quadrada A de ordem m é a soma de
n! produtos de elementos da matriz da forma a1 j,a2 ,03.j;...0n j, (denotados por produtos
elementares), cujos indices (ji,ja2, .-, ,Jn) correspondem a todas as permutagoes dos inteiros
de 1 an, e em que os produtos sio multiplicados por +1 ou —1 de acordo com o sinal da

permutacdo que lhe estd associado seja par ou impar. O determinante de A representa-se por

det(A) ou |A].
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C.1.4 Valores e Vetores Préprios

Considere-se uma matriz quadrada A de ordem n.

Definicao C.1.28 Diz-se que v € C"\ {Ocn} é um vetor préprio de A associado ao valor

préprio A € C quando Av = \v.

Definigao C.1.29 O polinémio de grau n, p(\) = det(A — A\L,), designa-se por polinémio
caracteristico de A. As suas raizes sao os valores proprios de A, e portanto uma matriz A,
de ordem n, tem n valores proprios, embora alguns deles possam ser iguais, ou seja, o polindmio

pode apresentar raizes com multiplicidades algébricas superiores & unidade.

Proposicao C.1.30 Sejam Ai, Aa, ..., N\, 0s valores proprios de uma matriz A de ordem n.
FEntao:

Odet(A>=)\1X)\2X...X)\n= H)\z‘;
i=1

=1

Para o caso particular de uma matriz simétrica A de ordem n, os valores e vetores préprios

obedecem aos seguintes critérios:

1. Os valores e os respetivos vetores préprios sao sempre reais.
2. Os vetores proprios associados a valores préprios diferentes sdo sempre ortogonais.

3. Mesmo no caso da existéncia de valores préprios repetidos, é sempre possivel determinar

um conjunto de n vetores préprios ortogonais e de norma unitédria (ortonormados).

Definicao C.1.31 Duas matrizes A e B de ordem n dizem-se semelhantes (ou diz-se que B

¢ semelhante a A) se existir uma matriz invertivel P tal que B = P~1AP.

Teorema C.1.32 Sejam A e B duas matrizes semelhantes de ordem n. Entdo A e B tém:
® 0 mesmo polindmio caracteristico.

® 05 mesmos valores proprios com as mesmas multiplicidades algébricas.

® 0 mesmo determinante.

® 0 mesmo trago.
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Teorema C.1.33 Seja A uma matriz simétrica de ordem n. Entdo:
e A ¢ definida positiva quando todos os valores proprios de A sao positivos.
e A ¢ semidefinida positiva quando todos os valores prdprios de A sdo positivos ou nulos, com

pelo menos um nulo.

C.2 Anadlise de Fourier e Transformada de Fourier

A Analise de Fourier (a qual nao deve ser confundida com a Transformada de Fourier), é um
conceito geométrico que se aplica a fungoes periédicas discretas ou continuas. No contexto da
andlise de séries temporais, o seu objetivo é o de aproximar uma fungdo do tempo por uma
combinacao linear de fungoes trigonométricas ortogonais formada a custa de senos e cossenos da
chamada série de Fourier.

A decomposicao de uma funcao periédica X; de periodo T' pode ser descrita com base num

conjunto de fungoes periddicas simples.

e No caso de fungoes discretas da forma (zg, x1, ..., 27—1) com xp = xp, vem

T-1 .
X; = a ez?ﬂ'kt/T

k=0
-1

= > ag[cos(2mkt/T) + isin(2rwkt/T)], com t =0,1,...,T — 1
k=0

cujos coeficientes sdo dados por

1 T-=1 ‘
ap = — z XteleTI‘kt/T‘
T =

e No caso de fungoes continuas da forma X, t € Z, vem

+o0 .
X, = Z a ez27rkt/T
k=—o00

+oo
= > aglcos(2wkt/T) + isin(2nkt/T)], com t € [0,T] e k € Z

k=—o00

cujos coeficientes sao descritos por

e 2kt /T
— = [ X 2T gy
@k T/O e
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Uma vez que a Andlise de Fourier s6 pode ser aplicada a funcgoes periddicas, utiliza-se a
Transformada de Fourier para trabalhar com funcoes nao periédicas.

Para o caso discreto, a Transformada de Fourier F de uma série discreta ou sinal Xy, t € Z,
¢ uma fungao de valores complexos de frequéncia continua w (em ciclos por unidade de tempo
discreto) dada por

Sw<

DN | =
DN | =

“+oo . L
Fx,(w)= > Xe 2™k hara —

k=—o00

Para o caso de funcées nao periédicas continuas, a Transformada de Fourier admite férmulas
similares as do caso discreto.

Uma vez que as representacoes de uma série temporal nos dominios do tempo e da frequéncia
contém praticamente a mesma informacao entdo uma pode ser obtida a partir da outra através
da Transformada de Fourier ou da sua inversa. A inversa da Transformada de Fourier é definida
por

1/2 '
X = Fx, (w)e®™kdy.
—1/2
Mais pormenores relacionados com a Anélise de Fourier podem ser consultados em (Murteira

et al., 1993; Robison, 1982; von Storch e Zwiers, 1999; Oliveira, 2003).

C.3 Anadlise Espectral

Em séries estaciondrias, a andlise no dominio da frequéncia permite estudar a forma como
diferentes frequéncias ou componentes periédicas contribuem para a andlise da variabilidade
numa série temporal.

Passaremos a descrever alguns conceitos relacionados com o estudo de séries temporais no
dominio da frequéncia.

Considere-se o processo estocdstico para uma série temporal dado por {X;}icn e uma série

temporal X; = (x1,x2, ..., ;). Consideremos algumas definigoes e observagoes seguintes.

e Funcao periédica de periodo T':

Uma funcao f, definida em R, é periédica com periodo T, T' > 0, se

flz+T) = f(z), Ve € R.
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e Harmonica:

E uma funcio periédica da forma
aq cos(2mwt) + aug sin(2mwt)

de periodo T' = 1/w, onde 27w é a frequéncia angular em radianos e w é a frequéncia em

ciclos por unidade de tempo.

e Relacgoes de ortogonalidade para fungoes trigonométricas:
A representacao de fungoes periédicas pode efetuar-se em termos das fungoes trigonométri-

cas simples
1, coswzx, sinwz, cos2wx, sin2wz, ..., COSNWT, SIN NWI.

Estas fungoes constituem um sistema ortogonal num intervalo a < x < a + p, para uma
constante a e periodo p = 27/w, e obedecem a um conjunto de relagoes, denominadas

relagoes de ortogonalidade.

e Espectro ou fungao densidade espectral (ou espectro de poténcia - power spectrum):
E a Transformada de Fourier da funciio de autocovariancia, descrito como alternativa aos

momentos de segunda ordem do processo. E dado por

+oo . k
T(w)= > ~(k)e ™", para —

k=—o0

Sw<

N =
N =

O espectro descreve a distribuicao da energia do sinal ao nivel do dominio da frequéncia,
fornecendo a proporgao de variagao nos dados originais em diferentes frequéncias. Permite
conhecer quais sao as oscilacbes que mais contribuem para o processo, embora nao se
consiga conhecer o ponto inicial para cada ciclo associado a cada harménica (nao transmite

informagao acerca da fase das oscilagoes).

e Espectro cruzado (cross-spectrum):
E a Transformada de Fourier da funcao de covariancia cruzada, descrito para dois processos

estocdsticos da seguinte forma

IN
S
IN

N =
N =

+oo Yk
Fa:y(w) = Z ’Y:ry(k)eil ™ , para —
k=—o00
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e Matriz de espectro (spectrum matriz):

E uma generalizacio para um processo sob a forma de vetor X = (X7, X, vy Xp). E a
Transformada de Fourier da matriz dos desfasamentos de autocovariancias, ¥x (k), onde
cada elemento da matriz na posicao (ij) representa a covariancia cruzada v, (k) entre o
1-ésimo e o j-ésimo processos, e é dada por

T _ w S (k —i2nwk .
x(w)= > Yx(k)e , para

k=—o00

Sw<

N =
N =

A funcéo de covariancia cruzada nem sempre é uma funcgao par, pelo que o espectro cruzado

¢ uma funcao complexa descrita por
Lay(w) = Agy(w) + iWay(w),

ou em coordenadas polares

Tpy(W) = Agy(w)e' o),

Azy(w) € conhecido por co-espectro e ¥, (w) por espectro de quadratura.
Agy(w) é designado por espectro de amplitude e ®,,(w) é conhecido por espectro de
fase.

Sao vilidas as seguintes relagoes
A%y (W) = A2, (W) + 03, (w) e

Puy(w) = arctg(Vay(w)/Azy(w)), para Wy (w) # 0 e Agy(w) # 0.

Para o caso em que ¥, (w) =0, vem

0se Agy(w) >0
Puy(w) = .
+7 se Agy(w) <0

Para o caso em que Ayy(w) =0, vem

/2 se Wyy(w) >0

Dy (w) = .
) —7/2 se Wyy(w) <0
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e Espectro de coeréncia ou quadrado da coeréncia:
E uma funcéo que varia no intervalo [0;1], a qual é utilizada como alternativa ao espectro
de amplitude e é dada por
A7 (W)

K2 (W) = —2——.
) Lz (w)ly(w)

Outros conceitos relacionados com a Anélise de Fourier e Anilise Espectral podem ser con-

sultados em Murteira et al. (1993) ou em von Storch e Zwiers (1999).

C.4 Momentos, Cumulantes e suas Propriedades

Esta Seccgdo pretende esclarecer alguns conceitos relacionados com momentos e cumulantes.
Considera-se inicialmente o caso univariado para uma varidvel aleatdria e o caso multivariado
para um vetor aleatério constituido por védrias varidveis aleatdrias, e na ultima parte sao desta-

cadas algumas propriedades de momentos e cumulantes.

C.4.1 Caso Univariado

Admita-se que X & uma varidvel aleatéria continua, de média zero, com funcdo densidade de
probabilidade fx(.).
Uma primeira fungao caracteristica ¢(w) de X, também denominada por fungao geradora
de momentos, ¢ definida como a transformada de Fourier continua de fx(.) dada por
400
plw) = B (expliwn) = | expliva) fx(a)da,
—o0
onde i = v/—1 e w é a varidvel transformada correspondente a X.
Ao aplicar o desenvolvimento em série de Taylor & funcao caracteristica, vem

0o /oo k()R o0 iw)F
o) = | (2—%l)&wm=gfwﬁg.

—00 k=0

Os coeficientes dos termos desta expressao sao os momentos (néo centrados) de X de ordem £,
Uma segunda fun¢ao caracteristica ¢(w) de X, ou fungao geradora de cumulantes, é definida

pelo logaritmo natural da primeira fungao caracteristica

¢(w) = In(p(w)) = In(E (exp(iwz))).
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De forma anéloga, ao aplicar o desenvolvimento em série de Taylor & segunda fungao caracteris-
tica, vem
(iw)"

n
P(w) = > kp=—7—-
=0 K
Os coeficientes ki desta série sao os cumulantes de X de ordem k, e sdo descritos por

o dFo(w
(=" di(k)

k.

w=0
Para o caso em que a média da varidvel aleatéria X é nao nula, os primeiros quatro cumu-

lantes surgem expressos em fun¢ao dos momentos e sao descritos por

k1 = E(x)
_ —(E(2)2
ky = E(2?) — [E(x)] (©2)
ks = E(z3) — 3E(22)E(z) + 2 [E(2)]?
ky = E(z*) — 3 [E(2?)] — 4E(23)E(z) + 12E(2?) [E(z)]? — 6 [E(z)]*.

O primeiro cumulante coincide com a média, enquanto que o segundo cumulante coincide com
a varidncia da varidvel.
Para o caso particular em que temos uma varidvel aleatéria X de média zero, a partir de

(C.2) os primeiros quatro cumulantes resumem-se a

kb = 0
ky = E(z%)
ks = E(z3)

ky = E(z*)-3[E(2?)]

Os trés primeiros cumulantes sao iguais aos respetivos momentos, enquanto que o cumulante de

quarta ordem é conhecido como sendo a curtose de uma varidvel aleatéria.

C.4.2 Caso Multivariado

Consideremos agora o caso multivariado onde se admite que x é o vetor aleatério com fungao
densidade de probabilidade fx(.).

A fungao caracteristica ¢(w) de x, definida pela transformada de Fourier de fx(.) é dada por

+oo
p(w) = E (exp(iwx)) = / exp(iwx) fx(x)dx.

—00
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Os momentos e cumulantes (também designados por cumulantes cruzados para o caso multi-
variado) de x obtém-se de forma andloga ao caso univariado, ou seja, os momentos (nao centra-

dos) sdo provenientes de p(w) enquanto que os cumulantes extraem-se da funcao caracteristica

6(w) = In(p(w)) de x.

De seguida vamos utilizar uma notacao que foi inspirada em Puga (2000), o qual por sua vez

se baseou em McCullagh (1995).

Um determinado momento que diga respeito as varidveis denotadas por X, Xg,, ..., Xz, é

geralmente designado por F(z1,z9, ..., x,) € o cumulante por cum(zy, z2, ..., T,).

Para um vetor aleatério multidimensional x = (X,,, X;,, ..., Xz, ), 0s elementos que contém
todos os momentos de ordem 7 deveriam ser designados, por exemplo, por Eyx(z1,z2,..., ;)
assim como os elementos que contém todos os cumulantes de ordem r deveriam ser designados
por cumx(x1, T2, ...,x,). No entanto, por uma questao de simplificacdo de notacao, e uma vez
que a informacao estd toda na quantidade (e ndo na forma) de indices que determinam a ordem

do momento ou do cumulante, apenas utilizaremos E e cum.

Consideremos um vetor aleatério multidimensional x = (X, , Xy, ..., X4,,) € o conjunto defi-
nido por I,, = {z1, 2, ...,x,} correspondente a um conjunto de indices das componentes de x.
A particido do conjunto I, é definida como a colecdo nao ordenada de conjuntos disjuntos nédo

vazios I,, de modo que I, = I,.
p

As partigoes possiveis de obter a partir de Is sao

{(21), (z2)} 5 {(21,22) }

e a partir de I3 sao

{(wl) ) ($2) ’ ($3)} ;
{(@1,22), (w3)} 5 {(z1,23) s (22) } 5 {(22, 3) , (1) } 5

{(21,m2,23)} .
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Para I, temos as seguintes particoes

{(z1), (2), (x3) , (24)};

{(z1), (22) (w3, 4) } s {(21) , (23) , (w2, 24) } s {(21) , (4) , (w2, w3) } 5

{(z2), (x3), (w1, 24)} s {(22) , (24) , (w1, 23) } s {(@3) , (4) , (1, 72) } 5

{(z1,22), (3, 4) } s {(21, 23), (w2, w4) } s {(21, 34), (w2, 73) } 5

{(z1, 22, 33), (a) } s {(21, 22, 24), (23) } 5 {(21, 23, 24), (22) } 5 { (22, 23, 24),, (1)} 5

{(z1, 22,23, 24)}.

A formula que permite descrever os cumulantes em fungio dos momentos é entdo descrita

por
q

cum(l,) = Z (—1)* g - 1)!HE(Ip)a

q =1
U Ip=In P
p=1

q
onde |J I, = I,, indica que o somatério contempla todas as partigdes do conjunto I,,.

p=1
Tendo em conta os casos particulares de particoes apresentados anteriormente, as relacoes

para os cumulantes cruzados em funcao dos momentos até ao quarto cumulante sao
cum(xzy) = FE(z1)
cum(zy,z2) = E(x1,22) — E(x1)E(x2)
cum(zy,z9,23) = FE(x1,%2,3)
—E(x1)E(x9,x3) — E(x2)E (21, 23) — E(23)E (21, 22)
+2E(x1)E(x2)E(x3)
cum(zy,x2,x3,24) = FE(x1,22,23,24)

—E(z1)E(22, T3, 24) — E(22) E (21, 23, 74)
—E(x3)E (21,2, 24) — E(x4)E (21, 2, T3)
—FE(x1,x2)E(x3,24) — E(x1,23)E(x2,24) — E(x1,24) E (22, 23)
+2E(z1)E(z2)E(x3, x4) + 2E(21) E(x3) E (22, 24)

E

+2F X9

(1) E(22) B(

+2E({E1)E($4)E($2,$3) -+ 2E( )E((Eg)E(l‘l, 1‘4)
( ) ($4)E($1,$3)+2E( )E({E4)E($1,$2)
(1) E(x2) E(z

—6E(z1)E(x2) E(x3) E(x4).
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Para o caso de momentos em torno da média (em que a média de cada uma das componentes
do vetor aleatério x é zero, E(x1) = E(x2) = E(x3) = FE(x4) = 0), os cumulantes até a 4% ordem

SA0 expressos apenas por

cum(zy) = 0
cum(zy,x) = FE(r1,22)
cum(zxy,z2,23) = FE(x1,22,73)
cum(zxy, o, x3,4) = FE(x1,79,23,24)

—E((El, {EQ)E({E;;, {E4) — E((El, {E3)E({E2, {E4) — E(l’l, $4)E({E2, 1‘3).

Os trés primeiros cumulantes coincidem com os momentos de ordem 1, 2 e 3 respetivamente,
e em particular o primeiro cumulante coincide com a média, e o segundo cumulante coincide com
a covariancia entre duas varidveis. Por outro lado, o quarto cumulante é diferente do momento

de ordem 4.

C.4.3 Propriedades

De uma forma geral, os momentos de ordem superior correspondem a correlagoes que sao uti-
lizadas em estatisticas de segunda ordem, enquanto que os cumulantes de ordem superior sao
usados nas covariancias. Os momentos e os cumulantes contém a mesma informacéao estatistica,
uma vez que os cumulantes podem ser expressos em funcao de somas de produtos dos momentos.
Desta forma é muitas vezes preferivel trabalhar com cumulantes em vez de momentos, dado que
apresentam de uma forma mais clara a informacéao adicional fornecida por estatisticas de ordem
superior.

Os cumulantes possuem as seguintes propriedades, as quais nao se verificam para os momen-

tos (Hyvérinen et al., 2001Db).

e Para dois vetores aleatdrios estatisticamente independentes de iguais dimensoes, o cumu-
lante da sua soma ¢é igual & soma dos cumulantes de cada um deles. Esta propriedade

generaliza-se para a soma de mais de dois vetores aleatérios independentes.

e Se a distribuicao do vetor aleatério é Normal multivariada, todos os seus cumulantes de

ordem superior a dois sao identicamente nulos.
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Os cumulantes de ordem superior medem o afastamento de um dado vetor aleatério em
relagao a um vetor aleatdrio com distribuicao Normal, e com vetor médio e matriz de covaridncias
idénticos. Para além de outras propriedades, salienta-se ainda o facto de momentos e cumulantes
possuirem propriedades de simetria, as quais podem ser utilizadas com vista a reducao em termos

de carga computacional no que diz respeito a sua estimagao.



Apéndice D
Rotinas e Conjuntos de Dados

D.1 Rotinas e Packages Usados na Andlise dos Dados

Ao longo da tese, no tratamento dos dados, foi essencialmente utilizado o software estatistico
de acesso livre R, o qual é constituido por milhares de packages.

No Capitulo 3 da ACI foi usado o package FastICA para implementar o algoritmo com o
mesmo nome. Foram ainda criadas rotinas para implementar o algoritmo AMUSE (descrito
de seguida), outras para ordenar as componentes independentes e outras para aplicar alguns
indicadores comparativos entre as técnicas ACP e ACIL.

AMUSElagl <-function(X,lag,ncomp)

{

# Algoritmo AMUSE para um dado desfasamento no tempo #

# X: matriz dos dados iniciais (ndo centrada) #

# lag: desfasamento no tempo #

# ncomp: n° de componentes a extrair #

# VAR: matriz de covariancias #

# K: matriz do branqueamento #

# 7: matrix dos dados branqueados #

# C: matriz de covariancias dos desfasamentos no tempo para um dado lag #

# CM: matriz simétrica obtida a partir da matriz C #
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# V: matriz dos vectores préprios #
# A: matriz estimada dos coeficientes da mistura #
# S: matriz estimada dos sinais (componentes) apenas para ncomp sinais #
n<-nrow(X)
p<-ncol(X)
X<-scale(X,scale=FALSE)
VAR<-t(X)%*%X /n
sl<-svd(VAR)
D<-diag(c(1/sqrt(s1$d)))
K<-D%*%t(s1%u)
if(ncomp>p)
stop("o ncomp devera ser menor ou igual a p")
K<-matrix(K[l:ncomp,],ncomp,p)
Z<-K%*%t(X)
7<-t(Z)
if(n-lag<1)
stop("o lag devera ser menor que n")
C<-t(matrix(Z[1:(n-lag),],n-lag,ncomp)) %*%matrix(Z[(1+lag):m,],n-lag,ncomp) /n
CM<-(C+t(C))/2
s2<-eigen(CM)
V<-s2$vectors
T<-D[1:ncomp,1:ncomp] %*%t(s1$u[,1:ncomp))
s3<-svd(T)
PseudoinversaT <-s3$v%*%diag(c(1/s3%d)) %* %t (s3%u)
A<-PseudoinversaT%*%V
7<-t(Z)
S<-t(V)%*%Z
return(list(K=K,Z=t(Z),C=C,CM=CM,V=V,A=t(A),S=t(S)))
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Rotinas de SSA

Para o exemplo de aplicacao da SSA no Capitulo 4, para além das préprias funcionalidades do
R, foram criadas intimeras rotinas para implementar a técnica, incluindo aquelas que permitem
tratar os vérios tipos de centragem associados & SSA. Na parte das previsoes foi também usado
o software CaterpillarSSA.

Para implementar a rotina para o algoritmo de previsdo corrente (ssaRFA) é necessério
implementar antes duas outras fung¢oes, uma para criar a matriz dos desfasamentos (MssaML-
matlagdados) e outra para a reconstrucdo de uma série temporal (RCT.1serie), de acordo com
os c6digos que se apresentam de seguida.

MssaMLmatlagdados<-function (matriz, M)

{

# Inserir uma matriz com L séries temporais e um comprimento da janela, M (M<=N/2).#
# Devolve uma lista com 2 matrizes com L*M colunas #

# que representam M desfasamentos para L séries.#

# 1¢ série nas primeiras M colunas#

# 2% série nas M colunas seguintes,...#

# Matriz com colunas nao centradas e centradas.#

matriz<-as.matrix(matriz)

N <- nrow(matriz)

L <- ncol(matriz)

xmat <- matrix(0, ntow = (N - M + 1), ncol = M * L)

for (j in 1:L) (for (i in 1:M) xmat[, (j - 1) * M + i] <- c(matriz[, j])[i:(N - M + i)])
xmatcent <- matrix(0, nrow = (N - M + 1), ncol = M*L)

for (iin 1:M) (for (j in 1:L)

xmatcent[, (j-1)*M+i] <- xmat[, (j-1)*M+i] -mean(xmat], (j-1)*M+i] ))

colnames <- rep("", M)

rownames <- rep("", N - M + 1)

for (j in 1:L) (for (i in 1:M) colnames|[(j - 1) * M + i] <- paste("lag", i, "series", j, sep = ""))

for (iin 1I:N - M + 1) rownames[i] <- paste("row", i, sep = "")
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list("Matrix of lagged data \n "=xmat, "Matrix of lagged data centered \n "=xmatcent, colnames,

rownames)

RCT.1serie<- function (serie, M, k, p)

{

# serie - inserimos 1 serie original (por coluna) #

# M - comprimento da janela #

# k - n° minimo da componente principal a reter na reconstrugao #
# p - n° méaximo da componente principal a reter na reconstrucao #

# Esta funcao ird devolver as CPs e a reconstrucdo da L série original.#

MatrizDesfasada<-MssaMLmatlagdados(serie, M)][[1]]

# Matriz dos desfasamentos calculada a partir da fungao MssaMLmatlagdados #
MatrizS<-t(MatrizDesfasada)%*%MatrizDesfasada
D<-svd(MatrizS)$d
U<-svd(MatrizS)$u
MatrizV <-MatrizDesfasada%*%U%* %diag(1/sqrt(D))

# Vi=X*Ui/sqrt(lambda i) matriz das componentes principais #
ListaXi.kAte.p<-list()
for(i in k:p)

{

MatrizXi<-sqrt(DI[i])*MatrizV|[,i] %*%t(U[,i])

# Xi=sqrt(lambda 1)*Vi*t(Ui) #
ListaXi.kAte.p[[i]] <-MatrizXi

}
if(k==1 & p==1)
SomaXi.kAte.p<-ListaXi.kAte.p[[1]]
else {

SomaXi.kAte.p<-ListaXi.kAte.p[[k]]

for(i in k:(p-1))
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SomaXi.kAte.p<-SomaXi.kAte.p+ListaXi.kAte.p[[i+1]]
}
N <- nrow(as.matrix(serie))
L <- ncol(as.matrix(serie))
k1 <- nrow(MatrizDesfasada)
M <- ncol(MatrizDesfasada)
Nl<-kl+M-1
if (N 1= N1)
stop("Error on number of elements in our data")
matrec2 <- matrix(0, ntrow = N, ncol = M*L)
for (i in 1:M)(for (j in 1:L)
matrec2[i:(N - M + i), (j-1)*M+i] <- SomaXikAte.p[, (j-1)*M+i])
med2 <- vector(mode = "numeric", length = N)
for (iin 1:M) med2[i] <- i
for iin (M + 1):(N - M + 1)) med2[i] <- M
for iin (N - M + 2):N) med2[i] <- (N-i+ 1)
matrizrec <- as.matrix(matrix(0,nrow = N, ncol = L))
for (i in 1:N) (for (j in 1:L)
matrizrec|i,j] <- sum(matrec2[i,((j-1)*M+1):(j*M)])/med2[i])
list("Matriz V das CPs \n" = MatrizV, "Matriz Reconstruida desfasada \n" = SomaXi.kAte.p,

"Serie Reconstruida \n" = matrizrec, "Matriz U dos vectores préprios \n" = U)

ssaRFA <- function (serie, M, r, h)

{

# SSA - Algoritmo de Previsdo Recorrente #

# serie - inserimos 1 serie original (por coluna) #

# M - comprimento da janela #

# r - n° de componentes principais a reter na reconstrugao #
# h - n° de valores previstos a obter #

# Esta rotina ird devolver valores previstos. #
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MatrizU<-RCT.1serie(serie, M, 1, r)[[4]]
# Matriz dos vetores préprios; admitimos sempre que k=1 e p=r #
v<-MatrizU[M,1:r]
v2<-sum(v"2)
A <-matrix(0, nrow = M-1, ncol = r)
for(i in 1:r)
Ali]<-(1/(1-v2))*v[i]*MatrizU[1:(M-1),i]
vectorA<-rowSums(A)
N<-length(serie)
SerieReconstruida<-RCT.1serie(serie, M, 1, r)[[3]]
VectorValPrev<-c()
ValorPrevisto<-vectorA%*%SerieReconstruida[(N-M+2):N]
VectorValPrev[1]<-ValorPrevisto
if (h==1)
Vector ValPrev<-ValorPrevisto
else {
for (i in 2:h)
{
SerieReconstruida[N+(i-1)]<-Vector ValPrev][i-1]
NovoValorPrevisto<-vector A%*%SerieReconstruida[(N-M+2+i-1):(N+i-1)]

VectorValPrev[i]<-NovoValorPrevisto

}
}

return(VectorValPrev)

Rotinas de LagACI

Para o Capitulo 6 da LagACI, foram produzidas imimeras rotinas para implementar a MSSA

e para sustentar a nova abordagem LagACI, tendo em vista a andlise do conjunto de dados da
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pressdao ao nivel do mar. As linhas de cédigo nao sao aqui apresentadas devido & sua enorme

quantidade e extensao de muitas delas.

Rotinas de Indicadores do Desempenho de um Modelo

Para o exemplo de aplicagao da LagACI, na parte da comparagao entre as técnicas apresentadas
no Capitulo 6, foram criadas fun¢oes para implementar cada um dos indicadores do desempenho
de um modelo, de acordo com os cédigos apresentados de seguida.

INDICEdeWILLMOTTS81<-function (matrizorig, matrizreconst, nlinhas, ncolunas)
{
# matrizorig - matriz dos dados originais #
# matrizreconst - matriz reconstruida #
# nlinhas - n° de linhas das matrizes matrizorig e matrizreconst #
# ncolunas - n° de colunas das matrizes matrizorig e matrizreconst #
# devolve o valor do indice #
MATRIZdeMEDIAS <- as.matrix(matrix(0, nrow = nlinhas, ncol = ncolunas))
or(i in 1:nlinhas) (for(j in 1:ncolunas){
MATRIZdeMEDIAS]i,j] <- mean(matrizorig[,j])})
SQRE <- ¢()
SQMod <- ¢()
for(j in Lincolunas){
SQRE[j] <- sum((matrizreconst-matrizorig)[,j|]~2)
SQMod[j] <- sum((abs(matrizreconst[,jl-MATRIZdeMEDIAS],j])
+abs(matrizorig[,j]-MATRIZdeMEDIAS[,j])) ~2)}
somaSQRE <- sum(SQRE)
somaSQMod <- sum(SQMod)
INDICE <- 1-(SQRE/SQMod)
MEDIAdosVALORESdoINDICE <- mean(INDICE)
list("SQRE de cada varidvel\n" = SQRE, "Soma das SQRE\n" = somaSQRE, "SQMod de cada
varigvel\n" = SQMod, "Soma das SQMod\n" = somaSQMod, "Indice de Willmott 1981\n" = INDICE,
"Média dos Valores do Indice de Willmott 1981" = MEDIAdosVALORESdoINDICE)
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INDICEdeWILLMOT Trevisto85<-function (matrizorig, matrizreconst, nlinhas, ncolunas)
{
# matrizorig - matriz dos dados originais #
# matrizreconst - matriz reconstruida #
# nlinhas - n° de linhas das matrizes matrizorig e matrizreconst #
# ncolunas - n° de colunas das matrizes matrizorig e matrizreconst #
# devolve o valor do indice #
# EAM - Erro Absoluto Médio vezes n de observagoes (soma de |Pi-Oi|) #
# SMod - Soma de Médulos [|Pi-Obarra| + |Oi-Obarral] #

MATRIZdeMEDIAS <- as.matrix(matrix(0, nrow = nlinhas, ncol = ncolunas))

for(i in 1:nlinhas) (for(j in l:ncolunas){

MATRIZdeMEDIAS]i,j] <- mean(matrizorig[,j])})

EAM <- ¢()

SMod <- ¢()

for(j in Lincolunas){

EAM]j] <- sum(abs(matrizreconst[,j]-matrizorig|,j]))

SMod[j] <- sum(abs(matrizreconst[,j]-MATRIZdeMEDIAS],j])

+abs(matrizorig[,j]- MATRIZdeMEDIAS[,j])) }

INDICE <- 1-(EAM/SMod)

MEDIAdosVALORESdoINDICE <- mean(INDICE)
list("EAM de cada varidgvel\n" = EAM, "SMod de cada variavel\n" = SMod, "Indice de Willmott

revisto 1985\n" = INDICE, "Média dos Valores do Indice de Willmott revisto 1985" = MEDIAdosVAL-
ORESdoINDICE)

INDICEdeWILLMOT Trefinado2012<-function (matrizorig, matrizreconst, nlinhas, ncolunas)

{

# matrizorig - matriz dos dados originais #

# matrizreconst - matriz reconstruida #
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# nlinhas - n°® de linhas das matrizes matrizorig e matrizreconst #

# ncolunas - n° de colunas das matrizes matrizorig e matrizreconst #

# devolve o valor do indice #

# EAM - Erro Absoluto Médio vezes n de observagoes (|Pi-Oi|) #

# DAM - Desvio Absoluto Médio vezes n de observagoes (|Oi-Obarral)#
MATRIZdeMEDIAS <- as.matrix(matrix(0, nrow = nlinhas, ncol = ncolunas))
for(i in 1:nlinhas) (for(j in l:ncolunas){

MATRIZdeMEDIAS][i,j] <- mean(matrizorig[,j])})
EAM <- ¢()
DAM <- ¢()
for(j in l:ncolunas){
EAM]j] <- sum(abs(matrizreconst[,j]-matrizorig|.j]))
DAM]Jj] <- sum(abs(matrizorig[,jl-MATRIZdeMEDIAS[,j]))}
NDICE <- ¢()
for(i in 1:ncolunas){
if (EAM[i]<=(2*DAM[i])) INDICE[i] <- 1-(EAMIi]/(2*DAMI[)) else
INDICE[i] <- ((2*DAMIi])/EAMIi])-1}
MEDIAdosVALORESdoINDICE <- mean(INDICE)
list("EAM de cada varidavel\n" = EAM, "DAM de cada varidgvel\n" = DAM, "Indice de Willmott
refinado 2012\n" = INDICE, "Média dos Valores do Indice de Willmott refinado 2012" = MEDIAdos-
VALORESdoINDICE)

COEFdeNASHeSUTCLIFFE70<-function (matrizorig, matrizreconst, nlinhas, ncolunas)
{

# matrizorig - matriz dos dados originais #

# matrizreconst - matriz reconstruida #

# nlinhas - n° de linhas das matrizes matrizorig e matrizreconst #

# ncolunas - n° de colunas das matrizes matrizorig e matrizreconst #

# devolve o valor do indice #

# SQRE - Soma de Quadrados dos Residuos (Pi-Oi)~2 #
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# SQDO - Soma de Quadrados dos Desvios das Observagoes (Oi-Obarra)~2 #
MATRIZdeMEDIAS <- as.matrix(matrix(0, nrow = nlinhas, ncol = ncolunas))
for(i in 1:nlinhas) (for(j in l:ncolunas){
MATRIZdeMEDIAS[i,j] <- mean(matrizorig[,j])})
SQRE <- ¢()
SQDO <- ¢()
for(j in Lincolunas){
SQRE[j] <- sum((matrizreconst-matrizorig)[,j]~2)
SQDOJj] <- sum((matrizorig[,j]- MATRIZdeMEDIAS],j])~2)}
COEF <- 1-(SQRE/SQDO)
MEDIAdosVALORESdoCOEF <- mean(COEF)
list("SQRE de cada variavel\n" = SQRE, "SQDO de cada varidgvel\n" = SQDO, "Coeficiente de
Nash e Sutcliffe 1970\n" = COEF, "Média dos Valores do Coeficiente de Nash e Sutcliffe 1970" =
MEDIAdosVALORESdoCOEF)

COEFdeLEGATESeMCCABE99<-function (matrizorig, matrizreconst, nlinhas, ncolunas)

{

# matrizorig - matriz dos dados originais #

# matrizreconst - matriz reconstruida #

# nlinhas - n° de linhas das matrizes matrizorig e matrizreconst #

# ncolunas - n° de colunas das matrizes matrizorig e matrizreconst #

# devolve o valor do indice #

# EAM - Erro Absoluto Médio vezes n de observagoes (|Pi-Oi|) #

# DAM - Desvio Absoluto Médio vezes n de observagoes (|Oi-Obarra|)#
MATRIZdeMEDIAS <- as.matrix(matrix(0, nrow = nlinhas, ncol = ncolunas))
for(i in 1:nlinhas) (for(j in 1:ncolunas){

MATRIZdeMEDIAS]i,j] <- mean(matrizorig[,j])})
EAM <- ¢()
DAM <- ¢()

for(j in Lincolunas){
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EAM]j] <- sum(abs(matrizreconst[,j]-matrizorig|.j]))
DAM]j] <- sum(abs(matrizorig[,j]-MATRIZdeMEDIAS|,j]))}
COEF <- 1-(EAM/DAM)
MEDIAdosVALORESdoCOEF <- mean(COEF)
list("EAM de cada varidavel\n" = EAM, "DAM de cada varidvel\n" = DAM, "Coeficiente de Legates
e McCabe 1999\n" = COEF, "Média dos Valores do Coeficiente de Legates e McCabe 1999" = MEDI-
AdosVALORESdoCOEF)

Rotinas do Capitulo 7

No Capitulo que engloba a comparacao entre vérias técnicas, para anélise do conjunto de dados
da altura geopotencial, ao nivel de um setor do Hemisfério Norte, e tendo em conta o seu elevado
grau de complexidade, recorreu-se a construcao de novas rotinas que permitissem analisar uma
possivel convergéncia de resultados entre as técnicas. De seguida apresentam-se as linhas de
c6digo usadas no software R.

### DADOS DA ALTURA DO GEOPOTENCIAL - 500 (Dados Médios Mensais)

### De Janeiro de 1958 a Dezembro de 2007 (para uma Latitude 20N-80N)

##4 UTILIZAR O PACKAGE CLIMPACT ATRAVES DA FUNCAO retrieve.nc

### Ir buscar o ficheiro netCDF com os dados guardados numa pasta do disco:

AltGeop.500.MM.1958.2007.Lat20N80N <-retrieve.nc("C:/SEBAST /Doutoramento/DADOS_CLIMA _netCDF/

DADOS_MENSAIS _Geopotencial 20_80_MAIO_2010/Jan1958 Dez2007_AGeop500_Lat20N80N.nc")

MAT2D.AltGeop <-function(X)

# Fungdo para construir a matriz 2-D dos dados da Altura do Geopotencial #

# X: matriz 4-D dos dados com os valores por tempo, nivel, latitude e longitude #
tim <-dim (X)[1]
lat <-dim (X)[3]

lon <-dim (X)[4]
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matriz <- matrix(0, nrow = tim, ncol = lat*lon )

for (i in 1:tim)

vector<- c()
for (j in 1:lomn)
vector <- append(vector, X[i,,j|, after = length(vector))

matriz[i,] <- vector

return(matriz)

st stk sk sk ok sk sk sk ok skok sk sk sk ok sk sk skoR skok sk sk skl sk sk ok sksk skt skok sk sk sk ok sk sk sk ok kR sk sk skl sk sk ok kok skok skok ok ok sk ko kok

MAT2D.AltGeop.500.MM.1958.2007.Lat20N80N <-M AT 2D .AltGeop(AltGeop.500.MM.1958.2007.Lat20N80N $dat)

dim (MAT2D.AltGeop.500.MM.1958.2007.Lat20N80N)

MAT2D.AltGeop.MediasMensais.50anos <-function(X)

# Fungdo para construir a matriz das médias (por cada ponto da grelha e por cada més) #
# para cada um dos meses ao longo do intervalo temporal de 50 anos dos dados da Altura do Geopotencial #
# X: matriz 2-D dos dados com os valores por tempo, latitude*longitude #
# linhas de X: valores do tempo #
# colunas de X: cada um dos pontos da grelha #
nr<-nrow(X)
nc<-ncol(X)
anos<-nr/12
matmediasBlocol2 <- matrix(0, nrow = 12, ncol = nc)
vector <- ¢()

for (j in l:nc)

for (mes in 1:12)

for (k in l:anos)
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{
vector[k] <- X[12*(k-1)+mes,j|
}
matmediasBlocol2[mes,j] <- mean(vector)
}
}
matmedias <- matrix(0, nrow = nr, ncol = nc)
for (i in 1:anos)
{
matmedias[(12*(i-1)+1):(12*i),] <- matmediasBlocol2
}
return(matmedias)
}

MAT2D.AltGeop.500.MM.1958.2007.Lat20N80N.MatMedias. AR <-

MAT2D.AltGeop.MediasMensais.50anos(MAT2D.AltGeop.500.MM.1958.2007.Lat20N80N)

dim (MAT2D.AltGeop.500.MM.1958.2007.Lat20N80N.MatMedias.AR)

### ANOMALIAS E ANOMALIAS PONDERADAS:

Anomalias. AR <-MAT2D.AltGeop.500.MM.1958.2007.Lat20N80ON-MAT2D.AltGeop.500.MM.1958.2007.Lat20N80ON.MatMedias. AR

MatLatBlocol<-matrix(AltGeop.500.MM.1958.2007.Lat20N80N$lat,600,25,byrow=TRUE)

MatLat<-matrix(rep(MatLatBlocol),600,3600)

SqrtCosMatLat <-sqrt(cos(MatLat*(pi/180)))

AnomaliasPonderadas.AR<-Anomalias. AR*SqrtCosMatLat

dim (AnomaliasPonderadas.AR)

### GRAFICOS DE VALORES PROPRIOS:

plot(AltGeop.500.MM.ACP.Lat20N8ON.AR[[1]][1:50] "2, xlab="", ylab="")

plot(log(AG.500.MM.Lat20N8ON.M180L19.p421.ACP.AR[[1]][1:50]), xlab="", ylab="")

HH#H#HH#H#H#H#### Para MSSA (ACP Estendida):

### SERIES TEMPORAIS DOS SCORES:

295
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CPEstendidasParaPlot<-AG.500.MM.Lat20N80N.M180L19.p421.ACP.AR[[3]][,1:20]
colnames(CPEstendidasParaPlot)<-c("CPE1","CPE2","CPE3","CPE4","CPE5",
"CPEG6","CPE7","CPE8","CPE9","CPE10","CPE11","CPE12","CPE13",
"CPE14","CPE15","CPE16","CPE17","CPE18","CPE19","CPE20")

CPEstendidasParaPlot

library(zoo)

plot(as.zoo(ts(CPEstendidasParaPlot)), nc = 2, type="1", cex.main = 1.5,

main="Scores das CPEs com M=180 ¢ L=19", xlab="Meses")

### GRAFICOS DE PARES DE CPEs:

par(mfrow=c(2,4))

plot(AG.500.MM.Lat20N8ON.M180L19.p421.ACP.AR[[3]][,4:5], type="1", xlab="CPE4", ylab="CPE5")
plot(AG.500.MM.Lat20N8ON.M180L19.p421.ACP.AR[[3]][.8:9], type="1", xlab="CPES8", ylab="CPE9")
plot(AG.500.MM .Lat20NSON.M180L19.p421. ACP.AR[[3]][,10:11], type="1", xlab="CPE10", ylab="CPE11")
plot(AG.500.MM .Lat20NSON.M180L19.p421. ACP.AR[[3]][,12:13], type="1", xlab="CPE12", ylab="CPE13")
plot(AG.500. MM .Lat20NSON.M180L19.p421. ACP.AR[[3]][,14:15], type="1", xlab="CPE14", ylab="CPE15")
plot(AG.500.MM.Lat20N8ON.M180L19.p421.ACP.AR([[3]][,17:18], type="1", xlab="CPE17", ylab="CPE18")
plot(AG.500.MM.Lat20N80ON.M180L19.p421.ACP.AR([[3]][,19:20], type="1", xlab="CPE19", ylab="CPE20")
### GRAFICOS DOS LOADINGS (dos VETORES PROPRIOS):
VETORESdasCPEstendidasParaPlot<-AG.500.MM.Lat20N8ON.M180L19.p421.ACP.AR|[[2]][,1:20]
colnames(VETORESdasCPEstendidasParaPlot) <-c("CPE1","CPE2","CPE3","CPE4","CPE5","CPE6","CPE7","CPES",
"CPE9","CPE10","CPE11","CPE12","CPE13","CPE14","CPE15","CPE16","CPE17","CPE18","CPE19","CPE20")
VETORESdasCPEstendidasParaPlot

plot(as.zoo(ts(VETORESdasCPEstendidasParaPlot)), nc = 2, type="1", main="", xlab="")

HH#H#HH#H#H#H#### Para LagACI (ACI Estendida)

##4# SERIES TEMPORAIS DOS SCORES:

ClEstendidasParaPlot<-AG.500.MM.Lat20N80N.M180L19.lagdados.ACI1.20$S
colnames(CIEstendidasParaPlot) <-c("CIE1","CIE2","CIE3","CIE4","CIE5",
"CIE6","CIE7","CIE8","CIE9","CIE10","CIE11","CIE12","CIE13","CIE14",

"CIE15","CIE16","CIE17","CIE18","CIE19","CIE20")
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ClIEstendidasParaPlot
plot(as.zoo(ts(CIEstendidasParaPlot)), nc = 2, type="1", cex.main = 1.5,

main="Scores das CIEs com M=180 ¢ L=19 - Algoritmo FastICA", xlab="Meses")

### GRAFICOS dos VETORES PROPRIOS:
VETORESdasCIEstendidasParaPlot<-t(AG.500.MM.Lat20N80N.M180L19.lagdados.ACI.20$A)
colnames(VETORESdasCIEstendidasParaPlot)<-c("CIE1","CIE2","CIE3","CIE4","CIE5",
"CIE6","CIE7","CIES","CIE9","CIE10","CIE11","CIE12","CIE13","CIE14","CIE15",
"CIE16","CIE17","CIE18","CIE19","CIE20")

VETORESdasCIEstendidasParaPlot

plot(as.zoo(ts(VETORESdasCIEstendidasParaPlot)), nc = 2, type="1", main="", xlab="")
### CORRELACOES:

cor(CPEstendidasParaPlot,CIEstendidasParaPlot)

### COSSENOS DE VETORES:

> CosAngulo

function(vectorl,vector2)

# Cosseno do angulo entre dois vectores #
norma<-c(0,0)

norma[l]<-sqrt(t(vectorl)%*%vectorl)
norma(2]<-sqrt(t(vector2)%*%vector2)
cosseno<-(t(vectorl)%*%vector2)/(norma[l]*normal2])

return(cosseno)

### ALGUNS EXEMPLOS:
CosAngulo(VETORESdasCPEstendidasParaPlot[,2],VETORESdasCIEstendidasParaPlot[,11])
CosAngulo(VETORESdasCPEstendidasParaPlot[,3],VETORESdasCIEstendidasParaPlot[,5])

#### ESPECTROS (todas as componentes relevantes):

spectrum (cbind(AG.500.MM.Lat20N80ON.M180L19.p421.ACP.AR[[3]][,7],
AG.500.MM.Lat20N8ON.M180L19.p421.ACP.AR[[3]][,2],AG.500.MM.Lat20N8ON.M180L19.p421.ACP.AR[[3]][,10],

AG.500.MM.Lat20N8ON.M180L19.p421.ACP.AR[[3]][,16],AG.500.MM.Lat20N80N.M180L19.p421.ACP.AR[[3]][,3],
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spans=c(3,3),col=c(1,1,1,1,1,1), main=""sub="",xlab="Frequéncia",ylab="Espectro",ci=0)
legend(locator(1),c("CPE7","CPE2","CPE10","CPE16","CPE3","CPE6"),

spectrum (cbind(AG.500.MM.Lat20N80N.M180L19.lagdados. ACL.20$S[,13],
AG.500.MM.Lat20N80N.M180L19.lagdados.ACI.20$S[,16],AG.500.MM.Lat20N80N.M180L19.lagdados.ACI.20$S[,19],
AG.500.MM.Lat20N80N.M180L19.lagdados.ACI.20$S[,5],AG.500.MM.Lat20N80N.M180L19.lagdados.ACI.20$S[,11],
spans=c(3,3),col=c(1,1,1,1,1,1,1),main=""sub="",xlab="Frequéncia" ,ylab="Espectro",ci=0)

legend(locator(1),c("CIE13","CIE16","CIE19","CIE5","CIE11","CIE20"),

HH4HHH#AH#H# Para LagACI - COM O ALGORITMO AMUSE

#4444 MATRIZ DESFASADA (421%3420):
AG.500.MM.Lat20N80N.M180L19.lagdados<-MssaMLmatlagdados(AltGeop.500.MM.ACP.Lat20N80N.19CPs.AR,180)[[1]]
AG.500.MM.Lat20N8ON.M180L19.lagdados
dim (AG.500.MM.Lat20N80ON.M180L19.lagdados)
DIDIDIIDIIDIIDIIDIIDIDIDIDIIDIDIDIDDIDIDIDIDDIDDIDIDDIDDDDIDDODDIDIDDDDIDDIDDDDDDDDIRDDIDIDRIDRIRDIRDDRND»NN»ND
HAR R AR E A plicando o AMUSE *Hk# s dodor ot odor ot ook ot R R
———— Extraindo 20 componentes em ACL: —— — —— — —— — — — ——

M=180 ; L=19; p=20
EXTRAINDO ncomp COMPONENTES PARA UM DADO DESFASAMENTO lag NO TEMPO:
P R R P T R R T P T R T T T T T T T B B B B B B B R R R R B B P B R R B T B P T RIS
AG.500.MM.Lat20N80N.M180L19.lagdados.ACI.20.AMUSE <-AMUSElagl(AG.500.MM.Lat20N80N.M180L19.lagdados,1,20)
AG.500.MM.Lat20N80N.M180L19.lagdados.ACI.20.AMUSE
### SERIES TEMPORAIS DOS SCORES:
ClEstendidasParaPlot. AMUSE<-AG.500.MM.Lat20N80N.M180L19.lagdados.ACI.20.AMUSES$S
colnames(CIEstendidasParaPlot. AMUSE) <-¢c("CIE1","CIE2","CIE3","CIE4","CIE5","CIE6","CIE7","CIE8",
"CIE9","CIE10","CIE11","CIE12","CIE13","CIE14","CIE15","CIE16","CIE17","CIE18","CIE19","CIE20")

ClIEstendidasParaPlot. AMUSE
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plot(as.zoo(ts(CIEstendidasParaPlot.AMUSE)), nc = 2, type="1", cex.main = 1.5,

main="Scores das CIEs com M=180 ¢ L=19 - Algoritmo AMUSE", xlab="Meses")

### GRAFICOS DE PARES DE CIEs:

par(mfrow=c(2,4))

plot(AG

plot(AG.

plot(AG.

plot(AG.

plot(AG.

plot(AG.

plot(AG.

plot(AG.

.500.MM

500.MM

500.MM

500.MM

500.MM

500.MM

500.MM

500.MM

.Lat20N8ON.

.Lat20N8ON.

.Lat20N8ON.

.Lat20N8ON.

.Lat20N8ON

.Lat20N8ON

.Lat20N8ON

.Lat20N8ON.

M180L19.lagdados.ACI.20.AMUSES$S[,5:6], type="1", xlab="CIE5", ylab="CIE6")

M180L19.lagdados.ACI.20.AMUSES$S[,7:8], type="1", xlab="CIET7", ylab="CIE8")

M180L19.lagdados.ACI.20.AMUSES$S[,9:10], type="1", xlab="CIE9", ylab="CIE10")

M180L19.lagdados.ACI.20.AMUSE$S[,11:12], type="1",

M180L19.lagdados. ACI.20.AMUSE$S[,13:14], type="1",

M180L19.lagdados.ACI.20.AMUSES$S[,15:16], type="1",

M180L19.lagdados. ACI.20.AMUSES$S[,17:18], type="1",

M180L19.lagdados.ACI.20.AMUSES$S[,19:20], type="1",

### GRAFICOS dos VETORES PROPRIOS:

xlab="CIE11",

xlab="CIE13",

xlab="CIE15",

xlab="CIE17",

xlab="CIE19",

ylab="CIE12")

ylab="CIE14")

ylab="CIE16")

ylab="CTE18")

ylab="CTE20")

VETORESdasCIEstendidasParaPlot. AMUSE <-t(AG.500.MM.Lat20N80N.M180L19.lagdados.ACI.20.AMUSES$A)

colnames(VETORESdasCIEstendidasParaPlot. AMUSE) <-¢("CIE1","CIE2","CIE3","CIE4","CIE5","CIE6","CIE7","CIE8"

,"CIE9","CIE10","CIE11","CIE12","CIE13","CIE14","CIE15","CIE16","CIE17","CIE18","CIE19","CIE20")

VETORESdasCIEstendidasParaPlot. AMUSE

plot(as.zoo(ts(VETORESdasCIEstendidasParaPlot. AMUSE)), nc = 2, type="1", cex.main = 1.5,

main="Loadings dos vetores com M=180 e L=19 - Algoritmo AMUSE", xlab="")

### ESPECTROS da LagACI AMUSE (todas as componentes relevantes):

### Para ver as FREQUENCIAS que correspondem as 20 Cls:

FREQUENCIAS.M180L19.ACI.20.AMUSE <-spectrum (AG.500.MM.Lat20N80N.M180L19.lagdados.ACI.20.AMUSE$S[,1:20],

spans=c(3,3),col=c(1,1), cex.main = 1.0, main="Espectro para CIEs - Algoritmo AMUSE" ,sub="",

xlab="Frequéncia",ylab="Espectro",ci=0)

FREQUENCIAS.M180L19.ACI.20.AMUSES$freq

FREQUENCIAS.M180L19.ACI.20.AMUSES$spec

spectrum (cbind (AG.500.MM.Lat20N80N.M180L19.lagdados.ACI.20.AMUSE$S[,2],

AG.500.MM.Lat20N80N.M180L19.lagdados.ACI.20.AMUSES$S[,4:8]),1ty=c(1,2,3,4,5,6,7),

299
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#4## CORRELACOES entre as CPs da MSSA e as Cls da LagACI e da LagACI-AMUSE:
cor(AG.500.MM.Lat20N8ON.M180L19.p421. ACP.AR[[3]][.1:20],AG.500.MM.Lat20N80N.M180L19.lagdados.ACIL.20.AMUSESS)
cor(AG.500.MM.Lat20N80ON.M180L19.lagdados.ACI.20$S,AG.500.MM.Lat20N80ON.M180L19.lagdados.ACI.20.AMUSES$S)
cor(AG.500.MM .Lat20NSON.M180L19.p421.ACP.AR[[3]][,1:20])

cor(AG.500.MM.Lat20N80ON.M180L19.lagdados.ACI.2088S)

cor(AG.500.MM.Lat20N80ON.M180L19.lagdados.ACI1.20.AMUSES$S)

B R R R R R O T R B R T
HHfpH#H#H#H### Indice mensal NAO (NAOI):

NAOmensall958a2007 <-read.table("C:/Doutoramento/DADOS_CLIMA _netCDF/NAOmensall958a2007.txt")
NAOmensall958a2007(,3]

ts.NAOmensall958a2007<-ts(NAOmensall958a2007(,3], frequency = 12, start = ¢(1958, 1))

ts.NAOmensall958a2007

plot(ts.NAOmensall958a2007, xlab="Anos", ylab="Série do fndice NAO™)

ts.NAOmensall958a2007 <-ts(ts.NAOmensall958a2007)

"

spectrum (ts.NAOmensall958a2007,spans=c(3,3),main="",sub="" xlab="Frequéncia",ylab="Espectro",ci=0)
HHHHHH#H#H#H# MATRIZ DOS SCORES DA ACP INICIAL:

### APENAS AS PRIMEIRAS 19 CPs RETIDAS (NO PRE—PROCESSAMENTO)
AltGeop.500.MM.ACP.Lat20N80ON.19CPs.AR

dim (AltGeop.500.MM.ACP.Lat20N80ON.19CPs.AR)

AltGeop.500.MM.ACP.Lat20N80ON.19CPs.AR[,1]

length(AltGeop.500.MM.ACP.Lat20N8ON.19CPs.AR[,1])

H#HH#H# CORRELACOES entre as CPs da ACP e a série de valores mensais do NOAT (fndice mensal NAO):
##+# PARA TODAS AS CPS:

cor(AltGeop.500.MM.ACP.Lat20N80ON.19CPs.AR,ts.NAOmensall958a2007)

### PARA A CP1:

cor(AltGeop.500.MM.ACP.Lat20N80ON.19CPs.AR[,1],ts.NAOmensal1958a2007)
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D.2 Dados da Pressao ao Nivel do Mar

O conjunto de dados designado de "Pacific2" refere-se a um total de 8 varidveis, as quais re-
presentam 8 estagdes meteoroldgicas situadas no Pacifico Norte. Em cada uma das estagoes foi
medida a Pressao Média ao Nivel do Mar (MSLP - Mean Sea Level Pressure). Estes dados foram
abordados nos Capitulos 3 e 6.

As designacgoes e as respetivas localizagGes das estagdes em estudo sao:

1. Crescent City - "CCity.CA", 41° 45’ N, 124° 11’ W,

2. San Diego - "SDie.CA", 32° 43’ N, 117° 10’ W

3. San Francisco - "SFranc.CA", 37° 48’ N, 122° 28’ W,

4. Hilo - "Hilo.HW", 19° 44’ N, 155° 03’ W

5. Honolulu - "HonolL.LHW", 21° 18’ N, 157° 52’ W;

6. Neah Bay - "NBay.WA", 48° 22’ N, 124° 37" W;

7. Seldovia - "Seld.AK", 59° 26’ N, 151° 43’ W;

8. Sitka - "Sitka.AK", 57° 03’ N, 135° 21’ W.

As medigoes da Pressao foram efetuadas durante o periodo de janeiro de 1979 a dezembro
de 1996, e correspondem a 216 observagoes mensais. As abreviaturas de referéncia nas estagoes

Sa0:

AK - para o Estado do Alasca;

e CA - para o Estado da Califérnia;

HW - para o Estado do Havai;

WA - para o Estado de Washington.
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Tabela D.1: Matriz das correlacoes das varidveis originais dos dados Pacific2

CCity.CA SDie.CA SFranc.CA Hilo. HW Honol. HW NBay. WA Seld.AK Sitka.AK
CCity.CA 1.000 0.435 0.815 0.293 0.1605 0.8122 0.565 0.645
SDie.CA 0.435 1.000 0.733 0.532 0.3349 0.1074 0.261 0.182
SFranc.CA 0.815 0.733 1.000 0.355 0.1804 0.4768 0.329 0.373
Hilo.HW 0.293 0.532 0.355 1.000 0.6664 0.1547 0.359 0.292
Honol. HW 0.161 0.335 0.180 0.666 1.0000 0.0791 0.260 0.203
NBay. WA 0.812 0.107 0.477 0.155 0.0791 1.0000 0.651 0.843
Seld AK 0.565 0.261 0.329 0.359 0.2598 0.6506 1.000 0.850
Sitka.AK 0.645 0.182 0.373 0.292 0.2032 0.8429 0.850 1.000

D.2.1 Resultados

Na tabela D.1 e gréficos seguintes apresentamos alguns resultados referentes aos dados Pacific2.
Nas Figuras D.1 e D.2 apresentamos as séries originais e as correspondentes reconstrugoes
a custa das trés primeiras CPs e das duas Cls respetivamente, que permitem uma comparacao

visual ao longo do tempo para cada uma das oito estacoes meteoroldgicas.

D.3 Dados do Niumero de Vitimas Mortais em Acidentes de
Viacao

Este conjunto de dados constitui a série temporal do nimero mensal de vitimas mortais em
acidentes de viagao em Portugal Continental entre 1998 e 2009 e foi usado no Capitulo 4. Os
dados correspondem a 144 observagoes mensais e foram obtidos por intermédio do INE, embora

as entidades responsdveis pela recolha tenham sido a DGV e a ANSR.

D.3.1 Resultados

Nos gréficos das Figuras D.3, D.4, D.5 e D.6 apresentamos alguns resultados referentes a este
conjunto de dados, nomeadamente as componentes principais que nao ficaram retidas aquando

da aplicacdo da técnica da SSA, por se considerar que apresentam uma estrutura de ruido,



D.3. DADOS DO NUMERO DE VITIMAS MORTAIS EM ACIDENTES DE VIACAO 303

o~ 8
o =
3 < 7 £ -7
= «~ =} 2
o — 5 o
© o« T 5
— 3 ]
S
1980 1985 1990 1995 1980 1985 1990 1995
0 —
< = 3 - X 4
S o A = o
o @ F N
a — 3 o
T = o ]
- o~
1980 1985 1990 1995 1980 1985 1990 1995
3 n I~ 1
=) ~ =< ~
— = 5
g ] 5 -
e -
0
> o
— )
1980 1985 1990 1995 1980 1985 1990 1995
p==4 —
= =
X
£ g ] = 3
s S £ ~
= . »H o«
- -
o 0
=] T T T T ~ T T T T
1980 1985 1990 1995 1980 1985 1990 1995

Figura D.1: Séries temporais originais para cada uma das oito estacoes meteoroldgicas e respeti-

vas reconstrugoes as custa das duas CPs (CP14+CP2) em simultaneo

conforme se poderd verificar visualmente.

A Tabela D.2 apresenta os valores das 12 previstes mensais do nimero de vitimas mortais
para o ano de 2010 e os limites inferiores e superiores dos intervalos de predicao a 95%, para as
correspondentes previsoes, obtidas através do método empirico com base nos quantis calculados

a partir da funcao de distribuicao empirica da série de residuos.

Tendo em conta a centragem na SSA, descrita na Seccao 4.8, apresentamos alguns resultados,
com base neste conjunto de dados, que comprovam alguns dos aspetos tedricos de cada tipo de

centragem abordada.
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Figura D.2: Séries temporais originais para cada uma das oito estacoes meteoroldgicas e respeti-

vas reconstrugoes as custa das duas Cls (CI14+CI2 ) em simultaneo

Centragem por colunas

A igualdade (4.14) estd verificada, uma vez que para k = 97, m = 48 e d = d°“ = 48, obtém-se

48
> "\ = 53745457
=1
€
48 48
Noe) T D AT =97 x || > + D X = 50092596.69 + 3652860.31 = 53745457.
=1 =1

Centragem por linhas

A igualdade (4.16) est4 verificada, dado que para k = 97, m = 48, d = 48 e d® = 47 (pois o
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Figura D.3: Numero de vitimas mortais em acidentes de viagdo: componentes principais CP17

a CP24
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Tabela D.2: Previsoes do niimero de vitimas mortais para os meses do ano de 2010 e respetivos

intervalos de predicao obtidos através do método empirico

Pontos | Previsoes | Limite Inferior | Limite Superior
145 57.275 40.874 75.705
146 95.678 38.367 74.220
147 48.233 30.972 66.788
148 48.621 30.654 67.738
149 59.089 40.096 78.897
150 97.709 38.559 77.453
151 49.948 31.129 69.945
152 60.240 41.127 80.707
153 72.897 53.113 94.571
154 62.933 43.072 84.608
155 53.620 33.812 75.221
156 62.835 43.158 84.769

tiltimo valor préprio de S ¢é praticamente nulo),

48
Z \; = 53745457
=1

47 47
Aoy + X =48 x |[Ri[[2 + D A = 51942257.6 + 1803200.4 = 53745457.
=1 1=1

Centragem dupla
A igualdade (4.18) estd verificada para k = 97, m = 48, d = 48 e d** = 47 (pois o ultimo
valor préprio de S** é praticamente nulo) uma vez que

48
Z \; = 53745457
=1

47
o+ A + ZA** =97 5 [[R][? + 48 x [P + Y A
=1
50092596.69 + 2358908.36 -+ 1293951.95 = 53745457.
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Centragem na série original
Mais uma vez, efetuando a aplicacdo da teoria introduzida, a igualdade (4.20) fica verificada,

para k =97 e m = 48, uma vez que

48
Z \; = 53745457
=1

48 48
M) = Aogis) T YN = 9T x |[Rel [P = 97 x |Raig| + DN
=1 i=1
= 50092596.69 — 512526.37 + 4165386.68 = 53745457.

D.4 Dados da Altura (Geopotencial

Este conjunto de dados corresponde a valores mensais médios da altura geopotencial observada
para um valor de pressdo atmosférica a 500 milibar, desde janeiro de 1958 a dezembro de 2007
(50 anos). Os dados foram obtidos a partir dos arquivos de reandlise NCEP/NCAR do NOAA. O
setor abrangido pelo estudo insere-se no Hemisfério Norte, entre 20°N - 80°N e 0°F - 357.5°E. Foi
utilizada uma grelha espacial uniforme de 2.5° ao longo da latitude e da longitude, de tamanho

25x144 = 3600 pontos. A discussdo dos dados encontra-se no Capitulo 7.

D.4.1 Resultados

Dada a grande complexidade dos dados, apresentamos como exemplos ilustrativos nas Figuras
D.7 e D.8 dois graficos referentes & altura geopotencial em duas localizagoes distintas para a
mesma latitude, correspondentes a Portugal na regido de Castelo Branco (40°N, 7.5°W) e a

Filadélfia, no Estado da Pensilvania (40°N, 75°W) ao longo dos 50 anos em estudo.
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Figura D.7: Altura geopotencial (a 500 milibar) em Portugal na regiao de Castelo Branco (40°N,

7.5°W) ao longo dos 50 anos em estudo
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Figura D.8: Altura geopotencial (a 500 milibar) em Filadélfia, no Estado da Pensilvania (40°N,

75°W) ao longo dos 50 anos em estudo
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