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1 Introducao

O nome Geodésica tem a sua origem na Grécia antiga
onde jd se sabia que a Terra ("Geo") ndo era plana. Como
encontrar o caminho mais curto entre lugares da super-
ficie terrestre era entdo uma questdo importante. Dai
em diante, as curvas de menor comprimento entre dois
pontos numa determinada superficie ficaram conhecidas
como geodésicas. A nogdo de geodésica foi formalizada
com rigor a partir do século XVIII, com o surgimento do
calculo diferencial. No inicio do século XX, a teoria da
relatividade geral, na qual as geodésicas tém um papel
de destaque (ver por exemplo [3]), veio definitivamente
reforcar a importancia do estudo destas curvas.

No espaco euclidiano, todos aprendemos que o cami-
nho mais curto entre dois pontos € o segmento de reta
que os liga. Em geometria ndo euclidiana, encontrar uma
geodésica é, em geral, uma tarefa drdua que, na maior
parte dos casos, se consegue realizar apenas com a ajuda
de aproximacOes numéricas. O objetivo deste artigo é
introduzir, de forma concisa, as ferramentas necessarias
para abordar este problema no caso de superficies em R3.
Em particular, sdo apresentadas as equacoes diferenciais
que a parametrizacdo de uma curva geodésica deve veri-
ficar.

Vejamos um exemplo: considere a superficie cdnica,
parcialmente representada na figura seguinte, na qual os
pontos A e B pertencem a um paralelo, ou seja, a uma
circunferéncia contida na superficie e num plano perpen-
dicular ao eixo de simetria da mesma.

Fig. 1: Vista parcial de um cone com um paralelo e uma
geodésica

Numa primeira andlise, poderiamos pensar que a distan-
cia mais curta, sobre a superficie, entre A e B seria percor-
rida ao longo do paralelo que liga os dois pontos (curva
(1 assinalada na figura). Todavia, isso ndo corresponde
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a verdade, uma vez que girar em torno do cone sobre
paralelos de menor raio equivale a uma menor distancia
percorrida. Contudo, um desvio de C'; também implica
percorrer uma distancia adicional. Assim, é necessario
ponderar o que se ganha em percorrer um perimetro
mais curto e o que se perde ao afastar-se da curva Cy. A
solucdo para este problema de otimizacéo é naturalmente
uma geodésica que, no caso da figura, é a curva Cs.

A determinacdo de geodésicas numa superficie conica
é relativamente simples, principalmente porque o cone
é localmente isométrico a um plano, o que significa, em
particular, que as geodésicas no cone sdo as imagens de
retas do plano. O mesmo acontece numa superficie cilin-
drica. Mas, em geral, o problema de encontrar as geodési-
cas numa superficie qualquer é bastante mais compli-
cado.

Uma superficie regular ¢ em R?® pode ser
parametrizada por uma funcio & : R? — R? da forma

?(u,v) = (m(um),y(u,v),z(um)), (D

onde z, y e z sdo fung¢des diferencidveis de duas variaveis
reais. Por exemplo, a funcéo vetorial & definida por

S (r,0) = (rcos,rsind,r?),

0<0<2m, r>0

parametriza um paraboloide eliptico,

Fig. 2: Paraboloide eliptico

enquanto a fungao
w(ﬂ?,y):($,y,$2*y2), x,yGR

parametriza um paraboloide hiperbdlico.
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Fig. 3: Paraboloide hiperbdlico

2 Equacoes das geodésicas

Se uma superficie é parametrizada conforme (1), entdo
uma curva dessa superficie admite a parametrizacio

T(t) =7 (u(t),v(t), telCR, 2)
onde u e v sdo funcdes reais de uma variavel real. Por
conseguinte, a uma curva de superficie com determi-
nadas carateristicas estdo associadas expressoes especi-
ficas u = u(t) e v = v(t). Em particular, se a superficie
for Riemanniana, ou seja, se estiver equipada de uma
métrica, é possivel dar um significado ao comprimento
de uma curva e caraterizar curvas geodésicas.

Para determinar a métrica correspondente a
uma superficie Riemanniana parametrizada por (1),
consideram-se variagbes infinitesimais du e dv dos
parametros u e v as quais corresponde um deslocamento

infinitesimal do na superficie dado por

— (0w Jdr , Oy dy ., 0z 0z
dU = (audu + %d’u, %du + %d'lh %du + 6/[}(17}) .

O tensor métrico g ¢ uma matriz simétrica (g;; = g;;)
- [ —
definida, através da norma ds = ||do||, por

(ds)? = (du dv) g (jg) .

Por exemplo, os tensores métricos dos paraboloides elip-
tico e hiperbdlico apresentados acima sdo, respetiva-

mente, oS seguintes:
_(1+47% 0 .
gs = O 7,2 ) Juw = .

Conhecendo o tensor métrico associado a uma superficie,
podemos calcular o comprimento L de uma curva limi-
tada da mesma, digamos ~, pela férmula

L:/ds.
¥

14422
—4dxy

—4dzy
14492

3 SUPERFICIES DE REVOLUCAO

Dados dois pontos, um caminho geodésico entre eles
é uma curva que, pelo menos localmente, minimiza L.
Mostra-se (ver por exemplo [2]) que, numa superficie
Riemanniana ¢ em R3, o problema de encontrar uma
curva geodésica parametrizada pela expressao (2) reduz-
se a resolucdo do seguinte sistema de equagdes diferenci-
ais de 2.2 ordem néo lineares acopladas:

i+ a2+ 2T a0+ Tk, 02 =0 3)

4)

Uma variavel com um "ponto" sobreposto representa a
derivada da varidvel em ordem ao parametro t:

b4+ T 0 + 203,00+ T3, 0% = 0.

dPu

dt?’

aode @
dt’ dt’

_
Tode?

Os oito coeficientes F?j(i, J,k =1,2), chamados simbolos
de Christoffel, podem ser obtidos diretamente a partir do
tensor métrico g através da férmula

3
1 _1\ Kkl
Iy = 3 > (97" (G + gjvi — 9ig.)
=1

onde (¢g~')" (i,j = 1,2) sdo os elementos do tensor in-
verso de g e as derivadas de g sdo denotadas por
Giio = 9gij
92T gy
Na resolucdo das equacoes diferenciais, é crucial notar

que qualquer solucéo (u,v) do sistema de equacoes (3) e
(4) verifica a condicdo

(5)

Esta propriedade, que facilmente se demonstra, tem
como interpretacdo fisica o facto de uma geodésica ser

G110 + 291200 + gag 0? = C.

. . d
percorrida a velocidade constante H—SH = C € R. Efe-

tivamente, € possivel deduzir as equacoes (3) e (4) im-
pondo a condicdo que a aceleragdo de uma particula que
percorre uma geodésica deve ser perpendicular a superfi-
cie, ndo havendo nenhuma aceleracéo tangencial (e por-
tanto nenhuma forca tangencial) aplicada a particula.
Isto significa que uma geodésica é o caminho que uma
particula livre, em movimento, percorre naturalmente.

Segue a apresentacdo explicita das equacdes (3) e
(4) em dois casos particulares importantes: superficies de
revolucio e grafico de uma funcao real de duas variaveis
reais.

3 Superficies de revolucao

Uma superficie de revolucdo é obtida por rotacdo de uma
curva plana simples de R? em torno de uma reta contida
no mesmo plano da curva e que nio a interseta. Esta reta
é designada por eixo de revolucdo. Sem perda de genera-
lidade, podemos escolher o eixo de revolu¢do como sendo
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o eixo dos zz. Neste caso, a parametrizacdo de uma su-
perficie de revolucédo toma a seguinte forma

(o, 0) = (r(a) cos b, r() sin 6, z(cv)), (6)

onde as fungbes r e z sdo funcOes diferencidveis e
6 € [0,27[. Por exemplo, com r(a) = a, 2(a) = o e
« > 0, obtemos a parametrizacdo de um paraboloide elip-
tico; com r(a) =2+ cosa, z(a) = sina e a € [0,27],

obtemos a parametrizacido de um torus [4].

4 GRAFICO DE UMA FUNCAO

determinada geodésica bem como de um vetor unitario
tangente a geodésica nesse ponto determina essas cons-
tantes. Vale a pena observar que a escolha C' = 1 pode
ser substituida pela escolha de outro valor constante
de C, mudando assim apenas a parametrizacdo da curva
geodésica mas ndo a curva em si. Na figura seguinte es-
tdo representados alguns caminhos geodésicos no cone
exemplificado.

Fig. 4: Torus

Numa superficie de revolucdo parametrizada con-
forme (6), o sistema de equagbes (3)-(4) assume a
seguinte forma:

r ,,,,/ .2 ,’,/,r// _|_ z/Z// 5
T2 4 g2 T2 4 22
rf=-27"0c.

No exemplo do cone com parametrizagéo
7 (o, 0) = (acos B, asinb, o)
estas equacOes reduzem-se a
.
e
rd=-20a,
e a equacdo (5), com a escolha C' = 1, escreve-se

262 +a26%=1.

. . . . . 1
Este sistema de equag¢des admite a solucdo &(t) = iﬁ e
0(t) = 0, o que significa que qualquer geratriz do cone é
um caminho geodésico. As outras solucoes tém a seguinte
forma:

2
a(t) = 0124_%

t+ Cy
6(t) = V2 arct Cs.
© \[arcg<\/§cl>+ ’

Os valores das constantes C, Cy e C3 distinguem as
varias geodésicas existentes na mesma superficie. Por ex-
emplo, a indicacdo de um ponto por onde passa uma

Fig. 5: Exemplo de caminhos geodésicos numa superficie de
revolugdo

4 Grafico de uma funcao

O grafico de uma funcéo f, real de duas varidveis reais, é
convenientemente parametrizado por

7 (,y) = (z,y, f(2,y)). 7
Neste caso, as geodésicas 7 (t) = (2(t), y(t), f(x(t), y(1)))

sdo obtidas apos resolver o seguinte sistema de equagdes
diferenciais

. 7fx -2 o . .9
= T 7o . 7o xTrx 2 xT

P gy Ve R B0 )

. _fy -2 .. )
= T 75 . 79 xTrxr 2 T .

Y 1-|—f§—|—f5(f 7+ fyxy+fyyy)

E usada a notaciio f, = %, fy = % e similarmente para

as derivadas parciais de segunda ordem f,., foy € fyy-
No exemplo do paraboloide hiperbdlico apresentado no
inicio, as equacoes reduzem-se a

. dx 9 .o
x71+4x2+4y2(y :c)
. 4y 2 .o
I= ey @)

Na proxima figura estdo representadas algumas curvas
geodésicas no paraboloide hiperbdlico obtidas por apro-
ximacdo numérica de solucoes das equacdes anteriores.
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Fig. 6: Exemplo de caminhos geodésicos numa superficie Na maioria dos casos, a determinacdo de geodésicas
é possivel apenas com o apoio de aplicacbes computa-
cionais. As solucdes apresentadas geometricamente neste
artigo, bem como as figuras expostas foram geradas us-
ando a aplicacdo Mathematica [1]. Segue um exemplo
com duas linhas de comando no Mathematica para de-
terminar e representar uma geodésica e a superficie con-
siderada.

1} sol=m}s°1ve[[x"[t] . — [:;[tl o (= rtit=v' 11}y
& X + Y
4 4 & -
¥''[t]l = 4 ae (="' [t]° -¥"[t]"), x[0] =0,

1+4xit]®+ 4yt
y[0] = -1, x[10] =1, y[10] =1}, {x, ¥}, {t, O, 10}]

ouf[1}= [ {x - InterpolatingFunction{{{0., 10.11, =»]; ¥+ InterpolatingFuncvion({{0., 10.}1, =11}
inz}= Show [ParametricPlot3d[{x, v, x* - ¥}, {x, -1, 1}, {¥, -1; 1},
Boxed » False, Axes -> False, PlotStyle +Directive[Opacity[0.75]] ] .

ParametricPlot3D[Bvaluate[{x[t], ¥yit], x[t]:—y[t]z} /. 8oL, {t, 0, 10}1],
PlotRange —+ All, PlotStyle »+ {Thickness[0.0075], Elack}] » ImageSize » 35[!]

Cut[2}=
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