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Introducao

Neste trabalho estudamos construgoes combinatérias em quadros de Young. Desta-
camos o algoritmo de insercao de Schensted e o algoritmo de deslizamento de Schiitzen-
berger ou “jeu de taquin”. O algoritmo de insercao de Schensted associa a uma palavra
no alfabeto A um tnico quadro de Young no alfabeto A, chamado quadro de Schensted. A
relagao definida pelas palavras, no mondide livre A*, com o mesmo quadro de Schensted,
¢ uma congruéncia = em A*, chamada congruéncia pldxica. Esta congruéncia em A* é
gerada pelas relagbes de Knuth e, por isso, também chamada congruéncia de Knuth. O
monoéide A*/= é chamado o mondéide pléxico no alfabeto A. Como numa classe pléxica
existe um tnico quadro de Young, o conjunto T'ab (A) dos quadros de Young, no alfabeto
A, fica entdo munido com a estrutura de mondide, pondo o produto de dois quadros P; e Py
igual ao quadro congruente com a palavra P; P». O produto de dois quadros, no alfabeto
A, pode ser calculado de duas formas: usando o algoritmo de inser¢ao de Schensted ou o
jeu de taquin. O jeu de taquin transforma um quadro truncado no alfabeto A num quadro
de Young no alfabeto A, conguente com a palavra do quadro truncado. A correspondéncia
de Robinson-Schensted estabelece uma bijecgao entre palavras de A* e pares de quadros
(P, @), onde P é um quadro no alfabeto A e @) ¢ um quadro standard com a mesma forma
de P. Fixando o quadro P nesta bijeccao concluimos que os elementos da classe pldxica de
P estao em bijeccao com os quadros standard com a forma de P. O conjunto das palavras
em A* com um mesmo quadro de insercao (), classes copléxicas no alfabeto A, sdo as
componentes conexas de um grafo colorido em A* onde as arestas sao definidas a custa
dos operadores e; e f; na édlgebra livre associativa Z (A). A estrutura das classes copldxicas
fica perfeitamente determinada pelas componentes conexas cujo conjunto dos vértices é
Tab (A, N), os quadros no alfabeto A com forma A. Por fim, obtemos uma representagao

linear de S,, na dlgebra livre Z (A).
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No primeiro capitulo deste texto, expomos algumas nogoes e resultados utilizados nos
capitulos seguintes. Estudamos relacoes de equivaléncia num conjunto, congruéncias num
semigrupo e congruéncias geradas por uma relagdo num semigrupo. Introduzimos ainda as
nogoes de alfabeto, de mondide livre e outros conceitos relativos a palavras. Nos capitulos
seguintes, A denotard sempre um alfabeto finito e totalmente ordenado e A* o mondide

livre das palavras no alfabeto A.

No segundo capitulo, fazemos uma breve digressao pela combinatéria dos quadros
de Young e dos quadros de Young truncados. Descrevemos o algoritmo de insercao de
Schensted que associa a cada palavra w € A* um e um sé quadro de Young, P (w) = t,
quadro de Schensted de w. O passo fundamental deste algoritmo consiste em inserir uma
letra x € A num quadro t. O resultado é um novo quadro com mais uma letra que t e as
entradas serao as letras de t juntamente com a letra x. Este algoritmo, que é reversivel,
deve-se a C. Schensted [20] e foi criado com o objectivo de determinar o comprimento

maximo de uma subpalavra nao decrescente, ou decrescente, de w.

Uma vez que podem existir vdrias palavras com o mesmo quadro de Schensted, no
terceiro capitulo, comegamos por investigar a relagdo entre as palavras no alfabeto A com
o mesmo quadro de Schensted. Esta relagdo é uma relagao de equivaléncia em A*. Ao
estudarmos a relacao entre duas palavras, no alfabeto A, de comprimento trés da forma
(2,1) e com o0 mesmo quadro de Schensted, obtemos as relagoes de Knuth [9] em A*. Estas
relacbes geram uma congruéncia = em A*, chamada congruéncia pléxica ou de Knuth.
Ao monéide A*/= chamamos mondide plaxico. De facto, duas palavras sdo congruentes
a Knuth se e s6 se tiverem o mesmo quadro de Schensted. Mais, cada classe pléxica em
A*, conjunto das palavras no alfabeto A com um mesmo quadro de Schensted, contém
exactamente um quadro de Young no alfabeto A. Ou seja, o conjunto dos quadros de
Young no alfabeto A é um transversal para A*. Esta unicidade é fulcral para os capitulos
seguintes. O desenvolvimento desta teoria apoia-se nos invariantes pldxicos de Greene
[4]. Os invariantes pléxicos de Greene interpretam a forma de um quadro de Young em
funcao dos comprimentos das subpalavras nao decrescentes e decrescentes das palavras

congruentes com esse quadro. Mais exactamente, os invariantes pléxicos de Greene [4],



I (w) e I}, (w), sdo o maximo das somas dos comprimentos de k linhas disjuntas de w
e 0 maximo das somas dos comprimentos de k colunas disjuntas de w, respectivamente.
Estes nimeros nao sao alterados pelas relagoes de Knuth e o teorema de Greene mostra
que [ (w) e I} (w) sdo iguais & soma das primeiras k linhas e colunas do quadro P (w),
respectivamente. Como coroldrio do teorema de Greene obtemos o teorema de Schensted:
o comprimento méximo de uma subpalavra nao decrescente de w, [; (w), é dado por A1, o
nimero de caixas da primeira linha de P (w), e o comprimento maximo de uma qualquer
subpalavra decrescente de w, I} (w), é dado por A}, o mimero de caixas da primeira coluna

de P (w). Na parte final deste capitulo descrevemos as classes pléxicas sobre um bialfabeto.

No quarto capitulo, sabendo que cada classe plaxica em A* contém um tinico quadro de
Young no alfabeto A, estudamos o monéide T'ab (A) dos quadros de Young no alfabeto A.
O produto de dois quadros P;, Py € T'ab(A) é o unico quadro de Young na classe plaxica
da palavra Py P, € A*, obtida por concatenagao das palavras P; e P,. Este produto pode
ser calculado de duas formas. Primeiro utilizamos o algoritmo de insercao Schensted. O
produto de P; por P, calculado por este algoritmo, é o resultado da insercao das letras de
P no quadro P;. Outra forma de calcular o produto de dois quadros é usando o algoritmo
de deslizamento de Schiitzenberger, ou jeu de taquin [3]. Este algoritmo, que é também
reversivel, transforma um quadro truncado num quadro de Young, que é congruente com
a palavra do quadro truncado. Estes dois cédlculos produzem o mesmo resultado porque
cada classe pldxica contém apenas um quadro, neste caso, o tinico quadro congruente com

a palavra Py Ps.

No capitulo seguinte estudamos a correspondéncia de Robinson-Schensted [17], [20]
que estabelece uma bijeccao entre as palavras de A* e os pares de quadros (P, (Q), onde
P & um quadro no alfabeto A e () um quadro standard com a mesma forma de P. Para
w € A*, P(w) é o quadro obtido pela aplicacao do algoritmo de inser¢do de Schensted
a palavra w e @ (w) o quadro standard, com a mesma forma de P (w), que regista a
ordem pela qual as letras de w vao sendo inseridas na construgao de P (w) pelo algoritmo
de insercao de Schensted. Se o quadro P for também um quadro standard, obtemos

a correspondéncia de Robinson [17], que estabelece uma bijecgdo entre permutagdes e
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pares de quadros standard. Se na correspondéncia de Robinson-Schensted fixarmos o
quadro P, obtemos uma bijeccao entre a classe plaxica do quadro P e o conjunto dos
quadros standard com a forma de P. Investigamos ainda a relacao de simetria entre estes
quadros P (w) e @ (w). No caso de w ser uma palavra standard, digamos com n letras,
podemos considerar w como uma permutagao o em S, e o quadro @ (o) é igual ao quadro
P (0*1). Ou seja, se (P, Q) parametriza a palavra o, entao (Q, P) parametriza a palavra
o~!. Assim a correspondéncia de Robinson-Schensted para palavras standard toma a

forma o e~ (P(0),P(0c7')). Usando o conceito de standardizagio de uma palavra,

generalizamos este resultado para o caso geral de w € A*.

No sexto capitulo verificamos que o conjunto das palavras no alfabeto A com um
mesmo quadro de inser¢do, chamado classe copldxica de A*, tem a estrutura de grafo
colorido. Para isso, definimos os operadores lineares e;, f; € o; na dlgebra livre associativa
Z (A). Esta algebra pode ser identificada com a dlgebra dos polinémios de varidveis nao-
comutativas a1, .. ., a, cuja base é formada pelos monémios nestas varidveis, ou seja, pelas
palavras no alfabeto A. Estes operadores lineares nao alteram o quadro de insercao de
uma palavra e sdo compativeis com a congruéncia pldaxica. As palavras cuja forma é igual &
valoragao, sdo chamadas de Yamanouchi, e verificam a propriedade: se uma classe pléxica
contém uma palavra de Yamanouchi, entao contém apenas palavras de Yamanouchi. Isto
quer dizer que toda a classe coplaxica contém uma e uma sé palavra de Yamanouchi. A
unicidade advém do facto de o quadro de insercao, que indexa a classe coplédxica, ter a
mesma forma que o quadro de Yamanouchi. Munidos dos operadores e; e f; e das palavras
de Yamanouchi, estamos em condi¢oes de definir um digrafo I' colorido cujos vértices sao
as palavras de A* e as arestas sdo definidas & custa dos operadores f;. As classes coplaxicas
sdo as componentes conexas deste digrafo. Como duas classes copldxicas sao isomorfas,
como subgrafos de I', se e s6 se estao indexadas por dois quadros standard da mesma forma;
para conhecer o grafo colorido das classes copldxicas basta conhecer os grafos coloridos
das classes coplaxicas dos quadros de Yamanouchi. Estes grafos coloridos sao também
chamados de cristal da particao A, quando o quadro de Yamanouchi tem forma A, os seus

vértices sao todos os quadros de Young de forma A no alfabeto {1,2,...,|A|}.
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Finalmente, no tdltimo capitulo, mostramos que os operadores ¢; satisfazem as relagoes
de Moore-Coxeter. Determinamos, deste modo, uma representacao linear de S,, na dlgebra

livre Z (A).

Ao longo deste trabalho, a numeracao das defini¢oes, proposi¢oes, teoremas, exemplos,
etc., é consecutiva e constituida por dois nimeros em que o primeiro indica o capitulo e o
segundo a sua ordem nesse capitulo. Em alguns casos, no sentido de facilitar uma consulta

répida de um assunto, serd também indicada a pdgina onde este se encontra.






Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo introduzimos alguns conceitos e resultados bédsicos para este trabalho.
Relacao de equivaléncia, classe de equivaléncia, conjunto quociente, congruéncia num semi-
grupo e congruéncia gerada por uma relacao num semigrupo. Estes conceitos e resultados
sdo importantes para a introdugdo do mondide pléxico no capitulo 3. Apresentamos ainda
a nocao de mondide livre A*, sobre um alfabeto finito A, e outras nocoes relacionadas com
palavras, necessarias ao longo deste trabalho.

Para o estudo de relagoes de equivaléncia e congruéncias consultdmos as referéncias
GRILLET [5], HOWIE [6] e SOBRAL [21]. Para os conceitos relacionados com mondides

livres e palavras consultdmos FuLTON [3], HOWIE [7] e LOTHAIRE [14].

1.1 Relagoes de congruéncia

Seja X um conjunto nao vazio. Uma relagao (bindria) R em X é um subconjunto
de X x X ={(a,b) : a,b € X}. Escrevemos aRb para designar (a,b) € R.

Uma relagao de equivaléncia em X é uma relacio R em X tal que, aRa, aRb
implica bRa e, se aRb e bRc, entao aRc, para a,b,c € X. Neste contexto, a classe de
equivaléncia de a € X ¢ o conjunto [a] = {b € X : aRb}.

O resultado seguinte, de fédcil verificacdo, mostra que o conjunto das classes de equiva-

léncia de X, por uma relagdo de equivaléncia R, define uma partigao de X.
1
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Proposigao 1.1 Se R é uma relagao de equivaléncia em X entao:

(a) [a] € nao vazio, para qualquer a € X;

(b) Ou [a] e [b] sdo disjuntos ou [a] = [b], para quaisquer a,b € X, e
(c) Y la=X.

O conjunto quociente de X pela relagao de equivaléncia R, X/p, ¢ o conjunto das

classes de equivaléncia de X pela relacao R.

Dada uma relacao de equivaléncia R em X, consideramos a aplicagao que associa a
cada elemento de X o conjunto dos elementos que lhe sdo equivalentes. Desta forma

obtemos a projeccao canénica como sendo a aplicacao sobrejectiva

p: X — X/p.

a +—— |d]

Relagoes de equivaléncia em X sao, em primeiro lugar, relacoes bindrias e, como tal,
subconjuntos de X x X. Isto quer dizer que, se R é uma relacdo de equivaléncia em
X, entao R C X x X. Nestas condi¢oes, dada uma familia nao vazia de relagoes de
equivaléncia em X, {R; : i € I},

Rm =N RZ
el

é também uma relacao de equivaléncia em X.

De facto, para a € X, como R; é uma relagdo de equivaléncia em X, para qualquer
i € I, entao aR;a, isto ¢, (a,a) € R;, para todo o 7 € I. Logo (a,a) € R™, ou seja, aR a.
Agora, para a,b € X, se aR"b entdo, para qualquer i € I, aR;b e, como todos os R; sdo
relagoes de equivaléncia em X, bR;a, para todo o i € I. Assim (b,a) € R;, para qualquer
i € I,logo (b,a) € R", isto &, bR"a. Finalmente, para a,b,c € X, se aR"'b e bR ¢ entao,
para qualquer ¢ € I, aR;b e bR;c. Mas, como todo o R; é uma relacao de equivaléncia em
X, aR;b e bR;c implica que aR;c, para todo o i € I. Portanto (a,c) € R;, qualquer que

seja o € I, logo aRc.



1.1 Relagoes de congruéncia

Seja R uma relagdo em X. A familia das relacées de equivaléncia em X que contém R é
nao vazia, uma vez que X X X é uma relacdo de equivaléncia em X. Assim, a interseccao
de todas as relacoes de equivaléncia em X que contém R é também uma relacao de
equivaléncia em X que contém R e é minima, no sentido da inclusao, uma vez que estd
contida nas anteriores. Esta relacao de equivaléncia designa-se relagao de equivaléncia

em X gerada por R. [6]

Definicao 1.2 Dada uma operagao bindria - em X, uma relacao de equivaléncia p em X
diz-se uma congruéncia em X quando, para quaisquer a,b,c,d € X, sea pbecpd

entdo a-c pb-d.

Um semigrupo (5,-) é um conjunto nao vazio S munido de uma operagao binaria -
associativa, isto é, para a,b,c € S, a-(b-¢) = (a-b)-c. Quando nao houver ambiguidade,
escrevemos simplesmente S e ab no lugar de (S,-) e a - b, respectivamente. Se existir em
S um elemento 1g tal que 1ga = alg = a, para qualquer a € S, S diz-se um mondide e
1lg a identidade de S.

Assim, dada uma congruéncia p num semigrupo S, definimos uma operagao binaria ®

no conjunto quociente S/, da seguinte forma:

[a] ® [b] := [ab].

Esta operacao encontra-se bem definida uma vez que, para a,a’,b,b’ € S, se [a] = [d/]
e[b] =1[V],entdao a pa’ eb p . Como p é congruéncia em S, ab p a'l/, isto ¢, [ab] = [a'V],
o que implica que [a] ® [b] = [a/] ® [V'].

Facilmente se verifica que a operacao ® € associativa, uma vez que a operagao no
semigrupo S é associativa. Entao (S/,,®) ¢ um semigrupo. Se S for um mondide com

identidade 1g, (S/,, ®) é também um mondéide com identidade [15] € S/,,.

Verificamos agora que a intersec¢ao de uma familia nao vazia de congruéncias num

semigrupo S, {p; : i € I}, é ainda uma congruéncia em S.
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De facto, escrevendo

pﬂ ::ﬂ{pi:iEI}v

p"' é uma relagao de equivaléncia em S, porque é a interseccao das relagoes de equivaléncia
p; em S. Agora, dados a,b,a’,b/ € S taisque a p”' bed p7'V temos a p; bed p; U, para
qualquer 7 € I. Uma vez que p; é uma congruéncia em S, aa’ p; bb/, para todo o i € I.
Assim aa’ p"' bV’ e p"' é uma congruéncia em S.

Seja R uma relacdo num semigrupo S. A familia das congruéncias em S que contém
R & nao vazia, uma vez que S X S é uma congruéncia em S. Entao, a intersecgao de todas
as congruéncias em S que contém R é uma congruéncia em S que contém R e é minima,
no sentido da inclusdo, uma vez que estd contida nas anteriores. Esta congruéncia diz-se

a congruéncia em S gerada por R. [5], [6]

A proposi¢ao seguinte mostra que uma relagéo de equivaléncia em S é uma congruéncia

em S quando a projeccao canénica for um homomorfismo.

Proposicao 1.3 Para uma relagio de equivaléncia p num semigrupo (S,-), as sequintes
condicoes sio equivalentes:

(a) p € uma congruéncia em S.

(b) p:(S,-) — (5/p,®) éum homomorfismo.

a — [d]

Demonstragao:

(a) = (b)

Sejam a,b € S. Assim p (ab) = [ab] = [a] ® [b] = p (a) ® p (b).

(b) = (a)

Sejam a, b, c,d € S tais que apb e cpd. Entao [a] = [b] e [c] = [d].
Assim [ac] = [a] ® [¢] = [b] ® [d] = [bd].

Logo ac p bd. m
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Exemplo 1.4

Seja f : (S,:) — (T',4+) um homomorfismo de semigrupos, isto ¢, (S,-) e (T, +) sao
semigrupos e, para z,y € S, f(z-y) = f(x) + f (y).
O niicleo de f,

Ker (f) :={(z,y) € Sx S: f(z)=f(y)},

é uma congruéncia em S.
Prova-se facilmente que Ker (f) é uma relagao de equivaléncia em S.

Como, para z,z',,y € S tais que z Ker (f) y e o/ Ker (f) v/, temos
fl@)y=fwef@)=F),
entdo, pelo facto de f ser um homomorfismo,
fla-a)=f@)+f@)=fW+FW) =19

Assim z -2/ Ker (f) y-y' e Ker (f) é uma congruéncia em S.

Definindo a projecgao canénica pger(py: S — S/ ker(f)
r [x]KeT(f) = {y €X: f(y) = f(x)}v

existe um homomorfismo injectivo ¥ : S/ k., (y) — 7' tal que o diagrama seguinte comuta.

p er
S M S/Ker(f)
PN

T .

Para tal basta definir ¢ : (S/ger(p),®) — (T, 4)
Zlkeryy — [ (@)
v estd bem definido porque [2] g, (5) = [V ger(s) < T Ker (f) y < f(x) = f (y).
¢ & um homomorfismo pois 1) ([w]Ker( £ ® [Wlker( f)> =1 ([w “Ylker( f))
=flz-y)=f(2)+f(y)
=1 ([m]Ker(f)) ® Y ([y]Ker(f))'



Preliminares

1) € injectivo porque 1) ([m]Ker(f)) = ([y]Ker(f)) & fl@)=fy)eaxKer(f)y

g [x]Ker(f) = [y]KGT(f)'

Verifica-se facilmente que I'm (1) = Im (f) e o diagrama comuta pois, para x € S,

(0 (pKer(f) (.I)) =1 ([w]Ker(f)) =/ (.I)

1.2 Mondide livre

Um conjunto finito e nao vazio A = {a1,az,...,a,} diz-se um alfabeto. Se, além disso,
A é um conjunto totalmente ordenado, a1 < a2 < ... < a,, dizemos que A é um alfabeto

ordenado. Aos elementos de A chamamos letras do alfabeto.

Uma palavra de comprimento m > 1 é uma sequéncia finita (x1,z2,...,2,) de
elementos de A. Definimos o conjunto AT de todas as sequéncias finitas (z1,x2, ..., Tm),
com T1,%2,...,Tm € Aem > 1. AT é um semigrupo com a operacao

(331, T2,. .. axm) (y17y27 s 7yk) = (xlax27 e Tmy Y1, Y2, - yk:) . (121)

Uma vez que (z1,22,...,Zm) ¢ o produto finito (z1) (x2)...(zm) de sequéncias de

comprimento 1, todo o elemento de A" se pode escrever de forma tinica como um produto
finito de elementos de A. Assim, as sequéncias de comprimento 1 geram o semigrupo A™.
Nestas condigoes, identificando cada elemento x € A com a sequéncia (z) de compri-

mento 1, podemos escrever os elementos de AT como w = z12>. .. x,, pondo

W=x1%2 ... Ty = (21) (T2) .. () = (X1, T2, .., T -

Duas palavras x1x2...2;, € Y192 . . . Yk, num alfabeto A, sdo iguais quando m = k e
T; =Y, parat=1,...,m.
A operagao definida em (1.2.1) corresponde & justaposig¢ao, ou concatenagao, de

palavras

(122 . ) (1Y2 - - - Yk) = T1T2 -« - - TpY1Y2 - - - Yk-
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Nestas condigoes, o conjunto AT com a operagao (1.2.1) chama-se semigrupo livre

no alfabeto A.

Observagao 1.5 Uma vez que A C AT, ewiste uma aplicacio injectiva i : A — AT dada

por i (a) = a, para qualquer a € A, chamada fung¢do inclusao.

Consideremos agora a sequéncia vazia (a palavra sem letras) no alfabeto A. A esta
palavra chamamos palavra vazia, que representamos por ®. Entao, juntando a AT a
palavra vazia obtemos o mondide A*, que se designa por monéide livre no alfabeto A.

Notemos que o alfabeto A é um conjunto finito mas A* é um mondide infinito. [7]

Para uma palavra w = 2123 . . . £, m > 0, denotamos o seu comprimento por |w| = m.
A palavra vazia é a (unica) palavra de comprimento nulo. Notemos que, para wy, wa € A*,

lwiwa| = |wi | + |wa].

Para w € A*, denotamos por |w|, o nimero vezes que a letra a; ocorre na palavra w,
1
para i = 1,2,...,n. Assim, definimos valoragao ou peso de uma palavra w € A* como

sendo o vector

Val (’UJ) = (‘w|a1 ’ ‘w‘ag y |w‘an) :

Se val (w) = (|wl,, , v Slwl, ) = (1,1,...,1), isto &, se a palavra w contém todas

ay’ as’ e

as letras do alfabeto A e estas ocorrem uma e uma sé vez, dizemos que w é uma palavra

standard.

Seja w = x1T2...T, € A*. Uma subpalavra de w é uma subsequéncia das letras
de w, e um factor de w é uma subpalavra de w onde as letras sdo consecutivas. Duas

subpalavras u = u; Ui, ... u;, € v = vVj;Vj,...vj, de w dizem-se disjuntas quando os

P

conjuntos {i1,42,...,%},{j1,J2,- -, Jg} € {1,2,...,m} sdo disjuntos.

Para I C A, denotamos por w|; a subpalavra de w obtida de w eliminando as letras

que nao estao em 1.
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Exemplo 1.6

e Consideremos o alfabeto A = {1,2}.
Entao AT = {1,2,11,12,21,22,111,112,121, 122, 211, 212, 221,222, 1111, ... }.
No caso geral, se #A = n entdo existem n'™ palavras de comprimento m.

AT é sempre um semigrupo infinito.

e Consideremos agora a palavra w = 3221532 no alfabeto A = {1,2,3,4,5}.
Esta palavra tem comprimento |w| = 7 e valoracao val (w) = (1,3,2,0,1).
w' = 3221 = 11297374, W = 32 = 2627 € W = 2252 = Tox3W577 SA0 exemplos de
subpalavras de w, sendo w’ e w” factores de w, pois as suas letras sao consecutivas
em w.
As subpalavras w’ e w” de w = 3221532 sdo disjuntas.

wla 341 = 32232 & uma subpalavra de w, no alfabeto {2,3,4}, precisamente a sub-

palavra que se obtém de w eliminando as letras 1 e 5.

Teorema 1.7 Sejam A um alfabeto, (M,-,151) um mondide e ¢ : A — M uma apli-

cag@o. Entao existe um tinico homomorfismo ¢ : A* — M tal que o sequinte diagrama

comuta,
A oA
o\ 1Y
M,

ondei: A — A*, i(a) =a, é a aplicagdo inclusao.

Este teorema ¢ ainda valido para um semigrupo S, considerando AT em vez de A*.

Demonstragao:

Definimos ¢ (®) =17 e
V(1. . ) = @ (1) @ (x2) ... 0 (Tm), PATA T1, T2, ..., Ty € A.
A aplicagio ¥ é um homomorfismo porque, dadas duas palavras z1zs...%,, €

y1y2 ... Yk € A",



1.2 Mondide livre

V((@1w2. . am) (W1y2. - yk) =Y (2122 Tmy1Y2 - Yk)

@ (x1) o (z2) ..o (@m) 0 (Y1) @ (y2) - - (yk)
= (¢ (z1) ¢ (@2) ... (zm)) (¢ (Y1) ¢ (y2) - - (¥k))
=Y (@122 2m) ¥ (Y1Y2- - Yk)-

Por outro lado, para a € A, ¥ (i (a)) = ¢ (a) = ¢ (a), logo o diagrama comuta.

Se existisse um outro homomorfismo 1’ tal que, para a € A, ¥’ (i (a)) = ¢ (a)
entdo, para r1rs...x;, € A*,
V(122 om) = (i (21) i (22) . 0 (2m))
=9’ (i (21)) ¥/ (i (2))
=y (@) (x2).. 0
=1 (z122 ... Tm)-
Logo 1 = 1/, concluindo-se a unicidade de ). m
Uma vez que A C A*, o teorema anterior mostra que a restri¢ao de 1 a A, V|4, é ¢.

Dizemos entdo que 1) estende ¢ a A*.

Uma consequéncia importante deste teorema é o resultado seguinte.

Proposigao 1.8 Seja (M, -, 137) um mondide finito. Entao existe um alfabeto finito A e

uma congruéncia p em A* tal que A*/, = M.

Um resultado semelhante existe para semigrupos.

Demonstracao:

Sejam A o conjunto de geradores de M e ipy : A — M, ipy(a) = a, 0
homomorfismo inclusao.

Pelo teorema anterior existe um tnico homomorfismo v : A* — M, que
coincide com a inclusao em A.

1 é sobrejectivo porque, para qualquer x € M, x é o produto x1x2 ...z, de
elementos de A. Ora x1,22,...,2Z, € A, logo ¥ (125 ... 2y) = .
Considerando a congruéncia p = Ker (1), pelo exemplo 1.4 concluimos que

A*[p =2 M. m
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Uma linguagem no alfabeto A é um subconjunto de A*, isto é, um conjunto de

palavras no alfabeto A.

Nos capitulos seguintes, A denotard sempre um alfabeto totalmente ordenado de n
letras, a1 < as < ... < ay, e, se nada for dito em contridrio, o alfabeto usado sera

A=1{1,2,...,n}, para algum n € N, onde N denota o conjunto dos inteiros positivos.



Capitulo 2

Quadros de Young e algoritmo de

insercao Schensted

Introduzimos agora as noc¢oes de diagrama de Young, quadro de Young, diagrama
truncado, quadro truncado e palavras associadas, respectivamente, a um quadro de Young
e a um quadro truncado.

Em seguida, descrevemos um algoritmo criado em 1961, por C. Schensted [20], para
dar resposta ao seguinte problema, “Dada uma palavra w, qual o comprimento mdzrimo de
uma subpalavra nao decrescente de w?”. Este algoritmo associa a uma palavra w € A* um
quadro de Young, P (w) = t, chamado quadro de Schensted, e d4 a solucao a este problema
sem ser necessdrio determinar uma subpalavra nao decrescente de w de comprimento
méximo. A demonstracdo deste resultado s6 serd efectuada no capitulo seguinte.

Para o desenvolvimento destes temas seguimos as referéncias FULTON [3], LOTHAIRE

[14] e SCHENSTED [20].

2.1 Quadros de Young

Um diagrama de Young é uma coleccao de caixas ajustadas & esquerda que,

em numero, nao crescem do fundo para o topo. Contando, num diagrama de Young, o
11
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nimero de caixas por linha (do fundo para o topo) obtemos uma sequéncia nao crescente
de inteiros positivos A = (A1, A2, ..., ;) que dd uma partigdo do nimero de caixas do
diagrama m = |A| = A1 + A2 + ... + Ag. A |A| chamamos o peso da particao A.
Convencionamos que um diagrama de Young sem caixas define a particao nula, deno-
tado por O.
Nestas condicoes, qualquer diagrama de Young representa uma particao e toda a par-
ticdo A+ Ao +...+ g =m >0talque \; > Ao > ... > g, k > 0, pode ser representada

por um diagrama de Young.

Exemplo 2.1

A parti¢do do nimero 16 em 6 + 4 4+ 4 + 2 corresponde o diagrama de Young

A= (6,4,4,2)

A particao conjugada de uma particdo A é obtida contando, no diagrama de Young
que representa a particdo A, o numero de caixas por coluna (da esquerda para a di-
reita) no quadro de A. Obtemos, também neste caso, uma sequéncia nao crescente

N = (M, Ay, ..., X}) de inteiros positivos.

Exemplo 2.2

A partigao conjugada de A\ = (6,4,4,2) ¢ X = (4,4,3,3,1,1), que também ¢ uma
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particao do nimero 16.

N =(4,4,3,3,1,1)

As linhas de um diagrama sdo contadas de cima para baixo e as colunas da esquerda
para a direita. No exemplo anterior, a primeira linha tem uma caixa e a dltima quatro, a

primeira coluna tem seis caixas e a iltima duas.

Designamos por preencher a acgao de colocar nimeros (naturais) nas caixas do dia-

grama de Young e por numerar quando estes nimeros forem todos distintos.

Definicao 2.3 Um quadro de Young, ou simplesmente quadro, é um diagrama de
Young preenchido de forma a que os nimeros nele dispostos verifiquem as sequintes condigoes:
(QY1) sao crescentes por coluna (do fundo para o topo do diagrama) e

(QY2) sao nao decrescentes por linha (da esquerda para a direita do diagrama).

Quando se numera um diagrama de Young A\, de 1 a |\|, nas condigoes (QY1) e (QY2)

obtemos um quadro de Young designado por quadro de Young standard.

Exemplo 2.4
5 | 6 11| 12
4 1 4116 |6 718 13|14
213|515 3141910
1 212|335 1121561516

(1) Quadro de Young (2) Quadro de Young standard
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Dado um quadro de Young, podemos ler nesse quadro uma palavra t da seguinte forma:
justapomos da esquerda para a direita as letras de cada linha ¢ do quadro, obtendo-se as
palavras [;, 1 = 1,2, ..., k. Justapondo estas palavras, da primeira para a tltima linha do
quadro, obtemos a palavra t = ljly...l;. A sequéncia nao crescente (|lg|,...,|l2],[l1]) é

chamada a forma de t.

No exemplo (1) anterior temos I3 = 56, lo = 4466, I3 = 2355 e Iy = 122335, sendo
entao t = 56 4466 2355 122335.
A forma da palavra t = 56 4466 2355 122335 é A = (6,4,4,2).

Notemos que 16 = |w| = |A\| =6+4+4 + 2.

Sejam A = (A1, A2, ..., Ar) e = (pq, o, ..., iy) duas partigoes. Escrevemos g C A
quando s < r e u; < A, para qualquer ¢ = 1,2,... s, isto é, se o diagrama de p estd

contido no diagrama de .

Definicao 2.5 Sejam pu e A duas particées tais que p C A. Definimos diagrama trun-
cado )\ / p ao diagrama obtido removendo do diagrama X\ o diagrama fi.

Se p =0, o diagrama truncado A / 0 coincide com o diagrama de \.

Exemplo 2.6

Consideremos as particoes = (4,4,1) C A = (5,5,4,3,2). Temos entao o diagrama

truncado (5,5,4,3,2) / (4,4,1):

Os cantos interiores e exteriores deste diagrama truncado, representados por X e Y
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respectivamente, sao

|
|
|
P4
e

Definicao 2.7 Dadas as particoes A e p tais que i C X\, chamamos quadro truncado T
da forma X\ /p a um diagrama truncado A | p preenchido de modo a que os nimeros nele
dispostos sejam estritamente crescentes por coluna (do fundo para o topo do diagrama) e

nao decrescentes por linha (da esquerda para a direita do diagrama).
Quando p = 0 o quadro truncado de forma A / 0 é o quadro de forma .
Exemplo 2.8

Um exemplo de um quadro truncado, de forma (5,5,4,3,2) / (4,4,1), é&:

519
313]6
21314
3
2

Sejam A = (A, Ay...,A) € = (g, poo, - .-, ptg) duas partigdes tais que p C A.
Podemos também obter dum quadro truncado 7" da forma A / p uma palavra, que repre-
sentamos por w (T), da seguinte forma. Justapomos, da esquerda para a direita, as le-
tras de cada linha ¢ do quadro, obtendo-se as palavras I;, ¢ = 1,2,...,k, e justapomos
estas palavras, da primeira para a iltima linha do quadro, de onde obtemos a palavra
w(T) =1y ... l.

No exemplo anterior temos l; = 55, Iy = 336, I3 = 234, l4 = 3 e I5 = 2, sendo entao

w(T) =55 336 234 3 2.
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Um quadro de Young pode também ser definido usando uma relagao entre subpalavras.

Consideremos entdo uma palavra w = 2122 ...ZT;, € A*, m > 0.

Definigoes 2.9 Dizemos que w é uma palavra nao decrescente, ou linha, quando
1 < x9 < ... < xy. Dizemos que w é uma palavra decrescente, ou coluna, quando

1 >T2>...>Tm,.

Exemplo 2.10

122335 é uma linha e 5421 é uma coluna no alfabeto {1,2,3,4,5}.

Definicao 2.11 Sejam u = ... 2,0 = y1...Ys duas linhas, x1,...,Zr,Y1,...,Ys € A.
Dizemos que v domina v quando:

(d1) r <s;

(d2) x; > y; parai=1,...,r.

Quando u domina v escrevemos u > v.

Toda a palavra admite uma factorizagdo unica por linhas como o produto de um
nimero minimal de linhas. Por exemplo, duas possiveis factorizagoes por linhas da palavra
w = 4466225 sdo w = 4466 225 e w = 4 46 6 225. No entanto, a primeira ¢é a factorizacao
que tem o menor nimero de linhas.

Pelas definigoes 2.9 e 2.11 verificamos que a factorizacao de uma palavra w por linhas
w = ujuy ... U tais que uy > ug > ... > ug € tnica, que é precisamente a factorizagdo de

w como o produto de um numero minimal de linhas.

Exemplo 2.12

Para as linhas u; = 4466, ug = 225 e ug = 122335, no alfabeto {1,2,3,4,5,6}, temos
uilfug, por (d1), e uglbug, por (d2), mas u; > us. A palavra w; = 4466 122335 admite
a factorizagdo em duas linhas tais que 4466 > 122335, enquanto a palavra wy = 4466 225
pode ser factorizada em duas linhas, u; = 4466 e us = 225, sendo este nimero minimal,

mas ugFus.
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Considerando agora a palavra w = 56 4466 2355 122335, esta pode ser factorizada em
quatro subpalavras nao decrescentes: u; = 56, us = 4466, uz = 2355 e ug = 122335 tais

que ui > ug > ugz > u4.

Nas condigoes da definicao 2.11, também podemos definir um quadro de Young do

seguinte modo.

Definicao 2.13 Um quadro de Young é uma palavra t que pode ser factorizada por
linhas t = wius ... uxp € A* tais que uy > us > ... > ug.
Nestas condigoes, dizemos que uius ...u, ¢ a decomposi¢cao por linhas do quadro t.

Quando k =0 dizemos que o quadro t é o quadro vazio, P.

Por 2.3 e 2.9, verificamos facilmente que as defini¢oes coincidem. Assim, associamos a
uma palavra, nas condi¢oes da definicao anterior, um quadro de Young e vice-versa.

Nem todas as palavras sao quadros de Young, uma vez que a generalidade das palavras
nao verifica a definicao anterior, por exemplo, a palavra w = 3221532 admite a decom-

posicao por linhas w = ujususuqus = 3 22 15 3 2 mas nao verifica uy > ug > ug > uq > us.
Exemplo 2.14

Conforme foi possivel observar, o quadro de Young (1) do exemplo 2.4 representa a

palavra w = 56 4466 2355 122335 que, pelo exemplo 2.12; verifica a definigao 2.13.

2.2 Algoritmo de insercao de Schensted

Descrevemos agora o algoritmo de inser¢do de Schensted [20] que associa a uma
palavra w € A* um quadro de Young, P (w) = ¢, chamado quadro de Schensted. Veremos
no capitulo seguinte que este quadro é tunico.

A introdugao deste algoritmo por C. Schensted, em 1961, tinha como objectivo, dada
uma palavra w € A*, a obtengdo do comprimento méximo de uma subpalavra nao decres-

cente e de uma subpalavra decrescente de w.
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No caso de w ser um quadro de Young a resposta € simples: o comprimento da tltima
linha de w, respectivamente primeira coluna. No caso de w nao ser um quadro a resposta
nao é tao imediata.

Esta resposta é dada no teorema de Schensted, pdgina 23, pelo nimero de caixas da ul-
tima linha de P (w) e pelo nimero de caixas da primeira coluna de P (w), respectivamente.
Assim, é possivel conhecer os comprimentos maximos de uma subpalavra ndo decrescente
e de uma subpalavra decrescente de w sem ser necessario determinar uma subpalavra nao

decrescente, respectivamente decrescente, de w de comprimento méaximo.

O passo mais importante do algoritmo de insergao de Schensted consiste em inserir uma
letra x € A num quadro t, operagao esta que se denotard por P (t x). O resultado serd
um novo quadro com mais uma caixa que t e as entradas serdo as letras de t juntamente
com a letra x.

Consideremos entao o quadro t = ujus ... ug constituido pelas linhas:

Ul = 411012 - - - A1r,

U2 = a21G22 . . . A2s,

Up = Ap1AE2 - - - AR
Para uma linha j (1 < j < k), a insercao da letra x nessa linha, P (u; x), produz o
seguinte resultado:
(AS1) P (uj x) = ujx se ujz for uma linha.
(AS2) P (uj ) = ajq uj; se ujz ndo for uma linha, sendo ajq a letra mais a esquerda
de u; estritamente maior que x e ué a linha obtida de u; substituindo a;, por .

Agora, para inserir uma letra x num quadro t = ujus ... u, comegamos por inserir x

na ultima linha de £, uy.

1. Se ugx for uma linha termina o processo.

2. Se nao, P (uy ) = agq uj, sendo aq € uj, nas condicoes de (AS2) e insere-se a letra

akq na linha acima uy_; desta pelo mesmo raciocinio.
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Este processo termina quando se atingir o topo do quadro ou quando a letra que sai
do quadro é inserida na tltima posicao de determinada linha, i.e., quando da insercao da

letra que sai do quadro se obtém uma linha.
Exemplo 2.15

Consideremos o quadro (1) do exemplo 2.4, pagina 13:

) 6

4 4 6 6
t=P(w) =

2 3 5 )

1 2 2 3 3 5

Conforme o exemplo 2.14, este quadro representa a palavra decomposta por linhas

t =56 4466 2355 122335.

Para inserir o niimero 2 neste quadro os passos sao os seguintes:

P (122335 2) = 3 122235,
P (2355 3) = 5 2335,
P (4466 5) = 6 4456,
P (56 6) = 566,
ficando P (t 2) = 566 4456 2335 122235.

Observando o efeito deste algoritmo no quadro de Young correspondente:

) 6 ) 6

4 4 6 6 4 4 6 6

2 3 b} ) 2 3 b} )

1 2 2 3 3 5 | «—2 1 2 2 2 3 5 | —3
b} 6 b} 6

4 4 6 6 4 4 6 6

2 3 5 ) — 3 2 3 3 ) — 5

1 2 2 2 3 ) 1 2 2 2 3 b}
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) 6 b} 6

4 4 6 6 | —5 4 4 5 6 | —6

2 3 3 5 2 3 3 )

1 2 2 2 3 ) 1 2 2 2 3 )
) 6 | —6 ) 6 6

4 4 ) 6 4 4 b} 6

2 3 3 ) 2 3 3 )

1 2 2 2 3 ) 1 2 2 2 3 )

Este algoritmo é reversivel, isto é, dado um quadro e a iltima letra movida no quadro,
podemos obter o quadro inicial e a letra que se inseriu no quadro.

Este facto apoia-se no seguinte resultado.

Propriedade 2.16 Dada uma linha v e uma letra y, existe uma 6 linha u e uma sd letra

x tal que y v =P (u z).
Demonstracao:

Escrevendo v = v1vz ... v;, z é a letra mais a direita de v menor que y e u ¢ a
linha obtida de v substituindo a letra x pelaletra y. w = viva ... vi—1Yvi41 ... v;

¢ uma linha pois v < < ... <y, 1 <z <y<v <...<v;. &

Assim, dados um quadro e a tltima letra y movida, procuramos na linha abaixo de y
a letra mais & direita que seja estritamente menor que ¥, 3’. Substituimos ' por y e v/
sai do quadro para se inserir na linha seguinte e repete-se este processo até alcancarmos a
dltima linha do quadro. Obtemos entao o quadro inicial e a dltima letra que saiu é a que

se tinha inserido no quadro.

Exemplo 2.17

Se considerarmos o quadro final do exemplo anterior, t' = 566 4456 2335 122235, e
sabendo que a iltima letra movida no quadro foi a letra 6 a negrito, a obtencao do quadro

inicial, t, percorre exactamente os passos do exemplo anterior em sentido contrario.
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Consideremos o quadro inicial t = 56 4466 2355 122335 do exemplo anterior e suponha-
mos agora que este foi obtido da insercao de uma letra cujo iltimo passo moveu a letra 6

que se encontra a negrito. Nestas condi¢oes temos:
4466 = P (446 6)

2355 = P (2356 5)

122335 = P (122355 3).
Observando no quadro de Young:

5 6 ) 6

4 4 6 6 4 4 6 | —6

2 3 ) ) 2 3 b} 5

1 2 2 3 3 ) 1 2 2 3 3 )

5 6 b} 6

4 4 6 4 4 6

2 3 5 6 | —5 2 3 ) 6

1 2 2 3 3 ) 1 2 2 3 5 5 | —3

Assim, a letra inserida foi a letra 3 e a palavra inicial era w’ = 56 446 2356 122355.

Formalmente, o algoritmo de insercao de Schensted pode ser enunciado, de modo

recursivo, da seguinte forma:

tx se upx € uma linha
P(tx)= (2.2.1)
P (uiug ... up—1 agg)uy, se P(ug &) = arq uj,
para um quadro ¢t com decomposicao por linhas t = wjus ... ug, k > 0.
Se k =0 temos P (® z) = x.
Consideremos agora uma palavra w = x1xs ... T, € A*, onde x1, 2o, ..., T, sdo letras

no alfabeto A. Para obter o quadro de Young de w pelo algoritmo de insercao de Schens-

ted, P (w), procedemos da seguinte forma. Se m =0, P (®) = &. Se m > 0, comec¢amos
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por inserir a letra 1 no quadro ®, obtendo-se o quadro P (® z1) = P (x1) =| 21 | Inse-

rimos agora a letra x3 no quadro P (x1), obtendo-se o quadro P (x1x9) = P (P (z1) 2).
Repetimos este raciocinio as restantes letras de w, da esquerda para a direita, até obtermos
o quadro P (z1x2...2m) = P (P (z122... Tm—1) Tm)-

Para uma palavra w € A* e uma letra z € A, P (w =) = P (P (w) x).
Exemplo 2.18

Consideremos a palavra w = 3221532. Ilustremos a construcao do seu correspondente

quadro de Young.

3 3
® —3 3|2 2«2 2121
3 3 3 315
2 2 215 213
12| «5 11215 «3 1123 «2 1122

Assim t = P (w) = 35 23 122.
Nota 2.19 Se t é um quadro de Young entao P (t) = t.
Exemplo 2.20

Podem existir vdrias palavras com o mesmo quadro de Schensted.

Por exemplo, as palavras w; = 132 e we = 312 tém o mesmo quadro de Schensted:

As palavras w = 3221532, w’ = 2352312 ¢ t = 35 23 122 tém como quadro de Schensted
t, isto é, P (w) = P (w') = P (t) = t.

Enunciemos agora o teorema que déd a resposta ao problema que motivou a criacao

deste algoritmo, e que ird ser provado no capitulo seguinte.
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Teorema 2.21 ([20] Schensted, 1961) O comprimento mdximo de uma subpalavra nao
decrescente de w é dado pelo nimero de caizas da iltima linha de P (w). De forma andloga,
o comprimento mdzimo de uma subpalavra decrescente de w é dado pelo nidmero de caizas

da primeira coluna de P (w).
Exemplo 2.22

A palavra w = 3221532, considerada no exemplo 2.18, apenas admite subpalavras nao
decrescentes e decrescentes com no méximo trés letras pois a tultima linha e a primeira
coluna do quadro t = 35 23 122 (respectivamente) tém trés caixas, por exemplo 222 ou
225 e 321 ou 532, respectivamente. Notemos que estas subpalavras nao correspondem
necessariamente as subpalavras obtidas na iltima linha ou primeira coluna do quadro de

Schensted t = 35 23 122.
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Capitulo 3

Mondide plaxico e invariantes de

Greene

A relagao definida pelas palavras de A*, com 0 mesmo quadro de Schensted, define uma
relacdo de equivaléncia em A*. Veremos que esta relacdo €, de facto, uma congruéncia no
monoéide A*. Para isso, definimos as relagoes de Knuth [9] que geram uma congruéncia
= em A*, chamada congruéncia plaxica. O mondide A*/= é chamado mondide plaxico.
Na segunda parte deste capitulo, demonstramos o teorema de Knuth [9], teorema 3.13,
que mostra que a relacao de equivaléncia definida pelas palavras com o mesmo quadro
de Schensted é precisamente a congruéncia pldxica. Em particular, concluimos que cada
classe de congruéncia em A*, classe pldxica, contém um e um sé quadro de Young. No de-
senvolvimento desta teoria tém especial relevo os invariantes plaxicos de Greene [4], l;, (w)
e [}, (w), respectivamente, o méximo das somas dos comprimentos de k linhas disjuntas de
uma palavra w e o mdximo das somas dos comprimentos de k colunas disjuntas de w. O
teorema de Greene, teorema 3.11, mostra que estes mimeros sdo iguais, respectivamente, a
soma das primeiras & linhas e colunas do quadro P (w). O teorema de Schensted, teorema
2.21, enunciado no capitulo anterior, resulta agora como corolédrio imediato do teorema de
Greene. No final deste capitulo descrevemos os quadros de Young num bialfabeto.

Neste capitulo consultdmos as referéncias FULTON [3], GREENE [4], KNUTH [9], LOTHAIRE

[14] e SAGAN [19].
25
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3.1 As relagoes de Knuth e o monéide pléxico

Consideremos a relagao ~ de equivaléncia em A*:
w~w seesése P(w)=P(uw). (3.1.1)

No caso de as palavras serem de comprimento menor que trés verificamos facilmente
que w ~ w' & w = w, uma vez que tais palavras serao apenas uma linha ou uma coluna.
A primeira relacdo ndo trivial entre palavras ocorre quando estas tém comprimento
igual a trés e a forma A = (2,1), isto é, com palavras do tipo xzy, zzy, yrz e yzx,
x <y < z, uma vez que as palavras zyz e zyx nao sao da forma (2,1) mas sim (3) e

(1,1, 1), respectivamente. Nestas condigoes, verificamos facilmente que:

z
P (zzy) = =P (zzy), prraz <y <z e
Ty
Y
P (yzxz) = = P (yzz), paraz <y < z.
T |z

Sao estas relagoes nao triviais entre palavras de comprimento igual a trés e de forma

A =(2,1) que motivam a introdugao das rela¢oes de Knuth.

Definigao 3.1 Sendo z, y e z letras em A, definimos as relagoes de Knuth:
(RK1) xzy = zzxy, para x <y < z;
(RK2) yrz = yzx, para x <y < z.

Uma transformacgao (elementar) de Knuth [9] numa palavra consiste em aplicar
(RK1) ou (RK2) a trés letras consecutivas dessa palavra.

Denotamos por = a congruéncia, no monéide livre A*, gerada pelas relagdes (RK1) e
(RK2), que designamos por congruéncia de Knuth ou congruéncia pléxica.

Dizemos que duas palavras w e w’ sdao congruentes a Knuth, ou simplesmente
congruentes, se forem equivalentes & Knuth, isto é, se aplicando sucessivamente (RK1)

ou (RK?2) a trés letras consecutivas de w se obtém w’. Nestas condigoes escrevemos w = w'.



3.1 As relagées de Knuth e o mondide pldxico 27

No teorema de Knuth, enunciado na pédgina 36, iremos provar que a relacao de equiva-

léncia ~ definida em (3.1.1) é a congruéncia plaxica no mondide livre A*.

E agora possivel definir o conjunto quociente do mondide livre A* pela congruéncia

pléxica =, A*/=, que tem a estrutura de um mondide cujo elemento neutro é [®] € A*/=.

Definicao 3.2 O mondide pldxico no alfabeto A é o conjunto quociente
Pl1(A) = A"/= ={[w] : w € A*},

onde = é a congruéncia pldzxica.

A classe de equivaléncia da palavra vazia é a identidade deste mondide.
Exemplo 3.3

e 132 =312, 121 = 211.

e Num caso mais geral, 3221532 = 35 23 122 pois

3221532 = 3212532, por (RK2),

3212532 = 3215232, por (RK1),

3215232 = 3251232, por (RK2),

3251232 = 3251322, por (RK1),

3251322 = 3253122, por (RK1),

3253122 = 3523122, por (RK2).

Como 35 23 122 estd nas condicoes da defini¢ao 2.13,
3221532 = 35 23 122 = P (3221532), isto ¢,

319
w=23221532= | 2|3 = P (w).
1122

Portanto, a palavra 3221532 é congruente com o seu quadro t = P (w) = 35 23 122.
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Este tltimo exemplo ilustra o seguinte teorema, onde mostramos que toda a palavra é

congruente com o seu quadro.
Teorema 3.4 Seja w € A*. Entio w = P (w).

Demonstracao:

Provemos por inducao sobre o comprimento de w.

Pela definicao 3.1, a proposicao é verdadeira para palavras de comprimento
menor ou igual a trés.

Suponhamos agora que P (w) = w e x € uma letra. Provemos que P (wzx) = wz.
Pelo algoritmo de inser¢ao de Schensted basta verificar o caso em que w é uma
linha.

Assim, se wx é uma linha entao P (wx) = wz.

Caso contrario P (wz) = 2/w’, sendo 2’ a letra mais a esquerda de w = ux'v
estritamente maior que x e w’ a linha que obtida de w substituindo 2’ por x.

Entao, aplicando sucessivamente (RK2),
wz = ur've = ux'zv (3.1.2)

e, aplicando sucessivamente (RK1),

uz'zv = 'uav. (3.1.3)
Assim sendo wz = ux’zv = 2'uzv = 2’v’ = P (wx). =

Detalhemos (3.1.2) e (3.1.3). Knuth [9] descreveu o algoritmo de inserc¢ao de Schensted
numa lingua-
gem mais computacional.

Conforme foi visto no capitulo anterior, quando se insere uma letra r num quadro
t = P (w), comegamos por fazé-lo na primeira linha testando se x é maior que a letra na
dltima caixa desta linha. Se for, o resultado é uma linha e termina o algoritmo. Se a letra
na ultima caixa desta linha, vy, for maior que =, bem como a letra a esquerda de vy, v4—1,

movemos a letra x uma posicao para a esquerda (ficaria entre v,_1 € v,) e repetimos o
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processo até se encontrar a ultima letra maior que = : 2/, i.e., a letra x vai mudando de

posigao para a esquerda da linha. Continuamos agora movendo z’ sucessivamente para

a esquerda até estar na primeira posicao da linha. Estes passos podem ser ilustrados da

seguinte forma:

Seja uz’v uma linha de ¢t sendo u = wujus. ..Uy € U = VV2...V; (observemos que

up <ug < ... <y, <o <wg <. <y, pela definigao 2.9, pagina 16) e insira-se a letra

z (z<a):

ur'vr = wug .. up’ Uiy VT =

uz'vivy . . VG127

Uz v1vy . . V2TV 1V

uz v Va3 . .. Vg
uz' vz . .. g
uz'zv1vs ... g
ULU - . . Up 12 UpT

ULUD - . . Up—2T Up—1 UpTV

U U U3 . . . UpTV

wz'ug . . upzv

rurug ... upzv = 2'uzv.

Exemplifiquemos este processo com o seguinte exemplo.

Exemplo 3.5

Insira-se a letra 2 na linha 122335:

1223352 =

1223325
= 1223235
= 1232235
1322235
3 122235.

(por (RK2), x < vg—1 < vyg)
(por (RK2), x < vg—2 < vg—1)

(por (RK2), x < vy < v3)
(por (RK2), x < v1 < v2)

(por (RK1), up < x < ')
(por (RK1), up—1 <up <z’)

(por (RK1), ug <uz < ')
(por (RK1), u; <wug < ')
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Dizemos que I C A ¢ um intervalo quando existem duas letras y < z em A tais que

I={zecA:y<az<z}
Lema 3.6 Seja I um intervalo de A e w,w' € A*. Se w =w' entio w|r = w'|;.

Demonstragao:

Sem perda de generalidade, suponhamos que w’ é obtida de w por uma tinica
transformacao elementar de Knuth, por exemplo,

w=urzyv =uzaxyv =w', parar <y < z e u,v € A*.

Seja I um intervalo de A.

Como w|r = ulr (zzy)|r vlr e W'|r = ulr (zzy)|r v|r, basta verificar se
(wzy) |1 = (z2y) |1-

e Sex,y,z€l:(xzy)|r =xzy = zay = (229) |13

eSex,yclezé¢l: (xzy)|r =zy=(zzy)|r;

(
Ir =2y = (22y) |1;

(
eSey,ze€lexdl: (x2y)
eSexeleyz¢I:(xzy)|r =x=(2x9)]|5;
eSeyclex,z¢I:(xzy)|r =y=(22y)|5;
eSezeleuw,z¢I:(xzy)|r=2=(z2y)|;
eSexeleyz¢I:(xzy)|r =x=(2x9)|5;

eSex,y,z¢1:(zzy)|r =P = (zxy)|s.
Notemos que z,z € I e y ¢ I ndo pode ocorrer pois I é um intervalo de A.

A prova serd semelhante para w = uyrzv = uyzazv =w',comz <y < z. ®

3.2 Invariantes de Greene

No que se segue, procuramos interpretar os comprimentos das linhas e das colu-
nas de P (w), relacionando-os com os comprimentos das subpalavras ndo decrescentes e

decrescentes de w. Seja entdao w € A*.
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Definicao 3.7 Definimos invariantes (plazicos) de Greene [4], li (w) e I} (w), como
sendo o mdximo das somas dos comprimentos de k subpalavras de w disjuntas e ndo decres-
centes e 0 mdzrimo das somas dos comprimentos de k subpalavras disjuntas decrescentes

de w, respectivamente. Definimos ly (w) =0 e [j (w) = 0.
Exemplo 3.8

Consideremos a palavra w = 3221532 dos exemplos 2.18 e 3.3.

Qualquer que seja a escolha de uma subpalavra nao decrescente de w, o seu com-
primento méximo nao excede 3, isto ¢, l; (w) = 3. Para a palavra w encontramos trés
exemplos de subpalavras de comprimento médximo 3: 225, 223 e 222.

No caso de escolhermos duas subpalavras nao decrescentes e disjuntas de w existem
varias possibilidades. Por exemplo, 35,222; 223,15; 33,15 ou 3,15, sendo a soma dos
comprimentos destas subpalavras 5, 5, 4 e 3, respectivamente. O mdximo das soma destes
comprimentos é 5 e, quaisquer que sejam as escolhas que se fagam, o méximo serd sempre
5, isto &, Iz (w) = 5.

No caso de trés subpalavras nao decrescentes e disjuntas também temos vérias possi-
bilidades, mas nem todos os triplos dao origem ao méximo das somas dos comprimentos.
Exemplos dos triplos que dao origem a este maximo sao 35,223,12 ou 33,222, 15, sendo
que I3 (w) =T.

Observamos que a informagao dada pelas sequéncias descobertas num determinado
passo, para obter [;_1 (w), pode nao ser usada na criagdo de sequéncias para a obtengao
de Ix (w).

No caso de pretendermos mais de trés subpalavras nas condicées dadas temos de optar
sempre por usar todas as letras de w, isto é, para k > 3 temos I} (w) = |w| = 7.

O méximo dos comprimentos de uma subpalavra decrescente de w é I} (w) = 3, por
exemplo, a subpalavra 532. O méximo das somas dos comprimentos de duas quaisquer
subpalavras decrescentes de w é I}, (w) = 6, sendo a unica hipétese o par de subpalavras
321,532. No caso de trés subpalavras disjuntas decrescentes de w, o maximo das somas

dos comprimentos é I (w) = 7 tendo, neste caso, que conter todas as letras de w. Assim,
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para k > 3 temos [} (w) = |w| =T7.

Deste exemplo observamos que pode nao ser possivel adicionar a uma sequéncia de
subpalavras, obtida num determinado passo, outra sequéncia para criar sequéncias para
passos seguintes.

Também concluimos que podem existir védrias coleccoes de k subpalavras disjuntas e
nao decrescentes a determinar o maximo das somas dos comprimentos.

Se considerarmos agora a palavra w’ = 122125 temos vérios pares de duas subpalavras,
122,125; 1222,15 ou 12225, 1, que determinam o maximo das somas dos comprimentos de
duas subpalavras disjuntas e ndo decrescentes de w’, Iy (w') = 6, sendo que o comprimento
das subpalavras de cada um destes pares é diferente. Portanto, além de poderem existir
vérias coleccoes de k subpalavras disjuntas e nao decrescentes de w a determinar o maximo
da soma dos comprimentos, o nimero de letras destas subpalavras pode variar.

As mesmas conclusdes se retiram para subpalavras disjuntas e decrescentes de w € A*.

Os resultados seguintes, que usamos na demonstracao do teorema de Greene, mostram
que os nimeros lj, (w) e [} (w) nao se modificam pelas relacoes de Knuth, daf a designacao

de invariantes de Greene.
Proposigao 3.9 Se w =w' entao l, (w) =l (w'), qualquer que seja k > 0.
Demonstracao:

Sem perda de generalidade, podemos assumir que w’ é obtida de w através de
uma transformacao elementar de Knuth.

Suponhamos entao que w = urzyv = uzryv = w' sendo x <y < 2. A prova é
semelhante para o caso em que w = uyzrzv = uyzrv = w', com z < y < z.

Pela forma como w e w’ estao definidas, todas as subpalavras nao decrescentes

de w’ sao também subpalavras nao decrescentes de w.

Entao l (w') < i (w).

Consideremos agora k subpalavras disjuntas nao decrescentes de w : wy, wa, . . . , Wg.

Para ¢ = 1,2,...,k, w; é uma subpalavra de w’ & excepc¢ao de w; = v'zzv/,
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sendo 1/ e v’ subpalavras de u e v, respectivamente.

Se y nao aparece em wj, i # j, substitufmos w; por w; = u'zyv’, que é uma

palavra nao decrescente de w'.

Se y aparece em algum w; (i.e., se existe um i € {1,2,...,k} \ {j} tal que

w; = u"yv” sendo u” e v’ subpalavras de u e v, respectivamente) substituimos

w; por wh = u'zyv” e w; por wi = u”2v’, que é uma palavra nao decrescente
i P = Yy i P P = e p

de w'.

Entao Iy (w) <l (w'). m

Proposigao 3.10 Se w = w', entdo lj (w) = I} (w'), qualquer que seja k > 0.

Demonstracao:

A prova é andloga & anterior.

De facto, suponhamos w = w’, onde w’ é obtida de w através de uma trans-
formacao elementar de Knuth.

Supondo entao w = uxzyv = uzryv = w', sendo x < y < z, temos que todas
as subpalavras decrescentes de w sao também subpalavras decrescentes de w’.
Logo I} (w) <1} (w').

Sejam agora w, wh, . .., w;, k subpalavras disjuntas decrescentes de w’. Nestas
condigdes, parai = 1,2,...,k, w; é subpalavra de w, excepto para w} = u'zzv’,
para u' e v’ subpalavras de u e v, respectivamente.

Se y ndo aparece em wj, i # j, substituimos w} por w} = u'zyv’, que ji é uma
palavra decrescente de w.

Se existe um ¢ € {1,2,...,k} \ {j} tal que w, = u"yv”, onde u” e v" sdo
subpalavras de u e v, respectivamente, substituimos w} por w7 = u"xv’ e wj
por w) = u"zyv’, que ja é uma palavra decrescente de w.

Concluimos entao que I} (w) = I}, (w).

A prova sera semelhante para w = uyrzv = uyzav =w',comr <y < z. |
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Antes de passarmos & demonstracao do teorema de Schensted, enunciado na pégina 23,
provemos um resultado mais geral, o teorema de Greene, que dd4 uma interpretagao dos
comprimentos das linhas e colunas de um quadro t = P (w). Este teorema permite obter
os invariantes de Greene de w € A*, [ (w) e I} (w), sem que seja necessério determinar
subpalavras disjuntas nao decrescentes, e decrescentes, respectivamente, usando apenas a
partigdo A do quadro P (w) e a particao conjugada )\, e vice-versa, isto é, conhecendo
Iy (w) e I}, (w), sabemos qual é a forma do quadro P (w).

Consideremos entdo A = (A, Az, ..., Ar) a forma de P (w) e X = (X[, Ay, ..., ;) asua
particao conjugada. Reparemos que 7 é o niimero de linhas e s ¢ o ndimero de colunas de

P (w).

Teorema 3.11 ([4] Greene, 1974) Para k = 1,2,...,r temos A\ = lj; (w) — lx—1 (W) e

para k =1,2,...,s temos X, = I} (w) — lj,_; (w). Isto ¢,

k k
(w) =Y A e B (w) =) N,
i=1 j=1

Demonstracao:

Pelo teorema 3.4, w = P (w) =: t. Entao, pela proposicao 3.9, Iy (w) = lj, (t).
Assim basta provar que, para um quadro t de forma \, I, (t) = A;+Xo+. ..+ A
Considerando wy,ws,...,w, as k linhas de maior comprimento de ¢, verifi-
camos que [ (t) > A\ + A2+ ... + Ag.

Por outro lado, uma subpalavra nao decrescente de ¢ usa no méaximo uma le-
tra de cada coluna da representacao planar de . Entao k subpalavras nao
decrescentes disjuntas usam, no maximo, A\; + A2 + ... + A letras de t. Logo
I (8) < A+ Ao+ ..o+ Ak

De forma andloga se prova a segunda parte deste teorema. m

Estamos agora em condi¢oes de demonstrar o teorema de Schensted: o comprimento
méximo de uma subpalavra nao decrescente (decrescente) de w é dado pelo nimero de

caixas da ultima linha (primeira coluna) de P (w).
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Demonstracao do teorema 2.21 (Teorema de Schensted):

Sejam w € A*, X = (A1, A2,...,\) a forma de P(w) e X' = (A}, \),..., )
a sua particdo conjugada. Um caso particular do teorema de Greene é que
o comprimento méximo de uma subpalavra nao decrescente de w, 1 (w), é
dado por A1, o nimero de caixas da primeira linha de P (w), e o comprimento
méaximo de uma qualquer subpalavra decrescente de w, I} (w), ¢ dado por \j,

o nimero de caixas da primeira coluna de P (w). m
Exemplo 3.12

Recordemos o exemplo 3.8 da pagina 31, w = 3221532.

Ja concluimos que w = 35 23 122 tem como representacao o quadro de Young;:

315
213 =35 23 122.
11212

I (w) =3= M\,

ly(w) =3+2=5=\ + )\,

Iy (w)=3+24+2=T=N+X+X3=|w|,para3 <k<Te
(w) = X, =3,

lh(w) =X +X,=3+3=6,

U (w)=XN+X+N3=3+3+1=7=|w|, para3 <k <T.

Entao, conforme vimos no exemplo 3.8, o méximo dos comprimentos de uma subpalavra

nao decrescente de w serd l; (w) = A\; = 3. Encontramos trés exemplos de subpalavras

nao decrescentes de w de comprimento méximo: 225, 223 e 222.

Observamos, no entanto, que a subpalavra de P (w) obtida da tltima linha, 122, nao

é uma subpalavra de w. Isto quer dizer que o Teorema de Greene nao permite descobrir

quais k subpalavras nao decrescentes e disjuntas de w determinam o m#éximo das somas

dos comprimentos dessas k subpalavras mas apenas o seu valor.
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O méximo das somas dos comprimentos de duas subpalavras nao decrescentes e disjun-
tas de w é ls (w) = A1+ Ay =5 e, para 3 < k < 7, o mdximo das somas dos comprimentos
de k subpalavras nao decrescentes e disjuntas de w é [, (w) = A1 + Ay + A3 = 7, conforme
vimos no exemplo 3.8.

No caso de subpalavras decrescentes de w, o méximo dos comprimentos de uma sub-
palavra decrescente de w ¢ I} (w) = A} = 3; o maximo da soma dos comprimentos de duas
subpalavras disjuntas e decrescentes de w é I} (w) = A} + A\, = 6 e 0 méximo da soma dos
comprimentos de k subpalavras disjuntas e decrescentes de w ¢ I} (w) = N| + X5+ X3 =7,

para 3 < k < T.

Estao agora reunidas as condi¢bes para demonstrar o teorema de Knuth: duas palavras
sao congruentes & Knuth se e s6 se tiverem o mesmo quadro de Schensted.
Teorema 3.13 ([9] Knuth, 1970) A relagcio de equivaléncia ~ definida em (3.1.1),
pagina 26, é a congruéncia pldzica, isto é,
w=uw'seesdéseP(w)=P(u).
Demonstragao:

A parte “sd se”.

Sejam w e w' tais que P (w) = P (w'), isto &, w ~ w'.

Pelo teorema 3.4, w = P (w) = P (w') = w'. Logo w = w'.

A parte “se”.

Sejam w e w' tais que w = w’. Pretendemos provar que P (w) = P (w').

Pela proposicao 3.9, Iy, (w) =l (v'), 1 <k < |Jw| = |uv'|.

Pelo teorema 3.4, w = P (w) e w' = P (w'), logo também Ij, (w) = Iy (P (w)) e
e (w') = I (P (w)).

Entao I (P (w)) = I (P (w')).

Assim, pelo teorema de Greene, P (w) e P (w') tém a mesma forma.

Seja z a maior letra de w e w' e escrevamos w = uzv, w' = u'2v’ onde z nao
ocorre em v nem em v'.

Em primeiro lugar mostramos que uv = u'v’.
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Podemos assumir, sem perda de generalidade, que w e w’ diferem entre si
apenas por uma transformacao elementar de Knuth.

Se z nao estd envolvida nesta transformacgao entao, ou u = v’ e v = v/, ou
u=uev=0.

Caso contrario, eliminando z em (RK1) ou (RK2) (ver pédgina 26), obtemos
Ty = TY ou yr = yx, respectivamente, obtendo-se que uv = u'v’.

Por induc¢ao sobre o comprimento de w, assumimos que P (uv) = P (uv’).
Uma vez que z é a maior letra em w, pela descricao do algoritmo de insergao
de Schensted verificamos que, eliminando z em P (uzv), fica o quadro P (uv).
De facto, se escrevermos v = v1vz . .. v, como a letra z ndo ocorre em v, v; < z,
para qualquer 1 <14 < j. Em particular, a letra z fica na iltima caixa de uma
determinada linha do quadro P (uzv). Pelo algoritmo de inser¢ao de Schens-
ted, a letra v é colocada na mesma posicao em P (P (u) v1) e P (P (uz) v1).
O mesmo acontece com a letra v, isto é, a letra vy fica na mesma posi¢ao
nos quadros P (P (uvy) v2) e P (P (uzvy) v2). Repetindo este raciocinio, a
insercao da letra v; nos quadros P (uvivs...vj—1) e P (uzvivs...vj_1) leva a
que a letra v; fique na mesma posi¢ao em ambos os quadros. Portanto, os
passos do algoritmo de insercao de Schensted seguidos na insercao das letras
de v em P (u) e em P (uz) sdo os mesmos, e as letras de v vao sendo inseridas
nas mesmas posi¢oes no quadro P (u) e no quadro P (uz).

Entao P (w) é obtido de P (uv) adicionando uma caixa com a letra z no lugar
imposto pela forma de P (w).

Do mesmo modo, eliminando z no quadro P (u'zv’) ficamos com o quadro
P (u/v"). Entao P (w') é obtido de P (u'v') adicionando uma caixa com a letra
z no lugar imposto pela forma de P (w').

Entao P (uv) = P (u/v') e os quadros P (w) e P (w') sdo obtidos dos quadros
P (uww) = P (u/v") adicionando uma caixa com a letra z no lugar imposto pela
forma de P (w), que j& mostramos ser igual a forma de P (w').

Concluimos entao que P (w) = P (w'). =
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Exemplo 3.14

Consideremos as palavras w = 35215323 e w’ = 35523123 no alfabeto A = {1, 2, 3,4, 5}.
A maior letra de w e w’ é z = 5. Usando as notagoes da demonstracao anterior, temos
as subpalavras u = 3521, v = 323 de w e v/ = 35 e v/ = 23123 de w’ tais que w = uzv e

w =u'd.

Obtemos facilmente P (w) =P (w')=| 2 | 3 | 5 |, portanto w = w'.

11273
315
Tambeém verificamos facilmente que P (uv) = P (u/v') =| 2 | 3
11213

O teorema anterior permite concluir que, para qualquer palavra w € A*,
wl={w e w=uv}={wed:Pw)=P)}.
Pelo teorema 3.4, t = P (w) = w, logo t = P (w) € [w].

Definigcao 3.15 Seja t um quadro. Chamamos classe plaxica de t ao conjunto das
palavras w € A* tais que P (w) = t, isto é, o conjunto 7' (t) = {w € A*: P (w) = t},
onde w é a projec¢do candnica

m: A* — PI(A)=A"/=.

w o [u]

Suponhamos agora que existem dois quadros ty,te € [w], logo P(t1) = P(w) e
P (t2) = P (w), ou seja, P (t1) = P (t2).
Pela nota 2.19, pdgina 22, t; = P (t1) e to = P (t2), portanto t; = ts, o que demonstra

o coroldrio seguinte.

Coroléario 3.16 Cada classe plaxica em A* contém exactamente um quadro de Young no

alfabeto A.
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3.3 Caracterizacao das classes plaxicas num bialfabeto

Pelo coroldrio anterior, cada classe pldxica contém exactamente um quadro. Descreve-

mos agora o quadro de Young de uma classe pléxica num bialfabeto A = {a1, az2}.

Proposigao 3.17 Seja w € {ay,as}”. Entdo

_ k I _ k+l1
w = (aga1)” alas (aga1)” = (aga1)" " afas
= a12€+la11€+l+ra§
as e as as e as
= ajl ...l ar | a1 ...l ar | a1 ...l ap | a2 co. ] ag |,
k l R 5
para k,r,s,1 > 0.
Demonstragao:

: / k l
Consideremos a palavra w’ = (aga1)” ajaj (a2a1)".
Ora l; (w') = k+r+ s+ 1, pois a subpalavra ndo decrescente de maior com-

primento de

’le (agﬂ)(agﬂ)ﬂﬂ@@ (@al)...(@al)
k ’ T s l

U=aiay...a1 141 ...41 G203 ...a2 A2Q3 . ..0y = alerTagH.

Vv Vv
r s l

k

O méximo das somas dos comprimentos de duas subpalavras disjuntas e nao
decrescentes de w' é igual a ly (w') = 2k +r + s + 2] = |w’|. Escrevendo
w' = (@ﬂ) (@ﬂ) Qi...a1 Gg...02 (@ﬂ) (@ﬂ),

y -2
k T s l

o par de subpalavras disjuntas e nao decrescentes de w' que determinam o

maximo da soma dos comprimentos é:

k Ik l
(u1,u2) = (aQaSaQ,alaga ) .
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Pelo teorema de Greene:

e A primeira linha do quadro P (w) tem I (w') =k +r + s+ [ caixas.

e A segunda linha tem Iy (w') — I3 (w') =2k+r+s+20—k—r—s—1l=k+1.

O quadro P (w') tem apenas duas linhas porque [ (w') = |w'|, para k > 2.

Assim concluimos que

k _r s [ k+l k+l4+r s !
(aza1)” aja3 (azar)’ = astai™ a3 = P (u')
a2 | ... |laglaz|...]| a2
= aq ... | ay | a1 ... | ay | a1 ...l ar | a as
k l T 5
Pelo mesmo raciocinio concluimos que (alag)k+l ajas = aé”alfﬂ'”a%.

Consideremos agora w = z1 ... Ty, € {a1,a2}".
Provemos por indugio sobre m que w = (aga1 )" afa (azas)’.
Se m =0 temos w = ® e nada hd a provar (k=r=s=1=0).
Se m =1 entdo w = a; ou w = as e também nada hd a provar.
Suponhamos, por inducao, que w' = x1... Ty 1 = (agal)k aial (agal)l.
= — k l
Entao w = w'zy, = (a2a1)" afa3 (a2a1)’ Tp,.
Se x,, = aq:
Aplicando sucessivamente (RK1), ajasa; = asaqaq, | vezes obtemos
p b )
_ k r s l
w = (aga1)” afaja (az2a;)".
Se s = 0 temos w = (agal)ka{al (agal)l = (agal)k a71"+1 (agal)l.
Se s > 0, aplicamos sucessivamente (RK2), asaias = asasai, (s — 1) vezes
) p ) )
_ k -1 l
w = (aga1)” alazaias "~ (azar).

Aplicando sucessivamente (RK1), ajasa; = asajay, v vezes obtemos

k+1 s5—1

w= (agal)k (agaq) a{ag_l (agal)l = (a2a1)""" ajaj (agal)l.
Se x,, = as:
Aplicando sucessivamente (RK2), asajas = agagay, | vezes obtemos

w = (agar)* afagan (agar)' = (agar)® ajast (agar)’ como pretendfamos.
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Assim, w = (aza1)¥ afa (agay)' = ak a7,

Pelo coroldrio 3.16, cada classe pldxica em {a1,as}” contém exactamente um

quadro de Young no alfabeto {ai,as}, logo

a9 ..o ag | a2 ... | a2

Pw)y=|lar|...|la1|la|...|a|a|...|la|la|...|laz| m

~<
=34
@4

B

Exemplo 3.18

Consideremos a palavra w = 22121111221112 € {1,2}".

P(w) =

Entdo w = (2(21) (21)1)11(2(21) 1) 12 = 2°182 = (21)° 132 = (21)® 132! (21)%.
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Capitulo 4

O monodide dos quadros de Young

Verificdmos, no capitulo anterior, que cada classe pldxica em A* contém um tnico
quadro de Young. Sabendo isto, o conjunto T'ab (A) dos quadros de Young, no alfabeto A,
fica munido da estrutura de mondéide. O produto de dois quadros P;, Py € A* serd o 1inico
quadro congruente com a palavra Py P, € A*. Calculamos o produto de dois quadros, P;
e P», de duas formas. Primeiro usando o algoritmo de insercao de Schensted, descrito no
capfitulo anterior. Depois usando um novo algoritmo, criado por Schiitzenberger, chamado
jeu de taquin. Este algoritmo é um procedimento de deslizamento de uma caixa vazia do
quadro truncado cuja palavra é P; P», e transforma esse quadro truncado num quadro de
Young, congruente com a palavra P; P». Estes dois métodos de calcular o produto de dois
quadros conduzem ao mesmo quadro, uma vez que existe um e um sé quadro em cada

classe plédxica.

Neste estudo seguimos as referéncias FULTON [3], LASCOUX & SCHYTZENBERGER [12]

e LOTHAIRE [14].

Por conveniéncia, neste capitulo, denotamos os quadros de Young por letras maitdscu-

las.
43
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4.1 Produto de quadros pelo algoritmo de Schensted

Dados dois quadros P; e P5 no alfabeto A, o produto P; ® P pelo algoritmo de inser¢ao
de Schensted resume-se simplesmente & inser¢ao, por este algoritmo, da palavra do quadro
P> no quadro P;. Ou seja, P1 ® P> € o tinico quadro congruente com a palavra P, Ps.

O nimero de caixas deste novo quadro, P; ® P», serd a soma do nimero de caixas de
P; com o nimero de caixas de P e serd preenchido com os elementos que constam em
ambos os quadros.

Quando descrevemos o algoritmo de insercao de Schensted observiamos que, a uma
palavra w estd associada uma outra t = P (w) nas condigoes da defini¢ao 2.13, pagina 17,
que resulta de w por aplicagoes sucessivas do algoritmo de inser¢ao de Schensted. Assim,

para uma letra x,

Uma vez que esta construcao de produto de dois quadros nao é mais que uma sucessiva

insercao de letras de um quadro no outro, concluimos que, dadas duas palavras w; e we,
P (wlwg) = P(wl) oP (’wg) .

Podemos entao escrever

P1®P2:P(P1 PQ)

No caso trivial em que P, = ®, P, © P, = P (P, ®) = P (P1) = P, pela nota 2.19.
Por outras palavras, se escrevermos as entradas do quadro P» da esquerda para a
direita e do topo para baixo do quadro, temos P, = x1x2...x,,, onde m é o nimero de
caixas de P», o produto P; ® P, pode ser descrito por:
PPoP, =P(PLP)=P(PLz...xp)
=P(PLx1)®P(x2...2m)
=P(P(Py21) ©2) © P(z3...20) = P(Py x122) © P (23...2p,)

=P (P1 r1To .. .mm_l) ©® T -
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Exemplo 4.1
315
415
Consideremos os quadros de Young P, =| 2 | 3 e P, =
1124
11212
Nestas condigoes, Py ® P, = P (P 45 124),
315 315
4|5 5
PoOP = 2|3 O] = (2|3 O]
11214 11214
11212 112214
5
315
313
= 1213 Ol1|24| = ©l2]|4
212
112121415
1(1(2(4|5
5 5
313 313
21214 2121415
1(1(2(2]5 1(1(2]2(4
Pelo mesmo processo calculamos
5
4
PBoPL=|3|4
2135
1112212/,

verificando-se entao que este produto nao é comutativo, tal como seria de esperar uma vez

que a justaposicao de palavras nao é comutativa.

Isto é, em geral, P (wjws) # P (wawy), para wi,ws € A*.

O teorema seguinte mostra que a operagao © define a estrutura de mondéide no conjunto

dos quadros no alfabeto A.
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Teorema 4.2 O conjunto dos quadros de Young no alfabeto A com o produto ®, definido

pelo algoritmo de inser¢ao de Schensted, tem a estrutura de mondide.

Demonstracao:

O quadro vazio ¢ é a unidade deste mondide pois, para qualquer quadro de
Young I', 0T =T oo ="T.
Dados os quadros de Young T, U e V, temos que
(TeoU)eoV=P(ToU) V)=P(P(TU)V).
Mas P (T U) =T U, pela nota 2.19, pdgina 22, logo P(T U) V=(T U) V.
Assim, (ToOU)V =P(TU) V).
Por outro lado,
ToOUV)=P(T (UoV))=P(T P(UYV)).
Como P (U V)=U V, pela nota 2.19, logo T P(U V) =T (U V).
Entao, TG (UV)=P(T (UV)).
Uma vez que a justaposi¢ao é associativa, (T'U) V = T (U V), portanto
P(TU)V)=P(T (UV))e® é associativa. m

4.2 Produto de quadros pelo jeu de taquin

A outra forma de definir este produto é conhecida por deslizamento de Schiitzenberger
ou jeu de taquin que usa a nocao de quadro truncado T' da forma A / p, onde X e p sdo
duas partigoes tais que p C A (definigao 2.7, pagina 15). O algoritmo é o seguinte.

Seja T um quadro truncado da forma A / u do qual escolhemos um canto interior. Este
canto interior de T' “desliza” para a direita se o nimero da caixa & direita for estritamente
menor que o da caixa acima deste canto. Caso contrédrio, “deslizamos” este canto para a
caixa de cima. Entendemos por “deslizar” trocar o nimero da caixa que se escolheu pela
caixa vazia que se pretende mover. O canto transforma-se assim numa cavidade dentro

do quadro truncado. O processo repete-se a partir desta cavidade para as caixas acima
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e & direita dela até que esta caixa vazia se transforme num canto exterior sendo, nessa

situacao, removida do quadro.

A configuragio de um quadro truncado, apés uma operagao de deslizamento, pode néo

ser um quadro truncado, mas sim um quadro com um “buraco”. Neste caso, a palavra

deste quadro define-se como num quadro truncado, lendo as letras da esquerda para a

direita e de cima para baixo.

Verificamos agora que o resultado deste algoritmo, quando aplicado a um quadro trun-

cado, é um quadro truncado. Para tal basta apenas verificar que em cada passo do algo-

ritmo, seja o deslizamento vertical ou horizontal, os nimeros dispostos no quadro sejam

estritamente crescentes por coluna e nio decrescentes por linha. As caixas importantes

num determinado passo sao

sendoa<b,c<z,d<y, b<zec<d.

Se £ <y, o que se obtém destas caixas serd

d|y

c|lx|X

al|b
Caso contrério, isto é, se > y obtemos
d| X

cly |z

a | b

No primeiro caso, devemos verificar que a < < y. Ora, ja se sabia que a < be b < z,

logo a < x. Por hipétese x < y, entao a < x < y.

No outro caso, pretendemos que ¢ <y < z. Masc < ded <y, logo ¢ <y. Como

x>y temos c <y < x.
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Exemplo 4.3

Consideremos o quadro truncado do exemplo 2.8, pdgina 15, e o canto interior assinala-

do com X,

5 | O

3 (316

X234
3
2

Deslizando o canto assinalado com X segundo as condigoes do algoritmo de Schiitzen-

berger, os passos serao os seguintes:

5 |9 519 5|5
31316 313 |6 31X]|6
X234 ~ 12(X]|34 ~ 1213134
3 3 3
2 2 2
5| X )
3195 |6 3156
~ 1213 |34 ~ 12131314
3 3
2 2

Se optarmos pelo outro canto interior deste quadro truncado temos:

519 519 5195
31316 31316 31316
2134 ~ 2134 ~ 21314
X |3 31X 3
2 2 2
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Tal como o algoritmo de inser¢do de Schensted, facilmente se verifica que o jeu de
taquin é reversivel, isto é, dado um quadro truncado que tenha resultado da aplicacao
deste algoritmo e a caixa que foi removida (o canto exterior final), conseguimos inverter o

processo e chegar ao quadro truncado inicial com o canto interior escolhido.

Exemplo 4.4

Sabendo que, no quadro truncado seguinte, a caixa marcada com X foi a caixa removida
pelo jeu de taquin, pretendemos obter o quadro truncado inicial e saber qual o canto

interior escolhido.

) ) )
315X 31X |5 313 |5
21313 |4 ~ 213 ]34 ~ 2[X]3|4
3 3 3
2 2 2
5 b}
3135 31315
~ 1 X|12]3]|4 ~ 21314
3 3
2 2

Este algoritmo, que consiste num deslizamento de uma caixa vazia, de um quadro trun-
cado T, pode ser desenvolvido a partir de qualquer canto interior. No quadro resultante,
podemos repetir o processo a partir de outro canto interior, até que nao haja mais cantos
interiores, isto é, até conseguimos remover todas as caixas vazias de T'. Entao, o resul-
tado da aplicagao deste algoritmo a todas as caixas vazias de T' é um quadro de Young,
Rect (T), que designamos por rectificagao de T. O mais interessante é que, seguindo as
regras atrds definidas, nao interessa a ordem pela qual as caixas vazias sao removidas. Tal

facto serd provado na proposicao 4.6. Antes, mostramos que a palavra do quadro truncado
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resultante da aplicagao deste algoritmo ao quadro truncado 1" é congruente com a palavra

do quadro truncado T

Proposigao 4.5 Se um quadro truncado Ts pode ser obtido do quadro truncado Ty, por
uma sequéncia de deslizamentos, entao as palavras de 11 e de Ts sao congruentes, isto é,

w(Ty) = w (Ty).
Demonstragao:

Comecemos por estudar o caso de o quadro truncado T3 ser obtido do quadro
truncado 77 por um unico deslizamento.

Se este deslizamento ¢é horizontal, a palavra nao ¢é alterada e w (71) = w (T2).
Analisemos entao o caso do deslizamento ser vertical.

Comecemos por admitir que este deslizamento é

bz |d b| X |d

a| X |c al|lx|cl|,

onde a, b, c e d sao letras de A.
Para que o deslizamento seja vertical, devemos ter a < b <z < ¢ < d.
Nestas condicoes, a subpalavra u = bxdac de w (T1) é transformada na sub-

palavra v’ = bdaxc de w (Tz), e

b|d

P(u)=P(u) =

Pelo teorema de Knuth, pagina 36, u = u’/, logo w (T1) = w (T»).

Consideremos agora o caso em que a, b, ¢ e d sdo linhas de A*:

b1 bp x dl dq b1 bp X d1 dq
—

ap | ... lap | X|ecr|...| ¢ ar | ...|lap | T |cr|...|¢cq |,

onde p, g > 0.

A subpalavra u = bxdac = by ...byzd; ... dgay ... apcy ... cq de w(T7) é trans-
formada na subpalavra v’ = bdaxc = b .. Jbpdy . odgan .. apzey . cg dew (T).

Nestas condicoes



4.2 Produto de quadros pelo jeu de taquin

51

a; <ajp1eb; <bgi,paral <i<p-—1,

a; < b;, para 1l <i<p,

¢i <cip1ed; <dir, para 1l <1< q—1,

¢ < d;, paral <i<gq.

E, para que o deslizamento seja vertical,

ap <b, <z < <di.

Se p=0, por (4.2.1) e (4.2.2),

diy | d d
Pu)=PW)=—1— “
X C1 Cq_l Cq
Entao, pelo teorema de Knuth, u = zdc = dxc = u’.
Se ¢ =0 entao u = bax =u e
b b
P(u)=P(u) = ! i
ay ap | x
No caso geral, por (4.2.1) e (4.2.2), temos
b b, | d d
Pu)=P(u) = ! L 1
al ap x C1 Cq

e, pelo teorema de Knuth, v = v/, portanto w (T1) = w (1)
O caso geral de um deslizamento vertical é consequéncia do caso anterior.

Agora, se T, é obtido de T} por uma sequéncia de deslizamentos, basta aplicar

o raciocinio anterior para os sucessivos deslizamentos. m

O seguinte resultado justifica a unicidade da rectificagdo, Rect (T), de um quadro

truncado T'.

Proposigao 4.6 Dado um quadro truncado T', qualquer escolha de cantos interiores leva

T ao mesmo quadro rectificado.
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Demonstracao:

Suponhamos que duas escolhas diferentes de cantos interiores levam a dois
quadros rectificados 17 e T5.
Pela proposicao 4.5, w (T') = w (T1) e w(T) = w (T2), logo w (11) = w (T2).

Como em cada classe plaxica existe um e um s6 quadro, 73 =75. =

Ja vimos que qualquer palavra é congruente com um unico quadro. Entao, pelo re-
sultado anterior, a rectificacdo de um quadro truncado 7', Rect(T), é o tnico quadro

congruente com a palavra de T'. Mais geralmente, dados dois quadros truncados 1" e U,
Rect (T') = Rect (U) se es6se P(w(T)) =P (w(U)),

sendo P (w (1)) e P (w (U)) o resultado da aplicac@o do algoritmo de insercao de Schensted

as palavras representadas nos quadros truncados 1" e U, respectivamente.

Estamos agora em condicoes de definir o produto entre dois quadros, usando o jeu de
taquin. Dados os quadros de Young P; e P5, comegamos por construir o quadro truncado
P % Py da seguinte forma. Consideremos um rectangulo com tantas colunas como P; e
tantas linhas como P,. Colocamos entao o quadro P sobre este rectangulo e o quadro P

a direita deste. Notemos que a palavra de P, x P» é P1 Ps.

Exemplo 4.7
3|5
415
Dados P, =3523122=|21| 3 e P, =45 124 = temos
1124
11212
315
213
PoxPo=|1|2]|2
415
1124

A palavra de P, x P, é PiP, = 35 23 122 45 124.
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Enunciamos agora o teorema que mostra a igualdade das operagoes, ® e Rect (_ * ),
no conjunto dos quadros no alfabeto A.
Teorema 4.8 Nas condigoes atrds descritas, Rect (Py * Py) = P, © Py = P (P, P»).

Demonstragao:

Por um lado, P, P, é a palavra de P, x P». Portanto, pela proposicao 4.5,
P, Py = Rect (Py x P).
Por outro lado, P, ® P, = P (P} P,), logo P, ® P, = P, P,.
Como numa classe pldxica existe um unico quadro, concluimos o pretendido,
isto é, P(Py P») = P ® Py = Rect (P *x P). m
Exemplo 4.9
Uma forma de calcular o produto dos quadros P; e P do exemplo 4.7 usando o jeu de

taquin é a seguinte:

315 315 315
23 23 2| 3
PxPo= [1]|2]2 ~ 112X ~o 1] 2
X |45 21415 X|2(4]5
1124 1124 112
315 315 31X
213 2| X 2|5
~ 1] X ~ |13 ~ |13
212415 212415 212415
1124 1124 112
3 3 3
2|5 2|5 2|5
~ |13 ~ |13 ~ |13
212145 2021415 2121415
X|1]2]|4 1|X |24 112X




O mondide dos quadros de Young

94

X |24

1

4

2124

2124

21415 X

1

1

X|2]|4]5

1

4

4

21214

4

21214

214X |5

1

1

2141 X

1

212415

2124

21X 1415

1

4

21214

1

1

4

2124

4

2124

1

1

X245

1
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= Rect (P; * P).

)
313
~
2121415
1111224

Portanto, conforme o exemplo 4.1, pdgina 45, Rect (P, P;) e P| ® P, dao o mesmo

resultado, conforme o teorema 4.8.

Pelo teorema 4.8, Rect (Py * P») = P ® P5. Pelo teorema 4.2, o conjunto dos quadros

de Young com a operacao ® tem a estrutura de monéide. Entao, o conjunto dos quadros de

Young no alfabeto A, com o produto entre quadros Rect (_ * ), é um mondéide. Contudo,

apresentamos uma demonstracao deste resultado usando apenas o jeu de taquin.

Teorema 4.10 O conjunto dos quadros de Young mo alfabeto A, com o produto entre

quadros Rect (_

Demonstracao:

), € um mondide.

Em relacao a associatividade, consideremos o quadro truncado

T+«UxW = U

T

w

Se comegarmos por deslizar as caixas do rectangulo & esquerda de U e por

baixo de T', obtemos

Rect (T +U)

w

= Rect (Rect (T« U)«W).

Por outro lado, se o deslizamento comecar pelas as caixas do rectdngulo a

esquerda de W e por baixo de U, temos

T

Rect (U x W)

= Rect (T x Rect (U xW)).
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O mondide dos quadros de Young

Pela proposicao 4.6, qualquer que seja a escolha inicial dos cantos interiores, o

jeu de taquin conduz sempre ao mesmo quadro rectificado, portanto

Rect (Rect (T« U) * W) = Rect (T x U « W) = Rect (T x Rect (U x W)).

O elemento neutro deste semigrupo é o quadro vazio, ®:

Rect (® « P) = Rect (P*x®)=P. m



Capitulo 5

Correspondéncia de

Robinson-Schensted

Ja concluimos que em cada classe pléxica, no alfabeto A, existe um e um sé elemento
do conjunto dos quadros no alfabeto A. Verificamos agora que as palavras w duma classe
pléxica, contendo o quadro t, sdo parametrizadas por um quadro standard @ (w) com a
forma de t, quadro de insercao, que regista a ordem pela qual as letras de w vao sendo
inseridas na construgdo de P (w) = t, pelo algoritmo de Schensted. Obtemos assim a
correspondéncia de Robinson-Schensted, que estabelece uma bijeccao entre palavras no
alfabeto A e pares de quadros (P, @), onde P é um quadro no alfabeto A e @@ um quadro
standard com a forma de P. Nestas condigoes, as palavras da classe plaxica de um quadro
t, de forma A, estao em bijeccao com os quadros standard de forma A. Em seguida
investigamos quais as relagoes de simetria entre estes quadros, P (w) e @ (w). Quando
temos uma palavra w standard, que pode ser identificada com uma permutacao o, o

quadro de insercio @ de o ¢ igual ao quadro de Schensted da palavra o'

, ou seja,
Qo)=P (0*1). No caso geral de uma palavra qualquer w € A*, para obter a simetria
anterior precisamos definir a palavra standard std (w), standardizacao de w. Concluimos
entao que o quadro de inserg¢ao ) de w é igual ao quadro de Schensted da palavra standard
std (w) ™, ou seja, Q (w) = P (std (w)_l).
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Para o desenvolvimento destes assuntos seguimos FULTON [3], GREENE [4], KNUTH

[9], LOTHAIRE [14], SAGAN [19] e SCHENSTED [20].

5.1 Quadro de insercao

Denotemos por Tab (A) o conjunto de todos os quadros no alfabeto A e por STab o
conjunto dos quadros standard (pédgina 13). Dada uma particdo A, escrevemos, respecti-
vamente, Tab (A, A) e STab ()\) para representar o conjunto dos quadros em A com forma

A e o conjunto dos quadros standard com forma A.

Seja t um quadro de forma A. Recordemos que a classe pldxica de t é o conjunto

71 (t) = {w e A*: P(w) =t}, onde 7 é a projeccio candnica

m: A" — PlI(A)=A"/=.
w — [w]

Todas as palavras w’ na classe plaxica 7! () tém o mesmo quadro P (w') = t, mas a
ordem pela qual as caixas vao sendo inseridas na construcao de P (w) distingue as palavras
de uma classe pléxica.

Seja w = x1x9...%,, € A*. Na construgdo de P (w), pelo algoritmo de inser¢ao de

Schensted, obtemos uma sequéncia de quadros

P1: 1 ,PQZP(.INZQ), ey Pm:P(xla:Q...a:m):P(w),

associados a uma sequéncia de partigoes
(1) =X cA@ c...cAm),

onde AV ¢ a forma do quadro P;, 1 <i < m. O diagrama da particao A ¢ obtido do
diagrama relativo a particao )\(ifl), 2 < i < m, adicionando-lhe uma caixa.

Esta sucessao de parti¢oes define um quadro standard, quadro de insercao @ (w),
com a mesma forma de P (w), que permite conhecer a ordem pela qual as caixas foram

sendo inseridas na construcao de P (w), pelo algoritmo de inser¢ao de Schensted.
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Este quadro tem a mesma forma que P (w) e é construido de seguinte forma.
— Colocamos o inteiro 1 na caixa do diagrama de Pi;

— Colocamos o inteiro k, 2 < k < m, na caixa que faz parte do quadro de P mas nao
de P._1. Uma vez que esta nova caixa é um canto exterior em P, a nova entrada k serd
maior que as entradas abaixo e & sua esquerda. Assim, se Q. € o quadro construido desta

forma no k-ésimo passo deste algoritmo, entdo @ é um quadro de Young standard.

Obtemos assim a aplicacao @ : A* — STab.

wr— Q (w)

Para cada w € A*, o quadro @ (w) tem a mesma forma de P (w) e tem entradas
numeradas de 1 a |w|. O niumero k, 1 < k < |w|, no quadro @ (w) numera a caixa que foi

adicionada no k-ésimo passo da construcao de P (w).

Exemplo 5.1

Consideremos w = 3221532.

Partigao Construgao de P (w) Construgao de @ (w)
AL = (1) 3 1
3 2
A2 = (1,1)
2 1
3 2
AG) = (2,1)
2|2 113
3 4
A =(2,1,1) 2 2
1]2 113
3 4
A6 =(3,1,1) 9 9
11215 11315
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Partigao Construgao de P (w) Construgao de @ (w)
3 4
A6 = (3,2,1) 215 216
1123 11315
315 4|7
AT = (3,2,2) 213 216
1122 1135

Logo @ (w) = 47 26 135.

Definimos agora a correspondéncia de Robinson-Schensted, que estabelece uma bi-

jeccao entre as palavras w de A* e o par constituido pelo quadro P (w) e pelo quadro de

insergao @ (w).

Definicao 5.2 Dado um alfabeto A, a correspondéncia de Robinson-Schensted é a

aplicacdo
p: A* — %\J Tab (X, A) x STab ()

w —  (P(w),Q(w))

Nas condigoes do exemplo 5.1, temos p (3221532) = (3523122,4726135).
Mostremos agora que a correspondéncia de Robinson-Schensted é uma bijeccao entre

A* e E\J Tab (X, A) x STab ().
Teorema 5.3 A correspondéncia de Robinson-Schensted é bijectiva.

Demonstracao:

Na pédgina 20 observamos que o algoritmo de inser¢ao de Schensted é reversivel,
se for conhecida a iltima caixa inserida no quadro.

Assim, dado (t,q) € Tab(\, A) x STab()\), para uma partigdo A, é possivel
obter w = p~! (t,q) eliminando sucessivamente em t as caixas numeradas em

@ de forma decrescente, [\|,...,2,1. ®
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Assim, é agora possivel recuperar a palavra w a partir de (P (w), @ (w)). Isto porque
a tultima caixa inserida no quadro P (w) é a caixa de maior nimero em @ (w). Para, de
(P, Qk), obter (Py_1,Qk—_1) consideramos a caixa com o maior inteiro em Q) (que serd
k) e aplicamos o reverso do algoritmo de insergao de Schensted a letra de Py que estd na
mesma posi¢ao que k em Q. O resultado é um quadro P,_1 e a letra x; que ocorre em
P e ndo em P;_ serd a k—ésima letra de w. Para obter (Qix_; basta eliminar em @ a
caixa com a letra k.

Obtemos assim uma cadeia de pares de quadros

(Pv Q) = (-P|w|aQ|w|) ) (Hw\—va\w\—l) Yo (P17Q1)7

onde (P (w),Q (w)) = (P,Q), Q; sdo quadros standard e os quadros P; e (); sao da mesma

forma.
Exemplo 5.4

Se for dado p (w) = (3523122,4726135) é possivel obter w da seguinte forma.

315 417
Pw)y= Pr=|2|3 Qw)= Qr=|2|6

11212 11315
1(2) l

3 4
Ps=|2|5 Qe=|2]|6

11213 11315
1(3) l

3 4
Ps=|2 Qs =|2

125 1(3]5
1 (5) l

3 4
Py=|2 Qs=|2

12 103
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1 (1) 1
3 2
P = Q3 =
22 113
1(2) |
3 2
Py = Q2 =
2 1
1(2) |
P=|3 Qi=|1
1(3)
P

Logo, lendo as letras entre paréntesis da coluna da esquerda, de baixo para cima, isto
é, seguindo as setas em sentido contririo, temos a aplicagao do algoritmo de insercao de

Schensted a palavra w = 3221532.

Corolédrio 5.5 A aplicagio Q : A* — STab induz uma bijec¢do entre a classe pldzica
wr— Q(w)
det, 71 (t), e STab()\), sendo \ a forma do quadro t.
Assim, as palavras numa classe pldxica contendo o quadro t estdo em bijeccdo com
os quadros standard com a forma de t. Portanto, as palavras numa classe pldxica tém
quadros de insercao distintos. Em particular, o nimero de elementos da classe pldxica de

t é igual ao nimero de quadros em STab()), isto é,
#r7l(t) = #STab(N).

Se considerarmos o alfabeto A = {1,2,...,n}, o conjunto das palavras neste alfabeto
cujas letras ocorrem uma e uma sé vez, palavras standard, pode ser identificado com o
conjunto das permutagoes de S,. Nestas condigoes, P (w) e @ (w) sdo ambos quadros
standards e temos a original correspondéncia de Robinson [17]:

Sp L)\J STab(\) x STab (N),
o +— (P(0),Q(0))
que estabelece uma bijeccao entre permutagoes e pares de quadros standard, bastando

restringir p ao conjunto das palavras standard no alfabeto A.
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Vejamos agora qual a configuracao do quadro de insercao de um quadro de Young t

de forma A\ = (A1, Ag, ..., Ag).

Podemos decompor o quadro t por linhas ly,1s ..., [ tais que Iy > ls > ... > I, isto é,

onde ’lﬂ = >\k7 ‘lg’ = )\kfl, e

t=Ul...

L

la

I =

I,

k| = A

Na construgao de P (t) comegamos por inserir as letras da primeira linha de t, [,

portanto

Q(h) =

Ak |

Prosseguimos com a insergao das letras de Iy em P (I), ficando

Q(hl2) =

)\k—f-l

A+ A\

1

Ak

e+ +1

A+ Ae—1

Observemos que A1 > Ao > ... > Ap_1 > . Se tivéssemos, por exemplo, \p_1 = Ag,

o quadro de inser¢ao teria a seguinte configuragao.

Q (hil2) =

A+ 1

Ak + Ap_1

1

Ak

Repetimos este processo até que, no passo k — 1 temos o quadro de insercao de

lllg e lk_li

Q. lg-1)

A A
PP DAt
i=3 i=3
k k
oA+l DAt A1
i=3 i=3
Ap+1 Ak Ak
i N k k
Ai+A3+1 i
1 Ak Ap+Ag+1 i=k—1 t 7',;3 s 722 '
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A insergao da ultima linha de t em P ({1l2...[l;_1) leva ao quadro de insercao de @ (t):

% %
DA+l DAtk
i=2 o | =2
% % % %
DA+l Nt | A A+l Ait+Ap—1
i=3 | =3 i=2 e | =2 (*)
% %
AitHAg+1 Do Xi+HAp—1
i=3 i=3
% %
Ait+A3+1 AitA
Ap+1 Ak+Ak 122 : 122 :
Zk: A k k k
; it i Ait+A2+1
1 Ak Ak+AR+1 i=Ee zga ° zgz zgz 2

Obtemos assim o seguinte resultado.

Proposigao 5.6 t é um quadro de Young de forma A = (A1, Ag,..., \x) se e s6 se Q (t)

¢ o quadro, de forma A, definido em (x).

Exemplo 5.7

Se considerarmos o quadro t = 35 23 122 de forma A\ = (3,2,2) temos:

516
Q(t)=|3]4
11217

5.2 Simetria entre os quadros P (w) e Q (w)

No que se segue, investigamos qual a relagao entre os quadros P (w) e @ (w). Para tal
necessitamos de alguns conceitos relativos a bipalavras.
Sejam A ={a; <as <...<ap}eB={b <by <...<by} dois alfabetos ordenados.
a;
b
Definimos duas ordens lexicogrificas em A x B que nos levam a dois alfabetos ordenados.

Uma biletra em A x B é um par ordenado (a;, b;), que também representamos por
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Dando prioridade & primeira linha temos o alfabeto ordenado
ai aq as a2 a a
A®B = <...< < < " "
by b by bm, by b,
e, dando prioridade a iltima linha, o alfabeto ordenado
a a a a aj a
B®RA = <...<| "< <" "
by by bo ba bm bm
Assim, no alfabeto A ® B temos
a a, / !/ /
< & a<aoua=aeb<d
b b
e no alfabeto B ® A
a a/ / / !/
< & b<boub=bea<a.
b b

Exemplo 5.8

Sejam A = {1,2,3} e B = {1,2} dois alfabetos.

1
AR B =

1

1
B A=

1

<

<

<

<

Uma bipalavra é uma palavra nestas biletras, que representamos por

2.

I

1

T2

Y2

Tp

Yp

onde u =z122...2, € A" e v =1y1Y2...yp € B*.
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U
Quando ordenamos, por ordem nao decrescente, as biletras da bipalavra ) = ,
v
com prioridade & primeira linha, escrevemos
!/ 'U/,
Y= e (5.2.1)
v
~ . . u
e quando ordenamos, por ordem nao decrescente, as biletras da bipalavra »_ = ,
v
com prioridade & tltima linha, escrevemos
"
U
S = . (5.2.2)
,U/I

Nestas condicgoes, u' e v” sdo palavras nao decrescentes em A*.

Exemplo 5.9

4325123
Consideremos os alfabetos A = B ={1,2,3,4,5} e a bipalavra > =
3221532

Ordenando lexicograficamente as biletras de > | com prioridade & primeira linha temos:

1 2 2 3 3 4 5
< < < < < <
5 2 3 2 2 3 1
Se a ordenacao for com prioridade & iltima linha, obtemos:
5 2 3 3 2 4 1
< < < < < <
1 2 2 2 3 3 5
Portanto temos as bipalavras
5 o 1223345 S u” 5233241
= = e = =
v 5232231 v 1222335
i1 12 ... ip
No caso de termos o € S,,, podemos representar o por uma bipalavra ) =
J1J2 <o Jn

onde ji = o (i), para 1 < k < n. De todas as bipalavras que representam o salientamos

duas,
, id y ot
Yoo = e >, = . (5.2.3)

o id
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Exemplo 5.10

Consideremos o = 4237165 € S7.
Podemos representar o pelas bipalavras

) id 1234567 Y ot 5231764
Zo_ = = e Zo_ = ] =
o 4237165 id 1234567

O seguinte resultado é essencial para o que se segue.

u

Lema 5.11 Para uma bipalavra > = , P(V') e P(u") tém a mesma forma.
v
Demonstracao:
. u UiU2 ... Uy
Seja ) = =
v V1V . ..Uy
/ 1
. . !/ u " u
Consideremos as bipalavras ) = , Y= como em (5.2.1) e
,U/ ,U//
(5.2.2), onde v’ e v” sdo linhas em A*.
Seja 8 = vj vj, ...v; uma subpalavra ndo decrescente de v’ de comprimento
T.
Ora, a = uj uj, ...u; ¢ uma subpalavra ndo decrescente de v, pois v’ ¢ uma
palavra nao decrescente.
!/ !/ !/
. . i Uiy U,
Temos, para as duas ordens lexicogrificas, < <...<
/ / /
o v v

21 2 (28

Como 3 ¢ uma subpalavra nao decrescente de v” entao a é também uma sub-

palavra nao decrescente de u”.

Entao, para qualquer palavra nao decrescente de comprimento r de v/, obtemos
= : "

uma palavra nao decrescente de comprimento r de u”.

Portanto, existe uma bijeccao entre os k—uplos de subpalavras disjuntas e nao

decrescentes de v’ e u”. Logo, os invariantes de Greene de v’ e u” sdo iguais.

Pelo teorema de Greene, pdgina 34, concluimos o pretendido. m
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Exemplo 5.12

Sein s | " 4325123
eja = =
v 3221532

Temos portanto,

Y 1223345 s 5233241
Z: = e Z = =

v’ 5232231 v 1222335

Usando as notagoes da demonstracao anterior podemos escolher, por exemplo, a sub-
palavra nao decrescente 5 = 2223 de v’ (a sublinhado na tltima linha de Z/) Nestas
condigoes, obtemos a subpalavra a de v/, o = 2334 (a sublinhado na primeira linha de Z").

Estas subpalavras nao decrescentes « e 3 sao também subpalavras de u” e v, respecti-

vamente.

Facilmente verificamos que

P (UI) = e P (u”) =

N | W | Ot
N | W | Ot

Para a demonstracao do teorema seguinte necessitamos de introduzir a seguinte no-
tagdo. Dada uma palavra w € A*, (w) T representa a palavra obtida de w ordenando as

suas letras de forma nao decrescente.
Exemplo 5.13

Para o alfabeto A = {1,2,3,4,5}, consideremos w = 3221532 € A*.
Entdo (w) | = 1222335.

Concluimos agora a relagao entre os quadros P (w) e @ (w), no caso de w ser uma

palavra standard. O quadro de insercao @) de o é igual ao quadro de Schensted da palavra

o 1.
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Teorema 5.14 Para o € Sy, Q (o) =P (071).

Demonstracao:

Sejam o € S, e v/,v',u”,v" € A* de forma que

u id 1 2 ... kK ... n u” o1

v o o1 03 ... Ok ... Op v id

Consideremos as bipalavras

u (k) 1 2 ... k
= ,para 1 < k <n,
v (k)' o1 09 ... O
onde v (1)",...,v(n) representam os factores a esquerda de o.
u (k)" U_1|{1,...,k;}

Nestas condicoes temos L=
U(k) (01~~-Uk)T

Pelo lema 5.11, P (v (k)') = P(01...0%) e P (u(k)") = P (o7 1, 4}) tém a

mesma forma em cada passo k do algoritmo de insercao.

Entao P (0*1\{1}) =|1]|eP (J*1|{17,"7k}) ¢ um quadro standard numerado

de 1 até k com a mesma forma de P (oy...0), k=1,...,n.

Assim, as caixas vao sendo inseridas pela mesma ordem em P (07 ...0%) e em

P (07 1,..k})s pelo que P (071) =Q(0). =
Exemplo 5.15

Consideremos o = 5231764 € S7, de onde temos o~ = 4237165.
® W1 =01 = 5,

Pw)=|5| e Qi)=|1|=P(c7tuy) =P(Q).

® Wy = 0109 = 52,

5 2
P(ws) = N Q (w2) = 1 — P (oY) = P(21).
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® w3 := 010903 = 523,

5 2
P(w3) = e e Q(ws)= 1 =P (07 123) = P(231).

® Wy 1= 01090304 — 5231,

5 4
Pws) =| 2 e Qa)=|2| =P(c7u,  4)=P(4231).
1|3 1|3

® Wy = 0109030405 = 52317,

5 4
Pws)= |2 e Quws)=|2 P (o7, 5) = P (42315).
1|37 135

® Wg = 010903040506 = 923176,

5 4
Pws)=| 2|7 e Qwe)=|2|6| =P(c7Yq, 6)=DP(423165).
1,36 1,315

® 0 = 01020304050407 = 5231764,

517 4|7
P(o)=|2]6 e Q)=|2]6| P Yu.n) =P
1314 113]5

Com o objectivo de generalizar o teorema 5.14, para o caso de uma palavra qualquer
w € A*, necessitamos da nocao de standardizagao de uma palavra.

Dado o alfabeto A = {a1 < az < ... < ap} e w € A*, escrevemos

|w|a1 :m1,|w|a2 :mg,...,|w|an =m,.

A standardizagao de w, std (w), é a palavra standard obtida de w da seguinte forma.

Numeramos de 1 a m; (da esquerda para a direita) as ocorréncias de a1, de mi+1 a mj+mso
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as ocorréncias de ao e assim sucessivamente até se numerarem, de mq+mo—+...+my,_1+1

até |w|, as ocorréncias de a,.

Exemplo 5.16

Para w = 3221532 o processo é o seguinte:

w: 3 2 2 1 5 3 2 3 2 2 1 5 3 2
std(w): . . . 1 . . . .23 1 . . 4
3 2 2 1 5 3 2 3 2 2 1 5 3 2

5 2 3 1 . 6 4 5 2 3 1 7 6 4

Entdo std (3221532) = 5231764.

A seguinte proposi¢ao mostra que a standardizagio preserva a congruéncia plaxica.

Proposicao 5.17 Sejam w,w’ € A*. Se w =w' entdo std (w) = std (v').

Demonstragao:

Sem perda de generalidade, suponhamos que w’ ¢ obtida de w através de uma
transformacao elementar de Knuth, por exemplo,
w=uxzyv = uzzyv = w', parar <y < z e u,v € A*.

'2'y/v" & uma palavra standard tal que

Entao std (w) = std (uxzyv) = v'x
' <y <72 porque x <y < 2.

Por outro lado, std (w') = u'2/2'y'v'.
Por (RK1), std (w) = v'2'2'y'v' = u/'2'2'y'v' = std (w').

A prova serd semelhante para w = uyzrzv = uyzazv =w',comz <y < z. ®

Proposigao 5.18 Seja t um quadro. Entdo std(t) é um quadro standard.
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Demonstracao:

Consideremos o quadro t = ujusg . .. uj constituido pelas linhas:

up = aiai2 - .. air,

U2 = A21G22 . . . A2s,

Uk = Ap10E2 ... Akl
Entao u; > ug &> ... > ug, o que significa, pela definigao de >,

lur] <fug| < ..o < gl e aij > agyy;,
parai € {1,...,k—1}eje{1,...,|ul}.
Podemos escrever std (t) = vivy...vg, onde
v1 = bubiz ... by,

vg = ba1baa . . . bag,

VE = bklbkg e bkl-
Nestas condigoes, |v;| = |u;| < |ujt1| = |vit1|, para qualquer i = 1,...,k — 1.

Como ajj > a(y1);, para i € {1,....,k—1} e j € {1,...,]ui}, e pela forma
como se definiu a standardizagao, podemos concluir também que b;; > b(;41);-

Logo vy > va > ... > v e std (t) é um quadro. m
Exemplo 5.19

Se considerarmos o quadro t = 35 23 122 temos

t: 3 5 2 3 1 2 2 3 5 2 3 1 2 2
std(t): . . o 1 .. o 2 . 1 3 4
35 2 3 1 2 2 3 5 2 3 1 2 2
5 . 2 6 1 3 4 5 7 2 6 1 3 4

Entao std (35 23 122) = 57 26 134, que estd nas condic¢oes da definigao 2.13.

Pelo facto de em cada classe de congruéncia existir um e um sé quadro, concluimos

que a standardizacao comuta com a insercao de Schensted.

Coroldrio 5.20 Seja w € A*. P (std(w)) = std (P (w)).
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Demonstracao:

Pela proposicao 5.17, como w = P (w), entao std (w) = std (P (w)).

Por outro lado, do teorema 3.4, pdgina 28 concluimos que std (w) = P (std (w)).
Entao std (P (w)) é congruente com o quadro P (std (w)).

Mas, pela proposi¢ao 5.18, std (P (w)) é um quadro.

Logo std (P (w)) = P (std(w)). m

Exemplo 5.21

Para a palavra w = 3221532 temos, pelo exemplo anterior, std (w) = 5231764 e, de

acordo com o exemplo 3.3, pagina 27:
w = 3221532 = 3212532 = 3215232 = 3251232 =

= 3251322 = 3253122 = 3523122 = P (w) =: t.

Aplicando as relagoes de Knuth a std (w) da mesma forma que foram aplicadas de w

até w':
std (w) = 5231764 = 5213764 = 5217364 = 5271364 =

5271634 = 5276134 = 5726134 = P (std (w)) = std () .

Logo std (P (w)) = 5726134 = P (std (w)).

Proposigao 5.22 Sejo w € A*. Q (w) = Q (std (w)).

Demonstracao:

Consideremos w = v x, onde u é uma linha e = uma letra.
Entao std (u ) =« 2/, onde v/ é uma linha sem letras repetidas e 2’ é uma
letra, distinta de qualquer letra de u'.

Concluimos imediatamente que

Pu)=|u |...|u, |=ue

P)=u|... up, | =,

onde u; <...<wupeu] <...<uj.
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Correspondéncia de Robinson-Schensted

Vejamos que a inser¢ao de x em P (u) produz um quadro com a mesma forma
que a inser¢ao de 2’ em P (u’). Pela descrigdo do algoritmo de insergao de
Schensted, pagina 21, temos duas situagoes possiveis:

Se u x é uma linha, o que implica que u, < x, temos

Puz)=|uy | ... | w | z|=un

Pela forma como definimos a standardizagao, temos uj < 2/, logo

Pa)=uf |...|u |2 |=ua"

Se u x = u; z, onde u; € a letra mais & esquerda de u tal que u; > x temos

Us

P (ux) =

Uul cee | Uj—1 | T | Uj—1 ol | Uk

Pela forma como definimos a standardizagao, a letra u} é a letra mais a esquerda

de v’ estritamente maior que z’, logo
b

o
P(u/z)) =
uy wi_g | al ug || g
Assim sendo, Q (w) = Q (ux) = Q (v'2’) = Q (std (w)).

Entao os passos do algoritmo de inser¢ao de Schensted aplicados na construgao
de P (w) sdo os mesmos que se aplicam na construgao de P (std (w)).

Assim, as sucessivas formas dos dois quadros sdo iguais, o que significa que

Q(w) = Q (std(w)). m

O seguinte resultado permite generalizar o teorema 5.14.

Corolario 5.23 Sejo w € A*. Q (w) =P (std (w)_l).

Demonstragao:

Aplicando o teorema 5.14 a o = std (w) temos P <std (w)71> = Q (std (w)).
Mas, pela proposicao anterior, @ (std (w)) = Q (w), pelo que
Q (w) = Q (std (w)) = P (std (w)_l). m



Capitulo 6

Operacoes coplaxicas

Neste capitulo mostramos que as classes copldxicas no alfabeto A, conjunto das palavras
no alfabeto A com o mesmo quadro de inser¢ao, podem ser representadas por grafos colo-
ridos. De entre esses grafos coloridos basta conhecer os grafos das classes coplaxicas
dos quadros de Yamanouchi. Para tal, comecamos por definir e estudar as propriedades
dos operadores lineares e;, f; e 0, ¢ = 1,...,n — 1, na &dlgebra livre associativa Z (A),
que identificamos com a &dlgebra dos polinémios de varidveis nao-comutativas ai, ..., a,
com base A*. Posteriormente, definimos palavras de Yamanouchi e verificamos que, se
uma classe pldxica contém uma palavra de Yamanouchi, entdao contém apenas palavras
de Yamanouchi. As classes copldxicas, num alfabeto A, so as componentes conexas de
um digrafo colorido I', cujos vértices sao as palavras de A* e as arestas sao definidas por
fi e e;. Classes coplédxicas indexadas por quadros de insercao com a mesma forma sao
isomorfas, como subgrafos de I'. Portanto, para conhecer a classe copléxica indexada por
um quadro standard de forma A, basta considerar a componente conexa de I' que contém o

tnico quadro de Yamanouchi da forma A. O grafo colorido da classe copléxica, no alfabeto

{1,2,...,|Al}, do (unico) quadro de Yamanouchi da forma A é chamado o grafo de cristal
da partigdo A. Os vértices deste grafo sao todos os quadros no alfabeto {1,2,...,|A|} e da
forma A.
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Neste capitulo consultdmos as referéncias LOTHAIRE [14] e LECLERC & THIBON [13].
Consultdmos ainda KOSTRIKIN & SHAFAREVICH [10] ¢ REUTENAUER [16] no estudo da

dalgebra livre 7 (A), e PEREIRA [15] e WILSON [22] no estudo de grafos.

6.1 Classes coplaxicas

Definicao 6.1 Seja q um quadro standard. Definimos classe copldzxica indexada por
q, no alfabeto A, como sendo o conjunto de todas as palavras w € A* que tém o mesmo

quadro de insercio Q (w) = q. Ou seja, o conjunto Q' (q).

Se Q (w) = q dizemos que Q! (q) é a classe copldxica de w.
Pelo coroldrio 5.5, pagina 62, duas palavras da mesma classe coplaxica estao em classes

pléxicas distintas, isto &, para wi,ws € A*,

Q (w1) = Q (w2) = P(w1) # P (w2).

Entdo, dado um quadro standard q de forma A, a classe copldxica indexada por q,
no alfabeto A, contém exactamente uma palavra de cada classe plaxica de um quadro no
alfabeto A e forma A. Mas cada classe pldxica contém exactamente um quadro. Entao, o
nimero de elementos desta classe copldxica é igual ao nimero de quadros de forma A no

alfabeto A, logo
#Q7 () = #Tab(4, ). (6.1.1)

Se dois quadros de inser¢ao q e q’ tém a mesma forma A,

#Q ' (a) =#Q ' (d) = #Tab(A,N).

Pela descricao da construcao do quadro de insercao de um quadro de Young, proposicao

5.6, pagina 64, concluimos a seguinte proposigao.
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Proposigao 6.2 Se o quadro standard q é da forma (%), definida na proposicao 5.6, entao
Q7' (q) =Tab(A4,).

Ou seja, a classe copldzica de um quadro de Young da forma X é Tab (A, ).

Exemplo 6.3

e Dada a palavra w = 3221532 no alfabeto A = {1, 2, 3,4,5}, as palavras w; = 3241531

e wy = 3121321 tém quadro de inser¢do Q (w) =| 2 | 6

1({3(5

e P(w), P(w;) e P(ws) sdo quadros da mesma forma (3,2,2) mas distintos,

315 3|4 313
P(w)=|2|3 , Pw1)=|213 , P(w) =212
11212 11115 11111

Portanto, as palavras w, w; e wo estdo na mesma classe copldxica e em diferentes

classes plixicas.

e A classe coplaxica, no alfabeto A = {1, 2,3}, indexada por q = é

Tab(A,(2,1)) =
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6.2 Operadores lineares na dlgebra livre Z (A)

Um polinémio ndo comutativo em A sobre Z é uma combinagao linear formal, sobre Z, de
palavras em A*, isto é, é uma expressao da forma

> kuww,

wEA*

onde ky, € Z e k,, € diferente de zero apenas para um nimero finito de palavras w € A*.

O conjunto de todos os polindmios nao comutativos em A sobre Z é denotado por
Z(Ay =Zaq,...,ay).

Este conjunto tem a estrutura de dlgebra livre associativa, sobre Z, com as operacoes
adicao, multiplicacao por um escalar e multiplicacao definidas, respectivamente, por:
o > kywd > Kaw= > (ky+k,) w;
wEA* wEA* wEA*

ea® > kyw= > (a.ky)w, para o€ Z;
weA* wEA*

o > kyw® Y kyw' = Y (kyky)(ww);
wEA* w/eA* w,w' €A*

onde + e . representam, respectivamente, as operagoes usuais de soma e multiplicacao em
Z, e a operacao entre palavras é a concatenacao.
Observamos que a multiplicagao por um escalar ® é um caso particular da multiplicacao

®, basta fazer

a®P® > kyaw= Y (wky)(w®) = > (a.ky)w,para acZ.
wEA* wEA* w,w'€A*

Notemos que A* C Z (A). Z (A) é uma algebra livre associativa, sobre Z, com base A*.
Podemos entao identificar a dlgebra livre Z (A) com a dlgebra dos polinémios de varidveis
nao-comutativas aq,...,a,. A sua base é formada pelos mondémios nestas varidveis, ou
seja, pelas palavras no alfabeto A.

Para definir operadores lineares em Z (A) basta defini-los para os elementos da base.
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Definimos entdo os operadores lineares na é&lgebra livre Z (A), e;, f; e o;, para
i = 1,...,n — 1, da seguinte forma. Em primeiro lugar consideramos o caso do sub-
alfabeto A; = {a;,ai11} CAew =2x;...2, € AF. Colocamos paréntesis nos factores de
w da forma a;a;11. De seguida, eliminamos estes factores em w, obtendo-se assim uma
subpalavra w; de w. Na palavra w; voltamos a colocar paréntesis nos seus factores da
forma a;a;41 e, eliminando, novamente, estes factores em wy, obtemos a subpalavra ws de
wi. Repetimos este raciocinio até que nao restem factores a;a;+1, obtendo-se entao uma
subpalavra de w

T S
Wk = Tjy -+ Tjy = QG g, 7,8 2 0. (6.2.1)

Obtemos assim um procedimento de colocacao de paréntesis em w no alfabeto

A;.
Exemplo 6.4

Para a palavra w = 22121111221112 no bi-alfabeto A; = {1, 2} temos:
w=2(21)(21) 1112 (21) 112;
wi = (21) 11 (21) 12;
wy = 1112 = 1321

Nestas condicoes definimos os operadores lineares e;, fi e 05, i =1,...,n— 1, em
— . . — TS
Wk = Tjy - Tj,,, = Q;a;q1, 7,8 >0,

da seguinte forma:
a a7l ses>1

ei (wg) =€ (afad,,) = 0
se s =

-1 _s+1
a " ral ser>1
+1 =
filwy) = fi(afag,) =4 " e
0 ser=20

oi (wg) = 03 (a;”afﬂ) =ajaj .

Em particular, e; (®) = f; (?) =0e 0; (®) =P, parai=1,...,n.
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/

Yy, @ lmagem de

Seja h um destes operadores lineares e denotemos por wj, = x}l LT

wg por h. Entdo, definimos a imagem da palavra inicial w por

=2 seie{j,...,]
h(w) =Y1...Ym onde Yi ? {31 Jr+s}

Yi = X Sei¢ {jla"'ajTJrS}'

Notemos que h (w) |4, = h (w|a4,).
Da forma como definimos os operadores lineares e;, f; e 04, ¢ = 1,...,n, podemos

concluir a seguinte igualdade,

[ (w) ser>s
oi(w)=1¢ w ser=s ,parat=1,...,n.

ei " (w) ser<s,

Exemplo 6.5

e Para w = 22121111221112 temos, pelo exemplo anterior, wy = 1112 = 132!,
e1 (w2) = 1420 = 1111, f1 (we) = 1222 = 1122 e 01 (wp) = 1123 = 1222.
Entao e; (w)=22121111221111,
fi (w) = 2212111122122 ¢

o1 (w) =22121112221122,
onde as letras que se encontram a sublinhado sao as que nao se alteram em w e as

restantes sao as imagens de woy pelos operadores lineares eq, f1 e o1, respectivamente.

Notemos que f2 (w) = f; (22121111221122) = 22121112221122 = o1 (w).

e Consideremos agora a palavra w = 222 = 23 = wj,. Nestas condicdes,

e1 (w) =122 =122, f; (w) =0e o1 (w) =13 = 111.

e No caso de w = 2121 = (21)(21) temos w; = ®. Entao e; (w) = fi(w) =0 e
o1 (w) = 2121 = w.
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Agora, no caso geral do alfabeto A = {ai,...,ay}, os operadores lineares e;, f; e o;,
para i € {1,...,n — 1}, aplicam-se a subpalavra w|4, de w, e as restantes letras de w nao
se alteram, excepto no caso em que h (w|a,) = 0, onde temos que h (w) = 0 sendo, h um

destes operadores lineares.
Exemplo 6.6
Consideremos a palavra w = 321122444 do alfabeto A = {1,2,3,4}.

i=1: wla, =(21)122ee; (w|a,) = (21) 112, f1 (w]a,) = (21)222 e 01 (w]a,) = (21) 112 =
e1 (wla,).
Entdao e; (w) = 321112444,
1 (w) = 321222444 e
321112444 = e (w).

01 (w)

i=2: wla, = (32)22e ez (wlay) =0, f2 (wla,) = (32) 23 e 02 (w]a,) = (32) 33 = f3 (w]a,)-
Entdo e (w) =0,
=3

f2 (w) = 321123444 o
og (w) = 321133444 = 2 (w).
i=3: w|a, = 3444 e e3 (w|a,) = 3344, f3 (w|a,) = 4444 e 03 (w|a,) = 3334 = €3 (w]4,)-
Entao e3(w) = 321122344,
f3 (w) = 421122444 ¢
o3 (w) = 321122334 = €3 (w).

O préximo teorema mostra que os operadores lineares e;, f; e 0; nao alteram o quadro
de insergao, ou seja, se h (w) # 0, onde h é um dos operadores lineares e;, f; ou o;, entdo

w e h(w) pertencem & mesma classe copldxica. Para tal, precisamos do seguinte lema.

Lema 6.7 Seja w € {a1,a2}".

(a) Se fi(w) # 0, entdo podemos escrever w = uayv, onde u = (agay)af™! e v =

aj (agar)’, para k,s,1 >0 er > 1.
(b) Se ey (w) # 0, entio podemos escrever w = uagv, onde u = (agay)"al e v =

agfl (a2a1)l, para k,r,1 >0 es> 1.
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Demonstracao:

Se f1 (w) # 0 entao, pela defini¢ao de f1, apds o procedimento de colocagao de
paréntesis em w fica afaj, r > 1 e s > 0, isto é, a letra a; aparece pelo menos
uma vez em w no final deste procedimento.

Podemos entao escrever w = wuajiv, onde esta letra a; ¢ a letra a; mais a
direita da subpalavra aja3 de w, que fica ap6s o procedimento de colocacao de
paréntesis em w.

Isto implica que, & esquerda desta letra a;, todas as letras as existentes sao
colocadas entre paréntesis com letras aq, isto é, se existem k letras as & esquerda
de a1, k > 0, cada uma delas tem, a sua direita, uma letra a; que sao colocadas
entre paréntesis no procedimento de colocacao de paréntesis em w, estando
estas letras a;’s & esquerda de a;.

Como, apéds este procedimento fica aja3 = aflﬂag, temos k + (r — 1) letras

a1 a esquerda desta letra. Entao

a2 as

7{? r—1

Assim, u = (agar)*al™ L, k> 0er > 1.

Por outro lado, & direita desta letra a;, cada uma das [ letras ag, [ > 0, tem a
sua direita uma letra a1, que sao colocadas entre paréntesis no procedimento
de colocagao de paréntesis em w. Como, apds este procedimento em w, ficamos

com a subpalavra afaj de w, temos s + [ letras az & direita de a;. Entao

as ... | a2
P(w)=| a a | az az
—_— —
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Assim, v = a§ (aga1)’, 5,1 > 0.

No caso em que e (w) # 0, pela definicdo de ej, apés o procedimento de
colocagao de paréntesis em w obtemos aja3, r > 0 e s > 1. Logo a letra as
aparece, pelo menos uma vez, em w no final deste procedimento.

Podemos entao escrever w = uagv, onde escolhemos esta letra as como a letra
az mais & esquerda da subpalavra ajaj de w, que fica apds o procedimento de
colocagao de paréntesis em w.

Por um raciocinio anédlogo ao anterior concluimos que u = (agal)k ai, k,r >0

ev=ai"(agar),5>1el>0. m

Teorema 6.8 Seja h um dos operadores lineares e;, f; ou 0; e w € A*. Se h(w) # 0

entao Q (h (w)) = Q (w).
Demonstracao:

Seja w € A*.

1% parte: Comecemos para o caso particular de A = {a1, az2}.

e Se h = f1, pelo lema anterior w = waiv onde u = (agal)k aq_l e v =

aj (azay)’, para k,s,l >0er > 1.

r—1 r—1 _s+1
ag

Portanto fi (w) = uagv = (agal)k aj agal (agal)l = (agal)k aj (agal)l.

Como u = (aga;)” af !, entdo

a as

Puy=lay|...|a1 a1 |...|a1}

75 r—1

A insergao da letra a; no quadro P (u) produz o mesmo efeito no quadro de
insercao que a insercao da letra az em P (u), isto é, Q (ua1) = @ (uas).
Provemos, por indugao sobre |v|, que a inser¢ao de v em P (ua) leva a mesma

sequéncia de diagramas que em P (uag).
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Escrevemos v = v ...v; = a3 (agar), (j = s+ 21).

Se v é a palavra vazia nada ha a fazer.
Sej=1entaol =0e s=1, 0 que implica que v = v; = as.

Entao P (uajv) e P (uazv) tém a mesma forma pois a letra v = ay é inserida,
em ambos os quadros, na ultima linha.

Suponhamos que P (uajv; ...vi—1) e P (uagvy ...v;—1) tém a mesma forma.

Se v; = ag entdo a letra v; é inserida na ltima linha dos quadros P (uajvs ... v;—1)
e P (uaguy ...v;—1), portanto P (uajv) e P (uagv) tém a mesma forma.

Se v; = a1, como v = aj (agal)l, entdo [ > 1lew;...v;_1 =aj (agal)lfl as.

Nestas condigoes

as a2 as a2

P (ualvl e 'Uifl) = a1 ... | ayp | ay ... | ayp | ay ...l ayp | ay | az ..o | a2

Z: lrl rtl S

Portanto P (uajv; ...v;—1) tem pelo menos uma letra as na sua ultima linha.
O quadro P (uagu; .. .v;—1) também tem pelo menos uma letra ag na sua dltima

linha.

as a as a

P(uagvl...vi,l) = a1 aj aq aj aq al ag as ag

75 -1 rrl s

Assim, a letra v; = a; serd inserida, em cada um dos quadros, na caixa da
dltima linha que contém a letra as mais & esquerda, sendo que esta letra se
desloca para a primeira linha acrescentando-lhe uma caixa & direita.
Portanto o resultado da insergao da letra v; = a; nos quadros P (uaqv ... vi—1)
e P (uagv; ...vi—1) conduz a dois quadros com a mesma forma.

Entao a inser¢ao de v em P (uaj) leva & mesma sequéncia de diagramas que

em P (uaz), isto &, Q (w) = Q (ua1v) = Q (uagv) = Q (f1 (w)).
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e Se h = e a prova é semelhante.
Pelo lema anterior w = uagv onde v = (agal)k al ev = a‘;*l (agal)l, para
k,r,l>0es>1.
Entao e (w) = uayv = (agal)k a{ala‘;*l (agal)l = (agal)k a’i“a‘;*l (agal)l.
Como u = (aga; )" a, temos
as e ag
P(u): al .ol ar | ay coe ] an |
T %/r/_/
A inser¢do da letra a; no quadro P (u) produz o mesmo efeito no quadro de
insercao que a insercao da letra ags em P (u), isto é, Q (ua1) = @ (uas).
Provemos, por indugéao sobre |v|, que a inser¢ao de v em P (uaq) leva & mesma
sequéncia de formas que em P (uag).
Escrevemos v = v1 ...v; = aj (azar)’, (j = s + 21).
Se v é a palavra vazia nada ha a fazer.
Sej=1lentaol =0e s =1, 0 que implica que v = v; = as.
Entao P (uajv) e P (uazv) tém a mesma forma pois a letra v = ay é inserida,
em ambos os quadros, na ultima linha.
Suponhamos que P (uaqvy ...vi—1) e P (uagvy ...v;—1) tém a mesma forma.
Se v; = ag entdo a letra v; é inserida na ltima linha dos quadros P (uajvy ... v;—1)
e P (uagu; ...vi_1), portanto P (uajv) e P (uazv) tém a mesma forma.
Se v; = ay, como v = ag_l (agal)l, entdol>1levy...v;1 = ag_l (agal)lfl as.
Nestas condigoes
a9 ... ag | a2 ... | a2

P(uaivy...vi1)=|ai | ... la |a1|...|a1|ai|...| a1 | a1 ]| a2 as | as

— — ~ — ——

k -1 r—1 s—1
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Também P (uagv; ...vi—1) tem pelo menos uma letra az na sua dltima linha.

as as as as

P (uagvl e Ui—l) =| a1 ..ol ar | ay ..ol ar | ay ...l ar | a2 | a2

az |

I 121 o1 s—1

Assim, a letra v; = a; serd inserida, em cada um dos quadros, na caixa da
dltima linha que contém a letra as mais & esquerda, sendo que esta letra se
desloca para a primeira linha acrescentando-lhe uma caixa a direita. Por-
tanto o resultado da insercao da letra v; = a; nos quadros P (uajv; ... vi—1) e
P (uaguy ...v;—1) conduz a dois quadros com a mesma forma.

Entao a inser¢ao de v em P (uap) leva & mesma sequéncia de formas que em

P (uaz), isto &, Q (w) = Q (varv) = Q (uagv) = Q (€1 (w)).

e Seja agora h = o1. Ja verificdmos que
175 (w) ser>s

o1 (w) = w ser=s -

e] " (w) ser<s

Portanto basta aplicar o raciocinio anterior |r — s| vezes aos operadores fi ou

ey, conforme r > s ou r < s, respectivamente.

2% parte: Mostremos agora o resultado para o caso geral de A = {ay,...,an}.

Seja h um qualquer dos operadores lineares f;, e; ou 0, com ¢ € {1,...,n — 1}
fixo e tal que h (w) # 0.

Pelo corolario 5.23, pagina 74, Q (w) = P ( (w)_l).

Em particular, @ (h (w)) = P <std (h(w))~ )

Assim, devemos provar que P( td (h (w))~ ) <std (w)~ )

Em (5.2.3), pdgina 66, vimos que a palavra std (w)_ pode ser obtida da bi-

u id " u” std (w) ™"
palavra ) = = passando a Y = =

v w v w

d ~~ —
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X Up, id
Para a palavra w, = h(w) e a bipalavra ), = = temos
Uh Wh,
u std (wp) "
também que >} = b= (tn)
Up wp 1

Nestas condicoes, provar que P (std (wh)fl) =P (std (w)fl) ¢ equivalente a
provar que std (wp,) "t = std (w) ", isto &, u’ = uy.

Podemos escrever v = w 1= aajaj, 8 de modo a que a; e a;11 ndo ocorram
nos factores v e 8 de w.

Uma vez que h(ajaf ;) = a;-",afll, onde 7 + s = 1’ 4+ ¢, também podemos
escrever v, = wy, 1= aaglafilﬁ, uma vez que h (w) apenas altera as letras de
A =A{a;, 041}

Assim, temos ainda que v’ = std (w) " = y0u e u} = std (wy,)”" = Y0 p, onde
vl = lal, [ul =Bl e 0] = |0n] =7+ s.

Pela 1 parte da demonstragao podemos concluir que, para r = ajaj, €
zn=h(z) =a a5y, Q(x) = Q (h(x)) = Q (zn).

Mas, pelo corolério 5.23, Q (z) = P (Std (x)_l) eQ(zp) =P (Std (xh)_l).
Como std (x) ' =6 e std (z;,) " = 0}, temos que

P =P (std(m)_l) —Qx) = Qzn) = P (std(xh)_l) — P(0), o que

quer dizer que § = 0y,. Logo v’ =uj. m

Corolédrio 6.9 Seja h um dos operadores lineares e;, f; ou o; e t um quadro de Young.

Se h(t) # 0 entao h (t) também é um quadro de Young.

Demonstracao:

Seja t um quadro de Young com forma A = (A1, A, ..., \x).
Pelo resultado anterior, @ (h (t)) = Q (t).

Pela proposicao 5.6, pdgina 64, h (t) é um quadro de Young. m
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O teorema seguinte mostra que os operadores lineares e;, f; e 04, ¢ = 1,...,n, sao

compativeis com a congruéncia pléxica.

Teorema 6.10 Seja h um dos operadores lineares e;, f; ou o; e w,w' € A*. Se w = w'

entio h(w) = h (w').
Demonstragao:

Sejam w,w’ € A* tais que w = w’. Suponhamos que w e w’ diferem por uma
transformacao elementar de Knuth.

Em primeiro lugar (RK1), w = uxzyv = uzayv = w', com z < y < z.

Se h = f; seja a a letra a; de w que passa a a;11 quando se aplica f; a w e a
a letra a; de w' que passa a a; 1 em f; (w').

Como a transformagdo zzy ~ zxy nao altera a posicao relativa das letras de
a;j € a;+1, entao, se a ¢ uma letra de u ou de v, a’ ocupa em w’ a mesma posigao
que a em w, logo f; (w) = fi (w').

Se a nao estd em © nem em v entdo a = x oua = y ou a = z e a’ serd a mesma
letra em w'.

No caso em que = < y :

Se a = z temos w = ua;zyv = uza;yv = w' e f; (W) = ua;112yv = uza; 1YV =
fi (w').

Se a = y temos w = uxrza;v = uzra;v = w' e f; (W) = urza;1v = uzra; v =
fi (w"). Neste caso z > a;+2 pois, se z = a;+1 terfamos w = ux (a;110;)v =
ua;1ra;v = w' e a letra y nao seria alterada.

Se a = z temos w = uza;yv = ua;zyy = w' e f; (W) = ura; 1YV = ua; 1YV =
fi (w").

Quando = = y, w = urzrv = uzzrv = w' apenas estd por analisar o caso em
que T = a; € 2 = a;+1 € a nao pertence a v nem a v. Nestas condigoes,

i (’LU) = fi (Uai (ai+1ai) ’0) = Ui 110410V = U1 10041V = f; (U (ai+1ai) CLi’U) =
fi (’LUI).

Quando temos (RK2), w = uyxzv = uyzav = w', com z < y < z, o raciocinio é
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analogo a excepc¢ao do caso em que z < y = z, isto &, w = uzxzv = uzzev = W,

e quando x = a; € z = a;41 € a nao pertence a v nem a v. Nesta situagao,
fi(w) = fi (u(aj11a;) ai11v) e f; (w') = fi (uai+1 (ai+1a;) v) o que nos indica
que a letra a terd de estar em w ou em v, portanto este caso nao ocorre.

Para h = e; a demonstragao é semelhante.

Se h = 0; basta recordar que

fi%(w) ser>s
Uz’(w): w ser=s

e " (w) ser<s

e aplicar o raciocinio anterior |[r — s| vezes a um dos operadores f; ou ¢;. ®

O resultado seguinte mostra que os operadores lineares, definidos no inicio deste capi-

tulo, comutam com a insercao de Schensted.

Corolédrio 6.11 Para w € A* e h um qualquer dos operadores e;, f; ou o;, temos

P (h(w)) = h (P (w)).

Demonstracao:

Como w = P (w), pelo teorema anterior, h (P (w)) = h (w) = P (h (w)).

Pelo coroldrio 6.9 h (P (w)) é um quadro de Young.

Mas cada classe de congruéncia contém exactamente um quadro, entao P (h (w)) =

h(P(w)). m

Exemplo 6.12

Consideremos a palavra w = 3221532 e o operador linear o7.

J4 calculdmos P (w) = 35 23 122, portanto, o1 (P (w)) = 35 23 111.

305
Ora, o1 (w) = 3123531 ¢ P (o1 (w)) =| 2 | 3| =3523111.
1)1
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6.3 Palavras de Yamanouchi

Consideremos agora o alfabeto A ={1,2,...,n} ew € A*.

Definicao 6.13 Dizemos que w é uma palavra de Yamanouchi quando todo o factor
v & direita de w verificar

o[y > vy > ... > v, (6.3.1)
Em particular, |w|; > |w|y > ... > |w],.

Proposicao 6.14 Seja w € A* com valoragao ¢ = (Vy,...,1,,). As afirmagdes sequintes
sao equivalentes.

(a) w é uma palavra de Yamanouchi;

(b) wlgiit1y € uma palavra de Yamanouchi, para qualquer i € {1,...,n —1};

(c) e; (w) =0, para qualquer i € {1,...,n —1};
(

d) w\{mﬂ} =(i+ 1)1/’”1 i%i, 4, > Vi1, para qualquer i € {1,...,n —1}.
Demonstracao:

(a) = (b)

Suponhamos que w é uma palavra de Yamanouchi.

Seja i € {1,...,mn — 1} e consideremos v um factor a direita de w|g; 113

Se escrevermos wlg; 41} = Y1y2 ... Yp temMos que v = YrYr11 - - - Yp € podemos
€SCrever w = r1x2...Tj-1Y1Tj+1 - . Tm-

Consideremos entao o factor a direita de w, v'=y12j41... Tm.

Como w é uma palavra de Yamanouchi, |[v/|, > [v/|

i1
Mas [v'|; = [v]; e [v/|;;; = [v];4y, portanto [v]; > [v];; e wlgii1y € uma
palavra de Yamanouchi.
(b) = (¢)
Suponhamos que w|{i7i+1} é uma palavra de Yamanouchi, para: =1,...,n—1.

No final do procedimento de colocagdo de paréntesis em w|; ;113 obtemos a

subpalavra w’ =" (i +1)" de w41}
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Se s # 0, consideremos a letra i + 1 mais a direita da subpalavra w’.
Podemos entao escrever w|{i7i+1} =y1...Yj—10+1yjp1. .. Yp.
Pela forma como se definiu o procedimento de colocagao de paréntesis numa
palavra, o nimero de letras 7 4+ 1 no factor v = y;11...y, de w|{i7i+1} é igual
ao numero de letras ¢ em v, isto é, todas as letras ¢ de v estdo entre paréntesis
com uma letra ¢ + 1, & sua esquerda.
Assim, no factor & direita de w|{i7i+1}, v/ =i+ 1yji1...Yp, 0 nimero de letras
1+ 1 é igual ao nimero de letras ¢ em v mais uma.
Isto contradiz a hipétese de w|{i7i+1} ser uma palavra de Yamanouchi.
Entao s =0e¢; (y) = 0.
(c) = (d)
Suponhamos que ¢; (w) =0, para i € {1,...,n— 1}
Escolhendo a letra 7 mais a direita da palavra w que fica fora de paréntesis, no
procedimento de colocacao de paréntesis em w, podemos escrever

W g1}y = Y1+ Yj-10Yj41 - - - Yp = UV,
comu=yi...yj—11 = ((i +1) N ew =Yjip1---Yp=((+1) i),
Assim, |y = (i 4+ D 5 e =kt L4 > k41 =1,
(d) = (a)
Suponhamos que w|g ;113 = (4 + DYt i g, > ;. 1, qualquer que seja
ie{l,...,n—1}

Entdo w41y = (4 + 1%+t % ou seja,

i+1]...]i+1
P(wlgigny) = ¢ |- @ |i|...|%} (6.3.2)
Pips i — i
Sejam v um factor a direita de w e ¢ € {1,...,n — 1} arbitrarios.

Pretendemos provar que |v]; > |v];_ ;.
Mas v|g; 41} € um factor a direita de wl(; ;y1}-

Assim, podemos escrever w|g; ;113 = u (U|{i7i+1}), para u € {i,i + 1}".
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Pela proposicio 3.17, pagina 39, v| 41y = (i + 1)k+l T (1 41)%, para
k,r,s, 0> 0.

Mas P (w]gi5413) = P (P (u) P (v|fi541y)) :P(P(u) (i + 1)FH ot (¢+1)S).
Por (6.3.2) concluimos que s = 0. Se assim nao fosse, pelo algoritmo de in-
ser¢ao de Schensted, apareceriam s caixas com letras (i + 1)’s na dltima linha

de P(w\{z‘,iﬂ})-

Entdo [v|; = | vlgisy |, =k +1+7r > k+1=| vl |i+1 = [v]iyy- ™

Exemplo 6.15

w = 3121321 é uma palavra de Yamanouchi pois todo factor a direita v de w verifica

(6.3.1). Em particular [w|; =3 > |w|, =2 > |w|; = 2.

w|{172} = 12121 é uma palavra de Yamanouchi e w|{172} = 22111.

wlgg,3y = 3232 é uma palavra de Yamanouchi e w|(, 31 = 3322.

Coroldrio 6.16 Sejam w,w' € A* tais que w = w'. Se w é uma palavra de Yamanouchi

entao w' é também de Yamanouchs.

Demonstragao:
Sejam w, w’ € A* tais que w é de Yamanouchi de valoragao v = (11, vy, ..., 1%,,).
Entéo, para qualquer i = 1,...,n — 1, w’\{i,iﬂ} = wl{i 41y, pelo lema 3.6,
pégina 30.

Pela proposigao 6.14, como w é uma palavra de Yamanouchi, entao w| {iit1) =
(64 1)V ¥, 4y > .
Assim w'|(; 41y = (1 + 1)¥itt ¥ g, > ¥; .1 e, pela proposicao 6.14, w’ é uma

palavra de Yamanouchi. m

Pelo corolario anterior concluimos que, se uma palavra de Yamanouchi pertence a uma

classe pldxica, entao ela contém apenas palavras de Yamanouchi. O coroldrio seguinte

apresenta o quadro de Yamanouchi que representa essa classe pléxica.
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Coroldrio 6.17 As palavras de Yamanouchi com valoragao v = (1,%q,...,1,) formam

uma classe pldzrica e sao congruentes com o quadro de Yamanouchi

n|...|n|<—21, cazas
ty =
20...01 2 ...02]...|2]| 1y caizas
Ty L)oo | 2o ] .o | 1| <y caizas,

isto é, o unico quadro com forma e valoracdo .

Demonstragao:

Seja w € A* tal que w é de Yamanouchi e tem valoracao v = (¢, 19, . .., 1,,).
Pela proposicao 6.16, uma classe plaxica que contenha uma palavra de Ya-
manouchi, contém apenas palavras de Yamanouchi.

Mas, cada classe pldxica contém exactamente um quadro, que neste caso é
também uma palavra de Yamanouchi com valoracao i, ty.

Logo a ultima linha de ty tem exactamente 1), caixas com a letra a;, a penul-
tima linha de ty tem v, caixas com a letra ag, ..., e a primeira linha de ty
tem 1, caixas com a letra ay,.

Notemos que 1 > 1y > ... > 1, pois w é de Yamanouchi. m

Proposicao 6.18 Qualquer classe coplaxica contém uma inica palavra de Yamanouchi.

Demonstragao:

Seja ¢ um quadro standard de forma A = (A, ..., \;) e consideremos o quadro
ty de Yamanouchi com forma e valoracao A.

Calculando a imagem inversa de (ty, q) pela correspondéncia de Robinson-
-Schensted, obtemos uma palavra y tal que (P (y),Q (y)) = (ty,q).

Pelo corolario 6.16, como y = P (y) = ty, concluimos que y é uma palavra de

Yamanouchi.
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Esta palavra de Yamanouchi é tnica porque, pelo coroldrio 5.5, pdgina 62, ()
induz uma bijecgao entre a classe plaxica de ty e STab()), e ty é o tnico

quadro de Yamanouchi com forma e valoracao A. m

Exemplo 6.19

Consideremos o alfabeto A = {1,2,3} e o quadro standard q =| 2 | 6

1135
O tnico quadro com forma e valoracao (3,2,2) é o quadro de Yamanouchi
313
ly =122
1111

Calculando a imagem inversa de (ty, q) pela correspondéncia de Robinson-Schensted,

313 4 |7
Pw)= |2]2 Q)= |2]6

11111 11315

I (1) !

3 4

213 216

1({11]2 113]5

| (2) !

3 4

2 2

11113 1135

1 (3) !

3 4

2 2

11 13
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L) l

3 2

1|2 1|3
1(2) l

3 2

1 1
L) l

3 1
L(3)
3.

obtemos a palavra de Yamanouchi y = p~! (ty, q) = 3121321.

6.4 Grafos de cristal

Iniciamos esta seccao com algumas generalidades sobre grafos.

Um grafo é um par G = (V, F) onde V é um conjunto nao vazio de vértices e £ um
conjunto de arestas, que sao pares nao ordenados de V. Dizemos que o grafo G' = (V', E')
é um subgrafo de G = (V, E) quando V' CV e E' C E.

Um digrafo, ou grafo orientado, é um grafo onde as arestas sao pares ordenados.
Neste caso, as arestas dizem-se setas e, dada uma seta (i, j) € E, i diz-se o vértice inicial
ou origem e j o vértice terminal ou destino. Dois vértices dizem-se adjacentes
quando existe uma aresta do grafo que os une.

Se considerarmos um digrafo G, os vértices i, j € V sao adjacentes se e s6 se (i,7) € F
ou (7,4) € E. No caso de G ser um grafo nao orientado, i,7 € V sao adjacentes se e s6 se
{i,j} € E.

Dado um grafo G = (V, E) e i,j € V, um passeio do vértice i para o vértice j é um

conjunto de arestas de G,

{4, v1}  {vr,v2} ..o {on, 5}
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No caso de G ser um digrafo, definimos caminho de origem ¢ e destino 5 como sendo

um conjunto de arestas distintas de G,

{(’iavl) ) ('Ulv'UZ) Yoy (Ukaj)}
e definimos corda de origem v e destino vx como um conjunto de arestas de G,
C= {('Ulv UQ) ’ (U27 U3) CRER) (vk—lv Uk:)} )

com v; # vj para i # j, 1 <¢ < k. O seu comprimento é # C.

Grafos e digrafos podem ser representados por diagramas, conforme o exemplo seguinte.
Exemplo 6.20

Consideremos V = {1,2, 3,4}, £ = {{1,2},{1,3},{2,3}},

©

Por exemplo, {{1,2}} e {{1,3},{3,2}} so dois passeios entre os vértices 1 e 2.

Se V. ={1,2,3,4}, E={(1,2),(1,3),(2,1),(2,3)},

©

Neste caso, {(1,3)}, {(1,2),(2,3)} e {(1,2),(2,1), (1, 3)} sao trés caminhos com origem
1 e destino 3 e {(1,2),(2,1)} é um caminho com origem e destino 1.

Observamos que, por exemplo, nao existe qualquer caminho com origem no vértice 3.
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Os conjuntos de arestas {(1,3)} e {(1,2),(2,3)} sao cordas deste digrafo, ambas com

origem 1 e destino 3, de comprimento 1 e 2, respectivamente.

Definicao 6.21 Seja G = (V, E) um grafo.

G diz-se um grafo conexo quando, para quaisquer vértices i,j € V, existe um passeio de
i para j. Quando existem, pelo menos, dois vértices i,j € V tais que nao existem passeios
de i para j, o grafo G diz-se um grafo desconexo.

Uma componente conexa de G é um subgrafo conero e mazximal com esta propriedade,

ou seja, é um subgrafo conexo G', com vértices em V' e arestas em E', tal que, para

qualquer subgrafo G" = (V" E") conexo de G, se V! C V" entao V" =V’ e E" C E'.

Se num digrafo nao considerarmos a orientacao das arestas obtemos um grafo. Nestas
condicoes, um digrafo diz-se conexo quando, nao considerando a orientacao das arestas,
o grafo é conexo. No caso contrario diz-se um digrafo desconexo. Desta forma, uma
componente conexa de um digrafo é também um subgrafo conexo e maximal com esta

propriedade, nao considerando a orientacao das arestas.

Exemplo 6.22

O grafo G:

00—

¢é desconexo. Dos subgrafos; e Gy do grafo G:

G1 G2
apenas (1 é componente conexa de GG. G ndo é uma componente conexa de G pois,

embora seja um grafo conexo, o subgrafo conexo G de G contém Gs.
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Definimos agora o digrafo I' no alfabeto A = {1,...,n} da seguinte forma. Os vértices
sdo todas as palavras nao vazias w € A* e colocamos uma seta numerada por i, 1 <i < n,

seta de cor 7, do vértice w para o vértice v’ quando f; (w) = ', isto é,
(w SN w’) se e s6 se (fi (w) =w').

Observamos que w # w', pois f; (w) # w', para qualquer w € A*.
Pela forma como definimos os operadores lineares f; e e; temos que, para duas palavras

nao vazias w,w’ € A*,
filw)=vw e () =w1<i<n.

Entao cada vértice w € A* tem no maximo uma seta de cor ¢ com origem w e uma
seta de cor ¢ com destino w'.

Se de uma palavra w néo sai uma seta de cor i, entdao f; (w) = 0. Se nao entra em
w uma seta de cor i entdo e; (w) = 0. Se isto acontecer para todas as cores, isto é, nao
entrar em w uma seta de cor ¢ para 1 < ¢ < n, pela proposi¢ao 6.14, w é uma palavra de
Yamanouchi. Assim, as palavras onde nao chegam setas de quaisquer cor sao precisamente

as palavras de Yamanouchi.

O subgrafo T'; de I', que se obtém de I' eliminando as setas de cor j # i, 1 <i < n, é

representado por uma coleccao de cordas de cor ¢ disjuntas,
Wy — W2 — " — Wk,

de varios comprimentos k& > 0.
k > 1 significa que k; > 1 e j"ik"_1 (w1) #0e fik" (wy) = 0.

k = 1 significa que k; = 0 e da palavra w1, nao sai nem entra nenhuma aresta de cor .
Exemplo 6.23

o Para A = {1,2,3,4,5} e w = 3221532 : fi(w) = 0, fo(w) = w) = 3231532,

f3(w) = 3221542 e f; (w) = 0. Entdo w = 3221532 — w} = 3221542

> wh = 3231532
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Como fa (wh) = 0 ndo parte de w) mais nenhuma seta de cor 2. De facto, ao
prolongar o digrafo em mais um passo temos:

3221542 2. 4221542
5/ 2 "\,
w = 3221532 3221543
o\, 3231532 2 3231542
e Para A ={1,2,3,4} e t = 22111 temos:
2|4
1111
5/ 5/
213 2 313 1
— —
1111 1111
2/ 1\ >/
2|2 2|3 N
111 1112 1\
1\
2|2 , |22 5 )
— — —_—
1112 11113 4
2\, 5/
2
—_—
3
1\
3
212 9 1213 9 [ 313
t= = — ¢ uma corda de comprimento 2 de I's.
1111 1111 1111
2|2 22
t= — ¢ uma corda de comprimento 1 de I';.
111 11112
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212
t= ¢ uma corda de comprimento 0 de I's.
1111
Seja I um digrafo no alfabeto A = {1,...,n}. Definam-se as componentes conexas

de I" como sendo as componentes conexas do grafo I'' onde I” se obtém de I' eliminando
as etiquetas e a orientacao das setas de I', isto é, considerando-as apenas como arestas nao

orientadas que liguem os vértices de I.

Teorema 6.24 As componentes conexas de I' sdo as classes copldaxicas no alfabeto A.

Demonstracao:

Seja I'. uma componente conexa de I'.

Pelo teorema 6.8, os operadores f; e ¢; nao alteram o quadro de inser¢ao, logo
os vértices de I'. sao elementos da mesma classe copléxica.

Seja agora w uma palavra de uma determinada classe coplédxica.

Se w nao é uma palavra de Yamanouchi, pela proposicao 6.14 , existe 7 tal que
w' = e; (w) #0.

Se w' nao ¢ ainda uma palavra de Yamanouchi, entao existe um j tal que
w" =e; (w') # 0.

Conforme vimos em (6.1.1), pdgina 76, o nimero de elementos da classe copléxi-
ca de q = @ (w) é igual ao nimero de quadros de forma A no alfabeto A, logo
é finito. Entao, repetimos este raciocinio até obtermos, pela proposicao 6.18,
a Unica palavra de Yamanouchi nesta classe pldxica.

Desta forma, obtemos uma cadeia de setas que ligam a tunica palavra de Ya-
manouchi nesta classe copldxica a palavra w.

Entao, quaisquer duas palavras desta classe copldxica estao ligadas por uma
sequéncia de setas vindas desta palavra de Yamanouchi.

Portanto, as classes copldxicas formam subgrafos conexos. B
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Exemplo 6.25

e Consideremos a palavra w = 3221532, cujo quadro de insergao é, conforme jé vimos,
q=Q (w) =47 26 135.
Uma forma de retrocedermos até a (tinica) palavra de Yamanouchi, wy, desta classe

copléxica é a seguinte.

w = 3221532 <1 3121532 —— 3121531 <2 3121521 - 3121421 <>~ 3121321 = wy.

Observemos que podiamos encontrar outras formas de chegar até a palavra de Ya-

manouchi wy, de facto

w = 3221532 <1 3121532 <1 3121531 <2 3121521 < 3121421 <>~ 3121321 = wy.
SN 2/
3121431

A palavra w’ = 3231421 tem também quadro de insercao q = 47 26 135, isto é, w’

pertence & mesma classe copldxica que w, e temos

w' = 3231421 <2 3231321 <2 3221321 —— 3121321 = wy..

Portanto, as palavras w e w’ estao ligadas por um passeio que passa pelo vértice wy-.

e Considerando o alfabeto A = {1,2,3}, a classe copldxica indexada pelo quadro
2
standard q = , cujos elementos sao todos os quadros de forma (2, 1), exemplo
13

6.3, é representada pela seguinte componente conexa,
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2 3 3
2, 1
1)1 1)1 12
11 11
2 3
112 212
12 12
2 3 3
2, N
113 113 213

Sejam I' = (V, E) e I" = (V', E’) dois grafos coloridos. T" e I dizem-se grafos iso-
morfos quando existem bijeccoes de V para V' e de E para E’ que preservam origens,

destinos e as cores das setas.

A proposicao seguinte mostra que as classes copldxicas de palavras congruentes sao
isomorfas, como subgrafos de I'. Recordemos que, se duas palavras sao congruentes, as
classes copldxicas dessas palavras sao disjuntas mas os quadros standard que as indexam

tém a mesma forma. Para a demonstracao da proposicao necessitamos do lema seguinte.

Lema 6.26 Sey é uma palavra de Yamanouchi com valoragao 1 = (1,19, ...,1,,) entdo

Vi — i = mazx {p: ff (y) # 0}.
Demonstracao:

Sejam y uma palavra de Yamanouchi com valoragdo v = (¢,%,...,%,) €
ie{l,2,...,n—1}
Pela proposigao 6.14, e; (y) = 0 e, ap6s o procedimento de colocagao de parén-

tesis em y, obtemos a subpalavra ¥ ~%i+1. Entdo,
SP (% Vi) £0, parap = 1,...,9; — ;4 €

flp (f/’i*d’#l) — ()’ para p > 1/)2 — wz#l'
Portanto ¢; — 1,1 = maz {p: f{p (y) #0}. m
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Proposigao 6.27 Duas classes copldzicas sao isomorfas como subgrafos de I' se e sd se

estdo indexadas por dois quadros standard da mesma forma.

Demonstracao:

Parte “se”:

Sejam C' e C’ duas classes copldxicas com, respectivamente, vértices em V e V'
e arestas em F e E’, correspondentes a dois quadros standard q e q’, ambos
com forma A.

Cada classe copldxica, no alfabeto A, indexada por um quadro standard de
forma A contém exactamente uma palavra de cada classe pldxica de um quadro
no alfabeto A e forma \. Portanto, # Q! (q) = # Q' (q) = # Tab (A, \).
Entdo definimos a bijecgao ¢ : V. — V', que a cada vértice w € V = Q! (q)
associa a tinica palavra w’ € V' = Q7! (d) tal que w = w'.

Consideremos uma aresta colorida w —— wy de E, logo f; (w) = wy. Entao,
temos em F’, a aresta w’ LR w}, onde w = w'.

Esta aresta é de cor i porque, pelo teorema 6.10, wy = f; (w) = f; (W) = wh.
Portanto C' e C’ sao isomorfos.

Parte “so¢ se”: por contra-reciproca.

Sejam C' e C' duas classes coplédxicas indexadas por dois quadros standard q
e q de formas A = (A1,...,\g) # N = ( e ,)\ﬁg), respectivamente.

Pela proposicao 6.18, cada uma destas classes coplédxicas tem uma tnica palavra
de Yamanouchi y e y' que terdo, respectivamente, valoracoes A # \'.

Nestas condigoes existe pelo menos um indice ¢ tal que A\; — A\j11 # A — Aig1 €,
pelo lema 6.26, maz {p : f' (y) # 0} # maz{p: f’(y') # 0}. Assim os tnicos
vértices de C' e C' onde nao chegam setas sao as palavras de Yamanouchi, e

destas palavras saem setas de cor ¢ de comprimentos diferentes.
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Exemplo 6.28

Consideremos o alfabeto A = {1,2,3} e os quadros standard seguintes.

3 2
ql = e q2 =
112 113
2
O quadro de Yamanouchi com forma e valoracao A = (2,1) é ty = . CUjo
111

quadro de insercao é qo.

J& vimos que o conjunto dos vértices do grafo da classe copldxica indexada por ty é
Tab(A,(2,1)).

Calculamos facilmente a palavra de Yamanouchi wy da classe copléxica @~ (q1), pela
correspondéncia de Robinson-Schensted, wy = p~! (ty,q;) = 121.

Temos assim as classes copldxicas de wi e ty, respectivamente,

2 3 3
2 N
111 111 112
121 2 131 1 132
—= —
11 !
11 11
2 3
221 232
112 2|2
12 12
12 12
231 2, 331 1, 332
2 3 3
2, 1
113 113 2|3
Estes grafos sao isomorfos.
Seja A = (A1,..., ;) uma parti¢gdo. Escolhemos o (tinico) quadro de Yamanouchi de

forma A, ty, e o quadro standard de forma A\, qy = Q (ty).

Pelo corolério 6.17, a classe pldxica de ty contém todas as palavras de Yamanouchi de
valoragao A. Entao, pela proposicao 6.27, as classes copldxicas das palavras de Yamanouchi
de valoracdo A s@o isomorfas, como subgrafos de I". Assim, as classes coplaxicas que,
pelo teorema 6.24, sdo componentes conexas de I', podem ser determinadas & custa da

representagao das classes copldxicas indexadas por qy = (x), pdgina 5.6.
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O grafo de cristal da particdo A = (A1,..., ;) € a representagao, como subgrafo

de T, da classe copléxica do (dnico) quadro de Yamanouchi de forma A, no alfabeto

A={1,2,... |}

Neste grafo os vértices sao os quadros de T'ab ({1,2,..., A}, ).

Exemplo 6.29

No segundo caso analisado no exemplo 6.23 construimos parte do grafo de cristal da

particao A = (3,2).

Dois exemplos triviais de grafos de cristal sdo os de A = (1), A= (2) e A = (1,1):

A=) eA={1}:]1

A=2)eA={12}:{1 1| L |12 1. |22

A=(1,1)e A={1,2}:

Consideremos agora A = (2,1) e A ={1,2,3}. O seu grafo de cristal é:

2 3 3
2, 1

1)1 1)1 112

11 11

2 3

112 2|2

12 12

2 3 3
2, N

13 13 213
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O grafo de cristal de A = (2,2) e A = {1,2,3,4}, onde temos todos os quadros, no

alfabeto {1,2, 3,4}, de forma A, é um pouco mais elaborado.

4| 4
1] 1
1
3 4] 4 2 |4
1] 2 1| 3
AEPIRE ?\234 2 _|a
> 3 3 2] 2 2| 3 3] 3
1|1 1] 1 1
3l 4
1] 2
2] 4 2 2| 4 2 4 3
1| 2 1| 3 11 1] 3
3
3 \
3| 4 2 .13
3 2| 2 2] 3
3
2 , 2 3

/
=
/I—‘(JJ
[y
w

v




Capitulo 7

Uma accao do grupo simétrico na

algebra livre Z (A)

Neste capitulo verificamos que os operadores lineares o;, i = 1,2,...,n — 1, definidos
no capitulo anterior, satisfazem as relagoes de Moore-Coxeter e, portanto, definem uma
acgao do grupo simétrico S, em Z (A). Encontramos assim uma representacao linear de
Sy, em Z (A).

Para o estudo destes assuntos seguimos LOTHAIRE [14], apoiando-nos também em
Bigrner & BRENTI [1] e HUMPHREYS [8] para o estudo de matriz, grafo e grupos de

Coxeter.

Consideremos a bijeccao em A*
C(w) =C((z122...2p) = T2...2pT1, para w € A™.

Dizemos que uma letra =, de w = z122 ...z, ¢ livre quando, no final do procedimento
de colocacao de paréntesis, descrito na pagina 79, a letra x estiver fora destes paréntesis.

Mostremos que a bijeccao ¢ em A* comuta com o operador linear o;.

Proposigao 7.1 Para qualquer w € A*, ( (0; (w)) = 0; (( (w)).
107
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Demonstracao:

Sejaw =z122...2p € A* et € {1,...,n — 1} um indice arbitrariamente fixo.
Se w1 ¢ A; = {a;,a;11} entdo o operador linear o; nao altera esta letra, logo
¢ (0 (w)) = ¢ (w) =04 (¢ (w)). Suponhamos entdao z; € A;.

Pela forma como definimos o operador linear o;, é suficiente verificar que
0i (¢ (wr)) = ¢ (oi(wr)), onde wy é a subpalavra wy, = ajaf, ; de w que se
obtém apds o procedimento de colocacao de paréntesis em w.

1° caso: x1 € A; é uma letra livre.

Dentro deste caso distinguimos trés situagoes possiveis.

e Se x1 = a; e nenhuma letra a; 1 é livre.

Como nao existem letras a;41 livres entao s = 0 e wy, = a] = xla:_l.
Ora, ¢ (0 (wy)) = ¢ (03 (af)) = ¢ (afyy) = a;‘:llaiﬂ = Gy
Por outro lado, o; (¢ (wg)) = 0; (¢ (a])) = 0y (a;’_lai) =o0;(aj) = aj,.

e Se 1 = a; e existem s letras a;y1 livres.

Neste caso wy = ajaj,; = xlagflaf_ﬂ, para r,s > 1.

Entao ¢ (05 (wg)) = ¢ (03 (afaf 1)) = (asal, ) = af_lagﬂai.
E também o; (¢ (wi)) = 03 (¢ (afaf,,)) = o5 (afflafﬂai) =

r—1 s—1 s—1 _r—1

0 (ai Qi (ai+1ai)) =a; ;14 (air1a;) = azsil

Aj 110

e Se 1 = a;11 € livre. Neste caso nao existem letras livres a;.

De facto, se existisse uma letra a; livre teriamos que colocar paréntesis entre
x1 e esta letra sendo que ambas deixavam de ser letras livres.
Nestas condigoes wy, = aj, ; = xlaf_zll.

Temos entéo ¢ (o5 (wy)) = ¢ (05 (af,)) = ¢ (af) = ai ta; = a.
i (¢ (wr) = 0i (¢ (afy1)) = 0i (af 1 ain) = oi (afyy) = a5

29 Caso: 71 € A; nao ¢ uma letra livre; o que implica que z1 = a;41.
Podemos escrever w = Qi+1U1aiU2, onde u1 e ue sao subpalavras de w, es-
colhidas de forma que, no procedimento de colocacido de paréntesis, as letras

sublinhadas aparecam entre paréntesis: w = (ai“ulﬂ) Ug.

Assim, wy, ¢ uma subpalavra de u e temos o; (W) = a;41u10;0; (u2).
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Neste caso, interessa analisar a subpalavra w' = a;11 a;wy, = T10;wE de w.

Por um lado, ¢ (o; (w')) = ¢ (Ui ((@ %> agafH)) -

¢ (o al> ’ ZH) it
o;

Por outro lado, o; (

/_\

( (alaz aerlalJrl)) z z+1al+1

Exemplo 7.2

((am ) m)) -

Com o objectivo de ilustrar os diferentes casos da demonstragao anterior, apresentamos

um exemplo dessa propriedade para cada situacao descrita.

1° Caso:
e w=1(2(21)(21)1)1111(2(21)1) 11
C(w) = (2(21)(21)1) 1111 (2(21) 1) 111
) = (2(21) (21)1) 2222 (2 (21) 1) 222
= 2(2(21)(21)1) 2222 (2 (21) 1) 22
(21) (21)1) 2222 (2 (21) 1) 222.
)1122(2(21)1) 22
)1)1122(2(21) 1) 2(21)
= (2(21) (21)1)1112(2(21) 1) 2 (21)
=1(2(21)(21)1) 1111 (2 (21) 1) 22
(21)(21)1) 1111 (2 (21) 1) 221.
2222 (2(21)1) 22
1)2222 (2(21) 1) 222
= (2(21)(21)1) 1111 (2(21) 1) 111
=1(2(21)(21)1) 1111 (2 (21) 1) 11
(21)(21)1) 1111 (2 (21) 1) 111.

o w=(2(2(21) (21)1) 1) 122(2(21) 1) 22

) 1122(2(21) 1) 222

(21)1) 1111 (2(21) 1) 122
)
(

1)1)111( (21) )
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A proposicao anterior pode ser generalizada a um produto o de operadores o; e a

repetidas aplicacoes de (, obtendo-se assim a seguinte proposicao.

Proposigao 7.3 Sejam w € A*, o um qualquer produto de o; e p € N.
Entao (¥ (o (w)) = o (¢¥ (w)).

Exemplo 7.4

Consideremos a palavra w = 321122444, p =3 e 0 = 09071.
o w = 321122444
¢3 (w) = 1224443 (21)
o1 (¢ (w)) = 112444 (32) 1
o (¢ (w)) = 113444321.

o1 (w) = 321112444
o (w) = 321113444
3 (0 (w)) = 113444321.

Do resultado anterior concluimos facilmente o seguinte lema.

Lema 7.5 Sejam t € A* um quadro e o um qualquer produto de o;. Para todo o p € N,
as sequintes condigoes sao equivalentes.

(a) o (t) =t;

(b) o (P (¢P () = P(¢P (t)).

Demonstracao:

Sejam t € A* um quadro, o um qualquer produto de o; e p € N.
(a) = (b)
Suponhamos que o (t) = t.
o(P(¢P(t)) =P(co(¢?(t))), pelo coroldrio 6.11, pdgina 89,
=P (¢

P

(o (t))), pela proposicao 7.3,
(

t)), por hipétese.
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(b) = (a)

Suponhamos que o (P (¢P (t))) = P (P (t)).

Pelo coroldrio 6.11, pagina 89, isto equivale a P (o (¢ (t))) = P (¢? (t)).

Pelo teorema 6.8, pagina 83, fazendo w = (P (t), Q (o (CP (t))) = Q (C” (t)).
Pelo teorema 5.3, pagina 60, w «%» (P (w),Q (w)) é uma bijeccdo, conclufmos
que o (¢¥ (t)) = ¢P (t).

Pela proposicao 7.3, o (CP (t)) = (P (t) < (P (o (t)) = ¢P (t).

Como ¢ é uma bijeccdo, ¢ (0 (t)) = (P (t) @ o(t) =t. m

Seja S um conjunto. Uma matriz M : S x S — {1,2,...,00} é dita de Coxeter
quando
om(s,s') = 1 ses=5s¢e
° m(s,s') = m(s’,s) >1

Associado a uma matriz de Coxeter estd um grafo (ndo dirigido), grafo de Coxeter,
onde os vértices sao os elementos de S e é colocada uma aresta no par nao ordenado {s, s’}

quando m (s, s’) > 3. Esta aresta é indexada por m (s, s’) apenas se m (s, s') > 4.
Exemplo 7.6

Seja S = {s1, 52, 53, 54}. A matriz de Coxeter

(1 2 3 4]
2 1 oo 3
M= ,
3 o 1 2
43 2 1

temos associado o grafo de Coxeter G :



112 Uma acgdo do grupo simétrico na dlgebra livre Z (A)

O grupo de Coxeter G associado a uma matriz de Coxeter é o grupo com geradores
S e sujeito as relagoes
(ss’)m(s’s ) = e, sempre que m (s, s') # oo.
onde e denota o elemento identidade do grupo G.
Uma vez que (ss)™*%) = ¢ e (ss’)m(s’sl) =e= (s’s)m(sl’s), as relagoes anteriores sao

equivalentes a:

(C1) s? = ¢;
(C2) (ss)™*) = (s/5)™) o g5 55’ 5. =gssss ...
m(s,s’) m(s,s’)

Pelo facto de, num grupo de Coxeter, s> = e, para todo o s € S, concluimos que:
2
em(s,s)=2 & (ss) =ecsdsi=ecssssdds=dsess’=9se
3
em(s,s)=3 & (ss)’=eess s s’ =eess 55 ss s’ =558 & s8's =355

Ou seja, para s,s’ € S,
m(s,s)=2&ss =¢se
(7.0.1)

m(s,s') =3 & ss's =s'ss.
Exemplo 7.7

O grupo de Coxeter associado a uma matriz de Coxeter M do exemplo 7.6 é gerado

por S = {s1, 82, 83, S4} sujeito as seguintes relagoes.
e s? =¢, para 1 <i < 4;
® 5159 = S§9851,
® 5354 — S5483;
® 515351 = S351S53;
® 5954859 = 545284,

4
o (5184)" = €& 81545154 = S4515451-

O grafo de Coxeter

OO -O—6O

Gs

n

determina o grupo gerado por S = {s1, S2,. .., S,—1} sujeito as relagoes (7.0.1).
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O grupo simétrico S,, ¢ um grupo de Coxeter gerado por {s; = (i,i+1): ¢ =1,2,...,n— 1}
sujeito as relagoes (7.0.1), isto é,
(MC1) s? =e,parai=1,...,n—1;
(MC2) s;s; = sjs;, para |i — j| > 2;
(MC3) sisit18i = Siy18iSit1, parai=1,...,n— L.
As relagoes (MC1), (MC2) e (MC8) sao chamadas de Moore-Coxeter.

Teorema 7.8 Os operadores lineares oy, 1 = 1,...,n—1, satisfazem as relagoes de Moore-

-Cozeter, isto é,

2 _ )

® 0 = ZdZ(A);
® 0,0 =0j0;, para |i — j| > 2;

® 00410 = 0i410;0;+1-

Demonstragao:

Seja S ={01,09,...,0n-1}.
E imediato da definicdo de o; que 0?2 = 0,0, = idz,a)-
Se |i — j| > 2 os alfabetos A; = {a;,a;11} e Aj = {a;,aj41} ndo se intersectam.
Entao, da defini¢ao de o;, vem imediatamente que o;0; = 0;0;.
Provemos agora que 0;0;110; = 0;+10:0i+1, que é equivalente a provar que
(0i0i41)° = idz ).
Seja w € A* uma palavra com valoragao val (w) = (¢1,ca, ..., Cn).
Provemos entio que (0;0441)° (w) = w.
Uma vez que a correspondéncia de Robinson-Schensted, w «%» (P (w) , Q (w)),
é bijectiva podemos concluir que, escrevendo o = (ai0i+1)3,
P (o (w)) = P (w)

Q (0 (w)) = Q(w).
Pelo teorema 6.8, pégina 83, Q (o (w)) = Q (w).

ow)=w <&

Por outro lado, pelo coroldrio 6.11, P (0 (w)) = P (w) < o (P (w)) = P (w).
Basta entdo mostrar que o (t) = t, para um quadro t, ou seja, (0;0;41)° (t) = t.
Escreva-se t = uv, sendo v a tltima linha de t.

Fazendo p = |u| = |t| — |v| no lema anterior obtemos
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(0i0i11)° (t) =t & (040441)° (P (¢P (wv))) = P (¢P (uw))
& (00i41)° (P (C'“' (uv))) =P (C'“' (uv))
& (0i0i41)% (P (vu)) = P (vu).

Pela definigdo de quadro de Young, (QY1) os nimeros dispostos sdo estrita-
mente crescentes por coluna (do fundo para o topo do diagrama), defini¢ao
2.3, pagina 13, todas as letras a; do quadro t = uv estao na iltima linha de t,
v, e as letras as de t estdo em v ou na pentltima linha de t.

Assim, todas as letras a1 e az de t estéo na tltima linha do quadro t' = P (vu).
Podemos entao escrever t’' = u/v’, onde v’ é a dltima linha de t’.

Repetindo este raciocinio obtemos uma sequéncia de quadros t*) onde todas
letras aj,asg,...,a+1 estao na idltima linha de t*) e, em cada passo deste

algoritmo, temos
(0i0i+1)3 (t) =t& (Ui0i+1)3 (t(k)> = t(k),

em particular no passo n— 1, onde n é o mimero de letras do alfabeto A. Assim

basta mostrar que

(0i0i41)° (t(”_l)) =t
Temos que t(n=1) = T1T9...Ty € uma linha, ou seja, 1 < 20 < ... < Ty, €
val (t("*l)) =wal (t) = (c1,¢2,...,Cp).
(O'Z'O'i+1)3 (t(”*l)) também seréa uma linha pois, na aplicacao de (O'iO'i+1)3 a
linha t("~1 as letras permanecem sempre ordenadas.

As linhas t(»~ ¢ (aiai+1)3 (t("*l)) tém a mesma valoracao porque:

val (t(”_l)) = (Cly- s CiyCit1,Cit2, -5 Cn),

val (JZH ( )) =(Cly. s CiyCiy2,Citly-5Cn),

val ( 0011 (t(”_l))) =(Cly+++3Ci42,Ciy Citly -5 Cn),

val (044100741 (t(”_l))) = (Cly-+yCit2, Cit1,Ciy- -5 Cn),
val ((O'ZO'Z_H (n— 1))) =(Cly. vy Cit1,Cit2,CiyevyCn),

val <al+1 0i0it+1) (t(”*l))) =(Cly. vy Cit1,Ciy Cig2, ...y Cn),
val ((O’io'l'+1)3 (t(” 1))) = (Cly -y Ciy Cit1,City vy Cp) -

Entao (0-7:0-7:+1)3 (t(”_l)) — t(n—l)‘ -
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Exemplo 7.9
315
e Consideremost =| 2 | 4 = 3524136 = 3524 136 no alfabeto A = {1,2,3,4,5,6}.
o~
136 v
Nas condigoes da demonstracao anterior temos:
6
t' = P (vu) = P (136 3524) =| 3 | 4 = 634 1235 = u(Mop);
112315
5
t" = P (v'u') = P (1235 634) = = 5123346 = u(Pv®;
112131346
6
tB) = P (") = P (123346 5) = = 6 123345 = u®yB);
11213345

t@ =P (uB®uB®) = P (123346 5) =| 1|2 |3 (3|4 |5|6| = 1233456 = t©®),

que ja é uma linha.

Para i = 2, por exemplo,
(0203)° (t©)) = (0203)° (1233456) = (0203)° 02 (1234456) = (0203)" (1234456)

— 090309 (1233456) = 2073 (1223456) = o5 (1223456) = 1233456 = £
o Se w = 521415121453, val (w) = (4,2,1,2,3).
o4 (w) = 521415121443, val (04 (w)) = (4,2, 1,3,2).
o3 (04 (w)) = 521315121343, val (05 (04 (w))) = (4,2,3,1,2).

Nestas condigoes, temos uma representagao linear do grupo simétrico S,, em Z (A),

p: Sy — GL(Z(A))
si =(@i+l) ~  p(i,i+1)=0;:Z(A) — Z(A)

x o~ oi(x),

onde GL (Z (A)) representa o grupo dos automorfismos na &lgebra livre Z (A).

E uma representagao linear porque é um homomorfismo de grupos, p (s;s;) = p (i) p ()
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