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Resumo

O presente trabalho descreve o desenvolvimento de um simulador de dinamica de veiculos
com 12 graus de liberdade em MATLAB Simulink para um prototipo de Formula Student,
motivado pela auséncia de ferramentas de simulagdo, tanto proprias como comerciais,
durante o periodo de participacao na equipa entre 2021 e 2023, e pela ambicao de aprofundar
competéncias em dinamica de veiculos e em MATLAB e Simulink com vista a ingressar no

mercado de trabalho da competi¢do automovel.

O modelo integra subsistemas de dindmica longitudinal e lateral, subsistema de movimento
da suspensdo e modelo de pneus baseado na Formula Magica de Pacejka, entre outros, sendo
validado com dados de telemetria reais obtidos nas provas da FSPT 2025 e da FSG 2025. A
simulagdo da prova de aceleracdo demonstrou que o modelo replica com boa aproximagao
o comportamento longitudinal do veiculo, obtendo-se um RMSE de 1,805 km/h. A
simulagdo em curva revelou-se inviavel devido a instabilidade do controlador de dire¢do em
condi¢cdes transientes, tendo o simulador sido reorientado como ferramenta de andlise
cinematica, recebendo diretamente dados de telemetria para calcular grandezas tipicamente
ndo medidas em pista, como os movimentos de pitch, roll e heave da carrogaria e o
deslocamento individual da suspensdao em cada roda. A utilidade pratica da ferramenta foi
demonstrada através da analise do efeito da introdugdo de uma barra estabilizadora, onde se
verificou uma redugao de 25% no angulo de roll. A ferramenta desenvolvida representa um
contributo concreto para a equipa, colmatando uma lacuna que persistiu ao longo de varios

anos.

Palavras-chave: Formula Student, Suspensdo, Matlab, Desenvolvimento.
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Abstract

This work describes the development of a 12 degrees-of-freedom vehicle dynamics
simulator in MATLAB Simulink for a Formula Student prototype, motivated by the absence
of simulation tools, both in-house and commercial, during the period of participation in the
team between 2021 and 2023, and by the ambition to deepen expertise in vehicle dynamics

and MATLAB and Simulink with the goal of pursuing a career in motorsport engineering.

The model integrates subsystems for longitudinal and lateral dynamics, suspension motion
and a tyre model based on Pacejka's Magic Formula, among others, and was validated
against real telemetry data obtained during the FSPT 2025 and FSG 2025 competitions. The
acceleration event simulation demonstrated that the model replicates the longitudinal
behaviour of the vehicle with good accuracy, achieving an RMSE of 1.805 km/h. The
cornering simulation proved unfeasible due to instability of the steering controller under
transient conditions, leading to the simulator being repurposed as a kinematic analysis tool,
receiving telemetry data directly to compute quantities typically not measured during events,
such as pitch, roll and heave body motions and individual suspension displacement at each
wheel. The practical utility of the tool was demonstrated through the analysis of the effect
of introducing an anti-roll bar, where a 25% reduction in roll angle was observed. The
developed tool represents a concrete contribution to the team, addressing a gap that persisted

over several years.

Keywords: Formula Student, Suspension, Matlab, Development.
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de travao, permitindo ao condutor ajustar a distribui¢ao da forca
de travagem entre o eixo dianteiro e o eixo traseiro através do

ajuste da posi¢do da alavanca.
Movimento de compressao do amortecedor.

Angulo formado entre o plano da roda e a vertical, quando
observado de frente. Camber negativo inclina o topo da roda

para o interior do veiculo.

Representagdo grafica do limite de aderéncia do pneu, que
define a combinagdo méaxima de forgas longitudinais e laterais

que o pneu consegue desenvolver para uma dada carga vertical.

Condi¢@o em que o pneu desenvolve simultaneamente forgas
longitudinais e laterais, havendo interac¢do entre o

escorregamento longitudinal e o escorregamento lateral.

Representagdao esquematica de um corpo isolado com todas as

forcas e momentos externos que atuam sobre ele.

Fenomeno de compressao da suspensdo dianteira durante a
travagem, devido a transferéncia de carga longitudinal do eixo

traseiro para o dianteiro.

Forca aerodinamica vertical dirigida para baixo, gerada pela
geometria da carrogaria e pelos elementos aerodinamicos do

veiculo.

Movimento vertical de translagao da carrogaria do veiculo.
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Sobreviragem

(oversteer)

Pitch

Roll

Scrub Radius

Slip Angle

Slip Ratio

Squat

Toe

Subviragem

(understeer)

Yaw

Comportamento dindmico em que o eixo traseiro perde
aderéncia antes do dianteiro durante uma curva, fazendo com

que o veiculo rode mais do que o pretendido pelo condutor.

Movimento de rota¢dao da carrocaria em torno do eixo

transversal do veiculo.

Movimento de rota¢dao da carrocaria em torno do eixo

longitudinal do veiculo.

Distancia horizontal entre o ponto de contacto do pneu com o

solo e o ponto onde o eixo de dire¢do interseta o plano do solo.

Angulo entre a dire¢io de deslocamento do pneu e o seu plano

de rotagao.

Parametro adimensional que quantifica o escorregamento
longitudinal do pneu, comparando a velocidade periférica da

roda com a velocidade linear do veiculo.

Fendmeno de compressao da suspensao traseira durante a
aceleracdo, devido a transferéncia de carga longitudinal do eixo

dianteiro para o traseiro.

Angulo de orientagio da roda em relagdo ao eixo longitudinal do

veiculo, quando observado de cima.

Comportamento dindmico em que o eixo dianteiro perde

aderéncia antes do traseiro durante uma curva.

Movimento de rota¢ao do veiculo em torno do eixo vertical.
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. Introducao

No panorama académico, a Formula Student destaca-se como uma das competi¢cdes de
engenharia mais prestigiadas a nivel mundial, desafiando equipas de estudantes a
desenvolver e a construir prototipos de forma a aplicar os conhecimentos adquiridos
durante o curso, bem como a adquirir novas competéncias e aptiddes.

Um dos pontos fulcrais na constru¢do de um Formula Student é o desenvolvimento e
posterior afinacdo do sistema de suspensdo. Na auséncia de ferramentas de simulagao,
estas decisdes baseiam-se frequentemente em métodos empiricos € na intui¢ao da equipa,
o que limita o potencial de desenvolvimento do veiculo, especialmente face a escassez de
tempo e recursos disponivel para testes fisicos em pista. Durante o periodo compreendido
entre 2021 e 2023, no decurso do envolvimento com a equipa, existia precisamente esta
lacuna, a inexisténcia de uma ferramenta capaz de prever o comportamento dinamico do
carro ou de quantificar o impacto de alteragdes de configuracdo do mesmo.

O presente trabalho surge assim de uma dupla motivacdo. Por um lado, pretende-se
colmatar esta lacuna através do desenvolvimento de uma ferramenta de simulagdo que
suporte a tomada de decisdo da equipa de forma fundamentada. Por outro, procura-se
aprofundar competéncias em dinamica de veiculos e em MATLAB e Simulink, uma vez
que sdo pilares essenciais para posteriormente ingressar no mercado de trabalho da
competi¢ao automovel.

Para cumprir estes objetivos, foi desenvolvido um modelo matematico de 12 graus de
liberdade implementado em Simulink e validado com dados de telemetria reais obtidos
nas provas da FSPT 2025 e da FSG 2025. O modelo integra subsistemas de dinamica
longitudinal, lateral e vertical, incluindo modelos de pneus e de condutor, permitindo ndo
s6 simular o comportamento global do veiculo como também calcular e analisar
grandezas tipicamente ndo medidas em pista.

O documento esta organizado em nove capitulos. O Capitulo 2 expde os fundamentos da
competicdo Formula Student. O Capitulo 3 revé o estado da arte das ferramentas de
simulacdo existentes. O Capitulo 4 apresenta os fundamentos teéricos de dinamica de
veiculos necessarios ao desenvolvimento do trabalho. O Capitulo 5 descreve a forma
como foram obtidos os dados experimentais utilizados. O Capitulo 6 detalha o
desenvolvimento do modelo e dos seus subsistemas. O Capitulo 7 apresenta as simulagdes
realizadas para as duas provas distintas e a discussao dos resultados obtidos. Por fim, o
Capitulo 8 expde as conclusdes do trabalho, e o Capitulo 9 as referéncias.



2. Competicao Formula Student

A Formula Student ¢ uma competi¢ao de engenharia académica destinada a estudantes
universitarios de todo o mundo, centrada no projeto e constru¢do de um monolugar de
competicao do tipo féormula. Proposta pela SAE International (Society of Automotive
Engineers) em 1981, nos Estados Unidos da América, sob a designacdo de Formula SAE,
a iniciativa rapidamente ganhou projecao internacional, chegando a Europa nas décadas
seguintes. Desde entdo, a competicdo ndo parou de crescer. Atualmente, os eventos
espalham-se por diversos paises, reunindo anualmente centenas de equipas de
universidades e institutos politécnicos de todo o globo.

A sua origem responde a uma necessidade real, a de aproximar a formacao académica da
pratica de engenharia. O percurso universitario, por mais completo que seja, raramente
coloca o estudante perante as exigéncias de um projeto real como trabalhar em equipa sob
pressdo, tomar decisdes com consequéncias fisicas e tangiveis, ou lidar com imprevistos
que nenhum manual antecipa. E precisamente neste espago que a Formula Student se
insere, desafiando os estudantes a desenvolver, construir e testar um prototipo.

2.1.Estrutura da Competicao

A avaliacdo das equipas divide-se em duas componentes: os eventos estaticos e 0os eventos
dindmicos.

Os eventos estaticos avaliam o trabalho de engenharia e de gestao que suporta o prototipo.
Incluem a apresentagdo de negdcio (Business Presentation), a analise de custos (Cost
Report) e a prova de design (Engineering Design), onde a equipa defende perante o jari
as opcoes técnicas tomadas ao longo do desenvolvimento do veiculo. Completam esta
componente as verificagdes técnicas de seguranca, o teste de inclinagao e o teste de ruido.

Nos eventos dinamicos, o veiculo € colocado a prova em pista em quatro provas distintas.
A prova de Aceleragdo consiste em percorrer 75 metros em linha reta a partir do repouso
no menor tempo possivel. O Skid Pad avalia a aderéncia lateral através de um percurso
em forma de oito. O Autocross ¢ uma prova de velocidade num circuito misto de curvas
técnicas e retas, onde se mede a agilidade do conjunto veiculo-piloto. Por fim, o
Endurance ¢ a prova mais exigente, com cerca de 22 km, testando a fiabilidade, a
durabilidade e a eficiéncia energética do protdtipo em condig¢des de corrida prolongada.

A competicdo organiza-se ainda em duas classes distintas, concebidas para acomodar
diferentes graus de maturidade dos projetos. A Classe 1 ¢ a categoria principal, destinada
a equipas que apresentam um prototipo totalmente projetado, construido e funcional,
sujeito as verificagdes técnicas de seguranca e apto a competir em todos os eventos
dinamicos. A Classe 2, por sua vez, ¢ uma classe de conceito orientada para equipas que
ainda ndo dispdem de um veiculo a funcionar, sendo avaliada apenas nos eventos estaticos
com base no projeto, no planeamento e no desenvolvimento computacional do veiculo.



Esta estrutura permite que equipas mais recentes distribuam por duas épocas o projeto e
a constru¢do de um veiculo de Classe 1, tornando mais gradual a curva de aprendizagem.
A classe ¢ ainda acompanhada de um sufixo que identifica o tipo de motorizacao,
distinguindo os veiculos de combustio dos elétricos; ¢ neste contexto que se enquadra a
designacao Classe 1E, correspondente a um veiculo elétrico de Classe 1.

2.2.LART

A LART, Leiria Academic Racing Team, ¢ a equipa de Formula Student do Instituto
Politécnico de Leiria, dedicada ao projeto e desenvolvimento do monolugar de
competi¢ao com sistema de propulsao totalmente elétrico, competindo na Classe 1E. Em
2025, a equipa participou em dois eventos internacionais, a Formula Student Portugal
(FSPT), realizada em Portugal, e a Formula Student Germany (FSG), um dos eventos de
maior prestigio e competitividade a nivel mundial, realizado no circuito de Hockenheim,
na Alemanha. A Formula Student Portugal assume particular relevancia no presente
trabalho, por ter sido a prova onde foram recolhidos parte dos dados de telemetria
utilizados. Trata-se de um evento recente no calendario, cuja primeira edi¢cdo decorreu
em 2022 e que, a partir de 2023, passou a realizar-se em Castelo Branco, tornando-se a
primeira competicdo do género em territdrio nacional. A edi¢do de 2025, da qual provém
os dados da prova de aceleragdo utilizados nesta dissertacdo, correspondeu ja a terceira
edi¢do do evento e reuniu mais de seis centenas de estudantes e dezenas de equipas
universitarias de varias nacionalidades, refletindo o rapido crescimento e a consolidagao
da competi¢do no panorama internacional.

A presente tese tem como base o veiculo T24e, o quarto prototipo desenvolvido e
construido pela LART, de propulsdo totalmente elétrica, presente na figura 1. Trata-se de
um monolugar de competi¢do com uma massa total de 330 kg incluindo piloto e uma
distancia entre eixos de 1,55 m, cujas caracteristicas completas servem de base a
parametriza¢do do modelo desenvolvido ao longo deste trabalho.



Figura 1 - Formula Student T24e.



3. Estado de Arte

A Formula 1 representa o estado de arte do desenvolvimento automdvel baseado em
simulagdo. Numa disciplina onde os testes em pista sdo severamente limitados pelo
regulamento desportivo, apenas seis dias de testes de pré-época e quatro horas de treinos
livres por grande prémio, as equipas transferiram grande parte do seu processo de
desenvolvimento para o ambiente virtual.

Esta cultura de simulagdo, proveniente da Formula 1, tem vindo a difundir-se
progressivamente pela indastria automodvel mais abrangente e, naturalmente, pelas
competicdes académicas. No contexto do Formula Student, a necessidade de simulagdo
torna-se também de extrema importancia uma vez que as equipas tém or¢amentos
reduzidos, ndo existem pecas suplentes, e os pilotos ndo t€ém experiéncia de corrida
profissional. Nestas condi¢des, um erro de design ou de afinagdo do carro que numa
equipa profissional seria corrigido em alguns treinos livres, pode comprometer o bom
desempenho da equipa nas competicdes. A simulagao torna-se, portanto, nao um luxo,
mas uma necessidade estrutural, uma vez que permite antecipar o comportamento do
veiculo antes do desenvolvimento fisico, reduzir o nimero de iteragdes em hardware e,
apos os testes, extrair de dados de telemetria de grandezas que ndo foram medidas
diretamente, alargando assim o valor de cada sessdo em pista.

Este capitulo apresenta uma revisao das ferramentas ¢ metodologias de simula¢do mais
relevantes para o contexto da Formula Student, organizada em dois grupos, sendo estes
os softwares comerciais especializados em dinamica de veiculos e os modelos
desenvolvidos internamente por equipas académicas.

3.1.Ferramentas Comerciais

No panorama das ferramentas comerciais, a escolha da plataforma adequada implica
sempre um compromisso entre o nivel de detalhe do modelo, os recursos necessarios para
o operar e o custo da licenga. As secgdes seguintes apresentam as ferramentas com maior
presenca documentada no contexto da Formula Student, analisando as suas capacidades
e limitagoes.

3.1.1. Optimum G

A OptimumG, empresa fundada por um dos juris mais conhecido nas competi¢cdes de
Formula Student realizadas na europa, Claude Rouelle, oferece diferentes softwares de
simulagdo, sendo estes o OptimumKinematics para analise cinematica da suspensao, o
OptimumTire para modelacao de pneus, e 0 OptimumLap para simula¢do de tempo por
volta.

O OptimumLap ¢ uma ferramenta baseada num modelo de massa pontual em regime
quase-permanente. O veiculo ¢ definido por 10 pardmetros de entrada, massa, area frontal,
coeficientes aerodinamicos, raio de roda, resisténcia ao rolamento, coeficientes de atrito



longitudinal e lateral, relagdes de transmissao e curva de binario do motor. O tragado pode
ser gerado a partir de dados de telemetria reais ou descarregado de uma base de dados de
circuitos disponivel na plataforma. Os resultados abrangem cerca de 60 canais de saida,
incluindo tempo por volta, perfil de velocidade, consumos energéticos e aceleragdes,
entre outros. A empresa indica um desvio tipico de até 10% face a dados reais, (Optimum
G, 2026).

As limitagdes do OptimumLap sdo estruturais, o modelo de massa pontual ndo contabiliza
a transferéncia de carga entre rodas, os efeitos transitorios da suspensdo, nem incorpora
modelos de pneu semi-empiricos como a Formula Magica de Pacejka, assumindo
coeficientes de atrito constantes.

3.1.2. IPG CarMaker

O IPG CarMaker ¢ uma plataforma de simulacdo desenvolvida pela IPG Automotive
especificamente para o desenvolvimento e teste de automoveis ligeiros em todas as fases
do processo de desenvolvimento. O software permite construir um protétipo virtual
completo do veiculo, incluindo a dinamica de veiculo, o sistema de propulsdo, o modelo
de pneu e o tracado da pista, e combina-lo com um modelo de condutor adaptativo que
aprende os limites do veiculo e do tracado de forma automética. O modelo multicorpo do
veiculo permite analisar em detalhe o comportamento da suspensdo, calculando os
deslocamentos individuais de cada roda, a variagdo de camber, a transferéncia de carga e
os movimentos de roll, pitch e heave da carrogaria em qualquer manobra simulada.

3.2.Ferramentas de Simulacio de Desenvolvimento Proprio

Para além das ferramentas comerciais, diversas equipas de Formula Student tém
desenvolvido internamente os seus proprios simuladores de dindmica de veiculos. Esta
abordagem reduz custos, eliminando a dependéncia de licengas comerciais e aprofunda o
conhecimento técnico da equipa sobre os fendémenos fisicos em jogo. Ao contrario dos
softwares pagos, onde o utilizador esta limitado as funcionalidades disponibilizadas pelo
fabricante, um modelo desenvolvido internamente pode ser adaptado, expandido e
integrado com dados de telemetria reais sem qualquer restri¢do, o limite do que se pode
alcancar ¢ determinado pelo conhecimento e pelo esfor¢o da propria equipa. As secgoes
seguintes apresentam alguns trabalhos relevantes publicados na literatura académica.

3.2.1. Vehicle Dynamics Analysis in a Formula Student Racing Car,
Henrique Amaral

Na dissertacdo desenvolvida por (Amaral, 2022) com base no veiculo Formula Student
T14, desenvolvido pela equipa do Instituto politécnico de Leiria, verificou-se um
exemplo de software de simulagdo de desenvolvimento proprio.

Neste Amaral descreveu a ferramenta desenvolvida como um simulador de tempo por
volta utilizando o Simulink. Atendendo aos requisitos especificos da equipa, o simulador
foi construido sem a utilizagdo de blocos de dindmica de veiculos predefinidos, ou seja,



o algoritmo ¢ totalmente personalizavel. O simulador desenvolvido utilizou uma
abordagem de massa pontual, isto ¢, o chassi foi convertido num tnico ponto,
desprezando por exemplo os efeitos de transferéncia de peso. Apesar dessa limitagdo, a
simulagdo utilizou um algoritmo dos componentes do motor definido pelo binario,
relacdes de transmissdo, inércia rotacional e consumo de combustivel. Calculou também
as forcas aerodinamicas com um modulo aerodinamico que controla a for¢a negativa de
sustentagdo e arrasto presente em cada ponto da pista. O comportamento do pneu foi
definido por um modelo basico que prevé forgas longitudinais, laterais e de resisténcia de
rolamento do pneu, (Amaral, 2022).

Em comparag¢dao com a simulagdo realizada no software CarMaker onde foi obtido um
erro de apenas 6,31% face aos dados reais obtidos em pista. O modelo em Simulink
apresentou desvios maiores, na ordem dos 16% a 17%.

Embora o Simulink tenha erros absolutos maiores, Amaral concluiu que ¢ uma ferramenta
valiosa para prever tendéncias e comparar o impacto relativo de diferentes componentes
ou configuragdes de forma rdpida e gratuita.

3.2.2. Modelling of a high-performance vehicle in MATLAB/Simulink,
Rickard Hoglund

A dissertacdo de (Hoglund, 2022) apresentou o desenvolvimento de um simulador de
dinamica de veiculos no software Simulink. Este estudo focou-se na criagdo de um
modelo matematico capaz de prever o comportamento do veiculo, dividindo o problema
em duas componentes principais: a dindmica longitudinal e a dinamica lateral.

O modelo longitudinal recebe uma velocidade de referéncia e utiliza um controlador PID
para simular o comportamento do condutor (aceleragdo ou travagem). A partir daqui o
simulador integra blocos para o motor, embraiagem, transmissdo e calculo de
escorregamento do pneu. O movimento final ¢ calculado através de uma equagdo de
resisténcia ao movimento, que contabiliza a forca de tragdo, o arrasto aerodinamico e a
resisténcia ao rolamento.

Para o comportamento em curva, adotou-se um modelo de 4 rodas onde este assume o
veiculo como uma massa pontual com quatro pontos de contacto com o solo, calculando
a aceleragdo lateral e o yaw rate. Para a interacdo pneu-estrada, utilizou-se a Férmula
Magica de Pacejka, acoplada ao conceito de circulo de tragdo (garantindo que o pneu ndo
excede o seu limite de aderéncia ao combinar forgas longitudinais e laterais).

Comparada a simulagao utilizando o software Adams/Car o autor concluiu que o modelo
do simulink foi preciso para situa¢des de baixas velocidades e pouco transientes, tendo
apresentado algumas limitagdes nas condigdes inversas de maiores velocidades.



4. Conceitos de Dinamica de Veiculos

4.1.Sistema de Coordenadas

O estudo da dinamica de veiculos exige a utilizacdo de um sistema de coordenadas que
permita descrever, de forma rigorosa, o movimento e as forcas a que esta sujeito o veiculo.
Sendo assim, ¢ utilizado o sistema de coordenadas ortogonal (X, y, z), fixado no centro
de gravidade do veiculo, conforme ilustrado na figura 2, amplamente adotado na literatura
técnica, seguindo a convencao de eixos SAE.

Figura 2 - Referencial ortogonal do veiculo, (Domingues dos Santos et al., 2014).

Os movimentos rotacionais do veiculo resultam diretamente das forgas aplicadas e da
transferéncia de peso entre os eixos ou vias. A rotacdo em torno do eixo y, designada por
pitch, ocorre quando forcas longitudinais sdo aplicadas, durante a aceleragao ou travagem,
provocando a transferéncia de peso entre os eixos frontal e traseiro. Por sua vez, a rotacdo
em torno do eixo x, conhecida como rol/, ¢ induzida por forcas laterais, tipicas em curvas,
que geram uma transferéncia de peso entre as vias, levando o veiculo a rotacionar sobre
este eixo. J& a rotagdo em torno do eixo z, ou yaw, ocorre quando as rodas exteriores
apresentam velocidades superiores as rodas interiores, fazendo o veiculo descrever uma
trajetdria curva e rodar sobre este eixo.

4.2. Forcas Longitudinais

A dindmica de um veiculo em movimento resulta da complexa interacdo entre trés
elementos fundamentais, sendo estes, o proprio veiculo, o piso sobre o qual se desloca, e
o ambiente circundante. Por sua vez ¢ possivel simplificar esta interacdo através de um
diagrama de corpo livre, figura 3, onde se define um conjunto de forg¢as equivalentes
aplicadas ao veiculo (considerando 0 mesmo como um corpo rigido).



Figura 3 - Diagrama de corpo livre do veiculo (DCL), (Https://News. Cision.Com/Koenigsegg/r/, n.d.).

Conforme representado na figura 3, as for¢as que atuam no veiculo contém pontos de
aplicag¢do distintos originando momentos em torno do centro de massa do veiculo e
consequentemente transferéncias de peso entre os eixos.

Aplicando a segunda lei de Newton, responsdvel por descrever que a forca resultante
aplicada ao veiculo ¢ igual ao produto da massa da sua massa pela aceleracao a que estd
sujeito, obtém-se as seguintes equagdes:

ma, = F, — Fp —mg Sin(ar) (1)

ma, = F, — Fy; —mg cos(a;) (2)

Sendo F, a forca de tragdo do veiculo, F, a for¢a de arrasto aerodindmico, @, o angulo de
inclinagdo do piso e mg sin(a,) a componente x do peso do veiculo e mg cos(a,-) a
componente z.

Calculando o somatério dos momentos sobre cada eixo do veiculo obtém-se a forga
normal no eixo dianteiro F,4,, € a forca normal no eixo traseiro F,3,. L € a distancia entre
eixos do veiculo, 4 ¢ a altura do centro de massa e h,., a altura do ponto de aplicagdo da
forga de arrasto. Desta forma obtém-se as equacdes seguintes:

—F,hyero — ma,h — mghsin(a,.) + mgr cos(a,.) (3)
lez = L
ro F,h,ero + ma,h + mghsin(a,.) + mgf cos(a,.) 4)
z34 —
L



4.3. Forcas Laterais

No caso de o veiculo descrever uma trajetoria curva sujeito a uma determinada aceleragdo
lateral, serdo originadas forgas centripetas pelos pneus e consequentemente sera exercida
uma forca centrifuga sobre o veiculo no seu centro de massa, figura 4.

Forca Centrifuga

Forca Centripeta

Fzl Fz2

Figura 4 - DCL lateral do veiculo.

Assim como anteriormente, recorre-se a segunda lei de Newton para se obter as forcas

normais em cada roda do eixo, F,; e F,,. A largura entre vias do eixo € representada por
T.

mg mayh (5)
fa=% 77

mg mayh (6)
FZZ = T + T
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4.4.Definicio do Movimento do Veiculo

4.4.1. Modelo de Duas Rodas

A definicdo das equagdes de equilibrio que permitem descrever o comportamento do
veiculo sdo de extrema importancia para o desenvolvimento de um simulador como
pretendido. Para este efeito podem ser utilizados varios modelos, sendo um dos mais
conhecidos o modelo de duas rodas, figura 5.

Quando o veiculo se encontra a baixa velocidade, as aceleragdes longitudinal e lateral
podem ser consideradas desprezaveis, pelo que os pneus nao necessitam de gerar forcas
laterais e, consequentemente, ndo se verificam angulos de escorregamento. Uma vez que
as rodas traseiras ndo desenvolvem angulos de escorregamento, a proje¢do do eixo
traseiro intersecta o centro instantdneo de rotagdo da trajetéria. Nestas condicdes €
utilizada a versao mais simplificada do modelo de duas rodas.

Figura 5 - Modelo de duas rodas sem aceleragdes, (Mastinu & Ploechl, 2014).

A velocidades maiores pode introduzir-se neste modelo as aceleracdes longitudinais e
laterais a que o veiculo estd sujeito, figura 6. A acelera¢do longitudinal ird originar por
parte dos pneus forcas longitudinais e a aceleracdo lateral ird originar angulos de
escorregamento tanto nos pneus dianteiros como nos pneus traseiros, 0 que por sua vez
levard a produgdo de forgas laterais. Nesta situagdo considera-se um modelo de duas rodas
com trés graus de liberdade: movimento longitudinal, movimento lateral, e rotagdo sobre
0 €iXo0 z.

11



o
Y.

'
I 4
A
Y

Figura 6 - Modelo de duas rodas com trés graus de liberdade, (Ramanata, 1998).

Segundo o autor (Ramanata, 1998), as equacdes que descrevem, respetivamente a rotacao

sobre o eixo do z, 0 movimento lateral e 0 movimento longitudinal sdo as seguintes:

o
S
o
(¢}

0 0O 0O 0O oo O o o o o o o

18 = aFy ¢ cos(8) + aFgs — bFy, (7)
m(Ve + V,0) = Fy s sin(8) + Fes cos(8) + Fey (8)
m(V, — Vg8) = Fyr + Fy + Fyr sin(8) ©)

Fss, Fg= forga lateral nos pneus dianteiros e traseiros;

F, . F;r = forca longitudinal nos pneus dianteiros e traseiros;
a = distancia do centro de gravidade ao eixo dianteiro;

b = distancia do centro de gravidade ao eixo traseiro;

m = massa do veiculo;

I =momento de inércia do veiculo;

V,, Ve = velocidade longitudinal/lateral do veiculo no referencial,
x, y = posi¢do longitudinal/lateral do veiculo no referencial;
0 = angulo de dire¢ao;

n = eixo longitudinal no referencial;

6 = angulo de rotagao;

0 = velocidade de rotacio;

¢ = eixo lateral no referencial.
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4.4.2. Modelo de Quatro rodas

O modelo planar de quatro rodas permite uma analise mais precisa do movimento do
veiculo uma vez que sdo utilizados um maior nimero de graus de liberdade. Assim como
o nome indica, neste modelo as quatro rodas do veiculo influenciam o mesmo
individualmente, figura 7.

Figura 7 - Modelo planar de quatro rodas.

Considerando a existéncia de arrasto aerodinamico apenas sobre o eixo x e aplicando a
segunda lei de Newton, obtém-se as seguintes equacdes, (Narby, 2006).

Direcao x:

m(v’x - Vy‘i’) = (Fx11 t+ Fy12) cos(8) — (Fyll + FyZZ) sin(8) + Fyz1
+ Fx22 - Fa

(10)
Diregao y:

m(v'y + lejj) = (Fxll + Fxlz) Sin(S) + (Fy11 + Fylz) COS(S) + Fy21

(11)
+ Fyzz

Momento sobre 0 €ixo z:

Iz‘.l.J =lp ((Fxll + Fy12) sin(8) + (Fyll + Fy12) COS(‘S))
— lr(Fx21 + Fy22) (12)
T, .
+ > ((Fxll — Fy12) cos(8) + (Fy12 - Fyll) sm(8))
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Colocando as aceleragdes sobre cada diregao em evidéncia € possivel obter as expressoes
que determinam a aceleragdo do veiculo sobre as direcdes x e y e a aceleragdo rotacional.

. 1 i
Uy = m_<(Fx11 + Fy12) cos & — (Fyll + Fylz) SN + Fip1 + Fraa
(4

1 . (13)
—3 pCpArvi | + vy

.1 :
vy = m_ ((Fyll + FylZ) CosS 8 + (Fxll + Fle) Sin 8 + Fy21 + Fyzz)
4

- vxLiJ

(14)

. 1 -
P = I—(lp ((qu + Fy12) sin8 + (Fyqq + Fyy5) cos 8) — 1r(Fya1 + Fy3)

z

+ 0.5T,, ((Fea1 = Fraz) cos 8 + (Fy1p — Fy1y) sin 8 (15)

+ (Fx21 — szz)))

4.5. Pneus

Os pneus sdo o unico ponto de contacto entre o veiculo e o solo, sendo por isso elementos
fundamentais na transmissao de forcas entre a estrada e o chassis. Todas as agdes
dindmicas do veiculo — aceleracdo, travagem e curvar — dependem diretamente da
capacidade de os pneus gerarem e transmitirem forgas através da sua area de contacto.

Estas forcas sdo desenvolvidas devido as propriedades viscoelasticas da borracha que
compde o pneu. A borracha apresenta simultaneamente deformagao elastica (recuperavel)
e viscosa (permanente), o que permite modelar o pneu, de forma simplificada, como um
sistema mola-amortecedor. Esta natureza viscoeléstica faz com que o deslocamento do
pneu se encontre em desfasamento relativamente a forga aplicada, originando dissipagao
de energia sob a forma de calor.

O comportamento da borracha pode ser caracterizado pelo seu modulo de elasticidade
(rigidez) e pela sua perda de energia (histerese), ambos dependentes da temperatura e da
frequéncia de excitacao a que o pneu esta sujeito. Esta variabilidade torna o pneu um dos
componentes mais complexos de modelar num veiculo. No entanto, € possivel aproximar
0 seu comportamento através de modelos empiricos ou analiticos, sendo fundamental,
para tal, compreender os mecanismos responsaveis pela geracdo de aderéncia e a forma
como as forgas resultantes podem ser representadas.
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A aderéncia entre o pneu e o pavimento nao segue um modelo de atrito de Coulomb

classico com coeficiente constante. Em vez disso, a aderéncia de um pneu pode ser
decomposta em trés componentes principais:

1. Atrito — relacionado com o deslizamento e altamente dependente da temperatura
e da velocidade relativa entre o pneu e o solo.
2. Encravamento, conhecido como “Interlocking” — ocorre quando o pneu se

deforma mecanicamente para se ajustar as micro-irregularidades da superficie da
estrada.

3. Adesao — resulta da ligacao temporaria entre as cadeias moleculares da borracha
€ 0 pavimento.
A segunda e terceira componente aumentam com a largura do pneu. Além disso, a

combinag¢do da primeira e segunda componente com as cargas verticais originadas pelo
peso do veiculo dé origem a chamada aderéncia mecanica(Seward, 2014).

4.5.1. Slip Angle

O slip angle, representado por o, define-se como o angulo entre o plano de rotagdo da
roda e a trajetéria imposta pelas condi¢cdes de aderéncia entre o pneu e a estrada. Esta
diferenga angular surge devido a resisténcia ao deslizamento oferecida pela borracha do
pneu, que gera uma deformacao eléstica do contacto com o solo, visivel na figura 8.

Wheel
Direction ———jp»-

/’. )
Slip Angle
:

< Contact Patch
Tread Angle

Figura 8 - Ilustracio do slip Angle,(Tyre Slip Angle — Geometry Explained Suspension Secrets, 2024).

Segundo (Narby, 2006), matematicamente, o s/ip angle pode ser expresso pela equacao
seguinte, onde V, representa a velocidade lateral e V; a velocidade longitudinal. Este

modelo simplificado permite avaliar o s/ip angle com base no estado cinematico da roda.
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(16)

tan(a) = —

SSS

Em regimes de slip angle reduzido, a relagdo entre forga lateral e o slip angle ¢
aproximadamente linear. A inclinagdo da reta desta relagdo ¢ dada pela rigidez lateral do
pneu, ou cornering stiffness, simbolizada por Cr,. No entanto, a medida que o slip angle
cresce, a resposta do pneu torna-se nao linear, a forga lateral atinge um valor maximo,
correspondente ao pico de aderéncia lateral, apds o qual o pneu entra em saturacao € inicia
o deslizamento. Este comportamento ¢ possivel ser visualizado no grafico presente na
figura 9 para diferentes cargas sobre o pneu.

/ Load
4 8000 N
/
8100 /
/
6000 N
I
6300 — !
I Line of peaks
I
2 I
-g 4000 N
c 4500 =
w
©
@
%
2700 =
900 =
0 | 1 | | | 1 1 | >
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Slip Angle [deg]

Figura 9 - Relacio entre o slip angle e a forca lateral(Tyre Slip Angle — Geometry Explained
Suspension Secrets, 2024).
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4.5.2. Slip Ratio
O slip ratio, ou réacio de escorregamento longitudinal, é descrito como a relagao entre a
velocidade angular da roda e a velocidade efetiva do veiculo quando € aplicado binario

na mesma.

Se o racio entre a for¢a de aderéncia longitudinal, F,, e a carga vertical sobre a roda, F,,
for representado graficamente em fun¢do do slip ratio em percentagem, figura 10,
verifica-se que o pico de aderéncia ocorre por volta dos 10 a 15% de escorregamento.
Acima deste valor, a aderéncia diminui & medida que a roda comeca a patinar ou
contrariamente bloqueia(Seward, 2014), como se verifica na figura 10.

20

15 Traction control zone

Wheel spin

Fx/fFz

Anti-lock brake zone

-2.0
-100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 20 100

Brake slip ratio % Traction slip ratio %

Figura 10 - Aderéncia longitudinal face ao slip ratio.

Deste modo torna-se necessario calcular a velocidade angular da roda para se obter o
escorregamento longitudinal, sendo que esta € calculada integrando a acelerag¢do angular,
w que ¢ dada pela equagdo (17). Onde E, ¢ a forca de atrito, F,.. ¢ a forca de resisténcia
ao rolamento, T}, € o binario resultante da travagem e T,,, ¢ o binario proveniente do motor
aplicado no eixo de tragdo, (Hoglund, 2022).

Tw — ety — Bty — Tp (17)
Jr

w =
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Assim, sendo o formula student um automovel de tracdo traseira € necessario ter em conta
a inércia do sistema de transmissdo, que neste caso nao contém caixa de velocidades. A
inércia total, J;, pode ser calculada através da equacao (18). J,, € a inércia de uma roda e
Je € a inércia do motor que por sua vez € multiplicada pela relagdo do diferencial Uy.

2
(U (18)
Jr =]w+]—(2f)

4.5.3. Camber

O camber pode ser definido como o angulo formado pela inclinagdo da roda em relagao
ao plano longitudinal do veiculo. Na figura 11 encontra-se ilustrada uma configuragdo de
camber negativo, ou seja, o topo da roda inclinado para dentro do veiculo, denotado como

Y.

Spin axis

Camber thrust
F,

{Z

|
sae i |

Tyre load
Resultant force

Figura 11 - Camber thrust, (Damian Harty & Michael Blundell, 2015).

Quando uma roda com camber ¢ submetida a um movimento retilineo forcado, ocorre
uma distor¢ao na orientacdo do pneu, resultando na origem de uma forga lateral designada
por camber thrust. Este € calculado atraves da expressdo (19), sendo C,, o coeficiente de
rigidez de camber do pneu (camber stiffness).
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F,=C, v (19)

Contudo, segundo (Pacejka, 2006), esta componente de forca lateral ¢ geralmente de
magnitude significativamente inferior a gerada pelo slip angle, sendo frequentemente
omitida em modelos dindmicos de veiculos devido a sua reduzida relevancia. Em
condi¢cdes de aceleracdo lateral, a transferéncia de carga lateral provoca um aumento da
forca F, na roda exterior e uma diminui¢do na roda interior. Consequentemente, o camber
thrust da roda exterior assume preponderancia, podendo ser combinado com a forca de
aderéncia associada ao angulo de escorregamento para contrabalangar a forca centrifuga.

4.5.4. Resisténcia ao Rolamento

A resisténcia ao rolamento ¢ caracterizada, tal como o nome indica, como a forca de
resisténcia inerente ao movimento do pneu em rotagao livre. Esta ocorre, principalmente,
pela deformagdo do composto de borracha na zona de contacto com o solo, e sendo
influenciada por diversos fatores, tais como a velocidade e a pressao do pneu.

A influéncia da resisténcia ao rolamento pode ser quantificada através do coeficiente de
resisténcia ao rolamento, designado por C,.-, 0 qual representa a relacdo entre a forga de
resisténcia e a carga vertical aplicada ao pneu. Com base neste coeficiente, a forca de
resisténcia ao rolamento F,., pode ser estimada pela seguinte expressao:

Ep =G - Fy (20)

4.5.5. Circulo de Friccao

O circulo de friccao, figura 12, também denominado de diagrama g-g, delimita o limite
de tracdo do pneu em qualquer dire¢ao que o mesmo possa tomar.
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Figura 12 - Circulo de fric¢io.

As forgas longitudinais e laterais produzidas pelos pneus nao sao independentes umas das
outras, sendo geralmente experienciadas em conjunto, por exemplo em aceleracdo na
saida de uma curva. Contudo, a resultante das forcas produzidas por um pneu nao pode
exceder o produto da carga normal pelo coeficiente de fric¢do. Considerando que os pneus
podem apresentar coeficientes de friccdo longitudinais e laterais diferentes, os fatores
combinados podem ser expressos pela equagdo (21), onde u, e u, sio os coeficientes de

fric¢do longitudinal e lateral € u, e u,  0s respetivos maximos, (Seward, 2014).

2 2 (21)
) + () =
‘uxmax ‘uymax

Aplicando este diagrama as aceleracdes longitudinais e laterais € possivel verificar se o
condutor se encontra no limite do pneu ou se ainda existe espago para melhorias de forma
a maximizar a tracao disponivel.

4.5.6. Combined Slip

Contrariamente a uma idealizacdo linear, a capacidade de um pneu em gerar a forca
maxima num dos eixos ¢ intrinsecamente comprometida pela presenca de solicitagdes no
outro. Este fendmeno, evidencia que o pico de forca longitudinal ¢ atingido na auséncia
de componentes laterais significativas, e vice-versa. Esta relagdo pode ser
conceptualizada através do circulo de fric¢ao referido anteriormente.

O escorregamento combinado ¢ definido pela simultaneidade de existéncia de slip angle
e slip ratio.

4.5.7. Formula Magica

A forma tradicional de modelar o comportamento dos pneus em simulagdes de dindmica
veicular € através da Formula Magica de Pacejka. Trata-se de um modelo semi-empirico
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amplamente utilizado, que ajusta curvas nao lineares a dados experimentais de forcas
geradas no contacto do pneu com o solo. O modelo permite estimar a forca longitudinal
E,, a forga lateral F,, e 0 momento de auto-alinhamento, M,, (Pacejka, 2006).

A férmula base ¢ dada pela equagdo seguinte:

y(x) = D - sin|C - arctan(Bx — E(Bx — arctan(Bx)))] (22)

Onde B representa o fator de rigidez, C o fator de forma, D o valor de pico e E o fator de
curvatura. Os coeficientes sao obtidos com base em caracteristicas especificas das curvas
experimentais: valor de pico da forga y,,, valor de slip (angle ou longitudinal) a que o
pico ocorre X,,, o valor para o qual a curva estabiliza a grandes valores de slip y, € o
declive na origem y'(0) que representa a rigidez do pneu na zona linear.

Com estes valores, os pardmetros da equagado sio calculados da seguinte forma:

D =yu =uk, (23)
C=2- %arcsin (%) (24)
B = 3é ’F(;)) (25)

tan (%) — Bx,, (26)

- arctan(Bx,,) — Bx,,

4.6. Suspensao

No contexto da competicdo automoével, como o caso do Formula Student, o sistema de
suspensdo assume um papel central na maximizacao do desempenho dindmico do veiculo.
A suspensao ndo sO garante o contacto consistente dos pneus com o solo, como também
influencia diretamente o comportamento do veiculo em aceleracdo, travagem e curva,
fatores determinantes para a performance em pista.

A representacdo precisa do sistema de suspensdao em modelos de simulacdo dindmicos
permite prever com maior rigor o impacto de diferentes configuragdes, facilitando o
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processo de afinagdo e desenvolvimento do veiculo. Modelos simplificados podem
fornecer uma primeira aproximacao, tratando o veiculo como uma massa pontual e a
suspensdao como um sistema equivalente de mola e amortecedor. No entanto, para
aplicagdes mais exigentes, como no caso da competicdo Formula Student, ¢ fundamental
recorrer a modelos mais detalhados, que considerem as massas suspensas € nao suspensas,
a individualidade de cada canto da suspensao, a rigidez dos pneus ¢ a acao de elementos
como as barras estabilizadoras.

4.6.1. Equacio do movimento

O modelo fisico mais simples de um sistema vibratorio ¢ o modelo linear discreto com
um grau de liberdade, como se representa na figura 13. O modelo inclui o elemento de
inércia de massa m, o elemento elastico de rigidez k, um mecanismo dissipador de energia
de tipo viscoso e de constante C e uma excitagdo externa f(t) que ¢ fungdo do tempo t. A
posi¢do instantanea do sistema ¢ referenciada pela coordenada x(t) que representa o
deslocamento linear e constitui o grau de liberdade do sistema. A velocidade x(t) e a
aceleragdo X(t) sao dadas, respetivamente, pelas primeira e segunda derivadas de x(t) em
ordem ao tempo(Rodrigues, 2016).

1t
PH 8

[ONENO)

(a) Sistermna vibratério

JE].
FAAANA
I_l",_
| S -

kx(t) &—
) --==3Q | f(1)
—

cE(t)

(b) Diagrama de corpo livre

Figura 13 - Modelo do sistema com um grau de liberdade, (Rodrigues, 2016).

Deste modo aplica-se o modelo fisico anterior ao sistema equivalente de mola e
amortecedor responsavel por controlar o movimento relativo entre a massa suspensa € a
massa nao suspensa, uma vez que este se trata de um sistema vibratorio amortecido.

Considerando o diagrama de corpo livre representado na figura 13 e aplicando a 2% lei de
Newton, a equagao de equilibrio dindmico escreve-se:

mi(t) + cx(t) + kx(t) = f(¢). 27)
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4.6.2. Molas

As molas tém como fung@o permitir um grau de movimento independente das rodas a
medida que as cargas sobre estas variam consoante as superficies irregulares. Na
competi¢ao automodvel o objetivo € otimizar a aderéncia da area de contacto do pneu em
cada canto do carro. Isto faz parte do que se pode genericamente designar por compliance.
O movimento das molas ocorre também como consequéncia da variagdo das cargas nas
rodas durante a aceleragdo, em curva e na travagem(Seward, 2014).

A Spring rate ou rigidez da mola, kg, indica o quanto a mola se deforma por unidade de
forca aplicada, normalmente expressa em N/mm.

A Wheel rate, ou rigidez da roda, k,,,encontra-se relacionada com a rigidez da mola
através do Motion Ratio, este indica quanto a mola se desloca comparativamente com o
deslocamento da roda, e ¢ dado pela equagao (28).

kwheel (28)

MR? =
kspring

A Ride Rate, k,, ¢ definida como a rigidez da roda combinada com a rigidez do pneu, k;.

1

1.1 (29)
kp ks ke

Assumindo um movimento harmonico simples, a frequéncia natural da vibragdo do chassi
suspenso ¢ dada por:

o (30)

21 [mg

fs

Na figura 14 encontra-se demonstrada visualmente a interacdo entre os parametros de
rigidez anteriores.
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Figura 14 - Diagrama de simplificacio da rigidez da suspensio, (H. Marzbani & Reza N. Jazar,
2024).

Além das rigidezes ja faladas, na figura 14 encontra-se ainda presente a massa suspensa,
mg, € a massa ndo suspensa, m,,. A massa suspensa compreende o chassi, a carrogaria, o
motor, o condutor e os demais componentes associados. Ja a massa nao suspensa abrange
o conjunto da roda, englobando os pneus, jantes, mangas de eixo, sistema de travagem,
entre outros elementos relacionados. A massa dos componentes que estabelecem a ligagao
entre estas duas categorias, como os bracos de suspensdo e os eixos de transmissdo, €
convencionalmente distribuida por meio de uma reparti¢ao proporcional entre ambas.

4.6.1. Amortecedor

Quando uma massa suportada por uma mola ¢ deslocada da sua posi¢dao de equilibrio
estatico e libertada, esta tende a oscilar. Na auséncia de um amortecedor, essas oscilagdes
persistem indefinidamente, com amplitude e frequéncia constantes. Os amortecedores
sdo, portanto, essenciais para otimizar o contacto do pneu com a superficie, ao dissiparem
a energia cinética acumulada nas molas sob a forma de calor, contribuindo assim para a
estabilidade e controlo do veiculo.

O amortecedor ¢ definido pelo seu coeficiente de amortecimento, C, uma medida da forca
de amortecimento a uma velocidade de 1 m/s, tendo assim a unidade N/m/s. Se este valor
for superior ao amortecimento critico, C.;, 0 sistema € considerado sobreamortecido,
apresentando um retorno lento a posi¢ao de equilibrio. Por outro lado, se C for inferior a
Ccrit» O sistema € subamortecido, permitindo oscilagdes em torno do ponto de equilibrio
antes de se estabilizar.

O amortecimento critico ¢ o valor minimo necessario para que o sistema regresse a
posi¢do de equilibrio sem oscilagdes, e € calculado através da equacdo seguinte.
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Ccrit = 41Tmsf:9 (31)

Para avaliar a relagdo entre o amortecimento real e o critico, define-se o racio de
amortecimento, {, como:

=L (32)

Cerit

Segundo o autor, (Seward, 2014), em veiculos de passageiros, valores tipicos de { situam-
se em torno de 0,25, oferecendo um compromisso aceitavel entre conforto e controlo. Em
contextos de competicdo, onde a prioridade recai sobre o desempenho dinamico e a
resposta precisa do veiculo, ¢ comum adotar racios de amortecimento na ordem dos 0,65
a 0,7, por se ter demonstrado eficaz na maximizagao da aderéncia e previsibilidade do
comportamento do veiculo em situagdes limite.

Nos sistemas convencionais utilizados em competicdes como o Formula Student, os
amortecedores apresentam ainda diferentes coeficientes de amortecimento para os
movimentos de compressao (bound) e retorno (rebound), bem como para diferentes
velocidades da roda. Este comportamento permite dividir o amortecimento em quatro
regimes distintos:

Compressdo em baixa velocidade;
Compressdo em alta velocidade;
Retorno em baixa velocidade;
Retorno em alta velocidade.

o O O O

Estes quatro regimes do comportamento de um amortecedor sdo visiveis no exemplo dado
no grafico presente na figura 15.
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Figura 15 - Curva de amortecimento de um amortecedor de competicio, (Domingues dos Santos et
al., 2014).

Um aumento do amortecimento em compressao (bound) tem como efeito imediato uma
melhoria da resposta transitéria da suspensdo, até que se atinja um ponto critico em que
o amortecedor se aproxima de um estado de bloqueio. Neste regime, a capacidade da
suspensdo em absorver irregularidades ¢ severamente comprometida, sendo as forgas
transmitidas quase integralmente ao chassis. Este fendmeno anula a fun¢do da suspensao,
aproximando o comportamento do veiculo ao de um kart, ou seja, sem qualquer filtragem
das perturbacdes do solo. Por outro lado, um amortecimento de compressao insuficiente
conduz a uma resposta excessivamente branda, dificultando o controlo do veiculo em
curva, sobretudo em pisos irregulares. Assim, um compromisso adequado ¢ essencial para
garantir que o automovel possa ser conduzido de forma previsivel e explorado até aos
seus limites com seguranga.

No que diz respeito ao amortecimento em extensdo (rebound), aplicam-se principios
semelhantes. Um aumento neste parametro reduz a velocidade de retorno da suspensao
apds uma compressao, o que pode ser vantajoso em manobras com cargas transitorias
rapidas, como em slaloms, ao limitar o rolamento do chassis. No entanto, um valor
excessivo de amortecimento em extensdao pode impedir que a roda recupere contacto com
o solo de forma eficiente, comprometendo a tragdo e a estabilidade. Este efeito, tal como
no caso da compressao, podera resultar na perda de eficacia do sistema de suspensao.

4.6.2. Sistema Anti-Roll Bar

O sistema anti-roll bar, comumente utilizado desde os automoveis de dia a dia até aos
veiculos de competi¢do, tem como principal fungdo aumentar a rigidez de rolamento do
veiculo, sem aumentar a rigidez quando ambas as rodas do mesmo eixo estdo sujeitas a
mesma carga, por exemplo em aceleracdo ou travagem. O aumento da rigidez de
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rolamento permite assim diminuir a transferéncia de massa entre vias, € manter o pneu a
funcionar num intervalo de graus de camber mais reduzido e dentro da zona de maior
producdo de forca lateral.

Para veiculos de competigdo, tem também uma importancia significativa na afinacao do
equilibrio do veiculo, ao controlar o equilibrio de transferéncia de carga longitudinal,
influenciando o comportamento de subviragem ou sobreviragem.

Por sua vez, existe uma clara desvantagem em fornecer muita rigidez ao rolamento
através deste sistema. Com sistemas muito rigidos, a suspensdo deixa de ser
verdadeiramente independente. As rodas de um eixo passam a agir como um eixo rigido
em single-wheel bump. Embora a rigidez do sistema de suspensdo ndo afete o0 movimento
de uma roda individual em bump e rebound, sob movimento de suspensido de uma tnica
roda, a suspensao torna-se mais rigida e, consequentemente, menos eficaz. Por esta razdo,
recomenda-se que o sistema anti-roll bar ndo contribua com mais de 50% da rigidez ao
rolamento do veiculo(Seward, 2014).

4.6.3. Dimensionamento do sistema Anti-Roll bar

Para efeitos de dimensionamento, ¢ essencial determinar com precisdo a rigidez
proporcionada pela barra, tendo em consideragdo a sua geometria e o material a utilizar
no fabrico da mesma.

’
L
< D
Torsion Bar v
~ ) :
( —=
i Attached to
b TR T Chassis
T --xfl /{) =
—_--"“'-—-_.___4__ B \\ Attached to
T Wheel

Figura 16 - Barra de torcio, adaptado de (H. Marzbani & Reza N. Jazar, 2024).

Segundo (H. Marzbani & Reza N. Jazar, 2024), num cenario tipico de rolamento, os
bracos da barra movimentam-se em sentidos opostos, o que implica que, por simetria, o
ponto médio da barra de tor¢do permanece fixo. Assim, ¢ comum considerar apenas
metade da barra de comprimento L, para efeitos de calculo, G o médulo de corte e D o
didmetro da seccdo circular da barra, estes pardmetros sdo visiveis na figura 16. O
objetivo ¢ determinar a rigidez no ponto de aplicagdo da forga, situado no topo de um
braco com comprimento A.

27



K nGD* (33)
bar = 32142

Adicionalmente, os proprios bracos da barra deformam-se sob carga, comportando-se
como vigas. A deflexdo, d, de um brago com comprimento 4, sujeito a uma forg¢a pontual
F, ¢ dada pela equagdo 34, representado £ o modulo de elasticidade e / o segundo
momento de area da secc¢ao transversal do brago.

FA3 (34)

®=3Er

Desta forma, a rigidez dos bragos do sistema de anti-roll bar é dada pela equacao (35).

3EnD* (35)
Korm = 6443

Por fim, a rigidez do sistema de anti-roll bar ¢ dado pela equacdo 36, uma vez que a barra
de torcao e os bracos atuam em série.

Kbar : Karm (36)

K b =
o Kbar + Karm

4.7.Sistema de Travagem

O sistema de travagem de um veiculo Formula Student ¢ composto por dois circuitos
hidraulicos independentes, um para o eixo dianteiro e outro para o €ixo traseiro. Ambos
sdo acionados simultaneamente através do pedal de travao, presente na balance bar. A
balance bar ¢ uma barra presente na pedaleira que liga o pedal de travao as duas bombas
principais de travao, permitindo regular a distribui¢do da pressao hidraulica entre os dois
eixos através do ajuste do ponto de articulagdo da barra.

Quando o condutor pressiona o pedal, a forca aplicada ¢ entdo dividida entre as duas
bombas principais presentes na balance bar. Segundo (Limpert, 2011), a pressao
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hidraulica gerada no circuito ¢ diretamente proporcional a forca aplicada no pedal, sendo
determinada pelo racio do pedal e pela area do pistdo da bomba principal. Cada uma das
bombas gera uma pressdo hidraulica que ¢ transmitida as pingas de travao respetivas,
resultando numa forga de contacto entre as pastilhas e os discos. Essa for¢ca, combinada
com o atrito entre as pastilhas e o disco, origina o binario resistente que atua sobre as
rodas.

A distribui¢do da forca de travagem entre eixos € um pardmetro critico para a seguranca
e eficiéncia do sistema. De acordo com (Limpert, 2011), a distribuicdo 6tima de travagem
¢ aquela que garante que as rodas dianteiras bloqueiam antes das traseiras, assegurando a
estabilidade direcional do veiculo durante a travagem.

Segundo (Amaral, 2022), para efeitos de simulagdo, ¢ possivel simplificar este processo
assumindo que:

o A area do pistdo da bomba secundaria corresponde a area de contacto da pastilha;

o O coeficiente de atrito entre a pastilha e disco permanece constante durante a
travagem,

o O sistema opera em condicdes ideais (sem perdas ou deformagdes significativas).

O bindrio de travagem aplicado a cada roda pode ser calculado com base na forca
transmitida pelas bombas secundarias ao disco de travao. A formulacao simplificada
apresentada a seguir assume que a area de contacto da pastilha € igual a &rea do pistdo, e
que o coeficiente de atrito se mantém constante durante a travagem, (Amaral, 2022).

Ty =Fp - Rpy (37)

Fy =4y Dn-Wp My (38)

Onde:
e T, =Bindrio de travagem [Nm];
e F, =Forga de travagem [N];
e R,, =Raio médio da pastilha [m];
o A= Area do pistdo do travio [m?];
e P, =Pressdo hidraulica [Pa];
o Up= Coeficiente de atrito pastilha-disco;

e n, = Numero de pastilhas de travao.
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4.8.Aerodinamica

A aerodinamica ¢ um dos pontos de estudo presente na dindmica de veiculos que maior
relevancia tem ganho com a evolugdo dos automoveis. Apesar de ndo se ter como objetivo
o estudo aerodindmico do Formula Student, ¢ necessario definir, por via de equacdes, a
interagdo entre o ar e o veiculo.

Duas forgas principais influenciam o comportamento do veiculo: a forga de arrasto e a
forca de sustentacdo (ou downforce). A forca de arrasto € oposta ao movimento do
veiculo, resultante da diferenga de pressdo do ar entre a frente e a traseira do carro e do
atrito viscoso do ar sobre a superficie. Sendo calculada pela equagdo (39), onde p ¢ a
massa volumica do ar, Cp ¢ o coeficiente de arrasto do veiculo e 4 ¢ a area frontal do
veiculo. Assume-se que em condi¢des normais a massa volimica do ar ¢ de 1,225 kg/m®.

1 39
Fa - EpCDsz ( )

A forga de sustentacdo, por sua vez, ¢ gerada pela diferenca de pressdo entre a parte
inferior e superior do veiculo. No caso do Formula Student, procura-se gerar downforce,
ou seja, uma forca com sentido negativo (tendo em conta o sistema de coordenadas
apresentado previamente) que pressiona o formula sobre o piso, aumentando a carga sobre
0s pneus e consecutivamente a capacidade de aceleragdo lateral. Esta forca ¢ expressa
pela equagdo (40), onde C;, representa o coeficiente de sustentagdo, (Guiggiani, 2014).

1 40
FL = EpCLsz ( )

4.9.Simulac¢io de tempo por volta

A simulacdo de tempo de volta (Lap Time Simulation - LTS) é amplamente utilizada no
desporto motorizado para prever e analisar o comportamento dindmico de um veiculo
num tragado. Permite reduzir falhas de concecdo, minimizar custos com prototipos e
diminuir a necessidade de testes reais, aumentando a eficiéncia ¢ a consisténcia dos
resultados.

Existem trés abordagens principais de LTS, cada uma com diferentes pressupostos,
complexidade e aplicagdes:
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o Regime Permanente (Steady-State, SS);
o Regime Quase-Permanente (Quasi-Steady State, QSS);
o Regime Transitorio (Transient State, TS).

4.9.1. Regime Permanente

A abordagem em regime permanente constitui o método mais simples e amplamente
utilizado na simulagdo de tempo por volta. Este método assume que o veiculo se encontra,
em todos os instantes, em equilibrio dindmico.

O circuito ¢ discretizado em segmentos de reta e curvas com raio constante. Nas retas, a
aceleracdo longitudinal ¢ considerada constante, sendo a velocidade final obtida pela
equacdo (41), onde v, representa a velocidade inicial, a, a aceleracao longitudinal e d o
deslocamento.

41
v = /v§+2axd “h)

Em situagdo de curva, considera-se uma velocidade constante, denominada velocidade
critica (v,), que depende da massa do veiculo (m), do raio da curva (R,) e da forga lateral
maxima transmitida pelos pneus (£)).

(42)

A modelagao do veiculo ¢ geralmente realizada através de um modelo de massa pontual,
que utiliza unicamente os coeficientes de atrito longitudinal e lateral. Neste contexto, as
for¢as maximas sao fung¢ao direta destes coeficientes e da for¢a normal.

Embora esta metodologia seja util em fases iniciais de desenvolvimento e analise de
desempenho, apresenta limitagdes significativas na representacdo realista do
comportamento dindmico, especialmente em fases transitdérias como aceleragdo,
travagem e variacdes rapidas de trajetoria.

4.9.2. Regime Quase-Permanente

O regime quase-permanente constitui uma evolugdo do método em regime permanente,
permitindo a inclusdo de efeitos transitorios de forma simplificada. Nesta metodologia, o
comportamento do veiculo ¢ modelado como uma sequéncia de estados quase-
estacionarios ao longo de curtos intervalos da pista. Para cada segmento, calcula-se a
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curvatura local e aplica-se uma solugdo estatica, seguida da transi¢do para o segmento
seguinte.

Neste método em vez de considerar forgas constantes do pneu em regime estacionario,
recorre-se a uma formulagdo baseada no circulo de friccdo, conjugada com o modelo
Pacejka Magic Formula. Deste modo permite representar de forma mais realista a
interagdo entre as forcas longitudinais e laterais no pneu, figura 17, refletindo com maior
precisdo o seu comportamento dinamico(Amaral, 2022).

-

=

-

Cornering force

Slip angle a ~Friction circle

Figura 17 - Circulo de fric¢do combinado(Amaral, 2022).

4.9.3. Regime Transitorio

Em condicdes reais, os veiculos encontram-se sujeitos a aceleragdes nos 3 eixos de
movimento referidos anteriormente, por exemplo ao descrever uma curva, desta forma
raramente se encontram em regime estaciondrio. Por conseguinte, a abordagem em
regime transitorio baseia-se numa simulagdo dindmica completa do comportamento do
veiculo, incorporando todos os efeitos transitorios relevantes. Esta abordagem requer a
modelacdo detalhada dos vérios subsistemas do veiculo, nomeadamente a suspensao, os
modelos de pneu, os efeitos aerodinamicos e as entradas do condutor. Para resolver as
equagdes de movimento associadas, ¢ necessario recorrer a integracdo numérica com
passos temporais reduzidos, de forma a captar com precisdo a resposta dinadmica do
sistema.

Apesar da complexidade inerente a este tipo de modelagdo, diversos estudos tém
demonstrado que os resultados obtidos ao nivel do tempo por volta apresentam diferengas
pouco significativas face a abordagens simplificadas, com discrepancias tipicas na ordem
dos 0,77%(Amaral, 2022). Importa, contudo, interpretar este valor com cautela: embora
a diferenca no tempo por volta seja reduzida, o tempo por volta ¢ uma métrica global que
esconde diferencas locais relevantes. Um modelo transitorio capta a evolugdo instantanea
de grandezas como as transferéncias de carga, os angulos de camber ou o deslocamento
da suspensdo em cada instante, informag¢ao que uma abordagem simplificada ndo fornece
e que ¢ precisamente a mais Util para a afinagdo do veiculo. Por esse motivo, a utilizagdo
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de modelos transitorios torna-se particularmente vantajosa em contextos que exigem uma
analise de desempenho detalhada ou na afinacdo precisa da configuracdo do veiculo.

4.10. Modelo de Espaco de estados

O modelo de espago de estados € uma ferramenta fundamental na modelagao e simulagao
de sistemas dindmicos, como aquele que se pretende realizar utilizando o software
Simulink.

Apesar de serem utilizadas equagdes de segunda ordem ou superior para descrever a
dindmica de um veiculo, estas podem ser expressas matematicamente como um sistema
de equacdes diferenciais de primeira ordem. Um sistema que € descrito por um sistema
de equacdes diferenciais de primeira ordem diz-se estar na forma de espago de estados.
Conhecer o estado de um sistema torna possivel calcular todos os sinais de saida futuros
se todos os sinais de entrada futuros forem conhecidos, (Narby, 2006). Um sistema linear
de tempo continuo na forma de espago de estados pode ser escrito como:

x(t) = Ax(t) + Bu(t) (43)

y(t) = Cx(t) + Du(t) (44)

onde x € o vetor de estado, u ¢ o vetor de sinal de entrada e y ¢ o vetor de sinal de saida.
As matrizes 4, B, C e D definem a dindmica do sistema e t€ém significados fisicos distintos
(Ogata, 2022).

A matriz 4, de dimensdo nxn onde n € o numero de estados, designada por matriz de
estado, descreve a dindmica interna do sistema, traduzindo de que forma os estados atuais
influenciam a sua propria evolugdo temporal. Os seus coeficientes sdo determinados
diretamente pelas equagdes de movimento do sistema, sendo fungdo da rigidez, dos
coeficientes de amortecimento e das massas envolvidas.

A matriz B, de dimensdo nxm onde m ¢ o nimero de entradas, designada por matriz de
entrada, relaciona as entradas externas do sistema com a evolu¢ao dos estados.

A matriz C, de dimensao pxn onde p € o nimero de saidas, designada por matriz de saida,
define quais os estados ou combinagdes de estados que constituem as saidas do sistema,
tomando a forma de uma matriz identidade quando se pretende observar diretamente
todos os estados.

Por fim, a matriz D, de dimensdo pxm, designada por matriz de transmissdo direta,
representa a influéncia direta das entradas nas saidas sem passar pelos estados, sendo nula
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na maioria dos sistemas fisicos, uma vez que as entradas apenas afetam as saidas através
da dindmica interna do sistema.

Para obter estas matrizes a partir das equagdes de movimento, reescreve-se cada equagao
de segunda ordem como duas equagdes de primeira ordem, introduzindo a derivada do
estado como um novo estado (Ogata, 2022). Por exemplo, para um sistema massa-mola-
amortecedor com deslocamento z, define-se o vetor de estados como x = [z, z']|T, do qual
resulta diretamente a forma matricial do sistema. Este processo ¢ aplicado
sistematicamente a cada grau de liberdade do modelo, sendo o vetor de estados final a
concatenagdo dos deslocamentos e velocidades de todos os graus de liberdade
considerados, como sera detalhado na sec¢ao 6.9.
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5.Dados de Referéncia

Neste capitulo pretende-se apresentar todos os passos necessarios para a obtencao de
dados reais e tratamento dos mesmos relativamente aos pneus Hoosier 20.5x7.0-13 R20
e de telemetria do T24e. Estes sdo estritamente necessarios para a correta configuracao
do simulador que se pretende desenvolver.

5.1. Pneus Hoosier R20

Para a obteng@o dos dados dos pneus, a equipa do Formula Student disponibilizou o
acesso ao forum formula SAE tire test consortium (FSAE TTC) que se trata de uma
iniciativa colaborativa sem fins lucrativos criada para disponibilizar dados experimentais
de pneus de elevada qualidade as equipas participantes na competicdo FSAE.

Os ensaios a cada pneu s3o realizados na instalagdo da empresa Calspan Tire Research
Facility (TIRF), em Buffalo, Nova lorque, e os resultados obtidos nos testes
experimentais sao publicados posteriormente no forum. Devido a estes serem publicados
em formato CSV ¢ necessario desenvolver codigo em Matlab para que se consiga analisar
os mesmos. Na figura 18 verifica-se o cddigo desenvolvido para extrair os dados
pretendidos através do Matlab.

t'; fullfile(userpath, 't kup_tak mat') };

~] = fileparts(p_paths{i}); addpath(fp); file found = true; break; end

'); end

', length(SA_brea

T , length(Fz_bre
length (SA_br

s), numel(Fy_table));:

ints), length(Fz_breakpoints), size(Fy_table,1), size(Fy_table,2));

s, Fz_breakpoints}, Fy_table, 'li ar');
n');

SA4p, Fz4); Fy4n = F_int
', Fydp, Fydn, Fydp + Fydn);

0.2*t); Fz_dyn = 800 + 300*sin(2*pi*0.3*t);
, SA_dyn, Fz_dyn);

ot(t, Fy_dyn, '
o

fprintf('</ Pront ra Simulink: n-D Lookup Table (2-D)\n');:
fprintf (' Tabl Fy 1 BP1 A_breakpoint Fz_breakpoint ')

Figura 18 - Cédigo para interpretacio dos dados de forcas laterais produzidas pelos pneus.
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A figura 19 apresenta um grafico 2D da relagdo entre a forga lateral produzida pelo pneu
face ao slip angle para diferentes cargas sobre o pneu.
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Figura 19 - Grafico 2D Fy vs SA.
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As cargas Fz apresentadas sdo aquelas que foram utilizadas para testar os pneus, sendo
depois necessario interpolar os dados para as diferentes cargas que os pneus podem estar

sujeitos durante a utilizagdo real em pista. Esta interpolacdo ¢ realizada através da
formulagdo da féormula magica de Pacejka apresentada no capitulo anterior, deste modo

obteve-se os 4 pardmetros dos pneus necessarios, figura 20.
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Parametros do Pneu vs Carga Normal Fz - B2356 run18
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Figura 20 - Parametros laterais do pneu Hoosier R20 para formulacio da formula magica.

O grafico 3D presente na figura 21 apresenta de forma mais elucidativa o comportamento

do pneu face ao slip angle e a carga Fz.
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Figura 21 - Grafico 3D Fy vs Fz vs SA.

37



Para a obtencao dos dados longitudinais dos pneus reiterou-se o0 mesmo processo, tendo-
se contruido os seguintes graficos para visualizagdo dos parametros a utilizar na férmula
magica, figura 22.
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Figura 22 - Parametros longitudinais do pneu Hoosier R20 para formulacio da formula magica.

Construiram-se ainda dois graficos para visualizacao da forca longitudinal em fun¢do do
slip ratio e da carga vertical, figura 23, e para visualizagdo do coeficiente de friccdo em
fun¢do do slip ratio e da carga vertical, figura 24.
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Figura 24 - Coeficiente de friccio em funcio do SR e de Fz.
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5.2. Formula Student T24e

Os dados de referéncia do veiculo necessarios para o desenvolvimento do simulador
englobam os dados que caracterizam o veiculo estaticamente e os dados de GPS do
mesmo em utilizacdo em pista. Na figura 25 ¢ possivel verificar o T24e sobre diferentes
vistas num plano 2D.

M Th

1200 mn ‘ 1190 mm

Figura 25 - Dimensoes do T24e.
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Na tabela 1 encontram-se assim, os dados fornecidos pelo formula student que
caracterizam o veiculo.

Tabela 1 - Dados do T24e.

Sigla Descri¢ao Valor  Unidade
m, Massa Total do Veiculo (¢/ piloto) 330 kg
W, Distancia entre Eixos 1,55 m
T,  Largura Entre vias Via 1,2 m
hcg Altura do Centro de Gravidade 0,285 m
L Distancia do Eixo Dianteiro ao CG 0,802 m
l,  Distancia do Eixo Traseiro ao CG 0,748 m
Jxx Inércia de Roll 83,326 Kg*m?
Jyy Inéreia de Pitch 214,782 Kg*m?
J,, Inércia de yaw 190,426 Kg*m?
Jw  Inércia do Conjunto Roda/Pneu 0,32 Kg*m?
Ky Rigidez da Roda frontal 42,03 N/mm
Kpg, Rigidez da Roda Traseira 52,4 N/mm
Csp, Amortecimento Dianteiro (bound) 1,68 Ns/m
Cs-  Amortecimento Dianteiro (rebound) 2,19 Ns/m
C,, Amortecimento Traseiro (bound) 3,78 Ns/m
C,, Amortecimento Traseiro (rebound) 4,92 Ns/m

Cp Coeficiente de Resisténcia Aerodinamica 0,9 -
C; Coeficiente de Sustentacao 1,6 -

Ay Area frontal 1,0348 m?
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5.2.1. Sistema de aquisicao de dados

O sistema de aquisi¢do de dados do T24e, no que concerne a dindmica do veiculo, esta
centralizado no modulo MTi-680G, desenvolvido pela empresa Xsens. Devido a auséncia
de sensores de hall para leitura da velocidade individual de roda e de potencidmetros
lineares para a medi¢ao do curso de suspensao, este modulo ¢ o inico responsavel pela
aquisicdo dos dados gerados pelo veiculo, tais como os valores de yaw, velocidades e
aceleragdes que serdo analisados neste trabalho.

Figura 26 - Modulo MTi-680G.

O MTi-680G, figura 26, ¢ um sistema GNSS/INS, sistema de navegagdo global por
satélite com sistema de navegacao inercial, onde a sua funcao ¢ agregar e processar dados
de movimento e de posicionamento num unico médulo.

A aquisicdo de dados opera segundo o principio de fusdo de sensores estritamente
acoplados. O hardware do MTi-680G integra uma unidade de medida inercial, IMU,
composta por acelerometros, capazes de medir forgas até 10 g, e giroscopios, com um
fundo de escala de 2000 deg/s. Estes componentes inerciais operam com frequéncias de
até 2 kHz de amostragem interna, capturando as aceleragdes e rotagdes transientes do
chassis. Contudo, devido a natureza da integragdo matematica necessaria para derivar
velocidade e posicao a partir da aceleracao, os dados puramente inerciais estao sujeitos a
erros cumulativos ao longo do tempo, um fendmeno conhecido como desvio inercial ou
drift.

Para mitigar esta limitacdo e garantir a estabilidade dos dados, o sistema recorre ao seu
recetor GNSS interno. A componente critica que eleva a precisdo deste sistema aos
padrdes exigidos no formula student ¢ a introdug@o de correcdes RTK através da norma
RTCM 3.2/3.3. Utilizando algoritmos avancados de estimacdo de estado, o processador
do sensor cruza as medi¢des inerciais de alta frequéncia com as coordenadas espaciais
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absolutas de baixa frequéncia fornecidas pela constelagao de satélites. Este processo de
filtragem resulta numa estimativa de posi¢do com precisao centimétrica (1 cm + 1 ppm
CEP) e em vetores de velocidade com uma raiz do erro quadratico médio (RMS) de
apenas 0,05 m/s, (Xsense, 2025). Na figura 27 verifica-se a localizacdo do mddulo no
T24e.

Figura 27 - Localiza¢io do MTi no veiculo.

5.2.2. Telemetria das provas FSPT e FSG

Relativamente aos dados de utilizagdo em pista foram recolhidas as gravacdes
provenientes do sistema de aquisi¢do de dados presente no carro de uma prova de
aceleracdo e de uma prova de autocross. O teste de aceleragdo ocorreu na FSPT de 2025
onde foi apenas possivel obter o valor da velocidade em modulo do veiculo, figura 28,
dentro do que seriam os dados relevantes para este projeto.
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Figura 28 - Dados do teste de acelera¢do [km/h].

Na prova de autocross realizada na FSG 2025 ja foi possivel obter um conjunto de dados
mais completo. A Figura 29 apresenta as velocidades longitudinal e lateral do veiculo ao
longo da prova, onde ¢ bem visivel o comportamento tipico de um percurso de autocross,
com variagdes de velocidade frequentes e bruscas mudancas de dire¢do. A Figura 30
mostra as aceleragdes longitudinal e lateral, sendo possivel identificar os instantes de
maior solicitagdo do veiculo, nomeadamente nas travagens mais intensas e nas curvas

mais rapidas. Por fim, a Figura 31 apresenta o angulo de yaw, cuja variagdo continua ao
longo de toda a prova reflete a natureza sinuosa do percurso e constitui um dos dados
mais relevantes para validar o comportamento lateral do modelo.

Velocidade X [m/s]

Velocidade Y [m/s]

204

204

104,

204

100 150 200 250 300 350 400

Tempo [s]

Figura 29 - Dados da velocidade do T24e.
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Aceleracao X [m/s?]

Aceleracao Y [m/s?]

Yaw [deg]
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x
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x
|
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Figura 30 — Dados da aceleragio do T24e.

T T

200 300

Tempo [s]

Figura 31 - Dados de yaw do T24e.
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6. Desenvolvimento do Modelo de
Comportamento Dinamico

A modelagao da dinamica de um veiculo ¢ complexa devido ao nimero elevado de
variaveis que € necessario definir para descrever o mesmo, o ambiente que o rodeia, e
como estes interagem. Deste modo, € necessario definir a priori do desenvolvimento de
qualquer modelo quais sdo os pressupostos e as simplificagdes que serdo realizadas, sem
que estas adulterem significativamente a veracidade dos resultados.

Assim, no presente trabalho, o veiculo ¢ representado por um modelo com 12 graus de
liberdade, permitindo o deslocamento lateral e longitudinal do mesmo, o movimento
vertical da massa suspensa (heave), bem como as rotagdes em torno dos trés eixos
ortogonais previamente definidos (roll, pitch e yaw). O modelo contempla ainda a rotagao
independente de cada uma das quatro rodas e a dire¢ao das rodas do eixo dianteiro.

Dada a extrema dificuldade que seria modelar as irregularidades da estrada, considerou-
se que a massa suspensa do veiculo sera a massa total do veiculo, uma vez que a superficie
da estrada ndo provocara excitagdes na massa nao suspensa. Além disso, considerou-se
ainda que o centro de rolamento do veiculo se situa ao nivel do solo e que o centro de
pressdes aerodinamicas coincide com o centro de massa do mesmo.

O desenvolvimento do modelo de comportamento dinamico do veiculo Formula Student
foi realizado através do software MATLAB, utilizando a ferramenta Simulink. Este
modelo esta dividido em dez sistemas, sendo estes:

Sistema de travagem;

Sistema de propulsao;

Sistema de célculo das transferéncias de carga;
Sistema de célculo dos slip angles;

Sistema de célculo do escorregamento longitudinal;
Sistema de calculo das velocidades angulares;
Sistema de calculo da férmula mégica de Pacejka;
Sistema de calculo das aceleracoes;

Modelo de comportamento da suspensao;

Sistema do condutor.

0O O O 0O 0O o O o o o

6.1. Sistema de Travagem

O sistema de travagem do formula student ¢ composto por uma Balance Bar onde estdo
presentes duas bombas principais de travdo AP Racing CP7855-91PRTE, colocadas
especificamente de forma a obter-se uma distribuicao de travagem de 60-40%. Cada eixo
do veiculo tem o seu circuito de travagem independente do outro, sendo a pressdao
hidraulica fornecida pela bomba principal de travao respetiva. Por sua vez em ambas as
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quatro rodas sao utilizadas as pingas de travao Wilwood GP200 que contém dois émbolos
cada uma.

Tabela 2 - Dados do sistema de travagem.

N° de pastilhas de travao por eixo 4

Pressao hidraulica maxima 80 bar
Coeficiente de atrito pastilha-disco 0.4

Area do pistdo da bomba secundaria 0,003168 m?
Raio médio do disco 0,12 m

Na figura 32 visualiza-se o fluxograma desenvolvido para modelar o sistema de travagem.
Para tal recorreu-se as equagdes descritas na secc¢ao 4.7 e aos dados presentes na tabela

anterior.
Acionamento do
travéo

[0-100%6]
Y
Distribuigéio da

presséo de

travagem
[60%] ‘ } [40%]

Presséo Presséo
Hidradlica no Hidradlica no
Eixo Dianteiro Eixo Traseiro
Fy=A, Dy Wy My Fy=A, Py My my

Célculo da Calculo da
Forca de Forga de
Travagem Travagem
Frontal Traseira

Célculo do Célculo do

Binario de Travagem Binario de Travagem
Frontal Traseiro

Figura 32 - Fluxograma do dimensionamento do sistema de travagem.

No sistema modelado, figura 34, o parametro de entrada ¢ a percentagem de travagem
desejada pelo condutor proveniente de um subsistema anterior do Simulink. Sabendo a
priori qual ¢ a pressdo maxima que o sistema de travagem consegue realizar obtém-se a
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pressdo no circuito. Posteriormente, esta pressdo hidraulica divide-se entre o eixo
dianteiro e o eixo traseiro através da distribuicdo da forca de travagem que ocorre na
balance bar. De seguida o sistema calcula a for¢a e o binario de travagem em cada eixo.
Na figura 33 verifica-se uma ilustra¢do de como funciona o sistema no veiculo real.

B_travagem_frontal

Ty =Fy Ry

B_travagem_traseiro

Fy=Ap Pn¥p 1y

Figura 33 - Esquema das forg¢as a atuar no sistema de travagem desenvolvido.

Front Pressure
Front Brake Force (N)

Travéo ) X
Front Brake Bias
Front Brake Force
1075 Il
Bar to Pascal
Front_Brake_torque
B
N pastilhas/ eixo
04 i
Coeficiente de fricgao
0.003168 I~
Rear_Brake_torque
Area do pistdo bomba secundaria ! _torqu
0.12
m.aljmm.m HE
b )
T - | .
Rear Brake Bias.
Rear Brake Force

Rear Brake Torque Nm

Rear Pressure

Rear Brake Force (N)

Figura 34 - Modelacio do sistema de travagem.
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6.2. Sistema de Propulsiao

O sistema de propulsdo do Formula Student Te-24 ¢ composto por um motor elétrico
Emrax 228 ligado diretamente ao diferencial autoblocante por uma corrente com uma
relacdo de transmissdo de 4:1, sendo a relagdo de transmissdao do diferencial de 1:1. Na
figura 35 encontra-se presente a curva de poténcia deste motor.

140,00

120,00

100,00

80,00

Power (kW]

60,00

40,00

20,00

0,00

250

Peak torque EMRAX 228HV LC
e ————————
200
e‘
> >
2
?e 150
£
Continuous torque = §
100
50
0
1000 2000 3000 4000 5000 6000

Motor speed [RPM]

Figura 35 - Curva de poténcia do motor Emrax 228, (Emrax, 2025).

Para modelar este sistema, figura 37, tem-se como entradas as componentes de velocidade
longitudinal e lateral do veiculo, bem como o sinal de aceleracdo imposto pelo condutor.
A saida do sistema corresponde ao binario aplicado as rodas motrizes, visivel na
ilustracdo da figura 36.

Entradas do sistema
Velocidade x [m/s]

Velocidade y [m/s]
Acelerador [0-100%6]

Figura 36 - Esquema do sistema de propulsio do T24e.

Saidas do sistema
Binario da Roda [N/m]
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Inicialmente, a velocidade escalar do veiculo ¢ determinada a partir das componentes Vx
e Vy, calculando a norma do vetor velocidade, posteriormente esta permite saber a
velocidade angular das rodas motrizes.

Considerando a relagdo de transmissao total do sistema de transmissao de 4:1, o regime
de rotacdo do motor ¢ obtido diretamente a partir da velocidade angular da roda,
multiplicada pela relagdo de transmissao.

60 (45)

Nmotor = o Nyoda

Este sistema precisa de utilizar uma protecao “if else” para condi¢des de arranque. Uma
vez que a velocidade do veiculo ¢ zero ou muito proéxima de zero, caso ndo seja pré-
definido um valor de rotagdo de motor a aplicar, a saida de binario enviado por este
sistema do modelo seria zero, ficando o veiculo no estado estacionario.

O binario do motor ¢ determinado através de uma tabela unidimensional (lookup table 1-
D), que caracteriza o binario disponivel em fun¢do do regime de rotacdo do motor. O
valor obtido ¢ posteriormente escalado pelo sinal de aceleragdo, representando a
solicitacdo de binario por parte do condutor.

Finalmente, o binario transmitido as rodas ¢ calculado aplicando a relagdo de transmissao.

Figura 37 - Modelo do sistema de propulsao.
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6.3.Sistema de Transferéncia de Cargas

O sistema de transferéncia de peso implementado, figura 39, calcula a distribui¢do das
cargas verticais nos quatro pneus do veiculo, integrando os efeitos das aceleracdes
longitudinal e lateral, bem como a influéncia das for¢as aerodindmicas verticais. Este
torna-se essencial para que seja possivel noutros sistemas do modelo contabilizar a
sensibilidade a carga dos pneus.

Deste modo recorre-se as seguintes equagdes para calcular a carga sobre cada pneu. E de
notar que a convencdo de sinais em cada equagdo segue o referencial ortogonal
apresentado inicialmente.

mygly  myach,, (Mylg/wp)ayhy, 1 , g (46)
F,i{= — —0C A =
211 = o, 2wy T T, LA
Fo.. = my,glg _mvaxhcg _ (mle/Wb)ayhcg +1 Co A2 lr (47)
212 =5, 2w, T, 2 PeLlrvx gy,

mvglF myQy hcg (mv lF/Wb)ay hcg 1 lF (48)
Fyp = —0C, A2 —
e L T, ML A

mygly  myayhe,,  (Mylp/wpayhey 1 , lr (49)
F,,, = — | _r
22 = 5 o, T, LA

A implementacao em Simulink foi realizada através de blocos aritméticos que executam
as operacgoes definidas pelas equagdes anteriores, como se verifica na figura 38. Este
sistema tem como entradas a acelerag¢do sobre o eixo de x e y e a velocidade sobre o eixo
x, que provém de sistemas anteriores. Como saidas tem-se entdo a carga sobre cada pneu,
F,11, Fy12, Fz21 € Fjp, que por sua vez serdo utilizadas no sistema que define o
comportamento dos pneus. Neste sdo ainda definidas todas as constantes presentes nas
equagoes anteriores, como a massa do veiculo, distancia entre eixos, largura entre vias,
altura do centro de massa e os coeficientes aerodindmicos.
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Entradas do sistema
Aceleragao x [a,] [m/s?]
Aceleragdo y [ay] [m/s?]

Velocidade x [V ] [m/s]

Saidas do sistema
Carga Vertical da roda 11 [Fz1,] [N]

—— Expressées (46) a (49) Carga Vertical da roda 12 [F;,3] [N]

Carga Vertical da roda 21 [F;2,] [N]

Carga Vertical da roda 22 [F;5,] [N]

Figura 38 - Esquema de funcionamento do modelo de cargas verticais.

a
:
o e
@_,E EXT
u@b N/ — |
—{ =
e = e
[ i
=
N — ]
= .
C

Figura 39 - Modelo das cargas verticais.

6.4. Sistema de Calculo do Slip Angle

De modo a caracterizar a dindmica lateral do veiculo ¢ fundamental calcular os slips
angles de cada pneu em cada time-step da simulagdo. Conforme apresentado no capitulo
4 e considerando as velocidades V, e V; no centro de massa do veiculo pode calcular-se o
slip angle através da equacao 16. Mas uma vez que o simulador apresenta 12 graus de
liberdade, € necessario transpor esta expressao e realizar o calculo individual do s/ip angle
de cada pneu. Para tal tem-se agora em conta as velocidades lineares do veiculo, a
velocidade imposta pela velocidade angular do chassis e o angulo de dire¢ao das rodas

do eixo da frente.

Deste modo obtém-se as seguintes expressdes para o slip angle individual de cada roda:
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O sistema no simulink para este modelo, figura 41, tem como base as equagdes descritas,
que foram implementadas através de blocos de logica do software. Para tal foi necessario
definir as constantes geométricas do carro presentes nas formulas, e colocar através de

blocos “inputs” as variaveis V,, V; e 1, que provém de outro sistema. Este tem ainda uma

011 =

01 =

01

arctan
Vx

|4
= arctan | 2———
Ve +

— Ly

T, ;

Vi

V, — lpy

= arctan y—TRl/J.
Ve—5¢

(50)

C2))

(52)

(33)

protecdo através de blocos “if else”, para quando a velocidade do veiculo for inferior a 1

m/s, este automaticamente definir os slip angles com o valor 0, assim evita divisdes por
0 quando o carro estiver parado ou proximo disso, de forma a ndo parar a simulagdo. Por
fim, os slip angles sao ligados a blocos “output” para seguirem para outro sistema. Na

figura 40 esta representado o esquema de funcionamento deste modelo.

Entradas do sistema
Velocidade x [V, ] [m/s]
Velocidade y [Vy] [m/s]

Yaw rate [ijs] [rad/s]

Angulo de diregéo [§] [rad]

Pt

Expressdes (50) a (53)

Saidas do sistema
Slip Angle da roda 11 [y, ] [rad]

Slip Angle da roda 12 [ay,] [rad]
Slip Angle da roda 21 [ay,] [rad]

Slip Angle da roda 22 [a;,] frad]

Figura 40 - Esquema de funcionamento do modelo de calculo do slip angle.
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Figura 41 - Sistema de calculo do Slip Angle.

6.5.Sistema de Calculo das Velocidades Angulares das Rodas

J4

A base do sistema de calculo das velocidades angulares é a expressdo (17) para a
aceleragdo angular, sendo que € possivel integrar a mesma para se obter a velocidade
angular tal como referido no capitulo 4.

Assim, neste sistema utiliza-se como inputs as for¢as dos pneus provenientes de outro
sistema, o bindrio que chega a roda, ¢ o binario de travagem.

Este calcula também a inércia total através da definicdo das constantes de inércia do
motor, inércia da roda e da relagdo do sistema de transmissdo, seguindo a expressao (18).

Posto isto, novamente, introduz-se os blocos de ldgica para replicar a equagado (17), saindo
do sistema como outputs as velocidades angulares de cada roda, figura 43.

Na figura 42 esta representado o esquema de funcionamento deste modelo.

Entradas do sistema
Saidas do sistema

Forgas longitudinais [Fxyy, Fxy2, Fxa1, Fxaol (N] Velocidade Angular da roda 11 fwiy] {rad/s?]

Forgas resisténcia rolamento [Frryy, Frrys, Frray, Frraa] [N] 2
| Expressces (17) & (18) Velocidade Angular da roda 12 [wyo] [rad/s*]

Bindrio de trag&o [Wheel_Torque] [Nm]

Velocidade Angular da roda 21 [w,, ] [rad/s?]

Binario de travagem [Front_Brake_Torque] [Nm] Velocidade Angular da roda 22 [wap] [rad/s?]

Bindrio de travagem [Rear_Brake_Torque] [Nm]

Figura 42 - Esquema de funcionamento do modelo de cilculo das velocidades angulares.
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Figura 43 - Sistema de calculo das velocidades angulares.

6.6. Sistema de Calculo do Slip Ratio

O escorregamento longitudinal, comummente referido como s/ip ratio, é expresso pela
equacdo 54, onde V, ¢ a velocidade longitudinal da roda e 7,Q) a sua velocidade periférica.
Um valor positivo indica condicao de traccao (1,{1 > V,.) e negativo indica travagem (7, {1
<Vo).

V, — 1.0} (54)

Para exprimir a velocidade longitudinal no referencial do pneu, recorre-se ao slip angle o
previamente calculado. A velocidade combinada da roda v, resultante das componentes
lateral e longitudinal induzidas pelo movimento do veiculo e pela velocidade angular do
chassis, ndo estd de forma geral, alinhada com o plano do pneu. A sua componente
longitudinal obtém-se por projecdo geométrica:

Uy = Uy - COS QA (55)

55



A velocidade combinada v; incorpora o contributo da velocidade angular do chassis nas
velocidades locais de cada roda, seguindo o mesmo raciocinio cinematico utilizado no
calculo do slip angle.

, T \2 (56)
Vtrr = (Uy + lF‘jJ) + (vx + E‘IJ)

Com expressOes analogas para as restantes rodas, alterando os sinais de [ para —li nas

: T T, .
rodas traseiras e de ?W para — ?W nas rodas do lado direito.

No simulink, figura 45, foi introduzido blocos inputs para o sistema receber as 2 variaveis
de velocidade do veiculo, a velocidade angular dos chassis, as velocidades angulares e o
slip angle de cada roda. E ainda adicionado um bloco que define a constante do raio
efetivo da roda. De seguida introduziram-se os blocos de légica para reproduzir as
equagoes mencionadas. Por fim, antes dos 4 “outputs” responsaveis por encaminhar os
valores de slip ratio de cada roda, colocou-se um bloco “saturation” em cada linha para
que este valor seja sempre compreendido entre -1 e 1. Na figura 44 encontra-se
esquematizado as entradas e saidas do modelo assim como as expressoes utilizadas.

Entradas do sistema
Saidas do sistema

Velocidades angulares [wy1, Wy, W2y, Wao] [rad/s] Slip Ratio da roda 11 fkyy]
11

Slip Angles [ayy, ay3, @z, azz]lrad]

 — Expressoes (54) e (56) Slip Ratio da roda 12 [kys]

- 2
Velocidade x [V ] [m/s*] Stip Ratio da roda 21 [ky,]

Velocidad! /52
elocidade y [Vy] [m/s'] Slip Ratio da roda 22 fky)

Yaw rate {lb}[rad/s}

Figura 44 - Sistema de calculo do slip ratio.
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Figura 45 - Sistema para calculo do escorregamento longitudinal.

6.7.Sistema da Formula Magica de Pacejka

O sistema de calculo das forcas do pneu recebe como entradas o slip angle, o
escorregamento longitudinal e a carga vertical de cada roda, e aplica a Formula Méagica
de Pacejka para determinar as forgas lateral e longitudinal produzidas por cada pneu.

O primeiro passo para a constru¢do deste sistema foi desenvolver um subsistema, figura

46, responsavel por calcular os pardmetros y,,, ¥4, ' (0) € x,, consoante a carga vertical

no pneu em cada time-step. Este ¢ composto por um unico bloco input responsavel por
trazer o valor de F,, de seguida este valor ¢ introduzido em 4 tabelas (2D Look up table)
responsaveis por interpolar os valores dos parametros dos pneus com base nos graficos
experimentais apresentados no capitulo 5.

-,

Fz

k4

N\

1D T(u)

1-D T(u)

1-D T(u)

%

1-D T(u)

/

Figura 46 - Subsistema dos parimetros experimentais dos pneus.

y'(0)
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Posteriormente ja com os parametros definidos em cada carga F, que entra no sistema,
utilizou-se o bloco Matlab function para calcular os coeficientes B, C, D e E que permitem
aplicar a féormula magica. Desenvolveu-se o codigo presente na figura 47 para aplicar
dentro da funcao.
function [B, C, D, E, Fy ] = pacejka_completo(alpha, ym, ya, y_grad, xm)
% ENTRADAS :

% alpha: Slip angle (entrada do sistema)
% ym, ya, y_grad, xm: Saidas das tabelas de lookup

% 1. Trabalhar com magnitudes POSITIVAS para os coeficientes
D = abs(ym);

C=2 - (2/pi) * asin(abs(ya)/D);

B = abs(y_grad) / (C * D);

% 2. Calculo de E (usando unidades consistentes em graus)
% tand e atand usam graus automaticamente no MATLAB

num = tand(188 / (2*C)) - (B * abs(xm));

den = atand(B * abs(xm)) - (B * abs(xm));

E = num / den;

% 3. A FORMULA MAGICA (O corpo final)
% y = D*sin(C*atan(B*x - E*(B*x - atan(B*x))))

x = alpha;
term_inner = B*x - E*(B*x - atand(B*x));
Fy = D * sind(C * atand(term_inner));

end

Figura 47 - Cédigo desenvolvido para calculo da formula magica.

Aplicando os dois subsistemas anteriores tanto para as forcas longitudinais como para as
forcas laterais, torna-se ainda necessario definir como ambas interagem entre si € se 0s
calculos das mesmas estao dentro do circulo de friccdo. Deste modo foi necessario colocar
mais um bloco Matlab function com o c6digo presente na figura 48. Este assegura que a
resultante das for¢as se mantém dentro dos limites de aderéncia do pneu, prevenindo
assim a ocorréncia de forgas sobrestimadas pelo modelo em situagdes de aceleracao ou
travagem combinadas com curva. Adicionalmente, introduziu-se ainda um fator de
atenuagao linear para velocidades inferiores a 0,5 m/s, de forma a prevenir instabilidades
numéricas e singularidades matematicas inerentes ao calculo dos slips em regimes de
baixa velocidade, principalmente quando esta ¢ proxima de zero.

58



function [Fx_comb, Fy_comb] = tire_interaction_final(Fx_puro, Fy_puro, SR, alpha, Vx, Vy)
% 1. Calcular a velocidade resultante (Hipotenusa)
V_res = sqrt(Vx"2 + Vy~2);

% 2. Logica da Elipse (0 que ja tinhamos)
5 = abs(5R);

a abs(deg2rad{alpha));

denominador = sqrt(s"2 + (tan(a})"2);

if denominador < @.001
Fx_temp = Fx_puro;
Fy_temp Fy_puro;
else
Fx_temp = Fx_puro * (s / denominador);
Fy_temp = Fy_puro * (tan(a) / denominador);
end

% 3. Protecao de Baixa Velocidade usando a resultante
% Usamos V_res para garantir que o pneu "acorde”™ quer o movimento seja [frontal ou lateral
v_threshold = 8.5;
if V_res < v_threshold
k_fade = V_res / v_threshold;

else

k_fade = 1.8;
end
% 4. Saidas

Fx_comb = Fx_temp * k_fade;
Fy_comb = Fy_temp * k_fade;
end

Figura 48 - Cédigo para implementacio do circulo de friccéo.

Por fim, na figura 50 est4 presente o sistema completo desenvolvido para calculo das
forcas laterais e longitudinais de apenas uma roda, sendo necessario replicar o mesmo
sistema para as restantes. Para calcular a forca de resisténcia ao rolamento multiplicou-se
a carga Fz pelo coeficiente de resisténcia ao rolamento de valor 0,015. Na figura 49
encontra-se esquematizado as entradas e saidas do modelo assim como as expressoes
utilizadas.

Entradas do sistema

Cargas Verticais [Fs11. Fz12. F21, F22 ] [N] Saidas do sistema
Slip Angles [ty,, tya, tiay, @z Jfrad] Forgas longitudinais [Fx,, Fxy2, Fxay, Fxao] [N]
Expressées (22) a (26)
Fi lat Fy12,Fya1, F N,
Slip ratios [kyy, ky, ka1, kpa) orgas laterais [Fyy1, Fy2, Fya1, Fyaa] [N]

isténei Ty, FTygs Frrs, FrT
Velocidade x [V [m/s] Forgas resisténcia rolamento [Frryy, Frryg, Frrgy, Fregs] [N]

Velocidade y [Vy] [m/s]

Figura 49 - Esquema de funcionamento do modelo da formula magica.
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Figura 50 - Sistema completo para calculo das for¢as dos pneus.
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6.8. Sistema de Calculo das Aceleracoes

O sistema de célculo das aceleragdes tem como objetivo determinar as aceleragdes
longitudinal, lateral e rotacional do veiculo com base nas equagdes (13), (14) e (15)
apresentadas no capitulo 4. Estas sdo equagdes diferenciais de segunda ordem, uma vez
que contétm a segunda derivada da posicdo em ordem ao tempo como variavel
dependente. Para que o Simulink as possa resolver numericamente, ¢ necessario
transformé-las em equagdes de primeira ordem através da representacao em espago de
estados.

Esta transformagao consiste em definir um vetor de estados x(t) que agrupa todas as
variaveis que variam ao longo do tempo, sendo estas as posi¢des longitudinal e lateral, as
velocidades longitudinal e lateral, o angulo de yaw e a velocidade angular do chassis. E
ainda necessario definir um vetor de entradas u(t) que contém as grandezas externas que
alimentam o sistema, nomeadamente o angulo de direcdo e as forgas longitudinais e
laterais de cada pneu, calculadas anteriormente no sistema da féormula madgica.

x(t) =[xy Vis Vs §]" (57)

T
u(t) = [5; Fx115 Fy115 Fx12s Fy12; Fxa1s Fy21; Fxozs FyZZ] (58)

O sistema fica entdo descrito pela equagdo x(t) = A - x(t) + B - u(t), onde a matriz A
relaciona os estados entre si e a matriz B relaciona as entradas com a variagao dos estados.
A cada time-step, o Simulink multiplica as matrizes pelos respetivos vetores, obtendo as
derivadas dos estados, ou seja, as aceleragoes e as velocidades, que sdo depois integradas
para fornecer os valores atualizados de x,y,V,,V,, ¥ e Y.

Deste modo tornou-se ainda preciso desenvolver o seguinte codigo, figura 51, para
colocar dentro de um bloco “matlab function”, com o objetivo de definir as matrizes
A,B,CeD.
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function [A, B, C, D] = fcn(Vx, Vy, psi_dot, delta, C D, rho, Af, T w, 1. F, 1 R, mv, J zz)

% Vx_calc »= 0.1 para evitar singularidades matematicas (divisdo por zerp)
Vx_calc = max{abs(Vx), 8.1);
aero_term = -8.5 * C_D * rho * A f * Vx_calc / m_v;

cos_d = cos(delta);
sin_d = sin(delta);

e
% 4. Matriz A (6x6)
A=[0, 0, 1, @, 0, 0;

e, o, o, 1, 0, 0;

@, @, aero_term, psi_dot, @, @;

8, 8, -psi_dot, 8, 0, 08;

@, o, o, @, 0, 1;

e, o, o, e, 0, 8];
.

% 5. Termos da Matriz B para a linha do yaw (linha 6)

% Fx11 (col 2): momento de Fx11 no eixo Z

b6l = ( 1.F * sin_d + 8.5 * T_w * cos_d) / J_zz;

% Fyll (col 3): momento de Fyll no eixo Z

b62 = ( 1.F * cos_d - 8.5 * T_w * sin_d) / J_zz;

% Fx12 (col 4): momento de Fx12 no eixo Z

b63 = ( 1.F * sin_d - 8.5 * T_w * cos_d) / J_zz;

% Fy12 (col 5): momento de Fyl2 no eixo Z

bed = ( 1 F * cos d + 0.5 * Tw * sind) / 1 zz;

% Fx21 (col 6): momento de Fx21 no eixo Z (traseiro esquerdo)
b5 = ©.5 * Tw / J_zz;

% Fy21 (col 7): momento de Fy21 no eixo Z (traseiro esquerdo)
b6 = -1 R / J_zz;

% Fx22 (col 8): momento de Fx22 no eixo Z (traseiro direito)
b67 = -0.5 * T_w / J_zz;

% Fy22 (col 9): momento de Fy22 no eixo 7 (traseiro direito)
b8 = -1 R / J_zz;

.
% 6. Matriz B (6x9)
B = [8: @J @, 8: @J 8: e; g: @J
a, a, a, a, a, a, a, a, a;
@, cos_d/m v, -sin_d/m_v, cos_d/m_v, -sin_d/m_v, 1/m_v, 8, 1/m_v, a;
@, sin_d/m_v, cos_d/m_v, sin_d/m_v, cos_d/m_v, B, 1/m_v, 8, 1/m_v;
8) @J g, 8) @J 8) e, g.'F @J
a, b61, b62, b63, b64, b65, b66, b67, be8];
.
% 7. Matriz C (6x6) - Identidade: todos os estados sdo observaveis
.
C = eye(6);
O o
% 8. Matriz D (6x9) - Nula: sem transmissdo direta entrada->saida
e
D = zeros(6, 9);
end

Figura 51 - Cédigo para defini¢cido das matrizes do modelo de aceleracdes.

A figura 53 apresenta o modelo construido no simulink, através de 9 blocos “inputs” para
as entradas do sistema, um bloco “matlab function” com 8 blocos “constant” associados,
um bloco “varying state-space”, dois blocos “demux” para ser possivel visualizar as
saidas provenientes do “state-space”, e blocos outputs para enviar os valores das variaveis
calculadas para fora do sistema, sendo que na figura 52 ¢é possivel verificar de forma
simplificada a ligacdo entre estes inputs e outputs.
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Saidas do sistema
Velocidade x [V,] [m/s]
Entradas do sistema

Velocidade y [Vy] [m/s]

Fi [{ tudil  Fxy2,Fxoq, F N;
orgas longitudinais [Fx,1, FXy2. FXzq, Fxpa] [N] Expressdes (13) a (15) Aceleragdo X [a ] [m/s?]
Forgas laterais [Fy.1, Fy12, Fyz1, Fya,] [N] Aceleragado y [ay] [m/s?]

Angulo de direcéo [5] [rad] yaw [ih] frad]

Yaw rate {qf'a} [rad/s]

Figura 52 - Esquema de funcionamento do modelo de calculo das aceleracdes.
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Figura 53 - Modelo de calculo das aceleracdes.

6.9.Modelo de Comportamento da Suspensao

Este modelo tem como objetivo simular o comportamento da suspensdo do Formula
Student e segue a mesma tipologia de espago de estados utilizada para o célculo das
aceleracoes.

Tendo como base a expressao (27), que descreve o movimento de um sistema massa-
mola-amortecedor, reorganiza-se a mesma de forma a isolar a aceleragdo. A partir desta
deriva-se as trés equacdes que definem os movimentos da carrogaria: o heave, o roll e o
pitch.

x,:f(t)—kx—cfc (59)
m
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O movimento vertical da carrogaria, designado por heave e representado por Zs, €
influenciado pela forca aerodinamica vertical, proporcional ao quadrado da velocidade, e
pelas forcas geradas pelas molas e amortecedores dos dois eixos, de onde resulta o fator
2 na equacao. Substituindo na forma geral obtém-se a equagao seguinte.

 2PCoAR? = 2(k sy + k) Zg — 2(C; + C)Zs (60)

Zs

my

Para os movimentos rotacionais da carrocgaria, a massa ¢ substituida pela inércia e as
forgas pelos momentos correspondentes. No caso do roll, considerando que o centro de
rolamento se situa ao nivel do solo, 0 momento desestabilizador ¢ gerado diretamente
pela aceleragdo lateral a,, a atuar na massa da carrogaria, tendo como brago a altura total
do centro de massa em relagdo ao solo. Esta simplifica¢ao corresponde a adotar o maior
braco de momento possivel, sendo por isso conservadora, na medida em que sobrestima
ligeiramente o momento de roll relativamente a uma modelacio com o centro de
rolamento acima do solo. Quando a carrogaria apresenta um angulo de roll, o peso gera
igualmente um momento desestabilizador, ao qual a suspensdo se opde através da sua
rigidez a0 movimento de roll e do amortecimento C,,, obtendo-se a equagdo seguinte.

_mvhcgay + Y(mvghcg - ky) + Y(_Cy) (61)
]xx

Y/:

O raciocinio para o pitch € idéntico, mas em torno do eixo lateral y com inércia J,,,. O
momento desestabilizador ¢ gerado pela aceleracdo longitudinal a, actuando igualmente
a altura do centro de massa, opondo-se-lhe a rigidez em pitch kg € 0 amortecimento Cy.

é _ mvhcgax + Y(mvghcg - ke) + 9(—(39) (62)

]yy

Segundo o autor (Milliken, 1995), as rigidezes de pitch e roll podem ser expressas pelas
equagoes seguintes, notando que devido a possibilidade das distancias de cada eixo ao
centro de massa serem diferentes, assim como a rigidez das molas, o célculo da rigidez
de pitch divide-se entre travagem e aceleracao.

64



_ T2(krs + kyr) (63)

Y 2
Ko travagem = Wp 2K L (64)
ke aceleragio — —Wp 2k g (65)
, = Tvﬁ(crf2+ Crr) (66)

Para a anélise do deslocamento da suspensao em cada roda individualmente, € necessario
exprimir o deslocamento vertical de cada roda em fungdo dos movimentos da carrogaria.
Seguindo a conven¢do SAE, Z; positivo corresponde a carrogaria a subir. Com 0 positivo
considerou-se que o eixo traseiro comprime, reduzindo Z; na traseira ¢ aumentando na
frente. Com y positivo a carrogaria inclina para a direita e o lado direito desce e comprime.

Combinando os trés movimentos, obtém-se as expressoes do deslocamento vertical em
cada roda:

Zsy; = Zs + IF - sin(6) + (TTW) sin(y) (67)
Zsy, = Zs + IF - sin(8) — (TTW) sin(y) (68)
Zsy, = Zs — IR - sin(8) + (TTW) sin(y) (69)
Zs;, = Zs — IR - sin(8) — (TTW) sin(y) (70)

Analogamente ao modelo das aceleracdes, transformou-se as equagdes de segunda ordem
em equacodes de primeira ordem resoltveis pelo Simulink por integragdo numérica. Neste
caso o vetor de estados agrupa os deslocamentos e as velocidades nos trés graus de
liberdade da carrocaria.

x(t) = [Zs,0,y,2s,6,y]" (71)

O vetor de entradas contém as grandezas fornecidas pelo modelo de calculo das
aceleragdes, onde v, € necessario para o calculo da for¢a aerodindmica, a, alimenta a
equagdo do pitch € a,, alimenta a equagdo do roll.

65



u(t) = [vy, ay ay]T (72)

No coédigo presente na figura 54 encontra-se presente a defini¢ao das matrizes necessarias
para o bloco de espaco de estados. Este tem ainda a particularidade de definir que quando
o deslocamento de cada eixo atinge os limites de compressao ou extensio da suspensao,
a rigidez aumenta abruptamente com a adi¢ao da rigidez dos batentes de fim de curso e
define ainda o amortecimento dos amortecedores consoante estes estejam em extensao ou
compressao.

function [A, B, C, D] = matrix_ride(Zs, theta, gamma, Zs_dot, theta_dot, gamma_dot, Vx, ax, ay)
% --- 1. PARAMETROS LEIRIA (CAR 129) -

m = 33@; % Massa total (kg)

JIxx = 83.326; % Inércia Roll (kgm?)

Jyy = 214.782; % Inércia Pitch (kem?)

hcg = @.285; % Altura do CG (m)

Lf = 8.802; % Distancia CG eixo frontal (m)
Lr = 1.55 - Lf; % Distdncia CG eixo traseiro (m) = ©.748m
Tw = 1.200; % Track width (m)

rho = 1.225; % Densidade do ar

Cl = 1.6; % Coeficiente de Lift (Downforce)
Cd = 9.9; % Coeficiente de Drag

Af = 1.0348; % Area frontal (m2)

% Rigidez (M/mm -» N/m, x1000)

kf_nom = 42038; % 42.83 N/mm

kr_nom = 524@8; % 52.4 N/mm

k_bump = 50008;
% Amortecimento (Ns/mm - Ns/m, x18080)

cf_j = 1680; % Amortecimento dianteiro jounce (1.68 Ns/mm)
cf_r = 3780; % Amortecimento dianteiro rebound (3.78 Ns/mm)
cr_j = 2190; % Amortecimento traseiro jounce (2.19 Ns/mm)
cr_r = 4920; % Amortecimento traseiro rebound (4.92 Ns/mm)

% Limites de curso (m)
lim_j_f = ©.03403; lim_r_f
lim_j_r = ©.83153; lim_r_r

-9.02932;
-0.03473;
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% --- 2. LOGICA DE SUSPENSAO ---

Zf = Zs - Lf * theta;

Zr = Is + Lr * theta;

Zf _dot = Zs_dot - Lf * theta_dot;

Zr_dot = Zs_dot + Lr * theta_dot;

kf = kf nom + (Zf > lim j f || Zf < lim_r f) * k_bump;
kr = kr_nom + (Zr > lim i r || Zr < lim_r_r) * k_bump;
cf = (Zf_dot > @)*cf_j + (Zf_dot <= @)*cf_r;

cr = (Zr_dot > @)*cr_j + (Zr_dot <= @)*cr_r;

% --- 3. RIGIDEZES ROTACIONAIS ---

k_theta = 2*(kf*Lf"2 + kr*Lr"2);

k_gamma = (kf+kr)*(Tw"2)/2;

c_theta = 2¥(cf*Lf"2 + cr*Lr"2);

c_gamma = (cf+cr)*(Tw"2)/2;

% --- 4. FORCA AFRODINAMICA PRE-CALCULADA ---
F_aero = 0.5 * rho * C1 * Af * Vx"2;
% --- 5. MATRIZES ---
A=1[e,0,0,1,0, 0
9, 0,@,0,1, 8;
9, 0,0,80,0,1;

-2%(kf+kr)/m, e, @, -2*%(cf+cr)/m, a, a;
9, (m*9.81*hcg-k_theta)/Jyy, e, 8, -c_theta/Jyy, a;
9, B, (m*9.81%hcg-k _gamma)/Jxx, @, @, -c_gamma/Ixx];
% Entradas u = [Vx; ax; ay]
B = [0, a, a;
0, a, a;
o, 8, 8;
F_aero/m, e, e;
9, (m*hcg) /vy, :H
9, 8, (-m*hcg)/Ixx];
C = eye(6);
D = zeros(6, 3);

end

Figura 54 - Cédigo para calculo das matrizes do modelo de suspensao.

Desenvolveu-se ainda o codigo presente na figura 55 para andlise individual do
deslocamento sofrido pela suspensao em cada roda e analise da velocidade de movimento
de cada uma.

function [Zf_1, Zf_r, Zr_1l, Zr_r, Zf_1_dot, Zf_r_dot, Zr_1_dot, Ir_r_dot] = fen(Zs, theta, gamma, Zs_dot, theta_dot, gamma_dot)

% PARAMETROS LEIRIA (CAR 129)

Lf = 8.802; % Distancia (G eixo frontal (m)
Lr = 1.55 - Lf; ¥ Distancia (G eixo traseiro (m)
Tw = 1.200; % Track width (m)

% DESLOCAMENTO DE CADA CORNER (m)

If_1 = Is - Lf*theta + (Tw/2)*gamma;
Zf_r = Is - Lf*theta - (Tw/2)*gamma;
Zr_1 = Zs + Lr*theta + (Tw/2)*gamma;
Zr_r = Zs + Lr*theta - (Tw/2)*gamma;

R

dianteiro esquerdo
dianteiro direito
traseiro esquerdo
traseiro direito

32 3% a0

% VELOCIDADE DE CADA CORMER (m/s)

Zf_1 dot = Zs_dot - Lf*theta_dot + (Tw/2)*gamma_dot;
Zf_r_dot Zs_dot - Lf*theta_dot - (Tw/2)*gamma_dot;
Zr_1_dot Zs_dot + Lr*theta_dot + (Tw/2)*gamma_dot;
Ir_r_dot = Zs_dot + Lr*theta_dot - (Tw/2)*gamma_dot;

end|

Figura 55 - Cédigo para andlise do deslocamento vertical de cada roda.

Por fim, e seguindo a mesma filosofia de desenvolvimento dos modelos no Simulink
utilizada até aqui, construiu-se o modelo da figura 57. Verificando-se o esquema de
funcionamento do mesmo na figura 56.
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Saidas do sistema
Heave 11 [Zs,,1] [mm]
Entradas do sistema

Heave 12 [Zsy3] [mm]
Aceleragao x [ay] [m/s?]

4 Expressées (60) a (70) o Heave 21 [Zsy;] [mm]
Aceleragéo y [ay] [m/s?]

Heave 22 [Zs5,] [mm]

Velocidade x [Vy] [m/s] Pitch [6] [rad]

Roll [y] [rad]

Figura 56 — Esquema de funcionamento do modelo de comportamento da suspensio.

- ]
N | =
T - =
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o —— 0

T

Figura 57 - Modelo de comportamento da suspensio.

6.10. Modelo do Condutor

O modelo do condutor, figura 58, tem como objetivo controlar o acelerador, o travao e o
angulo de direcdo a aplicar em cada instante de simulacdo. Para tal, sdo utilizados valores
de referéncia reais de velocidade e angulo de yaw, obtidos a partir de dados registados em
pista.

Dois controladores PID comparam continuamente o erro entre os valores de referéncia e
os valores calculados pelo simulador, ajustando os comandos de forma a aproximar o
mais possivel o valor calculado do valor real. O primeiro controlador, responsavel pelo
acelerador e pelo travao produz um sinal entre o intervalo [—1, 1] onde valores positivos
serdo direcionados para o modelo do sistema de propulsdo e os valores negativos serdo
direcionados para o modelo do sistema de travagem.

Para o controlo da direcdo, optou-se por utilizar o angulo de yaw como variavel de
referéncia em vez do angulo de direcao uma vez que este apresenta valores mais estaveis
e com menos correcdes face aos dados de referéncia existentes para o angulo de diregao.
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Assim, o segundo controlador PID compara o angulo de yaw de referéncia com o angulo
de yaw atual do veiculo, produzindo um sinal entre o intervalo [—1, 1] que posteriormente
¢ multiplicado pelo valor de angulo de direcdo maximo que uma roda do Formula Student
consegue atingir. Este valor posteriormente entra diretamente no modelo de calculo das
aceleragdes e do modelo que calcula os slips angles.

Na tabela 3 verificam-se os valores de ajuste dos controladores PID, valores estes obtidos
através de varias comparagdes de comportamento entre o0 modelo e os valores reais.

Tabela 3 - Parametros dos controladores PID.

Controlador PID P I D
Longitudinal 2 0.45 0,05
Diregao 0.12 0,05 0,05

O modelo Simulink, figura 59, construido para representar o comportamento do piloto
contém trés blocos “From Workspace” para importar os dados de referéncia, dois blocos
“PID Controller”, dois blocos para subtrair o valor de referéncia ao valor real, dois blocos
“switch” para fazer a divisdo do sinal entre o acelerador e o travao consoante se o valor
proveniente do controlador € maior ou menor que zero, e trés blocos outputs para enviar
os sinais de saida respetivos.

Entradas do sistema

Velocidade x [V, ] [m/s]

Saidas do sistema

velocidade y [y] (m/s] Acelerador [0-100%]

; Enci . = Controladores PID
Velocidade x referéncia [V,_ref] [m/s] Travéo [0-100%)]

Velocidade y referéncia [Vy_ref] (m/s]

Angulo de diregéo []frad]
Yaw [ [rad]

Yaw referéncia [\p_ref] [rad]

Figura 58 - Esquema de funcionamento do modelo do condutor.

69



\

Figura 59 — Modelo simulink do condutor.

6.11. Sistema Completo

Ap6s o desenvolvimento de todos os subsistemas que constituirdo o modelo, verifica-se

no diagrama presente na figura 60 como estes se encontram interligados.
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Modelo do condutor

PID longitudinal + PID direcdo |

Propulsdo Travagem
Motor Emrax 228 Balance bar

[ T_w, T_b(Nm)

Vel. angulares das rodas !

|

0 (rad’/s) |

Slip ratio Slip angle

K=(v.X-rew)/v.x a=f(v.x;v.y, gy, 0)

|
|
|
|
|
i S o o S 0 S
'

___, Transf. de cargas
axayvx—Fz

VX vy Y

Fz

_' { Formula Magica de Pacejka

Fx; Fy por roda

Aceleragdes Vxaxay Suspensao
Fx Fy, 06— " vxaxay—
VX VY Yy axa.y Heave; Roll, Pitch

x

Figura 60 - Diagrama de interliga¢do dos subsistemas do modelo.

O processo inicia-se no modelo do condutor, que recebe como referéncia a velocidade e
o yaw rate registados em pista onde origina trés comandos: a percentagem de acelerador,
a percentagem de travao e o angulo de direcdo. A percentagem de acelerador alimenta o
sistema de propulsdo, que calcula o binario motor T, disponivel nas rodas traseiras em
fun¢do do regime do motor Emrax 228. A percentagem de travao alimenta o sistema de
travagem, que determina o bindrio resistente T, em cada eixo com base na pressdo
hidraulica gerada na balance bar.

Ambos os binérios referidos entram no sistema de calculo das velocidades angulares, que
integra a aceleragdo angular de cada roda para obter w. Esta velocidade angular alimenta
o calculo do slip ratio, que quantifica o escorregamento longitudinal de cada pneu em
funcdo da diferenca entre a velocidade periférica da roda e a velocidade longitudinal do
veiculo.

Em paralelo, o slip angle ¢ calculado a partir das velocidades v, € v, do yaw rate e do

angulo de direcdo. O sistema de transferéncia de cargas calcula a carga vertical F, em
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cada roda, integrando os efeitos das acelera¢des longitudinal e lateral sobre a distribui¢ao
de peso do veiculo.

Apos calculadas as cargas sobre cada pneu e os seus escorregamentos, estes sao entao
introduzidos no modelo da Formula Magica de Pacejka, onde serdo por sua vez calculadas
as forcas produzidas pelos pneus nas diregdes x € y.

As forgas assim calculadas constituem as entradas dos dois subsistemas finais do modelo.
O modelo de aceleragdes utiliza Fy, F, e 6 para resolver o sistema de equagdes de

movimento e determinar as componentes das velocidades, o yaw rate e as aceleracdes a,
¢ a,, do veiculo. Em paralelo, o modelo de suspensdo recebe vy, a, € a,, ¢ calcula os

movimentos de heave, roll e pitch da carrogaria, bem como o deslocamento individual de
cada roda. Na figura 61 esta presente o modelo completo desenvolvido.

Figura 61 - Modelo completo desenvolvido no simulink.
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7. Simulacoes

No presente capitulo pretende-se realizar dois ensaios com o objetivo de validar o
comportamento do simulador desenvolvido em diferentes condi¢des de operagao,

O primeiro ensaio consiste num teste de aceleracdo, utilizando os dados ja tratados no
capitulo 5 relativamente a prova de aceleragdo da Formula Student Portugal 2025 (FSPT
2025). O segundo ensaio pretende avaliar o comportamento do simulador em situagdo de
curva, utilizando da prova de autocross da Formula Student Germany 2025 (FSG 2025),
envolvendo simultaneamente aceleragdo, travagem e mudangas de direcdo.

Apos a validacdo do modelo pretende-se analisar o comportamento da suspensao,
comparar as for¢as produzidas pelos pneus face aos dados experimentais dos mesmos, €
analisar a influéncia de diferentes setups de suspensao.

7.1. Simulacao da Prova de Aceleracao

A prova de aceleragdo nas competigoes de Férmula Student consiste numa reta de 75
metros onde o veiculo parte da posi¢ao de repouso com o objetivo de percorrer o percurso
no menor tempo possivel. Sendo esta uma prova puramente longitudinal, a analise
incidird apenas sobre os pardmetros correspondentes, deixando-se de parte grandezas
como as forgas laterais produzidas pelos pneus.

De modo a verificar se o simulador consegue replicar o comportamento do veiculo, a
simulag¢do foi executada com os dados de referéncia compreendidos entre os 32s e os 45s,
intervalo que corresponde a prova de aceleragdo propriamente dita e ao percurso
subsequente até a entrada na via das boxes, figura 62.
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, Comparativo Vref vs Vsimulado
90 —

60 —

10 —

Velocidade [km/h]

10

Tempo [s

Figura 62 - Grafico comparativo entre a velocidade de referéncia e a velocidade simulada.

Para quantificar a discrepancia entre a os valores de velocidade da simulacao e os valores
da referéncia, calculou-se 0 RMSE, a raiz quadrada da média dos quadrados dos desvios.
Esta métrica penaliza desvios de maior magnitude, como o que ¢ visivel no intervalo entre
0s 32s e 39s, a zona de maior exigéncia dindmica da simulagao.

n

1 2
RMSE = HZ(Uref,i - vsim,i) (73)

i=1

Através da formula anterior foi calculado o RMSE de 1,805 km/h. A haste vertical no
grafico de barras da figura 62 indica a variabilidade do erro instantdneo, confirmando
que, apesar da precisdo média, existe um pico de dispersdao que atinge os 3,5 km/h.
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RMSE

¥
o

B

1.805 km /h
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Figura 63 - RMSE da simulacio da prova de aceleragio.

Analisando as figuras 63 e 64, pode concluir-se que o simulador demonstra uma boa
capacidade de replicar o perfil de velocidade de referéncia ao longo de todo o intervalo
de analise. O desvio principal ocorre na fase de aceleragdo maxima, entre os 34s e os
35,5s, onde a velocidade de referéncia atinge um pico de aproximadamente 81 km/h que
o simulador nao replica na totalidade. Este desvio € consequéncia da natureza reativa do
controlador PID do modelo do condutor, em regime de aceleracdo intensa, o controlador
demora alguns instantes a impor o comando maximo de acelerador, o que se traduz num
atraso da resposta simulada face a referéncia. Apos este intervalo, o simulador recupera
progressivamente, sendo as duas curvas praticamente sobrepostas nas fases posteriores
de velocidade praticamente constante, travagem e condugdo a velocidade reduzida
correspondentes ao regresso a via das boxes.

Posto isto, € agora possivel analisar a dinamica do veiculo calculada pelo simulador
durante a prova de aceleragdo. Uma vez que o arranque ocorre entre o inicio da simulagdo
aos 32s e sensivelmente aos 35,5s, serd analisado apenas este intervalo.

Entre os 32s e os 33,7s, o veiculo encontra-se em repouso e verifica-se a presenga de
oscilagdes numéricas no heave e nas cargas verticais. Esta instabilidade resulta do facto
de o0 modelo ndo ter sido concebido para operar em condi¢des de velocidade nula, onde a
auséncia de forcas dindmicas significativas torna o sistema numericamente sensivel,
sendo necessario realizar operagdes de protecdo contra divisdes por zero. Esta limitacdo
ndo compromete a validade da andlise, uma vez que a prova de aceleragdo se inicia
precisamente quando o veiculo comeca a mover-se.
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Figura 64 - Pitch durante a prova de aceleracio.

A partir dos 33,7s, com o inicio da aceleragdo, o modelo apresenta um comportamento
fisicamente coerente. Em repouso, a suspensdo dianteira encontrava-se ja comprimida
num valor de —18,59 mm e a traseira em —15,98 mm, reflexo da carga estética do veiculo,
com cargas verticais de 781 N e 838 N respetivamente. Com a aceleragdo, a transferéncia
de carga para o eixo traseiro provoca a extensao da suspensao dianteira até —6,07 mm,
correspondendo a uma variacdo total de 12,52 mm, enquanto a suspensdo traseira
comprime adicionalmente de —15,98 mm até —27,79 mm, numa variacao de 11,81 mm.
Como esperado, a variacao de deslocamento ndo € igual nos dois eixos, uma vez que a
rigidez traseira ¢ superior a dianteira, 52,4 N/mm face a 42,0 N/mm. Este fenomeno de
squat reflete-se no angulo de pitch, que aumenta progressivamente até atingir um maximo
de 0,863°. Em termos de cargas verticais, a carga no eixo dianteiro reduz-se de 781 N
para 255 N, enquanto a carga no eixo traseiro aumenta de 838 N para 1456 N,
confirmando a magnitude da transferéncia de carga longitudinal durante a aceleracao.

Na figura 65 encontram-se os graficos do movimento da suspensdo da roda frente
esquerda e da roda tras esquerda, assim como o grafico das cargas verticais em cada uma
respetivamente.
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Figura 65 - Graficos do movimento de heave e das cargas verticais na prova de aceleragio.

A descida abrupta do angulo de pifch apos os 35,5s, visivel na figura 64, corresponde a
travagem no final da reta, onde a transferéncia de carga se inverte, a frente comprime e a
traseira estende, confirmando o comportamento de “nose dive” esperado nesta fase.

Na figura 66 ¢ possivel avaliar o comportamento do pneu traseiro esquerdo durante a
prova de aceleracio em termos de forca longitudinal produzida e o respetivo
escorregamento longitudinal. A partir dos 33,7s, com o inicio da aceleracdo, a forca
longitudinal cresce progressivamente até atingir um maximo de 2952,95 N, acompanhada
por um escorregamento longitudinal maximo de 0,0595. Consultando o grafico presente
na figura 21 onde ¢ feita a caracterizacdo do pneu, para uma carga vertical de
aproximadamente 1456 N registada no eixo traseiro durante a aceleragdo, o pico de forca
disponivel ocorre para um slip ratio de 0,085, onde o pneu seria capaz de gerar entre 3200
N e 3400 N. O simulador atingiu apenas 0,0595 de escorregamento, o que significa que
o pneu ndo chegou ao seu ponto de capacidade maxima, existindo ainda uma margem de
tragdo por explorar.
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Figura 66 - Graficos da forca e escorregamento longitudinal da roda traseira esquerda na prova de
aceleracao.

7.2. Simulacido da Prova de Autocross

A prova de autocross consiste num percurso definido por um conjunto de cones, onde o
veiculo percorre uma pista técnica com aceleragdes, travagens e mudangas de direcdo,
tendo como objetivo completar o percurso no menor tempo possivel. Esta € uma prova de
caracter transiente que solicita simultaneamente os esforcos longitudinais e laterais do
veiculo, tornando a sua simulagdo mais exigente.

Ao contrario do que sucedeu na prova de aceleragdo, a simula¢do do autocross revelou-
se inviavel nas condi¢des atuais do modelo. Quando a simulagdo ¢ executada apenas
tendo como referéncia a velocidade longitudinal do veiculo, o modelo, novamente,
consegue acompanhar o perfil de velocidade de referéncia. Contudo, assim que o
controlador PID do sistema de diregdo ¢ ativado, o modelo colapsa ao fim de
aproximadamente 1,5s de simulag¢do, como se pode observar na figura 67, onde as
velocidades longitudinal e lateral e o angulo de yaw divergem para valores fisicamente

impossiveis. Esta instabilidade resulta muito provavelmente da elevada sensibilidade do
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controlador da direcdo a entradas que variam muito rapidamente, caracteristicas de um
percurso de autocross com mudangas de direcao frequentes e repentinas.

£ ) -
File Tools View Simulation Help ™ File Tools View Simulation Help ¥ File Tools View Simulation Help o

Q- 80P @® - Q-0 9- 40P ® &-(a-C-F4- - e0r® Z-|a-0-F4-
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Figura 67 - Dados de referéncia da prova de autocross face aos dados simulados.

Face a esta limitag¢do, e com o objetivo de retirar valor pratico do trabalho desenvolvido,
o simulador foi reorientado para funcionar como uma ferramenta de analise cinematica,
figura 68. Nesta abordagem, em vez de calcular a trajetéria do veiculo de forma
auténoma, o simulador recebe diretamente os dados de referéncia registados em pista e
utiliza-os para calcular grandezas que tipicamente ndo sdo medidas durante as provas,
como os movimentos de pitch, roll e heave da carrogaria e o deslocamento individual da
suspensdo de cada roda. Esta abordagem revela-se particularmente util quando o veiculo
ndo dispde de sensores de inclinagdo ou potenciometros de suspensdo instalados ou
operacionais durante a prova. Adicionalmente, permite analisar como o veiculo reagiria
com diferentes configuracdes de sefup, nomeadamente através da variacao da rigidez das
molas e das barras estabilizadoras, fornecendo a equipa uma ferramenta de apoio a
decisdo na preparagdo do veiculo para competicdo sem necessidade de realizar testes
fisicos adicionais.

Para além do modelo de suspensao, foi também introduzido o calculo das cargas verticais
em cada roda individualmente. O deslocamento de cada roda foi obtido aplicando
diretamente a Lei de Hooke, dividindo a forca vertical calculada pela rigidez da mola
correspondente. Esta abordagem foi preferida em detrimento das equacdes demonstradas
no capitulo 4, que expressam o deslocamento de cada roda em funcao dos movimentos
globais da carrogaria em heave, pitch e roll. Embora matematicamente mais simples, estas
equagdes assumem que o movimento da carrogaria se propaga de forma igual nas
suspensdes de cada roda, o que ndo reflete de forma realista o comportamento individual
de cada roda quando sujeita a cargas distintas. Optou-se assim por esta via pela sua
simplicidade e robustez: ao calcular o deslocamento de cada roda diretamente a partir da
forca vertical que sobre ela atua e da rigidez da respetiva mola, evita-se a propagacao de
erros associada a reconstrucao do movimento individual a partir dos movimentos globais
da carrocaria, garantindo um resultado fisicamente coerente roda a roda.
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Figura 68 - Modelo completo para analise da suspensio.

Para executar a simulagdo, optou-se por utilizar apenas os primeiros 80 segundos dos
dados de referéncia, de forma a reduzir o volume de dados a tratar, mas ainda assim num
intervalo suficiente para observar a presenga de aceleracdes longitudinais e laterais
significativas, bem como as respostas de pitch e roll da carrogaria que delas resultam.
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Figura 69 - Grafico de comparacio entre aceleracio longitudinal e pitch.
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Figura 70 - Grafico de comparacio entre aceleracio lateral e roll.

Analisando os graficos presentes na figura 69 e na figura 70 verifica-se uma correlagdo
direta e fisicamente coerente entre as aceleragdes registadas em pista e os movimentos da
carrocaria calculados pelo modelo, assim como era esperado.

Durante os primeiros 20 segundos, o veiculo encontra-se em repouso e tanto o angulo de
pitch como o de roll permanecem nulos, confirmado que as defini¢des das condig¢des
iniciais do modelo estdo corretas.

A partir dos 20 segundos, com o inicio da prova, o angulo de pitch acompanha de forma
clara as variacdes da aceleracdo longitudinal. Sempre que o veiculo acelera, o pitch
assume valores positivos, refletindo a transferéncia de carga para o eixo traseiro. Nos
instantes de travagem mais intensa, como nos 48s e 75s da simulagdo, o pifch toma valores
negativos, confirmando a transferéncia de carga para o eixo frontal. As varia¢des do
angulo de pifch mantém-se num intervalo de aproximadamente +0,6°, o que ¢ indicativo
da elevada rigidez longitudinal do Formula Student.

Relativamente a dinamica lateral, o angulo de ro// acompanha diretamente a aceleracao
lateral registada. Nas curvas para a direita, onde a,, € negativo, o roll torna-se positivo,
ou seja, a carrogaria inclina para o exterior da curva € 0 mesmo inverte-se quando a,, €

positivo. Os valores maximos de roll situam-se em torno de £1°.
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Correlagdo entre Roll e Distribuigdo de Carga Lateral
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Figura 71 - Correlacdo entre Roll e distribuicio de carga lateral.

A figura 71 ilustra a correlag@o entre o angulo de roll e a transferéncia de carga lateral no
eixo dianteiro. Até aos 20 segundos, as cargas em ambas as rodas sao praticamente iguais,
rondando os 800 N, confirmando uma distribui¢do simétrica da carga estatica.

Com o inicio da prova, a transferéncia de carga lateral acompanha diretamente o angulo
de rol, quando o roll € positivo parte da carga ¢ transferida para a roda direita, € quando
¢ negativo parte da carga transfere-se para a esquerda. Nos instantes de maior solicitagdo

lateral, entre os 40s e os 60s, esta assimetria torna-se mais pronunciada, com a roda mais
carregada a atingir valores proximos de 1500 N e a oposta a aproximar-se dos 300 N.

Correlagdo entre Pitch e Transferéncia de Carga Longitudinal
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Figura 72 - Correlagio entre o pitch e a carga longitudinal.
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De forma analoga, a figura 72 ilustra a correlagdo entre o angulo de pitch e a transferéncia
de carga longitudinal. Em aceleracdo, com pitch positivo, parte da carga sobre o eixo da
frente transfere-se para o eixo traseiro. Nos instantes de travagem, onde o pitch é negativo,
0 comportamento inverte-se, com a carga frontal a aumentar e a carga sob a traseira a
reduzir, confirmando a coeréncia do modelo na dindmica longitudinal.

Deslocamento Vertical das Rodas (Curso de Suspensao)
Heave 11 (Front. Esq.) _ Heave 12 (Front. Dir.)
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0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 10 20 30 40 50 60 70 80
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Figura 73 - Curso de suspensao nos primeiros 80s da prova de autocross.

Em repouso, a suspensdo dianteira apresenta uma compressdo estatica de 19 mm e a
traseira de 16 mm. Esta diferenca resulta da combinagdo de dois fatores: por um lado, a
distribuicdo de massas do veiculo, cujo centro de gravidade se encontra mais préximo do
eixo traseiro (a 0,748 m) do que do dianteiro (a 0,802 m), o que faz recair sobre o eixo
traseiro uma fracao ligeiramente superior da massa total; por outro, a utilizacdo de
rigidezes distintas entre eixos. A compressdao estatica de cada eixo traduz, assim, o
equilibrio entre a carga vertical que sobre ele atua e a rigidez da mola correspondente.

Com o inicio da prova, os deslocamentos deixam de ser simétricos entre rodas do mesmo
eixo, consequéncia da sobreposicdo dos movimentos de pitch e roll induzidos pelas
aceleracgoes registadas em pista. Os picos de compressao da suspensao no eixo da frente
atingem os 35 mm nos instantes de travagem mais intensa, enquanto no €ixo traseiro nao
excede os 30 mm, como se verifica na figura 73.

As oscilagoes de alta frequéncia visiveis no sinal de seave resultam diretamente do ruido
presente nos sinais de aceleragdo utilizados como entrada, e ndo de instabilidade numérica
do modelo desenvolvido.
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7.2.1. Analise do camber dindmico

Outro ponto de analise relevante ¢ a variagdo do camber das rodas ao longo da prova.
Apesar de, neste trabalho, ndo terem sido obtidos os dados dos pneus que permitam
verificar a variagdo da producdao de cargas laterais consoante o angulo de camber, o
modelo desenvolvido permite calcular o camber dinamico para futuras analises.

Através dos coeficientes de camber em rol/ e em bump do Formula Student, e conhecendo
o camber estatico do setup utilizado, ¢ possivel obter o valor do camber da roda ao longo
de toda a prova. No caso do eixo frontal, os pardmetros utilizados foram os seguintes:

o Camber Estatico: -2°;
o Camber em Roll: 0,69°/°;
o Camber em Bump: 0,026°/mm.

Esta monitoriza¢do ¢ essencial para garantir que a geometria da suspensdo compensa
eficazmente a inclinag@o do chassis, mantendo o pneu numa gama de trabalho estavel.

Camber Dindmico com Ganho Negative em Bump [0-80s)

Camber Dinéimeco

Angula de Camber [deg]
-
=

Tempao [s)

Figura 74 - Evoluciio do camber na roda frente esquerda nos primeiros 80s de prova.

No grafico presente na figura 74 apresenta-se a evolugdo do camber na roda dianteira
esquerda ao longo dos 80 segundos de simulagdo. O grafico inicia-se no valor de camber
estatico do setup utilizado, aproximadamente —2°, mantendo-se nesse valor durante a fase
inicial em que o veiculo se encontra praticamente parado, e sé se afastando dele a partir
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do momento em que a prova arranca e as aceleragdes induzem compressao na suspensao
e roll na carrogaria. Com o decorrer da prova, o camber oscila predominantemente entre
—1,0° e —3,0°, nunca assumindo valores positivos, o que confirma que a geometria da
suspensdao compensa eficazmente a inclinagdo do chassis ao longo de toda a prova. Nos
instantes de maior solicitagdo lateral, entre os 40s e os 80s, ¢ onde se verificam os picos
negativos de -3,0°, correspondentes as curvas mais exigentes onde a suspensdo exterior
comprime significativamente.

Evolucdo do Camber Dindmico (Pneu Traseiro Direito)

Camber Dnéimico Trasero

| \ b )
AT
——— *W”W‘w \J" 'Vl

Angulo de Camber [deg]

Figura 75 - Evolugdo do camber na roda traseira direita nos primeiros 80s de prova.

No que toca ao eixo traseiro os parametros da suspensdo sao um pouco diferentes:

o Camber Estatico: -1,5°;
o Camber em Roll: 0,545°7°;
o Camber em Bump: 0,033°/mm.

Por sua vez, o grafico da figura 75 revela que o eixo traseiro mantém angulos de camber
mais baixos em comparacao com o eixo frontal, nomeadamente entre -0,4° e -2,5. Esta
configuragdo ¢ propositada para favorecer a tragao longitudinal, assegurando que, mesmo
perante as oscilagdes dinamicas da prova, as rodas mantenham uma area de contacto
generosa com o solo para a transmissdo da poténcia. Numa situacdo de prova de
aceleragdo o expectavel seria afinar o camber estatico de modo que durante a mesma, o
camber da roda se mantenha sempre proximo de zero para maximizar a area de contacto
do pneu.
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7.2.2. Implementacio de Anti Roll bar

De forma a demonstrar a utilidade pratica do modelo desenvolvido, pretende-se simular
a introducao de uma barra estabilizadora no veiculo de forma a verificar a sua influéncia
no comportamento dinamico. Segundo o autor (Seward, 2014) a barra estabilizadora nao
deve contribuir com mais de 50% da rigidez total em roll em nenhum dos eixos, uma vez
que acima deste limite a suspensdo deixa de ser verdadeiramente independente, as rodas
de um mesmo eixo passam a comportar-se como um eixo rigido em irregularidades
unilaterais do pavimento, tornando a suspensdo menos eficaz. Com base neste critério,
foi simulada uma contribui¢do de 40% da rigidez total em rol/, analisando o seu efeito no
angulo de roll da carrogaria e na distribui¢ao de carga lateral.

Cendrio A: Configuracdo Original (Sem ARB)
I I T

Roll [deg]
]
|

0 10 20 30 10 50 60 0 80

Cenario B: Configuragao com ARB (40%)
T

Roll [deg]
|

1 1 1 1 | 1 1
0 10 20 30 10 50 60 0 80
Tempo [s]

Figura 76 - Comparacio dos resultados utilizando anti roll bar.

Na figura 76 verifica-se como a introdu¢dao de uma barra estabilizadora com uma
contribuicao de 40% da rigidez total em rol/ permitiu reduzir o pico de roll maximo de
1,105° para 0,832° e o pico minimo de -0,979° para -0,737°, representando uma redugao
de aproximadamente 25% em ambos os sentidos sem necessidade de aumentar a rigidez
vertical das molas. Um intervalo de valores de roll mais pequeno, permite manter os
valores de camber das rodas também estes num intervalo menor, isto torna-se
fundamental para o desempenho e otimizac¢ao da suspensdo do veiculo, uma vez que uma
equipa que tenha acesso aos dados de forcas laterais que os pneus produzem consoante
os valores de camber e carga vertical a que estdo sujeitos, conseguem deste modo manter
0s pneus na sua gama de maior producdo de carga lateral.
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8. Conclusao

O presente trabalho teve como objetivo o desenvolvimento de um simulador de dindmica
de veiculos em Simulink para um prototipo de Formula Student, com o intuito de criar
uma ferramenta capaz de replicar o comportamento do veiculo em diferentes condi¢des
de prova e apoiar a equipa no desenvolvimento e nas decisdes de setup do carro.

No que diz respeito aos resultados obtidos, a simulacdo da prova de aceleracao
demonstrou que o modelo foi capaz de replicar o comportamento longitudinal do veiculo
com um RMSE de 1,805 km/h, com os movimentos de pitch, heave e a transferéncia de
carga longitudinal a revelarem-se fisicamente coerentes e consistentes com o
comportamento esperado de um Formula Student. Durante a aceleragdo, a suspensao
dianteira passou de uma compressao estatica de 18,59 mm para 6,07 mm, enquanto a
traseira comprimiu adicionalmente de 15,98 mm para 27,79 mm, reflexo direto da
transferéncia de carga longitudinal que reduziu a carga no eixo dianteiro de 781 N para
255 N e aumentou a carga no eixo traseiro de 838 N para 1456 N. Este fenomeno de squat
traduziu-se num angulo de pifch maximo de 0,863°, confirmando a coeréncia fisica do
modelo. Foi ainda possivel verificar que o pneu traseiro esquerdo atingiu uma forca
longitudinal maxima de 2952,95 N para um escorregamento de 0,0595, valor abaixo do
ponto de capacidade maxima do pneu, estimado em 0,085 para a carga vertical registada,
o que indicou a existéncia de uma margem de tragao por explorar.

Ap6s a validagdo do modelo na prova de aceleracdo, procedeu-se a simulagdo da prova
de autocross. Esta revelou-se, contudo, invidvel nas condi¢des atuais, devido a
instabilidade do controlador PID de controlo da dire¢do perante as entradas transientes
caracteristicas de um percurso de autocross. Face a esta limitacdo, o simulador foi
reorientado como ferramenta de andlise cinemética, uma abordagem que se revelou de
elevado valor pratico para a equipa. Ao receber diretamente os dados de telemetria
registados em pista, o simulador permitiu calcular grandezas tipicamente nao medidas
durante as provas, como os movimentos de pitch, roll e heave da carrogaria, o
deslocamento individual da suspensao em cada roda e o camber dindmico, colmatando
assim uma lacuna de informagdo que persiste em equipas que ndo dispdem de
instrumentag¢do completa. A analise da prova de autocross da FSG 2025 demonstrou que
os picos de compressdo da suspensdo dianteira atingiram os 35 mm nos instantes de
travagem mais intensa, que o angulo de roll se manteve dentro de um intervalo de
aproximadamente +£1° e que o angulo de pifch se manteve num intervalo de +0,6°,
indicativo da elevada rigidez longitudinal do veiculo. O camber dindmico da roda
dianteira esquerda oscilou predominantemente entre —1,0° e —3,0°, nunca assumindo
valores positivos, confirmando que a geometria da suspensdo compensou eficazmente a
inclinacao do chassis ao longo de toda a prova. A capacidade de apoiar decisdes de sefup
foi ainda demonstrada através da simula¢dao da introducao de uma barra estabilizadora
com uma contribui¢ao de 40% da rigidez total em rol/, onde se verificou uma redugado de
aproximadamente 25% no angulo de ro//, de 1,105° para 0,832° no pico maximo, sem
necessidade de qualquer teste fisico adicional.
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8.1.Trabalhos Futuros

O trabalho desenvolvido estabeleceu uma base sélida sobre a qual assentam trés linhas de
desenvolvimento futuro. A primeira, ¢ mais imediata, ¢ o desenvolvimento de um
controlador de direcdo mais robusto e dotado de antecipacdo, capaz de lidar com as
entradas transientes rapidas caracteristicas de um percurso de autocross, ultrapassando
assim a instabilidade que atualmente impede a validagdo do modelo em condigdes de
curva. A segunda consiste na validagao experimental do modelo de comportamento da
suspensao através da instalacdo de potencidémetros nos amortecedores do veiculo, o que
permitiria comparar diretamente o deslocamento real de cada roda em pista com o
estimado pelo modelo e, dessa forma, aumentar a confianga nos resultados obtidos. Por
fim, a evolugdo mais ambiciosa passa pela integracdo de um simulador de tempo por volta
com o modelo de dindmica de suspensdo desenvolvido neste trabalho, combinando a
previsao do desempenho do veiculo ao longo de uma volta completa com a analise
detalhada do comportamento da suspensdo, e tornando a ferramenta capaz de avaliar o
desempenho do veiculo em qualquer circuito.

A realizagdo deste trabalho foi igualmente relevante a nivel pessoal, tendo permitido
consolidar competéncias em dinamica de veiculos e em MATLAB e Simulink,
fundamentais para a ambi¢do de futuramente trabalhar como engenheiro de performance
no mundo da competicdo automoével. A ferramenta desenvolvida representou ainda um
contributo concreto ¢ duradouro para a equipa, ficando disponivel para ser utilizada e
desenvolvida pelas geragdes seguintes.
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