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Resumo: As séries temporais sdo constituidas por observagdes autocorrelacionadas
e como tal ndo podem ser permutadas entre si, contudo a suposicao em relacdo a
independéncia entre observagdes nao é necessaria para aplicar as técnicas de Analise em
Componentes Principais (ACP) e Analise em Componentes Independentes (ACI) do
ponto de vista descritivo. A aplicagdo destas técnicas multivariadas a séries temporais
permite realcar alguns resultados e interpretagdes que sugerem uma conexao com as
inter-relagoes existentes entre as observacoes, pelo menos em termos empiricos.

O objectivo deste trabalho é apresentar as técnicas de ACP e ACI, descrevendo
com maior énfase a ACIL. Para além disso é apresentado um exemplo de dados meteo-
rolégicos em séries temporais assim como os respectivos resultados que salientam as
diferencas e semelhancas entre as duas técnicas em anéalise, nomeadamente ao nivel
dos dominios do tempo e da frequéncia, incluindo resultados para a qualidade das
reconstrucoes dos dados originais para cada uma das técnicas.

Palavras—chave: anélise em componentes principais, analise em componentes inde-
pendentes, séries temporais.

Abstract: Time series data set consists of autocorrelated observations that can not
be interchanged, but no assumption concerning independence, or not, between ob-
servations is necessary to perform the techniques of Principal Component Analysis
(PCA) and Independent Component Analysis (ICA) in a descriptive point of view.
The application of these multivariate techniques to time series allows enhancing some
results and interpretations that suggest a connection with the existent interrelations
between observations, at least from an empirical point of view.

The aim of this paper is to present the techniques of PCA and ICA, describing
ICA with more detail. In addition we present an example of climatic time data sets
and some results to illustrate the differences and similarities between these techniques
in time and frequency domains, including results for the quality of the reconstructed
patterns of the original data for each one of the techniques.

Keywords: principal component analysis, independent component analysis, time se-
ries.



2 Sebastiao e Oliveira/Séries Temporais na ACP e na ACI

1 Introdugao

A Anidlise em Componentes Principais (ACP) tem desempenhado um papel
fundamental na anéalise de dados multivariados em praticamente todas as areas
do conhecimento, ja a Andlise em Componentes Independentes (ACI) é uma
técnica bastante utilizada em apenas algumas areas mais especificas tais como
cancelamento do ruido auditivo, sinais biomédicos, processamento de imagem,
séries temporais econométricas e telecomunicacoes, entre outras. No estudo de
séries temporais pode usar-se a ACP ou a ACI em duas direc¢oes: no dominio
do tempo onde se admite que as observacoes sucessivas possuem algum tipo de
relagao ao longo deste; e no dominio da frequéncia onde se analisa a estrutura
que resulta de diferentes oscilagoes em diferentes frequéncias.

Neste trabalho sdo apresentadas as técnicas de ACP e ACI, onde a sinteti-
zagao da informagao e a extraccao das componentes com a informacao principal
acerca da autocorrelacao entre as observacoes sao os principais objectivos a ter
em conta. A ACI é ainda pouco divulgada entre os estatisticos e, como tal, é
descrito o modelo geral e sao apresentados alguns conceitos bésicos tais como
centragem e branqueamento de varidveis, maximizacao da nao normalidade e
ainda duas formas distintas de obter as componentes independentes através de
dois algoritmos - o FastICA (Hyvérinen et al., 2001) e o AMUSE (Tong et al.,
1991). Usaremos as técnicas de ACP e ACI para tratar um conjunto de dados
acerca da pressao média mensal, ao nivel do mar no Norte do Oceano Pacifico, e
sao apresentados alguns resultados que evidenciam as diferencas e semelhancas
entre as referidas técnicas, nomeadamente em termos de correlacoes e espec-
tros das coordenadas das componentes, assim como ao nivel das anélises da
qualidade das reconstrugoes dos dados originais.

2 Analise em Componentes Principais

Desde o inicio do século XX que a ACP se tornou numa das técnicas estatisticas
mais utilizadas em variadas areas (Jolliffe, 2002).

O objectivo da ACP é reduzir a dimensdo de um conjunto de dados origi-
nais, mantendo tanto quanto possivel a sua informacéo inicial. A partir de um
conjunto de dados descrito por uma matriz X, constituida por n observagoes
em p varidveis, pretendem-se encontrar combinacoes lineares dessas varidveis,
nao correlacionadas entre si, designadas por componentes principais (CPs), as
quais sao dispostas de acordo com uma ordem decrescente da varidncia.

Utiliza-se a decomposicdo espectral da matriz de varidncias-covariancias (ou
noutros casos a matriz de correlagoes R) de X, S = PLP7”, onde P ¢é a matriz
dos vectores proprios ortogonais e L é a matriz diagonal dos valores préprios.
Ao projectar os dados centrados no espago gerado pelas colunas de P, obtém-se
a matriz de projecgoes Z cujas colunas representam as coordenadas das CPs.
Apos se extrairem as CPs, por vezes hé interesse em utilizar algumas destas, as
primeiras, para obter valores aproximados da matriz dos dados iniciais X, ou
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seja, para efectuar a reconstrucao da matriz X obtendo, tanto quanto possivel,
uma representacao fidedigna dos dados. Vérias aplicagdes da ACP relacionam-
-se com séries temporais cujas observacoes sao autocorrelacionadas e como tal
nao podem trocar entre si como é por exemplo nos dados climéticos.

3 Analise em Componentes Independentes

A ACI (Hyvérinen et al., 2001) é uma técnica estatistica e computacional que foi
introduzida por Hérault e Ans (1984) e Hérault, Jutten e Ans (1985) e exposta
de uma forma mais clara por Comon (1994).

O objectivo principal deste método é encontrar componentes ou factores es-
condidos que relacionem conjuntos de varidveis aleatérias, medigOes ou sinais.
No modelo admite-se que as variaveis referentes aos dados sao misturas lineares
de variaveis latentes desconhecidas, isto é, que nao podem ser directamente ob-
servadas, as quais sao denominadas de componentes independentes e abreviadas
por Cls (por vezes também designadas de factores ou fontes).

Este método distingue-se dos outros dentro do género ao admitir que as
componentes sao estatisticamente independentes e que nao seguem uma dis-
tribui¢do Normal. Embora a técnica da ACI esteja relacionada com a ACP, é
com a Anéalise Factorial que apresenta mais afinidades, embora esta ndo tenha
em conta a ndo normalidade dos dados. Geralmente, a ACI é uma técnica muito
mais potente para encontrar os factores escondidos quando os métodos cléssicos
falham por completo.

3.1 Descricao do modelo

Considere-se 0 modelo geral constituido por n varidveis aleatérias i, ..., Ty,
descritas & custa de misturas lineares de n variaveis latentes s1, ..., s,, na forma
matricial x = As, onde x é o vector aleatorio cujos elementos sao as misturas x1,
..., Tn, S € 0 vector aleatorio cujos elementos sao as componentes independentes
51, ..., Sp € A & a matriz das misturas cujos elementos a;; (¢, = 1,...,n) sdo os
parametros desconhecidos.

Para que se possa estimar o modelo basico de ACI, é preciso admitir que:
e as componentes s; (i = 1,...,n) sejam estatisticamente independentes,

uma vez que este é o principio no qual a ACI se baseia;
e pelo menos n — 1 das componentes s; (¢ = 1,...,n) ndo sigam uma dis-

tribuicao Normal, uma vez que apenas uma pode seguir uma distribuicao
Normal pelo facto de ser impossivel separar virias componentes que sigam

distribuicoes Normais;
e por simplicidade, a matriz A seja quadrada (embora noutros modelos para

além do basico, esta possa nao ser quadrada).

Numa primeira etapa de aplicagdo da ACI ha que comegar por estimar a
matriz A e o vector s, observando apenas x, tendo em conta os principios apre-
sentados de seguida que permitirdao descrever os algoritmos existentes para a es-
timacao do modelo. Apods estimar a matriz A, e admitindo que esta é invertivel,
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pode determinar-se a sua inversa W = A™', e podem obter-se as componentes
independentes dadas por s = Wx. A semelhanca da ACP, caso se pretendam
comparar os valores observados de x com os reconstruidos, ha que efectuar a
reconstrucao dos dados originais multiplicando o vector das componentes inde-
pendentes estimadas pela matriz das misturas estimadas.

3.2 Centragem e branqueamento de variaveis

Antes de aplicar um algoritmo para executar a ACI a um determinado conjunto
de dados, geralmente efectuam-se algumas técnicas de pré-processamento, as
quais facilitam a estimacao dos parimetros do modelo. A centragem é a mais
bésica das técnicas, sendo comum centrarem-se os dados em x.

O branqueamento das varidveis observadas é outra técnica de pré-processa-
mento dos dados, usada para estimar as CIs, a qual consiste em transformar
linearmente o vector das observagoes x, multiplicando-o por uma matriz V, de
forma a obter-se um outro vector branqueado z = Vx, cujas componentes sejam
nao correlacionadas e de varidncias unitarias, ou seja, tal que a sua matriz de
covariancias seja igual & matriz identidade.

3.3 Maximizagao da nao normalidade

Um principio simples da estimacao de um modelo ACI é baseado na maximiza-
¢do da ndo normalidade. Considera-se como ponto de partida o teorema do
limite central e como medida de nao normalidade a curtose que corresponde ao
cumulante de quarta ordem. Ao contrario de muitas outras variaveis aleatorias,
uma variavel aleatéria (v. a.) que siga uma distribuicdo Normal apresenta uma
curtose de zero. Uma vez que as CIs podem ser encontradas através das di-
reccoes nas quais os dados maximizem a nao normalidade, esta pode ser medida
pela maximizagao dos valores absolutos da curtose.

Uma vez que nem sempre a curtose é a melhor medida de nao normalidade
para a estimagdo do modelo ACI, nomeadamente por esta ser por vezes sensivel a
outliers, surge como alternativa uma outra medida designada por neguentropia.
Contudo, é mais dificil utilizar a neguentropia em termos computacionais, dado
que a sua estimacao usando a propria definicdo requereria uma estimativa da
funcao densidade de probabilidade. No entanto, aproximagcoes da neguentropia
sdo muito uteis e podem ser utilizadas para obter um eficiente método para ACI.
O método classico de aproximacao da neguentropia, que utiliza cumulantes de
ordem superior, ¢ (para uma v. a. de média zero e varincia unitaria)

1 1
J(@) = 35 [BG)] + g leurt(@))®, &)
onde curt(x) é a curtose da v. a..
Outras aproximacoes foram desenvolvidas, de entre as quais se destaca a que
é descrita por J(z) ~ (E [G(z)] — E [G(xNormalStd)])Q, onde G é uma funcdo nao
quadratica e T Normalstd € uma v. a. com distribuicao Normal estandardizada.
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Para o caso em que G(z) = z* obtém-se uma generalizagio da curtose. Ao
escolher cuidadosamente a funcao G, obtém-se aproximagoes da neguentropia
que fornecem melhores resultados que a descrita em (1) e ao escolher uma fungao
G que ndo cres¢a muito rapidamente, obtém-se estimadores mais robustos. As
fungdes G1(z) = 1 log (cosh(ax)) e Ga(z) = —exp(—a?/2), onde 1 < v < 2 ¢
uma constante, sdo bastante utilizadas na aproximacao da neguentropia.

3.4 Algoritmos utilizados

O algoritmo FastICA, baseado na maximizacdo da n&ao normalidade, converge
rapidamente e apresenta certas propriedades que fazem dele um algoritmo mais
eficiente em relagao aos algoritmos baseados no gradiente, na maioria dos casos.
A versao utilizada deste algoritmo (existente no Package fastICA do Software
R), e que usa o método da ortogonalizacio simétrica, descreve-se sumariamente
através dos passos seguintes:
1. Centrar os dados para que estes tenham média nula.
2. Branquear os dados de forma a obter z.
3. Escolher o numero m (m < n) de componentes independentes a estimar.
4. Escolher os valores iniciais para cada vector unitario w; (i = 1,...,m).
Ortogonalizar a matriz W.
5. Para cada i = 1,..., m, implementar a iteracao bésica do ponto fixo w; «—
E {zg(wiTz)} -F {g’ (wiTz) } w, onde ¢g € uma funcdo que serve para obter
uma aproximacao da neguentropia.
6. Apos cada iteracdo ortogonalizar simetricamente a matriz W.

7. Se ndo convergir, voltar ao passo 5. Estimar a matriz A dos coeficientes
da mistura e o vector s das componentes independentes.

Um outro algoritmo denominado por AMUSE é uma alternativa para casos
em que se admite que as CIs possuem uma dependéncia temporal, procurando
encontrar a matriz que anule as covaridncias e também as covariincias des-
fasadas. A versdo deste algoritmo que foi utilizada e implementada no Software
R descreve-se sumariamente através dos passos seguintes:

1. Centrar os dados para que estes tenham média nula.

2. Branquear os dados de forma a obter z.

3. Escolher o nimero m (m < n) de componentes independentes a estimar.

4. Seleccionar um desfasamento no tempo, 7, para aplicar a decomposi¢ao em

valores préprios da matriz [C’f + (C’f)T} /2, onde C% = E {z(t)z(t — )7}
¢ a matriz de covariancias dos desfasamentos no tempo para um dado
desfasamento 7.

5. A partir da matriz dos vectores proprios obtida em 4, estimar a matriz A
dos coeficientes da mistura e o vector s das componentes independentes.
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4 O caso em estudo

Considere-se um conjunto de 216 valores mensais médios de pressao ao nivel do
mar observados em cada uma das 8 estacdes meteorologicas (desde Janeiro de
1979 a Dezembro de 1996) no Norte do Oceano Pacifico (nos estados do Alasca,
California, Havai e Washington). As estagdes meteorologicas sdo: 1 - Crescent
City; 2 - San Diego; 3 - San Francisco; 4 - Hilo; 5 - Honolulu; 6 - NeahBay; 7-
Seldovia e 8 - Sitka. A amplitude temporal (de Jan. de 1979 a Dez. de 1996)
é suficiente para examinar as relacbes dos padroes obtidos pelas técnicas e pela
série temporal do Indice de El Nifio. A este conjunto de dados aplicaram-se as
técnicas de ACP e ACI para os 2 algoritmos descritos (FastICA e AMUSE) e
utilizaram-se somente as 3 primeiras CPs e as 2 primeiras CIs por se verificar
serem suficientes na obtencao de resultados satisfatorios.

Consideremos as coordenadas para as primeiras componentes como se ilustra
na Figura 1.

— CP1
== CN-FastiCA
"""" CN-AMUSE
T T T T

1880 1985 1980 1985

Anos

Figura 1: Coordenadas de CP1, CI1-FastICA e CI1-AMUSE.

Para analisar as coordenadas destas componentes em séries temporais, com-
pararam-se as correlagoes (Tabela 1) entre pares de componentes das duas téc-
nicas e para comparar os coeficientes dos vectores usaram-se os dngulos entre
cada par de vectores de componentes, de onde se destacam os cossenos mais
elevados (em valor absoluto): cos(CP1, CI1) = 0.906; cos(CP2, CI2) = 0.483 ¢
cos(CP3, CI2) = 0.687, os quais permitem identificar relagbes existentes entre
os vectores de ambas as técnicas. Apoés a anélise das semelhancas existentes
entre os coeficientes dos vectores das componentes procedeu-se ao estudo das
coordenadas dessas componentes. Na Figura 1 mostra-se a semelhanca entre
CP1, CI1-FastICA e CI1-AMUSE e na Figura 2 a comparacgio entre os espec-
tros das coordenadas das componentes. Na Figura 2 observa-se que as diferentes
componentes assumem valores espectrais idénticos e em particular os espectros
CP1 e CI1-FastICA sdo muito semelhantes assim como o CP3 e CI2-FastICA.
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Tabela 1: Correlacoes entre as coordenadas das componentes principais em ACP
e das componentes independentes em ACI (através do FastICA e do AMUSE).

CP1 CP2 CP3
CI1-FastICA 0.965 0.001 -0.235
CI2-FastICA -0.209 0.592 -0.692
CI1-AMUSE 0.986 -0.093 -0.122
CI2-AMUSE -0.053 0.584 -0.721

Espectro

- CP2
- CP3

— CH-FastiCA
=« Cl2-FastiCA
e \'nd\celde El Nifio

5e-03 5e-02 5e-01 5e+00

T T T T
0o 01 02 03 04 05

Frequéncia

Figura 2: Comparagoes entre os espectros das coordenadas de CP1, CP2, CP3,
CI1-FastICA, CI2-FastICA e a série temporal do Indice de El Nifo.

Existe ainda uma relacio entre o Indice de El Nifio e as componentes em
estudo, como se pode observar no gréafico da Figura 2, uma vez que as séries tem-
porais tém estruturas idénticas evidenciando dois principais picos de frequéncia
em 0.083 e 0.167. Decidiu-se nao representar no grafico os espectros para as
séries obtidas através do algoritmo AMUSE porque seriam praticamente idén-
ticos aos que foram obtidos através do algoritmo FastICA.

Para cada uma das estacoes meteoroldgicas, apresentam-se as somas de
quadrados dos residuos (SQR) na Tabela 2, onde se utiliza um nimero distinto
de componentes da ACP e da ACI (através do FastICA e do AMUSE) na re-
construcao dos dados originais. Quando se usa apenas a primeira componente,
os valores das somas de SQR sdo praticamente idénticos entre as reconstrugoes
de CP1 e CI1-AMUSE enquanto que a soma de SQR de CI1-FastICA é um pouco
mais elevada. As reconstrugoes com as duas primeiras componentes apresentam
valores de somas de SQR relativamente proximos para ambas as técnicas.

Como era de esperar, a soma de SQR. decresce quando o nimero de compo-
nentes intervenientes na reconstrucao dos padroes aumenta.
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Tabela 2: Soma de quadrados dos residuos para as reconstrugoes com a ACP e
a ACI (através do FastICA e do AMUSE).

FastICA FastICA AMUSE AMUSE
CPl1 CPl12 CP123 CI1 C112 CI1 C112

CCity.CA 0.494 0.419 0.222 0.220 0.220 0.267 0.220
SDie.CA 0.684 0.329 0.160 0.629 0465 0.717  0.465
SFranc.CA 0.466 0.426 0.067 0.262  0.111 0.392 0.111
Hilo.HW 0.527 0.211 0.132 0.602 0599 0.613  0.599
Honol. HW 0.771 0.412 0.172 0.840 0.840 0.844 0.840
NBay.WA 1.159 0.331 0.326 1.203  0.688 0.926 0.688
Seld. AK 1.924 1.595 0.971 2982 0500 2275 0.500
Sitka.AK 0.981 0.489 0.229 1.502  0.238 1.077  0.238

Soma de SQR  7.007 4.213 2270 8238 3.660 7.111  3.660

5 Conclusoes

A informacdao retirada a partir dos graficos nos trés métodos é essencialmente a
mesma. A estrutura temporal contida nos dados permite extrair a informacao da
autocorrelagdo nas primeiras componentes, a qual esta directamente relacionada
com o Indice de El Nifo. Nas reconstrucoes dos dados originais, a ACI revela
ser uma melhor alternativa & ACP essencialmente para duas componentes, e o
AMUSE sugere melhores resultados comparativamente ao FastICA.
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