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Resumo

RESUMO

Em 1657, é publicado o primeiro livro sobre calculo de prdimddes, de Christiaan
Huygens. Esta pequena coletanea de problemas relativges ge azar, baseada na corres-
pondéncia entre Blaise Pascal e Pierre de Fermat em 1654itipedespertar a atencéo de
numerosos matematicos durante os séculos XVII, XVIII e X&gesta tematica, razdo pela
qual surgiram variadas generalizagfes de alguns dos prablpropostos. O ultimo desafio
apresentado neste opusculo de Huygens, e porventura umaieséebres problemas em
probabilidades, € o problema da ruina do jogador. A aut@séedproblema foi durante mui-
tos séculos atribuida a Huygens, no entanto, o seu verdaalgior € Pascal. Ao longo dos
séculos, foram apresentadas diversas versdes destapaabtiiferentes formas de o resolver,

algumas dessas resolucdes utilizam equacdes as diferencas

Neste trabalho, apresentaremos alguns resultados oslatiequacdes as diferencas de
primeira e segunda ordem e abordaremos algumas das suagaed. Faremos uma resenha
historica acerca da origem do calculo de probabilidadegrdblema da ruina do jogador e
das suas diferentes versdes. Apresentaremos algumadeslexatas para algumas dessas
variantes, com recurso a modelacao do problema atravésudedss as diferencas. Far-se-a
a apresentacao de algumas carateristicas do jogo da rummesertaremos metodologias de
obtencao de solugBes aproximadas do problema da ruina @dgngecorrendo a simulacéo
Monte Carlo (viasoftware B e a Lei dos Grandes Numeros. Por fim, far-se-4 uma andlise
critica a possibilidade de utilizacdo deste problema neplisa de Matematica no ensino
secundario, nomeadamente no que se refere a utilizacamdigéo no ensino das probabi-
lidades, através da construcao e utilizacédo de simuladdexpuados nsoftwareR e na folha
de célculoMicrosoft Excel e de uma tarefa para este nivel de ensino sobre este problema

Palavras-chave:Equacgfes as diferencgas, simulacao, historia da probaddicensino de
probabilidades.
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Abstract

ABSTRACT

In 1657, Christiaan Huygens published the first book on ¢afimn of probability. This
small collection of problems related to gambling, basedercbrrespondence between Blaise
Pascal and Pierre de Fermat in 1654, allowed to call thetaitenof many mathematicians
during the seventeenth, eighteenth and nineteenth cesfior this theme, which is why there
were several generalizations of some of the problems peabdkhe last challenge presented
by Huygens in this booklet, and perhaps one of the most farponislems in probability,
is the gambler’s ruin problem. The authorship of this probleas for centuries attributed
to Huygens, however, the true author is Pascal. Over thaigest several versions of this
problem were presented; as well different ways to solve dm& of those resolutions use
difference equations.

In this work, we will present some results for difference &itipns of first and second order
and discuss some of its applications. We will make a hisébreview of the origin of the pro-
bability calculus, of the gambler’s ruin problem and itsiwas versions. We will present exact
solutions for some of these variants, by modeling the prohlsing difference equations. We
will present some features of the game of ruin and we wereggmipresent forms of getting
approximate solutions to the gambler’s ruin problem, usimggMonte Carlo simulation (with
software R) and the Law of Large Numbers. Finally, we williesv the possibility of using
this problem in Teaching Mathematics in secondary educdtiggh school), particularly in
the use of simulation in probability, by constructing anéhgsappropriate simulators with
software R and Microsoft Excel, and proposing a task forltsl of education based on this
problem.

Keywords: Difference equations, simulation, history of probabelj teaching of proba-
bilities.
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Capitulo 1

Introducao

The excitement that a gambler feels when making a bet is égjtted amount
he might win times the probability of winning it.
Blaise Pascal (1623-1662)

Os jogos ditos de azar, tais como a roleta, o péquer, ou mesummilhdes, sdo ampla-
mente divulgados nos nossos dias e conhecidos pela maawripessoas desde a mais tenra
idade. No entanto, serd que se todas as pessoas conhecegalemda probabilidade de
vencerem um desses jogos, a excitacaegp@rancale os ganharem seriam iguais?

Contrariando a afirmacao supracitada atribuida a BlaiseaPasacreditamos que sim, s6
tal justifica que matematicos, ou qualquer pessoa que tdéghasaconhecimentos de Teoria
das Probabilidades, continuem a realizar apostas em tais,jou que, continue a ser muito
agradavel joga-los, mesmo que nao se esteja a apostar matends até afirmar que a exci-
tacdo em realizar partidas desses jogos € sempre muitasugeproduto da probabilidade
de os vencer pelo montante que esta em jogo. Além disso,swaite@s, a nossa excitacdo em
jogar é inversamente proporcional a probabilidade de vepcdacipalmente se 0 montante
em jogo for muito elevado! Tal pode ser justificado pelo fat#oquem os joga sentir que a
vitéria nesses jogos nao depende das carateristicas pedsgagador ou da necessidade de
elaborar estratégias complexas para os vencer. Todosamojas estdo em iguais condicoes,

todos dependem da sorte (dos Deuses).

Os jogos de azar estao, desde sempre, relacionados comrdadao e tém servido de

(@) Retirada de N. Rose (1983)tathematical Maxims and MinimRaleigh, North Carolina, Rome Press Inc.
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Introducao

ferramenta para obter o conforto que muitas pessoas senteanhecerem o seu futuou

a sentirem-se controlados por ente(s) superior(es). Enouas se preocupavam em atribuir
significados as cartas ou aos numeros que podiam surgir rgordcartas ou de dados, 0s
matematicos preocupavam-se em perceber quantas vezestassou tais numeros poderiam
surgir. Qual era a possibilidade de ocorrerem? Assim, comalé Idade Média e, como
tal, com o acabar da ideia que tudo e todos séo controladognpddeus, inclusivamente
os resultados que possam surgir num simples jogo de dadosatesnaticos da época do
Renascimento comecaram a tentar quantificar a possikglidadge vencer nesses jogos. As
probabilidades surgem para medir as possibilidades. @s jog azar estdo assim relaciona-
dos com a origem e o desenvolvimento da Teoria das Probadbdtde o desenvolvimento das
Probabilidades condicionou o interesse em conceber ngos jdesse tipo. A sua verdadeira
origem tem como base a correspondéncia entre Blaise PaRieate de Fermat (1601-1665),
em 1654.

Nessa correspondéncia, entre os dois matematicos, ficaomrgacer a primeira versao
daquele que mais tarde viria a ser conhecido c@neroblema da Ruina do JogadoNo
entanto, essa correspondéncia sé6 foi conhecida em 1678@isdipprimeiro livro publicado
(em 1657) sobre Teoria de Probabilidad2s Ratiociniis in Ludo Alegeescrito por Christiaan
Huygens (1629-1695). Nesse tratado, surge uma versao ttepra da ruina do jogador
razdo pela qual, durante muito tempo, a autoria do problematiibuida a Huygens. No
entanto, ao longo dos séculos tém sido apresentadas oetsd®esy desse problema, tendo
inclusivamente dado origem a outros problemas mais cormpléduma verséo do problema,
podemos imaginar, por exemplo, que dois jogadores, B, tém uma certa quantidade de
dinheiro, que pode ou néo ser igual, e que jogam um jogo dwidm partidas. Em cada
partida, o jogado ganha com probabilidade recebendo um euro do jogadBr e perde
com probabilidade = 1 — p, pagando um euro ao jogadBr O jogo terminara quando um

dos jogadores ficar sem dinheiro. Pretende-se determirrabalglidade de tal acontecer.

Surgiram também diversas formas de resolver este problema,das solucbes analiti-
cas possiveis é a que utiliza equacdes as diferencas. Adg@momeadamente o uso de
programas que permitam a realizacéo de simula¢des prhabipermite-nos descobrir uma
solucao aproximada do problema da ruina do jogador, fazeowhoque muitas pessoas que
ndo tenham conhecimentos muito avancados de probabiidadge equacdes as diferencas,

nomeadamente alunos do ensino nao superior, descubraterisiieas desse problema e en-
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contrem aproximacdes da verdadeira solugcédo. Além dissatuaeza do problema, a historia
das suas origens e a sua relacdo com os jogos de azar, poaherdtauo interesse no estudo
das probabilidades e permitir, aos professores destets migeensino, a realizacdo de tare-
fas de probabilidades, que néo se limitem ao rotineiro apte formulas, muitas vezes nao
entendidas pelos alunos.

Assim, como a resolucéo analitica do problema da ruina dadmgpode implicar a uti-
lizacdo de equacOes as diferencas lineares de segunda ocotierooeficientes constantes,
no presente trabalho, nos capitulos 2 e 3, iremos apresagtars resultados referentes a
equacdes as diferencas de primeira ordem e a equacdesrasgifede segunda ordem. O
presente trabalho limita-se ao estudo de equacdes asngdsréneares de ordem inferior a
trés, tendo-se optado, no caso das equacdes de ordem igupkbp 2studo das equacdes
de segunda ordem lineares com coeficientes constantedpdeviacto da resolugéo do pro-
blema da ruina do jogador envolver apenas equacdes asngdsrdeste tipo. Devido a sua
importancia em Matematica e em outras ciéncias, apresestaarios exemplos de aplica-
¢cOes das equacles as diferencas, procurando sempresgiavssuntos que possam causar
interesse e cuja solugdo possa ser apresentada a alunasrdosatundario.

No quarto capitulo, escreveremos acerca da origem dosgegazar e da sua relagdo com
a origem da teoria das probabilidades. Apresentaremossdivgersdes do problema da ruina
do jogador, bem como algumas das suas possiveis solucdagsanaReferiremos algumas
propriedades do problema da ruina do jogador, tais comoat@ardo jogo da ruina ou a

influéncia que o tipo de apostas tem na probabilidade de sewvenogo.

No quinto capitulo, apresentaremos metodologias de ddbete solucdes aproximadas
do problema do jogo da ruina, usandsaftwareR e a folha de calcul®icrosoft Excel
Escreveremos sobre a importancia da simulacdo em Matenasicsuas origens, e também
sobre a importancia que a simulacéo e o uso de tecnologiasa@studo das probabilidades
no ensino nao superior. Apresentaremos alguns resultadosngdergéncia probabilista esto-
castica, tais como o Teorema Limite Central ou a Lei dos GeaiNlimeros, e utilizaremos o
problema da ruina do jogador esoftwareR para oslustrar. Analisaremos os programas de
matematica do ensino ndo superior relativamente ao enamprdbabilidades e tentaremos
enquadrar o problema da ruina do jogador no curriculo demdéaiea desses anos de esco-
laridade. Iremos utilizar o problema da ruina do jogadoa@aconcecao de uma tarefa que

possa ser aplicada a alunos do ensino nao superior, de fogua @stes possam apreender
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as principais carateristicas do referido problema e quagsserceber a importancia que a
tecnologia e as simulacdes probabilistas tém para a résotieproblemas e para o estudo do
comportamento de fendmenos aleatorios. Esta tarefa tetdage os programas que permi-
tem a realizacao de simulacdes probabilistas, quer usarsdfiveareR, quer usando a folha

de calculoMicrosoft Excel
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Capitulo 2

Equacdes as diferencas lineares de

primeira ordem

Neste capitulo, comecaremos por introduzir a no¢cdeqimcao as diferencas linear de pri-
meira ordeme encontraremos a sua solucéo geral. Analisaremos algsos particulares

deste tipo de equacdes, nomeadamente, as equacdes axzdgdigeares de primeira ordem
com coeficientes constantes e apresentaremos alguns esateplicacdes, tendo como cri-
tério de escolha, a sua relacdo com outras Ciéncias e a itidasié de serem explicados a

alunos do ensino néo superior.

As equac0es as diferencas lineares de primeira ordem ténemas aplicacdes em Mate-
matica. Podemos utiliza-las por exemplo, no célculo do manrénimo de movimentos que
esta associado ao jogorres de Handbu no calculo do nimero maximo de regides em que
um plano é divido por um certo nimero de retas. No entantas egllicacdes ndo se limitam

a area da Matematica.

Em Economia, este tipo de equacdes sao utilizados no caleutapitalizacdes, juros ou
amortizacdes. O recurso a este tipo de equacdes permitketersinar facilmente o namero
de anos que € necessario para se amortizar um empréstimowadeterminada taxa de juro
ou o valor da prestagcdo mensal quando se contrai um empoésbinn um certo nimero de

anos.

Na elaboracéo deste capitulo, baseamo-nos em [2], [13]).[118, [22], [31], [43] e [50].
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Equacdes as diferencas lineares de primeira ordem

2.1 Solucao geral

Utilizaremos a notacae,  para designar o termo de ordeipde uma determinada sucessao

de numeros reais, isto &,x(n,) = .

Definicdo 2.1.1.Sejam(a,) € (b,), n € Ny, duas sucessdes de numeros reais dadas, com
a, # 0,n € Ny. A equagao:

Tptl = ATy + bna n e N07 (21)

diz-se umaquacao as diferencas liné&rde primeira ordem

A solucédo deste tipo de equacdes, fixado um valor inicialepsed obtida por um processo

iterativo que descreveremos a seguir.

Consideremos um determinado valor inici:a(l), n, € Ny. Conhecido esse valor inicial,
podemos obter o valor dg,, paran = n, + 1,n, + 2,..., da equagdo (2.1). Para= n, a
equacao (2.1) escrever-se-a na forma

Ty 41 = Qpy T, + b"o' (2.2)
Se considerarmas = n, + 2, usando novamente (2.1), teremos
Tpy4+2 = Qny+1Tny+1 T Oy 11
Por (2.2), vem
Tng+2 = Uny 11 (A Ty + by ) + bny 11 = Ay 1100, Tng + o 1100 + bn 11
De forma analoga, temos que:
Tpy+3 = Any+2Tn,+2 + by 42

= ano-i—Qa'nO—i—lanO xno + ano-i—Qa'nO—i—lbnO + a'no—l—anO-‘rl + bno +2-

Este processo iterativo, permite-nos escrever o valat,dparan > ny qualquer. Temos:

n—1 n—1 n—1 n—1
Ln = H @; | Tng + H a; b"o + H a; b"0+1+. R H @ bn—2 + bp—1.
i:no i:no—i-l i:no +2 i=n—1

(@) Consideramos que, ndo pode ser escrita como funcaaude
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Equacdes as diferencas lineares de primeira ordem

Esta equacio pode ser esc¢fitaa forma,

n—1 n—1
Ty = Hai +Z<H ) . (2.3)

=ng r=ngy \i=r+1

Provemos, por inducdo matematica, que (2.3) € a solucaabe B (2.2), mostramos
que a equacdo (2.1) é valida para= n,, resta provar que (2.3) € a solucdo de (2.1) para
n > n,. Suponhamos que (2.3) € solucdo para n, qualquer. Queremos provar que, para
n=%k+1,
k
Tkt1 = Ha’i x”()+Z<H ) h
1=ny r=n i=r+1

é solugdo de (2.1). Usando a equacéao (2.1), temos que:

k k
Tyl = QpXg + bp = Haz —|—Z<H )br—F(H Clz>bk

i=ny r=n i=r+1 i=k—+1
k
= | 1T a ), + Z H
1=ny r=n, \i=r+1

Desde modo, concluimos que a equacao as diferencad aeldm (2.1) tem por solucao
(2.3), dado o valor iniciak,, . Quando ndo conhecemos o valor inicial, dizemos que (2.3) €

umasolucgéo geral d¢2.1).

Exemplo 2.1.1 CapitalizagBes compostas com taxas de juros variaveis

Consideremos um depdsito de um determinado valosendo as taxas de juro compostas
e variaveis e nao podendo ser efetuado qualquer reforcotémaneO depdsito permite a
mobilizacdo parcial ou total num determinado periodo depternom a correspondente perca

de juro, referente ao capital mobilizado. Suponhamos que:

e ¢, representa o capital acumulado no finvdésimo periodo de tempo;
e j,_ 1 representa ataxa de juro referentena@simo periodo de tempo;

e m,_; representa o capital mobilizado neésimo periodo de tempo.

@ Consideramo§];_, , , a, = 1.
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Esta situacao € descrita pela seguinte equacéo as difsyenca
Cni1 = (14 gn)cn — (14 jn)my,.

Utilizando (2.3), verifica-se que o capital acumulado ao femgeriodos de tempo € dado
por,
n—1 n—1 /n—1
Cp = <H(1 +ji)> e (H(1 +ji)> m,. (2.4)
=0 r=0 i=r
Consideremos o caso de um dep0sitd 0l&)0e a 3 anos, com taxas de juro compostas e
variaveis:3% no 1.° ano,4% no 2.° ano e5% no 3.° ano. Foram efetuados trés levantamentos
naquele periodo de tempd00< no 1.° ano,1000€ no 2.° ano e1500€ durante 03.° ano. A

equacao (2.4), permite-nos determinar o capital acumwadon de trés anos. Temos:

c3=1,03 x 1,04 x 1,05 x 10000—1,03 x 1,04 x 1,05 x 500
—1,04 x 1,05 x 1000 — 1,05 x 1500
= 8018, 22¢.

2.2 Equacobes as diferencas lineares de primeira ordem com

coeficientes constantes.

Nesta seccao, iremos analisar as solu¢des da equacdod2.¢3sos em que as sucessoes,
(an) ou(b,), n € Ny, s@o constantes, conhecido um valor iniaig|, n, € Ny. Analisemos
um primeiro caso, em qug,), n € Ny, € uma sucessdo constante. Neste caso, a equagao
(2.1) tomara a forma

Tpi1 = Ty + by,n € Ny, (2.5)

coma € R\ {0}. Usando (2.3), verifica-se que a solucado geral de (2.5) é:

n—1 n—1 n—1
T, = Ha xn0+z (H a)br
1=n r=,0 \i=r+1
n—1
_ a"_l_"0+1xn0 + Z an—l—r—1+1bT
r=n,
n—1
=a" "oz, +a" 'Y ab,. (2.6)

T:TLO
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Exemplo 2.2.1 AmortizagBes com pagamentos variaveis
Umaamortizacadaonsiste num processo de pagamento de uma divida que é estefeito
de uma forma constante e periddica, tendo o devedor que jpagsisobre 0 montante rema-

nescente. Consideremos que:

e d, representa a divida inicial;
e d, representa o montante em divida apgsmgamentos;
e p,_1 representa o valor pago meésimo periodo de pagamento;

e j representa a taxa de juro que supomos constante.

Este caso pode ser representado pela seguinte equacaeresghs,
dny1 = (14 j)dn — pn-

Por (2.6), temos que o montante em divida decorridpsriodos de tempo € dado por,

n—1
dp = (1+7)"do+ (14" (1+5)"(—pa)
r=0
n—1
= (1+5)"do— Y (1+5)"""pr.
r=0

Suponhamos que estamos perante uma dividd@#e com uma taxa de juro anual de.8
Vamos supor também que as amortizacfes sao efetuadas antekmue o valor pago no
final do1.° ano foi de4000e, que o segundo pagamento efetuado fob@#e e que o valor
pago no final da.° ano foi de6000<. Temos:j = 0, 08; po = 4000; p; = 5000; po = 6000 e

dp = 20000. O montante em divida apos estggagamentos, é dado por,
ds = 1,08% x 20000 — 1,08 x 4000 — 1,08" x 5000 — 1,08° x 6000 = 9128, G4e.

Exemplo 2.2.2 NUumero maximo de regides num plano definidas por n retas
Consideremos o0 seguinte problentse desenharmos n retas num plano, este fica dividido

num certo numero de regifes. Qual serd 0 nUmero maximo deéesp)i

Representemos pdét,, 0 numero maximo de regides definidas num plano, ao tracatmos
retas. Comecemos por analisar este problema para um numestad pequeno. Se nao dese-

nharmos retas, o plano fica dividido numa unica regido e, l8ge- 1. Se desenharmos uma
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reta, o plano ficara dividido em duas regides, lo§p,= 2. Se tracarmo? retas, obteremos
um nimero maximo de regides se as duas nao forem paraleksse,caso, teremasegides,

ou seja,R; = 4. No plano assim dividido erh regides, poderemos colocar uma terceira reta.
Obteremos um numero maximo de regides, se a terceira recgbamos de colocar nao for
paralela a nenhuma das duas retas anteriores, ou sejaa $eresira reta intersetar as outras
duas en® pontos de intersecgao e definir assim niaregides. Estamos assim perante um
processo que pode ser definido recursivamente. O nameronode regides definido por

n + 1 retas € igual ao numero maximo de regides definidonp@tas adicionado de + 1.

Podemos escrever a equacao as diferencas,
Rn+1 :Rn+n+1

Esta equacéo tem como solucao,

n(n+1).

R,=1+(1+2+---+n)=1+ 5

Consideremos agora o caso em qug) e (b,), n € Ny, sdo constantes. A equagéo (2.1)
escrever-se-a na forma,

Tpi1 = ax, + b, n € Ny, (2.7)

coma € R\ {0} eb € R. A equacdo (2.7) diz-se uneguacédo as diferencas linear de
primeira ordem com coeficientes constant&or substituicdo em (2.6), verificamos que a

solucao geral de (2.7) é:

n—1
T, = an—nol,no 4 2 an—l—rb

T’:no

_ an_n()xno + (an—l—nO + an—l—no—l + an—l—n0—2 4+ -4 1) b.

Sea # 1, aexpressag” "o +q" " 4 "7 2 4. ..+ 1 representa a soma de-n,
termos de uma progressao geométrica de raz8leste caso, a solucdo geral de (2.7), é dada

por:
1 —qgr "
Ty = a0, b X (2.8)
1—a
Sea = 1, a solugdo geral de (2.7), é:
T, =a"""w, +(n—n)b. (2.9)
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Exemplo 2.2.3 Amortiza¢Ges com pagamentos constantes

Atente-se no caso idéntico ao exemplo 2.2.1, em que coasmbsros valores dos pagamentos
efetuados constantes. Considerando a sucelssdefinida nesse exemplo e, designando por
p 0 valor constante que é pago em cada periodo de pagamentg,@paxa de juro, podemos

representar este caso pela equacao,
dor = (1+ j)dy — p.

Substituindo em (2.8), concluimos que o montante em divédatidos» periodos de tempo

é dado por,
. I— 1+
dy = (147)"dy —p x ———_
(14 7)"do pxl_(1+j)
:ﬂ+jﬁ%+§xLL41+ﬁﬂ. (2.10)

Por exemplo, se considerarmos uma divida inicia2@#0e com uma taxa de juro anual de
10% e um pagamento anual dé00<, podemos usar (2.10) para determinar o valor em débito,
apos4 pagamentos. Temos:

4000
dy = 1,1% x 20000 + 01

Y

x (1-1,1%) = 10718e.

Neste tipo de amortizacdes, € util descobrir o valor quersedie pagar em cada periodo
de pagamento se quisermos amortizar a nossa divida numteenp® ou, reciprocamente,
descobrir o numero de periodos de pagamentos a efetualissengos que em cada periodo
de pagamento se pague um determinado valor. Assim, se moisgragar a divida erh
pagamentos, para descobrirmos o valor que teremos de pagada um dog periodos de
pagamento, basta utilizarmos (2.10) e resolvermos a equaca 0 em ordem &. Teremos,

:—ﬂ1+ﬁwo:d[ J }
N ) FE CE R
Por outro lado, se quisermos descobrir em quantos periedusghmenté teremos de amor-
tizar a divida, para que o valor em cada periodo de paganmntum certo valop, utiliza-

mos (2.10) e resolvemos a equagao= 0 em ordem &. Vem,

id
k:—b&ﬂ(—%§+1).

Exemplo 2.2.4 Torres de Hanai

O jogo Torres de Handfoi inventado pelo matematico francés Edouard Lucas em.16883
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jogo original consiste erd discos circulares, com didmetros progressivamente mgedrés
pinos, onde séo colocados os discos por ordem decrescedi&naetro. O objetivo do jogo
€ movimentar todos 0% discos do pinal para o pind2, utilizando o pino3 como auxiliar.
O jogador s6 podera movimentar um disco de cada vez e, alé&m di&o podera colocar um

disco maior sobre um mais pequeno.

Se considerarmos torres com um numero de discos infegiorazificamos que, por exem-
plo, se a torre tiver apenas um disco, sera necessario apenamvimento; se a torre tiver
2 discos, serdo necessaribmovimentos; se a torre tivérdiscos serdo necessariomovi-
mentos para cumprir o objetivo do jogo. Observa-se tambémpgra movimentar uma torre
comn discos precisamos primeiro de conseguir movimentar a tpeecontém — 1 discos,
sendo excluido o disco maior. Para tal, temos de consedagara torre com — 1 discos no
pino 3 e, em seguida, colocar o disco maior no pn@ por fim, voltar a movimentar a torre
comn — 1 discos, colocando-a no pirxo Assim, o nimero minimo de movimentos para mo-
vimentar uma torre com discos € igual a soma do dobro do niumero minimo de movimentos

para movimentar uma torre com— 1 discos coml unidade.

Este niumero minimo de movimentos que devem ser efetuadascparprir o objetivo
do jogo, pode ser calculado utilizando uma equacéo as difasdinear de primeira ordem
com coeficientes constantes. Designe-sefhpo nimero minimo de movimentos que sao

necessarios para mudar uma torre godiscos do pind para o pin@.

O processo recursivo descrito atras, permite-nos escesaguinte equacao,

Hn - 2Hn_1 —+ 1
Usando (2.8), vem,
_ on—1
anzn—lx1+1xﬁ:2"—1+2"—1—1:2“—1.

Assim, 0 nimero minimo para movimentar a torre original @dmja& dado por,

Hg = 2% — 1 = 255.
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Capitulo 3

Equacdes as diferencas lineares de

segunda ordem

Neste capitulo, iremos apresentar alguns resultadosentésr a existéncia e unicidade da
solucdo de uma equacgédo as diferencas linear de segunda, drderagénea ou completa.
Faremos um estudo das equacgdes as diferencas linearesuddaegdem com coeficientes

constantes e veremos a forma de descobrir a solucao geralalequacao deste tipo.

Referiremos também algumas aplicacdes deste tipo de ezpiasd equacdes as diferen-
cas de segunda ordem permitem-nos descobrir a solucaoetsatiproblemas em Matema-
tica. Em particular, veremos que o termo gerasdeessao de Fibonacpode ser descoberto
através de uma equacéao as diferencas linear de segundaloodegénea com coeficientes
constantes. Veremos também aplicacfes em outras Ciéseras)do em Economia, para a
descricdo de um modelo econémico ou permitindo a contageoedo niumero detrings

gue tem uma certa propriedade, em Ciéncias de Computagéao.

Na elaboracao deste capitulo, baseamo-nos em [2], [13],[114, [19], [22], [31], [35],
[43] e [50].

3.1 Solucéo geral

Definicdo 3.1.1.Sejam(ay,), (bs) € (cn), n € Ny, sucessdes de numeros reais dadas. A
equacgao:
Tpy2 = ApTpy1 + bpTy + cp, 1€ No, (31)
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Equacdes as diferencas lineares de segunda ordem

comb, # 0 diz-se umaequacio as diferencas linédrde segunda ordem

Sec, = 0, n € Ny em (3.1), entdo a equacdo as diferencas dizesrogénea Caso
contrario, a equacao diz-eé&o homogéneau completae dizemos que,, > = a, 2,1 +b,2,

€ a equacabomogénea associada(3.1).

A existéncia e unicidade da solucéo de (3.1) é garantidatpetema seguinte.

Teorema3.1 A equacao as diferencas (3.1) tem uma e uma so solugéo, dedarpelas

condicdes iniciaisirn0 €xp, 11, € Np.

Demonstragcdo.Suponhamos conhecidos € z, 1, n € Ny. Utilizando (3.1), podemos

determinar o valor den0+2. De facto, temos:

Tng+2 = Oy Tng+1 + b"o Ty + Cny-

Pela forma como foi obtido, o valor dzen0+2 € unico. Este processo recursivo também
nos permite descobrir os valores €gg parak > n, + 2. De facto, conhecidos os valores

Ty Ty 41, - - -5 Th—2, T—1, O Valor dexy, sera univocamente determinado por,
T = Qp—2Tp—1 + bp_2Tp_o + Cp_a,
mostrando-se assim o pretendido. O

Os resultados seguintes ajudar-nos-ao a obter a soluclalgerquacao (3.1).

Teorema3.2 Sejam(z,,), (z2,), n € Ny, duas solu¢des da equacgéo as diferencas linear de

segunda ordem homogénea,
Tpio = QpTpi1 + by, n € Ny, (3.2)
Entdo qualquer combinacao linear das solu¢des da equati@é, i
Ty = C1T1n + C2T2y, N € N,

ondec, c3, SA0 constantes arbitrarias é também solugéo de (3.2).

(@) Consideramos que, e b, ndo podem ser escritas como funcéage
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DemonstracdoComo(z; ), (2,,), n € Ny, séo solu¢des de (3.2), temos:

T1in+2 = QpT1n+t1 + bnxl,na (33)

L2 n+2 = Apnd2n+1 + bnx2,n- (34)

Multiplicando ambos os membros de (3.3) ppe ambos os membros de (3.4) pore,

somando a seguir, membro a membro, temos:

1T py2 + CoTa 2 = An(C1T1 41 + C2To 1) + bp(CrTon + C2m1y). (3.5)

A igualdade (3.5), permite-nos concluir qug = c¢121, + 222, n € Ny € solucéo de

(3.2), como pretendido. ]
Definigdo 3.1.2.0 conjunto de sucessdes de NUMeros rgais,, Uz n, Usn, - - - Umn}, N E
Ny, diz-selinearmente dependentee existirem constantes reaisg,c», . . . , ¢,,, NA0 simulta-

neamente nulas, tais que,
Ui p + CUgp + -+ + Cplmpn = 0,

paran € Ny. Caso contrario, diremos que o conjunto de sucesslissarmente indepen-
dente

Definicdo 3.1.3.Consideremosr, ,,), (z2.,), n € Ny, duas solu¢des da equagdo homogénea

associada a (3.1). Chamanueterminante de Casorado determinante

Tt Lot

W(t): ’ ’ ,tENo.

Tit+1 T2t4+1
Teorema3.3. Sejam(a,), (b,), n € Ny, duas sucessdes de numeros reais. A equacao as
diferencas linear de segunda ordem homogénea,
Tpio = UnTpi1 + bpxy, n € N, (3.6)
tem como solucao geral:
Ty, = C1T1 n + C2T2q, N € Ny,

onde(zy ), (x2,,), n € Ny, sé0o solugdes linearmente independentes da equagéo (3,6) e

sdo constantes arbitrarias.
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Demonstracdo.Conhecidos os valores deLO €z, +1, no € Ny, S€ provarmos que existem

constantes;; e c,, que verifiquem as condicdes:

CLT 1, + Colop, = Tn (3.7)

C1T1m,+1 T C2T2,n +1 = Tn 41, (3.8)
temos garantida, pelo teorema 3.1, gque= c;x1, + 22, € a Unica solugéo de (3.6).
Demonstremos entdo, que o sistema constituido pelas espé8d) e (3.8), tem solucao
Gnica enc; e c,. Pela regra de Cramer, tal acontecera, se o determinante,

xlv"o va"o

W (n()) = )
Ling+1  L2mn,+1
for diferente de zero. Como podemos observar, este € o daterta de Casorati pata= n,.
Suponhamos, por contradigéo, diign,) = 0.

SeWV (ng) for nulo, as suas filas serdo linearmente dependentes. Assistirdoa, [,

nao simultaneamente nulos, tais que:

QL1 n, + 53:2,710 =0 (39)

axl,no—i-l + Bx2,n0+1 = 0. (310)

Considere-s@;, = ax1 + frak, k € Ny. Pelo teorema 3.2, temos qug € solucéo
de (3.6), pois estamos a supor que) e (z2) S8o solucdes de (3.6). Por outro lado, as

equacgoes (3.9) e (3.10), permitem-nos concluir que,

Tp, = 0e Tpy+1 = 0.

O teorema 3.1, garante-nos que so existe uma sottggioe verifique (3.6) e que satisfaca

IL’nO

=0 e 7, ;1 = 0. Utilizando (3.6), temos que; = 0 para qualquek € Ny, ou seja,
azxy + Bre, = 0. No entanto, isto contradiz a hipotese(de,,) e (z2,,) Serem linearmente
independentes. Como t&l] (ny) # 0. O

A demonstragdo do teorema anterior, permitiu-nos tambéweleio que, se provarmos que

o determinante de Casorati € igual a zero, para algeN, e duas solucdes:; ,,), (2.,),
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n € Ny, de (3.6), entdo essas duas solucdes serdo linearmenteldapes. No entanto, para
podermos aplicar o teorema 3.3, € importante que estababsgana condi¢do suficiente para

que possamos concluir que, ,,), (z2.,), presentes em (3.6), sdo linearmente independentes.

Teorema3.4. Sejam(zxy,), (z2.,), n € Ny, duas solu¢des da equacéo homogénea associada
a (3.1) e consideremos os valores dados inic;ialiose Tpo41- S€ 0 determinante de Casorati,

W (t), for diferente de), para algunt € N, entdo as solugdes; ,,), (z2.,), n € Ny, serdo
linearmente independentes.

DemonstracdoProvemos a contra-reciproca do teorema apresentado.

Suponhamos entéo, que, ,,), (z2,), n € Ny, sdo linearmente dependentes. Por defini-

céo, existem constantese 3, ndo nulas simultaneamente, tais que
aziy + Bray =0, (3.11)
paratodo @ € Ny. Em particular, fazendo= ng et = ng + 1, vem,

AT, + Bxgmo =0 (3.12)

Oé.TLno_H + Bx2,n0+1 = 0. (313)

O sistema formado pelas duas equacdes, (3.12) e (3.13)yipwsa solucdo nao trivial,
se e somente se, 0 seu determinante for zero. Este detetenéaual alV/(n,). Como o
valor n,, foi escolhido arbitariamente, provamos assim quézsg) , (z2,,), n € Ny, forem
linearmente dependentes ent&dt) = 0, para todad € Nj. O

Teorema3.5. Seja(z,,,), n € Ny, uma solugédo particular da equagéo as diferencas
Tpio = ApTpy1 + bnxn +cn, € No, (314)

e (znn), n € Ny, a solugéo geral da equacédo homogénea associada a (3.189, &solu-
cao geral da equacéo (3.14),,), n € Ny, obtém-se somando a solugcéo geral da equagéo

homogénea associada a (3.14),,,), com a solucéo particular, ,,), ou seja,

Tn = Thn + Tpny, N E N0-
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DemonstracdoPor(z,,) ser uma solucéo particular de (3.14), vem que,
Tpnt2 = QnTpnt1 + 0nTpn + cp, 1 € Ny, (3.15)
Como(zy,,,) € a solucéo geral da equagcdo homogénea associada a (3rich giae,
Thnt2 = OpThnt1 + bpZhn, 1 € No. (3.16)
Somando, membro a membro, as equacdes (3.15) e (3.16), pamsosc N,

Thn+2 + Tpn+2 =AnThn+1 + bnxh,n + ApTp n41 + bnxp,n + ¢y

:a'n(xh,n-i-l + xp,n-i—l) + bn(xh,n + xp,n) + Cp. (317)

A igualdade (3.17) e o teorema 3.1, permitem-nos conclengu= xy ,, + =, , € a solugao
geral de (3.14). O

Os teoremas 3.3 e 3.5 permitem-nos concluir que a solucabdg(3.1), se obtém de-
terminando duas solucdes linearmente independentes @@d&nhomogénea que lhe esta
associada,z; ) € (z2.,), n € Ny, € achando uma solugéo particular, ,,), n € Ny, de (3.1).
Temos assim, que a solucéo geral de (3.1), € da forma,

Tp = C1T1 + CoTan + Tpn, N € N07

em quec; e ¢, Sao constantes arbitrarias.

3.2 Equacobes as diferencas lineares de segunda ordem com
coeficientes constantes

Nesta seccdo, estudaremos as solu¢des da equacéo (3.4309&8m que as sucessdes),

(bn) € (cn), n € Ny, s@o constantes, conhecidos os valores inigigi® =, 11, 7, € No.
Assim, a equacao (3.1), escrever-se-a na forma
Tpio = ATpy1 + bz, + ¢, n € Ny, (3.18)

coma, b e c constantes reaiste# 0.

Como vimos no teorema 3.5, para determinarmos a solucaldgezquacéo (3.18), deve-

remos comecar por determinar a solucédo geral da equacada@pBoprwque Ihe esta associada.
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Assim, iniciaremos 0 nosso estudo, pela determinacdo da&mberal das equacdes as dife-

rencas de segunda ordem do tipo,
Tpio = QTpi1 + bxru ne No, (319)

coma e b constantes reaiste# 0. Para isso, vamos supor que as solucdes de (3.19) séo da

formar*, comr € C ek € N. Substituindo em (3.19), teremos,

R = @kt bk o k(12 —ar — b) = 0. (3.20)

Observando (3.20), verificamos que,sé 0, r* é solucéo de (3.19), se e somenterse,
for raiz do polinébmior? — ar — b. Este polinébmio é chamadmlinémio carateristico As
solucdes da equacéd — ar — b = 0 dependem do sinal do biném%é +D.

Teorema3.6. Consideremos a equacao homogénea de segunda ordem coneteficons-
tantes,
Tnio = ATpy1 + bx,, n € Np. (3.21)

a? . a a? a a’® . . L
1. SGZ +b > 0 entaor; = §+ T +bery = s V7T + b sao as raizes do polinébmio

carateristico associado a (3.21) e a solucédo geral de @ddda por,, = 17} + corl;
2

2. Seaz + b = 0 entdo a raiz do polinébmio carateristico associado a (3.219:ég ea

solucéo geral de (3.21)26, = c1r™ + conr™;

2
3. Seaz + b < 0 entdo o polinémio carateristico associado a (3.21) adnoides daizes

complexas e a solucdo geral de (3.21) é dadaper p"(cicos(nd)+ casin(nd)), onde

p=+/—becos(d) = ZL\/I;'

Em qualquer um dos casas,e ¢, representam constantes reais.

Demonstracdo. 1. Se% + b > 0, o polinébmio carateristico associado a equacéao (3.21)

admite duas raizes reais distintas= 2 + /% +ber, = 2 — /% +b. Pelo que ja
foi referido, tal acontece, se e somentergee v, n € Ny, forem solugdes de (3.21).

Resta provar que tais solu¢cfes sdo linearmente indepesdent

Consideremos o determinante de Casorati pafd, der} er}, n € Ny. Temos,

r0 0 1 1 | a2
W(O): ! 2 = :7“2—7’1:2 a——|—b
T% 7’% r T 4
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Como estamos a supéjj2C + b > 0 temos quel (0) # 0 e logo, pelo teorema 3.4
podemos concluir quey ey, n € Ny, so duas solugdes linearmente independentes
de (3.21). O teorema 3.3 permite-nos concluir gye= ¢, + corly € a solugéo geral

de (3.21), como pretendido.

. 2 . . .z . , g
. Consideremos o caso em gie+ b = 0. Isso significa que o polinémio carateristico

associado a equagao (3.21), tem uma raiz dupag. Assim, a sucessad, n € Ny,

é solugdo de (3.21). Logo, temos
"2 = ar™ 4 b n € Np. (3.22)

Provemos quer™, n € Ny, € também solugéo de (3.21). Se multiplicarmos ambos os

membros da equacao (3.22) pgrteremos:
nr™ % = anr™™ 4+ bnr™, n € Ny, (3.23)

Comor = ¢, vem2r = a e logo,

N

2r"t2 = qr™tt n € N, (3.24)
Somando, membro a membro, as equacdes (3.23) e (3.24), pamzaosc Ny:
(n+2)r"" =a(n + 1)r"* + bnr™, n € Ny. (3.25)

A igualdade (3.25) permite-nos concluir que®, n € Ny, € solucdo de (3.21). Prove-
mos quer™ enr™, n € Ny, sao duas solugdes linearmente independentes de (3.21). O

determinante de Casorati para: 0, der™ enr™, n € Ny é:

W (0) = = —yr=2
T T T T 2
Como estamos a supor qluet 0 e que‘ﬁl—2+b = 0, temos forgosamente+# 0 e podemos

concluir, de forma analoga ao que ja foi referido no ponto staldemonstracao, que

x, = 1™ 4 conr™ € a solugdo geral de (3.21), como se queria demonstrar.

. Se“4—2 + b < 0, o polinbmio carateristico associado a (3.21) admite dafzes

complexasrg er,, € temos:

a2
—+0b
4+

a .
ery=——1

—+b
5 +

a .
T3:——|—Z 1

2

a? ‘

20
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Podemos escrever, por exemplona forma trigonométrica e fazendo,

teremos:
rs = plcos(0) + isin(0)].

Como ja foi referidoy = p™ [cos(nd) + isin(nd)] € uma solugdo de (3.21). Como tal,
7 satisfaz a equacao (3.21) e tem-se:
P2 (cos [(n + 2)0] + isin [(n + 2)]) = (3.26)

ap" ™ (cos [(n + 1)0] + isin [(n + 1)0]) + bp" [cos(nf) + isin(nd)] .

A igualdade (3.26) verifica-se, se e somente se,

" cos[(n + 2)0] = ap"ttcos|(n + 1)0] + bp"cos(nd), (3.27)

p"2sin[(n + 2)0] = ap" T sin[(n 4+ 1)8] + bp"sin(nf). (3.28)

As equagles (3.27) e (3.28) permitem-nos concluir gues(nf) e p"sin(nd) séo
solugBes de (3.21). O determinante de Casoratipard, de p"cos(nd) e p"sin(nb),
n € Np, é:

wo=| o= psine) =
pcos(0)  psin(0) g

0,2

“ 40
Conclui-se, como pretendido, qu&cos(nfd) e p"sin(nf) sdo duas solugdes linear-
mente independentes de (3.21) e que,= p"(cicos(nf) + cosin(nh)), é a solugdo
geral de (3.21) s& +b < 0.

Exemplo 3.2.1 O Problema dos Coelhos e a Sucesséo de Fibonacci

O Problema dos Coelhosurgiu pela primeira vez num livro acerca do abddber abaci

escrito em 1202 pelo matematico italiano Leonardo di Pisahecido usualmente por Fibo-

nacci.

Este € um dos problemas conhecidos mais antigos relaci@oadama sucessao definida

recursivamente. O problema consiste em descobrir o nuneerasais de coelhos que existem
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ao fim de um ano, sabendo que no inicio existe apenas um casatities e que, cada casal

quando atinge a maioridade aos dois meses, da a luz um n@lgpoasada més que passa.

Designemos poF’ o numero total de casais de coelhos que existem ao fimrdeses.
Respeitando as condi¢des que ja foram enunciadas, tempapfissum més do nascimento
do primeiro casal de coelhos, este casal ainda ndo deu anhzmmecasal novo de coelhos
e, logo,F, = 1 e F, = 1. Passados dois meses, nasce um novo casal de coelhos e o total
de casais de coelhos que existem passa a ser dois e tBm=se. No terceiro més, o casal
mais velho da a luz um novo casal de coelhos e iém; 3. Ao quarto més, sdo pais os dois
coelhos mais velhos e aqueles que nasceram ha dois mesés ef4ss 5. Por cada més
que passa, 0 numero total de pares de coelhos que existadm-ebtsomando o numero de
casais de coelhos que existiam no més anterior com um nuragrarels de coelhos igual aos
que estdo em condic¢des de procriar. Como o numero de paresltdes que podem dar a luz
€ igual ao numero de pares de coelhos cuja idade é superiguala dois meses, temos que
esse numero € igual ao numero de coelhos que existiam ha dsesmAssim, o numero de
casais de coelhos que existem num certo més é a soma do nlenegieais de coelhos que
existiam no més anterior com o numero de casais de coelhosxigiEm dois meses antes.

Logo, poderemos escrever:

F

n+2

=r

n+1

+F, ,neNy comF, =1leF, =1. (3.29)

Trata-se de uma equacao as diferencas linear homogénegutelaeordem com coefi-

cientes constantes e cujo polinémio carateristig@ & f — 1. Calculemos as raizes deste

polinébmio:
14++v5
fPef-1=0&f= QI.
Utilizando o teorema 3.6, a solucéo geral de (3.29) é
1 ! 1-v5)
F =c ( +2\/5> +c, ( 2\/3> 6,6 €R. (3.30)

Para descobrirmos os valores das constantes, utilizaremos as condigdes inicial§ =
leF, =1. PorF, =1e usando (3.30) vem:

0 0
1 1-
1:cl< +\/5> —i—cz< \/§> Sl=c +c,&1-c,=c. (3.31)

2 2
Usando as equacdes (3.30), (3.31) e o« 1, temos:

1= (1—02)<1+2\/5> +02<1_2\/3> S, = \/257\/_51
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Substituinda:, em (3.31), vem
L _VEl
1 2\/3 .

Assim, para as condi¢des iniciais consideradas, a equac® (omara a forma:

F_¢@4(Hw@y;ﬁblc—¢3"_i«?+ﬁﬁwl1(?—&?“{

" 25 2 2v/5 2 B\ 2 VB 2
A resposta a®roblema dos Coelhasolocado por Fibonacci é o valor d€, e é dada por:
13 13
1 (1 1 (11—
%:—@iﬁ E— V5 — 233. (3.32)
Va2 Vo 2

Como tal, respeitando as condi¢des descritas, ao fim de urxastddo233 casais de
coelhos. A sucesséo que € solucdo deste problema € chautasado de Fibonaceias suas

aplicacdes sdo inumeras em Matematica e em outras Ciéncias.
Exemplo 3.2.2 Strings de bits com uma certa propriedade

Uma string de bits € uma cadeia de algarismos com um certo comprimento em que 0S
algarismos s6 podem tomar os valofesu 1. Exemplos destringsde bits s&0000101010
e 11100. Em Ciéncias da Computagdo é muitas vezes necessario descollimero de
stringsdebitsque satisfazem uma certa propriedade e para resolverneafEsde problemas
podemos recorrer as equacoes as diferencas.

Suponhamos que queremos descobrir quasitagysde bits de comprimenta n&o con-
tém a stringl1 e designe-se pd¥, o numero destringsde bits que estdo nessas condicdes.

Existe apenas umstring de bits de comprimentd), a string vazia, que obviamente n&o
contém astring 11 e, assim,S, = 1. As stringsde bits de comprimentd s&o,1 e 0, e
nenhuma delas conténstring 11. Temos assim$, = 2. Se considerarmos a&ingsdebits
de compriment@ teremos00, 01, 10 e 11. Trés dessastringsnéo contém atring 11 e vem,
S, =3.

Analisemos o0 que acontece comsisngsde bits de um certo comprimento, S, que
satisfazem a propriedade ja mencionada. Cada umatdags de bits ou comecara pelo
algarismo0 ou principiara pelo algarismb. Se astring de bits comecar pelo algarismoe
nao contiver astring 11 entéo isso significa que as— 1 algarismos a direita do primeirfb

nao contém &tring 11, ou seja, 0 numero deringsdebits de comprimenta que comecam
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por( e que ndo contémsring 11 é igual ao numero detringsdebitsde comprimenta — 1

que ndo contémstring11, S _,.

Por outro lado, se considerarmossasngsdebits de comprimenta que comegam par
e que satisfazem a propriedade enunciada, descobrimosacaelps ndo conterems#ring
11, o segundo algarismo nao pode $a¥ osn — 2 algarismos a direita dos dois algarismos
iniciais também nao poderéo contestang 11. Isso significa que o nimero d&ingsdebits
de comprimento: que comegam por e que ndo contém string 11 é igual ao numero de

stringsdebits de comprimenta — 2 que ndo contém string 11, ou seja, € o valor d€, .

Isso permite-nos escrever a equacgao as diferencas linewgémea de segunda ordem

com coeficientes constantes:

S .,=5

n+1

+5,,neNy, comS, =1eS, =2. (3.33)

Repare-se que esta equacao € andloga a equacéo que tméuaidema dos Coelhos
a equacao (3.29) apresentada no exemplo anterior, mudpetasas condi¢des iniciais.
Assim, no presente problema o valor do termo de ordl&® e no problema apresentado no

exemplo anterior o termo de ordeing 1.

Como tal, usando a solug&o geral obtida em (3.30) temos:

145 VAR
S = cl< +2f> —0—02< 2\[> L ce, R (3.34)
As condigOes iniciai$, = 1 eS| = 2 permitem-nos descobrif ec,. Temos:c, = \fj;’
ec, = \ﬁ/_;

A solucao do nosso problema é:

Sn:5+1?5\/3<1+\/5> +5—3\/5<1—\/5> |

2 10 2

Exemplo 3.2.3 Dizimas infinitas periodicas

Ao estarmos perante uma dizima infinita periddica cujo plergeja um nimero superior
ou igual al0 e inferior ou igual a9, poderemos escrever uma equacado as diferencas de
segunda ordem linear homogénea de coeficientes constaatasiescobrir qual o algarismo

gue se encontra naésima casa decimal desse numero.
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Consideremos, por exemplo, o nl]m%goque pode ser representado pela dizima infinita
periodica0, 121212... = 0, (12) e cujo periodo 2. Representemos pef, o algarismo que
se encontra na-ésima casa decimal c% O algarismo gque se encontra na primeira casa
decimal €l e logo,A, = 1. A segunda casa decimabRée temosA, = 2. Por outro lado,
o algarismo que ocupa uma certa casa decimal é igual aossigagque ocupa duas casas

decimais a esquerda, ou seja:

A=A, neN. (3.35)

n+2 nJ

A igualdade (3.35) € uma equacéao as diferencas de segunela di@nogénea com coefi-
cientes constantes e o polindmio carateristico que lheasstaciado &> — 1. As raizes
deste polindmio s@e-1 e 1 e a solugdo geral de (3.35)42 = ¢, + ¢,(—1)", ¢,,¢c, € R.
ComoA, =1ed, =2vem,¢, = 3 ec, = 5. Assim, a solugdo da equacéo (3.35) é
A, = 3 4 (1) para as condicdes iniciais consideradas.

Como ja foi referido no teorema 3.5, para obtermos a solueéa ge uma equacéo as
diferencas linear de segunda ordem completa, deveremas smulucao geral da equacao as
diferencas linear de segunda ordem homogénea que lhe sstéaas, uma solucao particular
dessa mesma equacdo. Assim, na determinacéo da solucBdegenaa equacao as diferen-
cas lineares de segunda ordem completa com coeficientesuctassfalta-nos descobrir uma

solucéo particular de uma equacao deste tipo.

Consideremos entdo uma equacéo as diferencas linear dedaegrdem completa com
coeficientes constantes do tipo:

Tpio = ATyl + bxy, + C. (3.36)

Poderemos procurar uma solucéo particular desta equagag, n € Ny, que seja uma
sucessao constante. Designemos essa solucde. poesse caso, por substituicdo em (3.36)

teremos:

P=aP+bP +c. (3.37)

De (3.37) verificamos que, se- a — b # 0, entéo:

c
Tppy = ————
b l—a—0

(3.38)

€ uma solucao particular de (3.36).
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Sel —a — b = 0, tentemos encontrar uma solugéo particulay,,), n € Ny, da forma

nP, n € Ny, em queP representa uma constante real. Substituindo em (3.36) vem:
(n+2)P=an+1)P+mP+c<n(l—a—b)P+2P —aP =c.

Como estamos a supdr- a — b = 0, podemos concluir que neste caso tere@¥s- aP = ¢
e, parae # 2,vira P = QL e uma solucao particular de (3.36) é
—a
¢ eN (3.39)
LTpp=—""N,MN . .
p 2—a 0
Consideremos agora o caso em quer—b = 0 ea = 2. Tentemos descobrir uma solugéo

particular,(z,,), n € Ny, da formaPn?, n € Ny, em queP representa uma constante real.
Utilizando (3.36) temos:

(n+2)°P =a(n+1)>P+b*P +c < Pn*(1 —a—b) + Pn(4 —2a) — P(4—a) =c.

C . ~
Pora =2el —a—0b=0,temosP = 3" Neste caso, poderemos considerar como solugéo

particular,
C

Tpp = 5712, n € Np. (3.40)

Por exemplo, em [16] podemos ver como se determinam solygdésulares de outros

tipos de equacdes as diferencas completas.

Exemplo 3.2.4 O modelo de crescimento do multiplicador-acelerador

O modelo do crescimento do rendimento “multiplicador-aor” tem vindo a ser estu-
dado por muitos economistas, tendo sido apresentado peleifa vez pelo economista Paul
Samuelson (1915-2009). Designemos por:

e Y, 0 Rendimento Nacional no periodo
e (,, 0 Consumo Privado no periodo

e [,, 0 Investimento Total no periodg n € Nj.

Este modelo afirma que o Rendimento Nacional no perioolotém-se, somando o Consumo

Privado com o Investimento Total no periodoPodemos assim escrever:

Y, = Cyp+ I, n € N, (3.41)
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Além disso, este modelo assume que o Consumo Privado nalperie 1 € proporcional
ao Rendimento Nacional obtido no periodo Representemos paro valor dapropensao
marginal do consumoremos:

Cpi1 = aYy,, n € Ny. (3.42)

As equacoes (3.41) e (3.42) constituem a parte do “muléigbc” do modelo.
O modelo também afirma que o investimento no periodal é fungdo linear da variacao
do consumo no periodo anterior. Logo, existeme R que verificam:

In+1 = C(Cn+1 - Cn) + b, n e NQ. (343)

A constante: designa-se pocoeficiente de aceleracda constanté € o valor dolnvesti-
mento autbnomaO valore(C,, 1 — C,,) representa tnvestimento induzidA equagéo (3.43)
constitui a parte do “acelerador” do modelo, permitindg-noncluir que o investimento in-
duzido depende da variagdo do consumo.

Como as equacdes (3.41), (3.42) e (3.43) sdo validaspa &, poderemos escrever:

Yiro = Chga + Inyo, (3.44)
Cn+2 == aYn+1, (345)
Lo = c(Chyn — Cpyn) + 0. (3.46)

Substituindo (3.42) e (3.45) na equacéao (3.46), vem:
Inio=ac(Yy1 —Y,)+0. (3.47)
Por substituicéo de (3.47) e de (3.45) na equacéo (3.449stem
Yiio=aY,1+ac(Yo —Y,) +be Y, =a(l+ )Y, —acY, +b. (3.48)

A equacdo (3.48) é uma equacdo as diferencas de segunda lomdamcom coeficientes
constantes completa. Para determinarmos a sua solucdptgeras de somar uma solucao
particular de (3.48) com a solucao geral da equacdo homaggreehe esta associada, sendo

esta ultima:
Yoo = a(l+ )Y, — acy,. (3.49)
Por (3.38) temos que, $e- a(1 + ¢) 4 ac for ndo nulo, ou seja, se— « for diferente de zero,

~ b ~ .
entaoy), , = i—a € uma solugéo particular de (3.48). Be a = 0e2 — a — ac # 0, por
—a
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(3.39), temos que a solugéo particular de (3.48) g = n, n € Ng. No caso em

2—a—ac
quel —a =0e2 —a— ac = 0, uma solucéo particular de (3.48) séfg, = gnQ, n € Ny,
pelo que foi referido em (3.40).

Resta-nos descobrir a soluc¢éo geral da equacao homog&oesda a (3.48). Descubra-
mos as raizes do polinémio carateristico de (3.49):

a(l+c) £ /a2(1+c)? — 4ac.

r—a(l+c)r+ac=0er= 5

(3.50)

Pelo teorema 3.6 (pagina 19) verificamos que a solucéo geréd.d9) e as raizes de
(3.50) dependem do sinal de*(1 + ¢)? — 4ac). Apresentamos em seguida um caso par-
ticular, retirado de [19]. Consideremos um modelo econoreim equilibrio num determi-
nado periodo, tomando como valor inicial para as trés vaisalo modelo, o zero. Temos:
Yy =0, Iy = 0eCy = 0. Suponhamos gue o Investimento autonomo6@ que a propensao
marginal para o consumaolés e que o coeficiente de acelera¢dth ®escubramos o modelo

que traduz o Rendimento Nacion#],. Usando (3.48), vem:
Yigo = 3,2Y, 41 — 2,4Y,, + 100. (3.51)

A equacdo homogénea associada a (3.51).¢ = 3,2Y,,.1 — 2,4Y,, e o polindbmio carate-

ristico associado a esta equacad é 3, 2r + 2, 4, cujas raizes sdo= 1,2 er = 2.

Como o valora da propensédo marginal para o consumo € diferente de zeros tgue,

100
= 500.
1-0,8

Assim, pelos teoremas 3.5 e 3.6, concluimos que a solucabdpe(3.51) é:

uma solugéo particular de (3.51)g,, =

Y, =c1 x 1,2" + ¢y x 2" + 500, c1,¢60 € R, n € Ny. (3.52)

Para o nosso modelo, sabemos dye= 0, [, = 0 ey, = 0. Logo, usando (3.42), vem
C, = 0. Por outro lado, usando (3.43), concluimos due= 100. Assim, usando (3.41)
concluimos qué&’; = C; + I; = 100. Os valores;, = 0 eY; = 100 permitem-nos descobrir

os valores de; e dec, na equacao (3.52). Temos entdo= —750 ec, = 250.

Assim, o modelo que traduz o Rendimento Nacional nas coesdigeridas é:

Y, = =750 x 1,2" + 250 x 2" + 500, n € Nj.
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Capitulo 4

O problema da ruina do jogador

Neste capitulo, faremos uma sintese histérica relativaolugdo dos jogos ditos de azar e
a sua estreita relacdo com a origem das Probabilidades. @iEso, falaremos de alguns
problemas histéricos do Calculo das Probabilidades, pnoh$ esses, relacionados muitas
vezes com jogos de dados ou de cartas e que permitiram a ggoedesenvolvimento da

Teoria das Probabilidades.

Um desses problemas foiRroblema da Ruina do Jogadgproposto pela primeira vez
por Blaise Pascal a Fermat, por volta de 1654. Apresenta@sm@rimeiras versdes deste
problema e os métodos de resolucao que, Fermat, Pascal emuggderdo ter seguido, ja
que, embora se saiba que estes mateméaticos chegaram o stat#@ deste problema, ndo

existem documentos que apresentem a sua resolucao campleta

Determinaremos solucdes exatas do problema da ruina digogem recurso a modela-
céo através de equacdes as diferencas e faremos um estudivadepoobabilidades que |he
possam ser associadas. Estudaremos, por exemplo, o cas@amg das fortunas € ilimi-
tada, a probabilidade de um jogo nunca terminar ou o efeikoogealor do montante inicial

pode provocar na probabilidade de um determinado jogacmeveim jogo da ruina.
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O problema da ruina do jogador

4.1 Os jogos de azar, a origem das Probabilidades e o pro-

blema da ruina do jogador

Nas escavacdes em tumulos pré-histéricos € comum encgumitaras ossadas, pequenas
quantidades de pedras de diferentes cores que poderiaincseno moeda, para contar ou
até serem as pecas de um jogo de azar. Usualmente, sao tamdx@mtrados astragalos de
animais, 0ssos que ligam os pés aos tornozelos. Supde-ESipse0ssos teriam a mesma
finalidade das pedras coloridas que sdo encontradas. Nu@meativamente as civilizacbes
babilonica, grega, egipcia ou romana, as finalidades daagtfio dos astragalos ndo sdo uma
mera conjetura, estdo devidamente documentadas. Estes psavam 0 0SSO COMO uma
forma primitiva de dado em muitos dos seus jogos. Alias, imsgiros dados de forma cubica

que foram encontrados, foram feitos mais tarde, a partisdesode animais [14].

Os jogos faziam parte da vida quotidiana das civiliza¢cOesidas, servindo para a ocu-
pacao de tempos livres e entretenimento. No inicio da esti¢co uso de jogos de tabuleiro,
de dados, de astragalos ou de outras pecas era vulgar. Aleletantagem estava firmemente
estabelecida mas nao a ideia de conceito de nimero, comtaasnos hoje, muito menos,

a nocédo do acaso e de aleatoriedade [14, p.12].

Os resultados desses jogos eram atribuidos aos deusesas veaes, 0s instrumentos dos
jogos de azar serviam também para rituais de adivinhacééacta, fez surgir a necessidade
de listar todos 0s possiveis resultados que surgem, pormpdxequando se langam simulta-
neamente trés dados e de associar a cada um desses resuitaaaketerminada profecia.
No entanto, Cicero (106 a.C.-43 a.C.), na sua d@weDivinationecomeca a questionar se
0s resultados de um jogo de azar ou de um ritual de adivinhae&mn mesmo influenciados

pelos deuses ou serdo apenas fruto do acaso. David [14fdaiGicero, refere:

Nothing is so unpredictable as a throw of the dice, and yetyeren who
plays often will at some time or other make a venus-cast: nosvtaen indeed
he will make it twice and even thrice in sucession. Are wegtorbe so feeble-
minded then as to aver that such a thing happened by the pargdarvention
of Venus rather than by pure luck?4, p.25]

Com a queda do Império Romano do Ocidente e 0 desenvolvinden@ristianismo, o

conceito do acaso foi fortemente rejeitado na Europa, pdis ¢ra controlado por Deus.
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A Idade Média correspondeu a um periodo de estagnacao emwstderdesenvolvimento
matematico na Europa Ocidental, e a um forte periodo de dals@nento na cultura Arabe.
N&o existem registos de métodos probabilistas durantede ldi@&dia e a Igreja era contra os

jogos de azar porque 0s associava aos rituais pagaos dehedido.

Em 960 d.C., o Bispo Wibold de Cambrai, enumerou corretagnasit6 resultados possi-
veis, a menos de uma permutacao, aquando do langcamediedi®s cubicos numerados de
1 a6, e no poema em latim, presumivelmente do século Xid,Vetula séo listados 0316

resultados possiveis dessa mesma experiéncia aleatbyria 33].

Em 1350 d.C., surgiu mais um instrumento que permitiu o ded@mento, tanto dos
jogos de azar como dos rituais de adivinhagao, o baralhortlesc®asta pensarmos na sua
utilizacdo nos nossos dias, em jogos do quotidiano e nancartcia. No entanto, 0S jogos
predominantes continuavam a ser 0s jogos de dados e sd@e$3g8s que estdo associados

ao aparecimento dos primeiros métodos probabilistas.

O florescimento dos jogos de azar durante os séculos XV e XA/tden que os mate-
méticos comegassem a pensar na no¢do do acaso e na sudigadsilsie matematizacao.
Assim, em 1526, surge o primeiro texto sobre esta tematibar de Ludo Aleagescrito por
Girolamo Cardano (1501-1576). No entanto, esta obra sa paklicada pela primeira vez
em 1663. Nesse livro, 0 autor que era um inveterado jogaelog, consideragbes morais e
apresenta alguns resultados tedricos sobre 0s jogos de ealdoconselhos praticos aos pos-
siveis jogadores. A teoria é apresentada com base em exempale solucdes dos problemas
séo obtidas pelo método de tentativa e erro, sendo refdedasas respostas certas como as
incorretas. Existem, no entanto, alguns problemas que pr&sentam uma solugéo correta
[21, p.38].

Galileu Galilei (1564-1642) escrevetppra le Scoperte dei Dadum texto em que o
matematico, fisico e astronomo, justifica o facto de ser prangavel obter a somg) do que
a somay, quando se efetua a adicdo dos pontos das faces que ficamtagotara cima, ao
serem lancados trés dados cubicos numeraddsadé Este texto foi escrito entre 1613 e
1623 e pretendeu dar resposta a um problema que lhe tinhed@@do por um amigo, que
tinha verificado que existiam tantas maneiras de obter a Samomo as de obter a soné,
utilizando trés numeros dea 6. No entanto, ao lancar trés dados, esse amigo verificava que
a somal0 saia mais vezes do que a soma trabalho de Galileu sé foi publicado em 1718

e nele, o autor lista d&16 casos possiveis e mostra (fedesses casos perfazem a sdia
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e apenag5 deles totalizam um valor de soma igudl.a

A origem real da Teoria das Probabilidades esta relaciooawfiaa correspondéncia, em
1654, entre Blaise Pascal (1623-1662) e Pierre de Ferm@il{1665), impulsionada pe-
los problemas propostos por Antoine Gombaud, também calthpor Cavaleiro De Mére,
famoso jogador profissional da época. As sete cartas catasecjue compdem a correspon-
déncia entre estes dois matematicos, contém essencialimtarnacdes acerca daquele que
€ conhecido como problema da divisdo da apostau oproblema dos pontegroposto por
Méré. No problema séo referidos dois jogadores que possadmum32 pistolas e que
jogam um determinado jogo, no qual é declarado vencedoleque primeiro perfizeB
pontos, ficando nesse caso, o jogador vencedor com o tagdlglstolas. Pretende-se desco-
brir a maneira como se deve repartir de forma equitativasslps, caso o jogo, por alguma
razdo, tenha de terminar antes que qualquer um dos jogaeoies obtido 08 pontos. A
solucéo do referido problema, bem como dois resultados geags, podem ser econtradas
em Todhunter [47, p.9-10].

Nestas cartas entre Pascal e Fermat, que s0 viriam a secqudgiem 1679, encontramos
também referéncias ao que hoje conhecemos cmaagulo de Pascaé ao que atualmente
chamamos d€4&lculo CombinatérioEm 1654, Pascal escrevéraité du triangle arithméti-
que o tratado que apresentava as principais propriedadésatgulo de Pascaias que so

viria a ser publicado em 1665.

Pascal e Fermat trocaram também informacdes acerca de bhempeoque passou a ser
conhecido como @roblema da ruina do jogadorNa carta que Carcavi (1600-1684) dirige
a Huygens (1629-1695), em 28 de Setembro de 1656, este ni@medere um problema
que Pascal teria enviado a Fermat e que dizia ser mais djtieitodos os que ja Ihe havia

colocado.

O problema é o seguinte: dois jogadordse B, efetuam um jogo lancando trés dados
(sendo o dado langcado por uma terceira pessoa). O jogaddtera um ponto se perfizer
uma soma dé1 pontos no lancamento déslados e se 0 seu parceiBonéo tiver quaisquer
pontos. Caso o jogadet obtenha uma soma dé pontos no lancamento dos dados e o seu
adversario tiver uma pontuacdo ndo nula, o jogadlordo vera a sua pontuacdo aumentar
mas serd subtraido um ponto ao jogaBorO jogadorB vera a sua pontuacdo aumentar em
1 unidade se a soma do lancamento 8atados perfizei4 e se 0 seu adversarid, nao

tiver pontuacdo. Caso o jogadBrobtenhal4 pontos e o jogadad tenha um valor ndo nulo
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de pontuacéo, entdo o jogadBrcontinuara com a mesma pontuacao e ao jogadeera
subtraido um ponto. Vencera o jogador que obti2gpontos e pretendia-se descobrir a razao
entre o numero de hipéteses do jogadoe o numero de hipéteses do jogaddwvencer o

jogo.

Por exemplo, se o jogadot tiver 5 pontos e o jogadoB tiver 6 pontos e se, ao serem
langados os trés dados se obtiver a somaldeontos, entdo, o jogadot continuara con®
pontos e o jogadoB passara a tef pontos. No caso do jogadar ter 0 pontos e o jogador
B tiver 6 pontos e se a soma obtida no lancamento dos trés dados, fentdo, o jogadon

continuara conf) pontos e o jogadoB passara a ter pontos.

Carcavi refere que Pascal duvidava que Fermat conseguitseuma solucdo mas Fer-
mat ter-lhe-a enviado uma resposta rapidamente, tendoi®snddematicos chegado a uma

solucao correta usando métodos diferentes [8, p.13].

Na carta que Huygens escreve a Carcavi em 12 de Outubro de HE9$fens refere
um problema equivalente ao que lhe havia sido referido pora®a mas que este considera
mais simples de compreender. Assim, a proposta de Huygdass que ambos os jogadores
continuariam a efetuar partidas com trés dados e a somamosrasi das faces que ficaram
voltadas para cima. O jogader ganharia um ponto sempre que obtivesse a somal de
pontos, ao lancar 03 dados, e o0 jogadoB obteria um ponto ao obter uma soma e
pontos. O vencedor sera o jogador que obtenha uma vantagéth pntos sobre o seu
adversario. Nesta carta, Huygens apresenta também asadlogioblema mas afirma que a

demonstracdo € um pouco longa para ser apresentada nadgsieam

O primeiro livro publicado sobre Calculo de Probabilidad¥sRatiociniis in Ludo Aleae
surgiu em 1657, de Christiaan Huygens. No final desta obratar apresenta problemas
para o leitor resolver, sendo um deles, o problema da ruipagaolor. No entanto, Huygens
nao fez qualquer referéncia a Pascal, o que fez com que aaadéste problema estivesse
muitos anos relacionada com Huygens e ndo com o seu aut@desro, Blaise Pascal. O
verdadeiro autor s6 seria revelado em 1888, com a publicdga@orrespondéncia de Huy-
gens. No entanto, a publicacéo desta correspondénciaeaeondepois da publicacdo de dois
livros, que foram (e séo) obras fundamentais da HistoridPdalsabilidadedHistoire du cal-
cul des probabilités depuis ses origines jusqu’a nos jopos Charles Gouraud em 1848 e
History of the Mathematical Theory of Probability from then€ of Pascal to that of Laplace

por Todhunter em 1865, o que contribuiu para que o nome deaRasttinuasse isolado do

Modelacao e simulacédo — Uma aplicacdo ao problema da ruijeeyddor 33



O problema da ruina do jogador

problema da ruina do jogador [15, p.13-14].

Hald [21] apresenta o problema, como foi proposto por Huggsando esta versao dife-
rente das duas ja referenciadas:

A and B each having@2 counters play with tree dice on the condition that if
11 points are thrown, A gives a counter to B and4fpoints are thrown, B gives
a counter to A and that he wins the play who first has all the tengn Here it is
found that the number of chances of A to that of B is 244 140®282 429 536
481. [21, p.76]

Verificamos assim que nesta veré§ms jogadores comegam o jogo cdmhpontos cada e
gue ganhardo um ponto do seu adversario quando perfizeramaadgd1 ou 14 pontos e que

0 jogo terminara quando um deles ficar sem pontos, quandamfcarna.

Huygens ndo apresenta a resolucao do problema no seu tidioaia solucéo e deixa a
demonstracéo ao cuidado do leitor. Também néo existem dadosa da forma como Pascal
e Fermat conseguiram resolver este problema, sé sabenmsppespondéncia de Carcavi e
Huygens, que utilizaram métodos de resolucao diferentesertanto, Edwards [15], afirma
que, a forma como Fermat e Pascal resolveram o problema idaaliya aposta, na sua cor-
respondéncia em 1654, podera dar-nos indica¢cfes acerceuosetodos de resolucédo do
problema da ruina do jogador. Seguiremos de uma forma mudikinpa o artigo de Edwards
[15], para apresentar as possiveis resolucdes de PastajtreeHuygens.

Pascal introduziu as equacdes as diferencas como processsalucdo de um problema
de Probabilidades e deve ter sido esse, um dos seus prockssesolucdo do problema
da ruina do jogador. Pascal deve ter utilizado o valor edpede ganh@® do jogo para
resolver o problema da ruina do jogador, tal como fez com blgnoa da divisdo da aposta.
Consideremos o problema inicial proposto por Blaise Pa&sdasignemos pat(a, b), o valor
esperado de ganho do jogadbrsabendo que o jogadar tema pontos e o seu adversario
temb pontos e representaremos paerb) a pontuagdo dos jogadordse B nessas condicoes.

(1) Note-se que nesta versdo, o jogador referenciadodpabtém pontuacéo se a soma dos pontos dos 3
dados for 14. No entanto, sem perda de generalidade e tal fmmeferido nas outras duas versdes, iremos

referenciar pord o jogador que obtera pontuagéo se a soma dos pontos dos datibs

@) O valor esperado de Pascal era restrito aos ganhos, istoat &g produto da probbailidade do jogador
vencer o jogo pelo valor do montante em jogo.
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Designe-se pop, a probabilidade do jogadot vencer uma partida e pgr a probabilidade
do jogadorB vencer essa mesma partida. Suponhamos, por converiéroia o total em
jogo é1. Tem-se:
E(a,b) = pE(a+1,b) + qE(a,b+ 1), (4.1)
com,
Blap =] Ple-bseazb =1 F0.12)=0. (4.2)
E(0,b—a) sea<b
Se o jogadorA, por exemplo, conseguir obter uma vantager@lpontos sobre o seu adver-
sério, de certeza que ganhara o0 jogo, pois esse € 0 numeratds pecessario para passar do
resultado que lhe & mais desfavoravel (sem o jogo ter tedojnd, 11), para uma situacéo
em gue é o vencedor do jogd,2, 0). Dado um determinado resultade, b), a vantagem de
pontos que o jogadot precisa de ter sobre 0 seu adversario para vencer o joga)dkges
pontos que tem e dos pontos que o jogadqossui. Assim, para o resultafia b), o jogador
A precisaria de obter uma vantagembde 12 — a pontos para conseguir vencer o jogo, sem
que antes o jogadads consiga obter uma vantagem de- 12 — b pontos. Por exemplo, o
valor esperado de ganho do jogadbguando tend pontos e o seu adversario té&npontos,
E(5,6), €igual ao valor esperado de ganho do jogatisempre que o jogadet tem menos
um ponto que o seu adversarb Tem-se, por exempldy(5,6) = E(6,7) = E(3,4).

De uma forma geral, com b, f € {0, 1,2, ..., 12}, temos:
E(a,b) =E(a+ f,b+f), 0<|f—a| <12 e0<|f—0b] <12. 4.3)

Assim, para determinarmos os valoresiie, b), coma, b, € {0, 1,2, ..., 12}, basta determi-
narmos os valores esperados dos 25 jogos cujos resultam@s 88 (0, 1); (0,2);...;(0;12)

ou (1,0);(2,0);...;(12,0), pois neste conjunto de jogos estdo representados todée-as d
rencgas possiveis entre as pontuacdes dos jogadads.

Limitemos entdo os nossos resultados 2ziogue acabamos de listar e definamos par
o valor esperado de ganho do jogadiosabendo que ao jogadsy, Ihe faltamc pontos para
vencer 0 jogo. Temos:
E(O, 12) = EQ; E(O, 11) = El; ey E(0,0) = Elg;
E(LO) = Elg; E(Q,O) = E14; PN E(12, 0) = E24.

@) Neste caso particular, o valor esperado de ganho do joghédagual & probabilidade de ser o vencedor
do jogo.
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Utilizando (4.1), Pascal tera escrild equacdes corns variaveis e a resolucdo do problema
da ruina do jogador passava por descobrir a solucao,glgpois ambos os jogadores come-

¢cavam o jogo cond pontos. Temos entao:

Ey =0, E\ = pk)+ qk)p,
Ey =pEs +qEh, ..., Fog = pFoy + qla, Loy = 1. (4.4)

Pascal ndo conhecia os métodos para resolver uma equacgderasgas de segunda or-
dem linear homogénea, por isso, Edwards [15], cré que esematco deve ter utilizado um
método similar ao que utilizou para somar poténcias derogge que € possivel encontrar
emTraité du triangle arithmétiquePara isso, a85 equacdes apresentadas em (4.4) séo subs-
tituidas por outras equacgdes equivalentes, de tal formagga@do forem somadas, membro
a membro, alguns dos seus termos se anulardo. Para talycémo= 1, Pascal tera substi-
tuido nas equacdes (4.4); porpFE, + qE1, E5 porpE, + qF5 e assim sucessivamente e tera

reordenado essas equacdes, ficando com:
pky —pEy = qFy — qFy, pEs —pEs = qEy — qFn,
pEs—pEs = qb3 —qEy, ..., pEn —pEy 1 = qEm 1 — qEn, o (4.5)
Ao somarmos as equacdes (4.5), membro a membro, teremosquiagée as diferencas de
primeira ordem homogénea:
pEm — pE1 = qEm-1. (4.6)
A equacao (4.6) pode ser resolvida iterativamente:

EIm:g m—1+E1
p

m—1 m—2 2
= (g) +<g) ++<g) +g+1 El
p p p p
()
p
p
Por £y, = 1 vem:
24
1-— (2 1 — q
1=— N peop=— P (4.8)
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e teremos,

-(3)
Ep=—  efo,1,2,...,24}. (4.9)

24
p

Respondendo a questao colocada por Pascal, temos queg &nazfio nimero de hipé-
teses do jogadaof e o numero de hipdteses do jogaddbganhar o jogo é:

q 12
- (7) !
q 24 q 12
- (1 1t (—)
E12 <p) o p o p12 (4 10)

1—Ey 12 1 12
12 1_<g> 1— y - q
p
O NG
- (5)
p

Ao langarmos3 dados, existemd7 formas diferentes de obtermos a soiriae existem
15 maneiras diferentes de obtermos a sdrhaA solucéo do problema da ruina do jogador,
» . e L 27
apresentada por Pascal, revela o facto do mateméatico néimgdificado a fragaelg, tem-se:

150 094 635 296 999 122 27"
129 746 337 890 625 1512

(4.11)

A complexidade do método utilizado por Pascal podera tadea que este suspeitasse
que Fermat ndo conseguiria obter uma solucéo para o Proljeeniie havia proposto. No
entanto, podera também ter ofuscado uma busca por umagé&sohais simples, como aquela

gue Fermat deve ter encontrado.

A correspondéncia entre Carcavi e Huygens informa-nos guadt seguiu outro cami-
nho. Tal como fez com o Problema dos Pontos, Fermat deve iteegamlo por pensar no
namero maximo de partidas necessario para que o jogo teerdege ter descoberto que o
jogo poderia prosseguir indefinidamente. Em seguida, davanialisado o nimero minimo
de partidas necessario para apurar um jogador e verificaelesge valor erd2. A proba-
bilidade do jogadord vencerl2 partidas consecutivasjg? e a probabilidade do jogaddt
ganharl2 partidas consecutivasg?®. Logo, nesse caso, a razdo entre o nimero de hipéteses
de A vencer e o numero de hipéteses de B ganhar o joﬁé ® jogo mais curto seguinte

demoral4 partidas, um jogador vends} delas e o outro apenas uma delas. Neste caso, 0
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valor da razdo que se pretende calcular é:
12p13q B p12
12pq13 - q12‘

Fermat deve ter observado que, qualquer que seja o niméegartidas que se considere
até que um dos jogadores ganhe o0 jogo, este nimero tem de geo pamero de jogos que
existem com esse numero de partidasm que vence o jogadar é igual ao numero de jogos
comm partidas em que o vencedor € o jogaforLogo, a razao entre o numero de hipoteses

de A vencer e o numero de hipétesesitiganhar o jogo poderia ser escrita como,

12+m512qm712 12

p 2 D
W - F (4.12)

Substituindd® por% e possivelmente utilizando logaritmos, Fermat consegthara solucao
q

do problema da ruina do jogador, tal como |Ihe havia sido mtogeor Pascal.

Como referimos, Huygens, no seu IiMde Ratiociniis in Ludo Aleaedeixa ao cuidado
do leitor a resolucéo da sua versao do problema da ruina ddgogapresentando-lhe apenas
o resultado final. Na carta que Huygens escreveu a CarcavRede Dutubro de 1656, este
matematico refere apenas que usou algebra e o método doegplerado para resolver o
problema, referindo, no entanto, que Blaise Pascal naolificop a fragéo% e apresenta
solucbes de problemas similares, em que a r@z&ﬁsubstituida pof—g ou por}—g, ou em que
0 vencedor € o jogador que obtiviér pontos de avanco.

Em 1676, Huygens descreve um método de resolucéo do prabiema folha cujo titulo
pode ser traduzido para “O ultimo problema proposto em Dediatis; proposto ha algum
tempo por Pascal”. Huygens considera a sua primeira vesgoablema, aquela que néao
foi publicada, em que o vencedor € o jogador que obtém um avd@t2 pontos sobre o
seu adversario. Para resolver o problema, comeca por eesotvidéntico, em que o vence-
dor é aquele que obtém um avanco de dois pontos. Para talgHsigpresenta equacoes

correspondentes ao problema, idénticas as que apresarngamd.5), considerando:

O objetivo é descobrir o valor d&, e Huygens descobre que a solu¢ao do problema, con-
. . 2 , - - ~
siderando um avanco de dois ponto;l%eDe referir, que é nesta resolugéo que encontramos

o primeiro registo da resolucdo de um problema utilizandaliagrama em arvore

38 Modelacao e simulacédo — Uma aplicacdo ao problema daduaijogador



O problema da ruina do jogador

Em seguida, Huygens procura a solucéo para o problema emwguneedor € aquele que
consegue ter um avanco depontos sobre o seu adversario. Conclui que, para o avanco de
4 pontos a solucao d02problema serd o quadrado da solugéotextzopara um avanco de
dois pontos, ou sej Zz))z = f]’—i Os motivos que levaram Huygens a tirar esta conclusao nao
sao claros, pois 0 matematico ndo apresenta uma explica@dorma analoga, Huygens
refere que a solucdo do problema para um avanc® plentos sera o quadrado da solugéo
obtida para um avanco depontos, ou seja, ser%? Assim, para encontrar a solucao do
problema da ruina do jogador, tal e qual, como havia sidogstop com 0 vencedor a ser o
jogador que consiga obter um avancol@epontos, basta encontrar a solu¢cdo do problema
para um avanco depontos e eleva-la a quarta. Huygens consegue concluir qulagis do
problema para um avancgo de trés pontgi’sélogo, a solucao para uma avanco de seis pontos
é (p3¢3)* = p®¢~ e, a solugéo para o problema origindlpég—6)* = p'2¢~'2. Além disso,

Huygens conclui que para um avancordgontos, a solugcéo do problema sgta—".

Entre os textos escritos por Huygens, foi possivel recathpelo seu tipo de letra, uma
solucéo de Johannes Hudde (1628-1704), do problema dadmjngador, em que este mate-
mético resolve por substituicdo as equacdes (4.5), parsos em que 0s jogadores comegam
coml, 2 e3 pontos cada. Jakob Bernoulli (1654-1705) escréMasuConjectandentre 1684 e
1689, obra que s0 viria a ser publicada em 1713, oito anoseagda morte. Nesta obra, Ber-
noulli apresenta a solucdo de Hudde, para os casos em qugao®jes tén2 ou 3 pontos e
generaliza o problema para um avanco.gmntos, apresentando a solugég ", afirmando
que a sua prova podera ser feita por inducdo matematica, dwas apresentando ao leitor.
Esta generalizac&o € inclusivamente justificada de formsal&r pois Bernoulli confunde a
probabilidade de ganhar o jogo, com a probabilidade de ganf@go non-ésimo lanca-
mento dos dados. Bernoulli apresenta também uma solucadoblema da ruina do jogador,
Nno caso em que o jogador comeca canpontos e o jogadaB comeca com pontos:

P —q") (4.13)

q"(p" —q")
Bernoulli ndo apresenta a demonstragéo deste resultadoe@onjectandideixando-a ao
cuidado do leitor. Nao se sabe quem foi o primeiro matematity chegado a esta genera-
lizacdo, se Jakob Bernoulli, se Abraham de Moivre (16674L73icholas Bernoulli, so-
brinho de Jakob Bernoulli, e que preparAts Conjectandpara ser publicado, refere este
resultado numa carta de 1711, dirigida a Montmort (16781740 entanto, este resultado
foi publicado pela primeira vez em 1712, no trat&®Mensura Sortisde De Moivre [15].
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Thatcher [46], explica a demonstracao apresentada por Dedtorefere que esta prova,
apesar de ser muito mais engenhosa e curta, é preteridaagaael resolucao do problema
da ruina do jogador que utiliza equacdes as diferencas.oldrasearmo-nos em Thatcher

[46] e em Hald [21], para apresentarmos a solucao de De Moivre

Imaginemos que o jogadet tem uma pilha den moedas e que o jogad® possui uma
pilha den moedas. Vamos supor que cada moeda dos jogadores tem umidati valor.
Assim, a moeda do fundo da pilha do jogadbwale g a moeda seguinte vagé e, assim
sucessivamente, até chegarmos a moeda do topo, com um ee%i;ér @& moeda do topo da
pilha do jogador3 valeg:i—i, a segunda moeda a contar do topo tem um val(gﬁéée assim

sucessivamente, até chegarmos a moeda do fundo da pilhgatojd que tem um valor de

m—+n

Em cada partida, um jogador apostara a moeda do topo da s@aputiendo ocorrer
dois acontecimentos: perde a partida e a sua pilha passarénamnos uma moeda ou, ganha
a partida e a moeda do seu adversario, passando a estar ngatgpa pilha a moeda que
acabou de ganhar. Repare-se que na primeira partida, cojogaapostara a sua moeda que
tem o valor% e 0 seu adversario apostara a moeda que tem o gﬁa}ér Se o jogadoA
vencer, na partida seguinte usard a moeda de %ﬁlére 0 jogadorB, usara a moeda de valor

qm+2

2. Caso o jogadoH perca a primeira partida, na segunda partida usara a moedadode

qul
p'anl

duas moedas cuja numeragao é consecutiva ha ordem quefmlesida para as duas pilhas.

e 0 seu adversario apostara a moeda de \%&IOEm qualquer partida, serdo apostadas

Mais, se numa partida o jogaddrapostar uma moeda de vagérentéo 0 jogadoB apostara

x+1
a moeda de valof.

Assim, podemos concluir que o valor esperado de ganho ddgogiem cada partida é

x+1 T - .
pgwﬂ — q]% = 0. De forma anéloga, se conclui que o valor esperado de ganjogddor

B em cada partida também é nulo. Como o valor esperado de garjbhgatiorA € igual ao
valor esperado de ganho do jogad®em cada partida, entdo o valor esperado de ganho do
jogo é igual para ambos os jogadores. Representandd @ probabilidade do jogadot

vencer 0 jogo e pdPg, a probabilidade do jogaddt ganhar o jogo, temos:

h [(g)mﬂ T (%)m o |(8) (1) ] ee
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Assumindo qué®, + Pg = 1, vem:

()
Py = 1__<%)m+n.

Nicolas Struyck (1687-1769) publicou em 171&lculation of the Chances in Play, by
means of Arithmetic and Algebra, together with a Treatisd_otteries and InterestNeste

(4.15)

livro, Struyck apresenta solucgdes paragsoblemas propostos por Huygens B Ratioci-
niis in Ludo Aleaes também demonstra alguns resultados, que constituenmedjeagdes dos

5 problemas referenciados. Assim, Struyck é o primeiro matiem a publicar uma prova
completa baseada nas equac0Oes as diferencas, da gegémtivaproblema da ruina do jo-
gador, podendo d&jogadores possuir inicialmente quaisquer quantias deedmhguais ou
diferentes. Apresentamos a solucéo de Struyck referidélalol [21, p.203]. Esta solugéo é
muito similar a possivel resolucdo de Pascal, referida pevatds [15] e ja apresentada na
pagina 36 do presente trabalho.

Suponhamos entdo que o jogador possunoedas e que o jogadd temn moedas
inicialmente. Designemos pefx) o valor esperado de ganho do jogadbguando teme
moedas, pop a probabilidade do jogadot vencer uma partida e pgra probabilidade do
jogador B ganhar uma partida. Temef)) = 0 e novamente por conveniéncia (tal como na
solucédo de Pascal), Struyck consideeow + n) = 1. Podemos escrever a seguinte equagao

as diferencas linear de segunda ordem com coeficientesaotest
e(x) =pe(r+1)+ge(r—1), z=1,2,...,m+n. (4.16)
A equacao (4.16) pode ser escrita na forma:
pe(z+1) = (p+qle(r) — ge(x — 1). (4.17)

Dividindo ambos os membros de (4.17) pdip # 0), teremos:

e(z+1) —e(z) = Lle(r) — e(x — 1)]. (4.18)
P
Desenvolvendo iterativamente o segundo membro de (4.¢8), v
e(z+1) — e(z) = (ﬂ) e(1). (4.19)
P

Utilizando (4.19) e por

e(m) = [e(m) —e(m = V)] + [e(m = 1) —e(m = 2)] + - -- + [e(1) — ¢(0)],
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temos que a probabilidade do jogadovencer o jogo, dada a sua quantia iniciatle moedas,

wzl K ) } ( _) ; (4.20)

Utilizando (4.20) e poe(m + n) = 1, teremos:

e(1) = i (m) = i

m+n e c - m~+n
O
p p

Hald [21] refere que Nicholas Bernoulli numa carta a Montmem Fevereiro de 1711,

e(m), €:

(4.21)

determina a probabilidade de um jogador vencer o jogo asdo@o problema da ruina do
jogador ao fim dex jogos e resolve o problema publicado por Huygens, fazenutete valor
den para infinito. De referir, que o calculo da probabilidade alyoj associado ao problema
da ruina do jogador terminar em exatamenfgartidas deu origem a outro grande problema
da Historia das ProbabilidadesPooblema da Duracéo do Jogo

4.2 Modelacdo do problema da ruina do jogador

Na seccdo anterior vimos varias versdes do problema dadaijogador e algumas formas de
o resolver. A solucéo do problema da ruina do jogador podbéaemser calculada utilizando
equac0es as diferencas lineares de segunda ordem comertefmnstantes. Na elaboracéo

da presente sec¢do baseamo-nos em [18] e [33].

Suponhamos entéo que dois jogadores, B, tém uma certa quantidade de dinheiro, que
pode ou ndo ser igual, e que jogam um jogo dividido em partiflasscada partida, o jogador
A ganha com probabilidade recebendo um euro do jogadBr ou perde com probabilidade
q = 1 — p, pagando um euro ao jogadBr O jogo terminara quando um dos jogadores ficar

sem dinheiro. Pretende-se determinar a probabilidadedi#ejogador ganhar o jogo.

Consideremos qui, representa a probabilidade do jogadbganhar o jogo tendae e
queb representa o montante em euros em posse do jogadeelas condicdes ja enunciadas,
0 jogo terminara quando um dos jogadores tiwver a + b euros. Obviamente, 3e = 0
ter-se-&P, = 0, a € N e seq = 0, teremosP, = 1, a € N. Suponhamos entéo que# 0
eq # 0. Se o0 jogadoi tiver ae e jogar uma partida, podem ocorrer dois acontecimentos

distintos:
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e ganha a partida em causa, com uma probabiligaglica com(a + 1)€ ou,

e perde-a, com uma probabilidade- 1 — p e fica com(a — 1)e.

Estes dois acontecimentos sao disjuntos e, recorrendaoaeria da Probabilidade Total,
temos:

P, = P[ganhar o jogo tende euros e ganhar a proxima partida
+ P[ganhar o jogo tenda euros e perder a proxima partjda
= P[ganhar o jogo tende eurosganhar a proxima partitia
P[ganhar a proxima partitia
P[ganhar o jogo tende eurosperder a proxima partida

P[perder a proxima partidla
Esta equacgéo pode ser escrita nha forma:

P, =pPoy1 +qPu1 &
Poy =P, —iP,  0<a<nO<p<l (4.22)
P P
A equacdo (4.22) é uma equacao as diferencas linear de seguihein homogénea com
coeficientes constantes. Para encontramos a solucao dgieqda?2), temos que descobrir
as raizes do polindmio carateristico associado a essa equacao:

1
7’2——7’+g20(:>pr2—7’+q20.
p

P
Temos entao:

_1=T—dpg _ (p+a) £/ (p+9)* —4pg

r

2p 2p
+ —q)? +ip—
) EVr—a? _ptaElp—d (4.23)
2p 2p

No caso em que # ¢, o polindmio carateristico associado a (4.22) admite daiaes reais,

r=1ler= % Pelo teorema 3.6 (na pagina 19), temos que a solucao gerabl@e é:
Pa:clx1“+02x<g) :cl+02x<g) ,c,00 €R, 0<a<n. (4.24)
p p

Pelas condi¢bes definidas no nosso problema, sabemos qyegaaor A néo tiver di-

nheiro apos um certo numero de partidas jogadas, isso s@nifie 0 jogo ja terminou e que
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0 jogadorA perdeu o jogo. Temos entdo qlig,= 0. Se apds um certo numero de partidas,
0 jogadorA tiver uma quantidade de dinheiro igual a soma do seu dinirégial com o di-
nheiro do seu adversério, tal significa que o jogo acabou e@qogadorA venceu o jogo.
Logo, P, = 1. As condi¢be®, = 0 e P,, = 1 sdo chamadasondi¢des de fronteirdo nosso
problema e, conjuntamente com a solugéo geral (4.24), pmmos descobrir a sua solucéo
particular. Temos assim, para o caso em geq:

¢ 0
q

_ cirt+e x| =] =0
Py=0 1 2 <p)

~ 4
n 1
]P”:l Cl_'_CQX(g) =1 Co=—"—"""F=<n
\ p

Substituindo os valores dg e dec, em (4.24), e lembrando que= a + b, vem:

qa
. —1+<—)
1 1
P, = — Tt >(Q) )

1+<g) —1+<g P —1+<g)

p p p
a b .n

TP h<4<n. (4.25)
qn_pn

No caso em que = ¢, por (4.23), o polindbmio carateristico associado a (4.a@ite

uma raiz duplay = 1. Assim, pelo teorema 3.6, temos que a solucao geral de @.22)
P,=c X1+ acy X 1" =c1 4+ acs, ¢1,c0 €R, 0 <a <n. (4.26)

Utilizando as condi¢fes de fronteifa, = 0 e P,, = 1, podemos determinar o valor dege de

Co.

PO =0 C1 = 0 C1 = 0
& & .
Pnzl c1+nc =1 02:%
Logo, parap = ¢ e por (4.26), vem:
P, = E, 0<a<n. (4.27)
n
Resumindo, considerango# 0 e ¢ # 0, temos conn = a + b:
a 1
atrb P72
P, = , ,0<a<n. (4.28)
q'p’ —p"
n n S€ p# %
q - —Dp
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De forma analoga, poderiamos determinar a probabilidaddp jogadorB vencer o jogo
tendob euros, e viria:

b 1
PR
P, = ,0<a<n. (4.29)
b a n
pq —q
P —q

4.2.1 Probabilidade do jogo da ruina nunca acabar

Os resultados (4.28) e (4.29) permitem-nos concluir queobatilidade do jogo continuar
empatado (sem um vencedor) para sempiedis em qualquer jogo, um dos jogadords,
ou B, é vencedor e, como tal, o jogo terminara com a ruina de uneslgsgadores. De facto,

sep = 0,5 teremos:

b a
P, +P,=— = 1. 4.30
T T At (4.30)
Se considerarmgs## 0, 5, Vira:
a b .n b.a __ .n
P,+P,=2L P [ PT 70 _ (4.31)

Concluimos assim, que em qualquer jogo e para qualquer dalarum dos jogadores4
ou B, vencera com probabilidade igual a um. Notemos, contude,égpiossivel identificar

sequéncias nas quais 0 jogo nunca termina, por exemplouérseg
ABABABAB...,

ondeA significa que a partida foi ganha pelo jogadbe B significa que o jogadad perdeu
a partida. Além desta, muitas outras sequéncias sao peddimatificar, nas quais o jogo nao
terminard. Assim sendo, qual serd a probabilidade de o jogoanterminar?

SejaQ, a probabilidade de o jogo durar indefinidamente quando amga tema eu-
ros. Sep = 0 (ouq = 0) naturalmente o jogo duraré (ou b) partidas e logoQ, = 0.

Consideremos, entdp,# 0 e p # 1. Nestas condi¢cded, pode ser modelado pela equacéo:

Qa = p@a-H + QQa—la 0<a< n, (432)

onde as condi¢des de fronteira $@p = Q,, = 0. Notemos que a equacao acima é igual
a equacao (4.22), utilizada para modelar a probabilidadejdgadorA ganhar o jogolf,),

contudo, as condic¢des de fronteira sdo distintas. Neste aa®lucdo sera

Q.=0, 0<a<n, peo1]. (4.33)
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Deste modo concluimos que a probabilidade de o jogo durargempre € nula (apesar de
existirem muitas sequéncias possiveis onde tal acontece).
4.2.2 Casoem que o jogadoB tem uma fortuna ilimitada

Analisemos agora o que acontece a probabilidade do joghadencer o jogo se 0 seu parceiro

B tiver uma fortuna ilimitaddb — +oc). Neste caso, teremos enféo

N[

0 se p<
P, = , 0<a<n, (4.34)

1_<2) se p>
p

isto é, o jogadorA ira a faléncia com probabilidade 1, ge< % Sep > % 0 jogadorA

N[

continuara a jogar indefinidamente, sem perder, com pridade1 — (g) e ird a faléncia
com probabilidade(%) . Na tabela 4.1 encontramos alguns valore®ggara diferentes

valores de: e dep.

D H01 | .505 | .51 | .525 5D .60 75

a=1 | .004|.020|.039 | .095 | .182 | .333 | .667
a=10 | .039 | .181 | .330 | .632 | .866 | .983 | 1.000
a=20 | .077 | .323 | .551 | .865 | .982 | 1.000 | 1.000
a =100 | .323 | .865 | .982 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000

Tabela 4.1: Probabilidades de o jogo durar para sempre egaduiteq e p, quandoB tem

uma fortuna ilimitadaf — +o0)

4.2.3 Valor esperado de ganho

O resultado (4.28) permite-nos verificar em que condi¢cdesgo da ruina €usto ou
equilibrado, ou seja, se 0 valor esperado de ganho do jogo é nulo. Designentdo por

E(G) o valor esperado de ganho do jogo para o jogatlerpor E(Gp) o valor esperado de

@) As equacdes as diferencas que nos permitiram obter (4.22pjg40 validas, pois uma das condicbes de
fronteira foi retirada e, como tal, a solu¢éo pode nao seraini
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ganho em cada partida para o mesmo jogadd¥otemos que, uma vez que em cada partida o
jogadorA ganha um euro com probabilidagde perde um euro com probabilidage- 1 — p,

o valor esperado de ganho do jogadbem cada partida &(Gp) = p —q = 2p — 1. Se
considerarmog = ¢, verifica-se facilmente que o valor esperado de ganho de antiag

€ zero e, nesse caso, cada partida do jogo da ruina é justisesmas se o jogo sera justo
nestas condic6es. Podem ocorrer duas situacdes, o joggoumilerda ganhab euros do seu
adversario com uma probabilidaglé; ou, perder: euros com probabilidadaéj—b. Assim, o

jogo € justo, pois o valor esperado de ganho do jogo €, indiepéemente dos valores de
b, dado por

Concluimos assim que, se cada partida do jogo da ruina fdibegda, o facto de um jogador
possuir muito mais dinheiro do que o outro ndo tornaré o jayouéha injusto, pois o valor
esperado de ganho de cada jogador continua a ser nulo.

Consideremos agora=# ¢. Neste caso, cada partida do jogo da ruina nao € justa pois o
valor esperado de ganho do jogadon&o é nulo, sendo positivo ge> ¢ e negativo se < g.
O valor esperado de ganho do jogo para o jogatér neste caso, dado por:

a b .n b.a __ .n bb a _ a) _ a(b _ b
B(G) = bV =P P ¢ _ (" —p") —ag*(q’ —p")

(4.35)

Por outro lado, o valor esperado do ganho do jogo € igual a domalor esperado do ganho
de cada partida onde o niumero de termos (isto €, 0 nimero tigagae uma variavel ale-
atoria. Assim sendo, o valor esperado do ganho de um jog® terdsmo sinal que o valor
esperado do ganho de uma partida (uma vez que este é igualemas partidas). Desta
forma, £ (G) = E(Gp) x E,, ondeE, é o valor esperado de partidas até o jogo acabar quando
o jogadorA temae (ver férmula (4.48), deduzida na proxima secc¢ao, na paginaZe facto,
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utilizando (4.35) teremd&:

_ b(a _ a) alb b b(,a _ a
B(q) ~n= WPl np_) — g (¢"—p") _ np iq_ 39) B
q p q p

bl a a
p’(q* —p%) a }
=2p—1) x —
(2p ) 2p—1 q*—p" 2p —1
)" _q
— — q
! L) -
=E(Gp) x E,. (4.36)

Logo, comoE, > 0 para0 < a < n, F(G) terd o mesmo sinal que(Gp). Como estamos
a suporp # % temosE(G) # 0. Concluimos assim que, se cada partida do jogo da ruina do

jogador ndo for justa entdo o jogo também néo sera justo.

Consideremos, sem perda de generalidade, o caso em gque e os dois jogadores

possuem a mesma quantia inicial de dinheire=(b). Temos entéo, por (4.35):

E(G) ap®(q” = p") — aq(¢" —p*)  —a(p” —q°)°

o qn _ pn o q2a _ p2a
P AT a __ a
__a'—¢)  _al"—¢) (4.37)
<pa _ qa) (pa + qa) pa + qa

O resultado (4.37) permite-nos igualmente concluir quesseartidas do jogo n&o forem
justas e ambos os jogadores possuirem a mesma quantia dealinfcial, o valor esperado
de ganho do jogo sera positivo para o jogador que possuir uaia probabilidade de vencer
uma partida do jogo. Resta saber o que deve fazer um jogadndqguesta num jogo em que
as partidas nao lhe sao favoraveis.

4.2.4 Efeito da alteracdo do montante apostado por partida

Pestana & Velosa [33, p.279] efetuaram um estudo acerceedo ab jogo da ruina causado
pela mudanca da aposta em cada partida de meio euro ao in&saague inicialmente
consideramos. Vamos supor que cada partida do jogo é dessfalv@o jogadord, ou seja,

p < q. Designemos pdP; a probabilidade do jogadet vencer o jogo da ruina quando possui

a euros e ele e o0 seu adversario aposiaréntimos em cada partida. Continuamos a supor

5) 3 i a_ _ _n
Na secg¢éo seguinte, provaremos @je= 55 — T-3p [

ay® 1
g)nl},quandq?;é q.
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que o jogador tema euros inicialmente e que a quantia inicial do jogalar deb euros, ou
seja, 0 jogadoHr esta a jogar corda moedas dé&0 céntimos e o jogadaB com 2b moedas
de 50 céntimos. Nestas condigBes podemos escrever a seguirstedeqas diferencgas linear

de segunda ordem homogénea com coeficientes constantes:

1 3 1
P, =pP o5 +qP, o5 a= 3 1, o1 2,...,a+b— 3" (4.38)
As condi¢des de fronteira séity = 0 eP;,, = 1.
A equacao (4.38) pode ser escrita na forma
" Lo Qe
Poros =P, ——Pio5
D
1
fes = — P — TP (4.39)

Podemos entéo consideiy = P,, e teremos:

1
Pogp1 = = Pog — L Pye_y, 2a=1,2,3,...,a+b— 1.
p p

As condicdes de fronteira s@g = P = 0 €Py,40 = P, = 1. Utilizando, (4.28) temos

que a probabilidade do jogaddrvencer o jogo nas condicfes referidas é:

. B q2ap2b o p2n B qapb _|_pn qapb o pn
]P)a —]P)ga = = X
q2n _ p2n qn + pn qn _ pn
¢“p’ +p"
SV, <, (4.40)
q p

pois ¢*p’ < ¢%¢° = ¢" quandop < ¢. O resultado (4.40) permite-nos concluir que quando
uma partida Ihe é desfavoravel, se o jogador apostar menlsich em cada partida, isso fara
diminuir a probabilidade de ele vencer o j§oUtilizando raciocinio analogo, no caso em
quep > ¢, a concluséo seri@’ > P, sendo, neste caso, vantajoso para o jogaddiminuir

0 montante apostado em cada partida. No gasoq, uma vez que, por (4.28F, = .4,
temosP: = P,, ou seja, é indiferente o montante apostado em cada partida.

Exemplo 4.2.1 Roleta americana e roleta europeia

Um dos jogos de azar presentes nos casinos € a roleta. O jogjstecem lancar uma bola
numa roleta que esta dividida num certo numero de seccdesradas e coloridas de verme-

lho, preto ou verde. A roleta europeia contéénsecgdes pretas ou vermelhas numeradas de

©) Apesar de a anélise efetuada ter-se restringido a utilizdedapostas dg0 céntimos, prova-se que a

concluséo é vélida para qualquer valor inferior a um euro.
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1 a 36 e uma secgdo verde com 0 nUMEroA roleta americana contém mais uma secgao
verde numerada cofit). O jogador podera fazer diferentes tipos de apostas, setakfeitas
numa mesa que contém os numeros da roleta, estando os niaéras6 distribuidos em

3 colunas €el2 linhas. O jogador podera apostar em numeros isolados olthes@mnjun-
tos pré-definidos de nimeros, por exemplo, os nimeros de asnaés colunas, 0os numeros
pares ou 0s numeros coloridos a vermelho. Se o jogador agnsegrtar no nimero que
escolheu recebera um prémio correspondente ao tipo deaapesefetuou. Por exemplo, se
apostou apenas num numero e ele saiu naroleta, ficara corhardique apostou e recebera
mais35 vezes o dinheiro que apostou; se apostar num namero pardmaeré contado) e

a bola cair numa sec¢cdo com um numero nestas condi¢cdeser@eaba quantia de dinheiro
igual ao que apostou e mantera a quantia que apostou. Quglgeiseja o tipo de aposta
que efetue o0 jogo nunca € justo, sendo sempre favoravel amcassta verificar que, por
exemplo, no caso de uma apostazdeuros num Unico niamero na roleta europeia, o valor
esperado de ganho;¢ x 35z + 25 x (—z) = —:. Naroleta americana, o jogo é ainda mais
desfavoravel ao jogador e no caso de uma aposta de um eur@mimesro o valor esperado

< X
de ganho e-3.

Suponhamos que um jogador decide ir ao casino jogar na rabeal 00 euros e que
pretende fazé-lo até ficar arruinado ou até ganb@euros. O jogo é favoravel ao casino logo,
conforme previamente concluimos, € mais vantajoso ao wgsdtuar uma Unica aposta de
100 euros. Nesse caso, se apostar, por exemplo, nos numerssgprebabilidade de vencer
a aposta e dé% ~ 0,4864 na roleta europeia e dg ~ 0,4737 na roleta americana. O seu
valor esperado de ganho seré%o ~ —2,70e na roleta europeia e seré% ~ —b,26e na
roleta americana. Na tabela 4.2 apresentamos as prolzaetii,,,, do jogador ganhar os
100 euros que pretende e os valores esperados de gaiiho, para diferentes valores de
apostas, apostando nos nameros pares nas roletas eur@mé&ieana, considerando uma
guantia inicial del00 euros. Constatamos que a medida que o valor de cada apostataum
a probabilidade de ganh&o0 euros vai aumentando, bem como o valor esperado de ganho
de jogo. Além disso, verifica-se que na roleta americanago gosempre mais favoravel ao

casino, independentemente dos valores de cada apostee da goieta europeia.
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Valor de cada | Roleta europeia|| Roleta americana
aposta em euros Pyg E(G) P00 E(G)
1 0.00446 | —99.11 || 0.00003 | —99.99
2 0.06278 | —87.44 || 0.00512 | —98.97
) 0.25325 | —49.35 || 0.10840 | —78.32
10 0.36803 | —26.39 || 0.25853 | —48.29
25 0.44614 | —10.77 || 0.39617 | —20.77
50 0.47299 | —5.40 || 0.44751 | —10.50
100 0.48649 | —2.70 || 0.47368 | —5.26

Tabela 4.2: Probabilidade de ganhéf euros § casas decimais) e valor esperado de ganho

(2 casas decimais)

4.2.5 Sensibilidade dé?, em funcao dea, bep

Analisemos agora a sensibilidade da probabilidadelativamente a probabilidagele ven-
cer cada partida e a quantidade de dinheiro que possuilmanige. Comecemos por supor
que ambos os jogadores tém igual probabilidade de vencempartida. Neste caso, temos
p = 0,5 e verifica-se que se o jogaddrtiver ae e quiser ganhare antes de ficar arruinado,
entdo ele sera vencedor com probabilidade igydkalremos determinar a probabilidade do
jogador vencer o jogo, consoante o dinheiro que ele e o sershio possuirem. Utilizando
(4.28) verifica-se facilmente, que no caso em que 0s jogadéne igual quantia inicial de
dinheiro a probabilidade de vencerem o jogo, & Neste caso, a probabilidade do jogador
A vencer o jogo é inferior a 50%, se a quantia inicial do seu @dvi® for superior a sua
quantia inicial e, se suposermos que o jogada infinitamente rico, ou seja, se considerar-
mos o valor dé a tender para infinito, verificamos que a probabilidade dagogA ganhar

0 jogo tende para zero. Assim, se ambos os jogadores tivguehprobabilidade de ganhar
uma partida, tera maior probabilidade de vencer o jogo, agogque possuir mais dinheiro
inicialmente. Por exemplo, se 0 jogadbpossuir20< e 0 seu adversario tivéfe, a probabi-
lidade do jogadord vencer o jogo § Se 0 jogadoH tiver 25€ e 0 seu adversario possty
entdo a probabilidade do jogadévencer o jogo aumentara pﬁaNa Figura 4.1, podemos
ver as trajetorias de alguns jogos possiveis para diferguientias iniciais dos dois jogadores

comp = 0, 5. Estas trajetorias foram obtidas corsaftwareR, utilizando o programa que se
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a=20eb=10 a=25eb=>5

00 300 300 2 0

Figura 4.1: Simulagéo do jogo para diferentes valores eléeb (p = 0.5)

encontra no anexo A.1 (ou uma sua variacdo). Notemos quataed um passeio aleatorio
com uma dimenséao, onde em cada iteragao, ou seja, em caidia parnvalor da fortuna do
jogadorA aumenta uma unidade com probabilidagdeu diminui uma unidade, com proba-
bilidadeq = 1 — p. Podemos igualmente visualizar as linhas de fronteir@gbrhorizontais
nas quais o jogo termina) que correspondem-=a0 (o jogadorA faliu) ea = n (o jogador

B faliu), bem como a tendéncia esperada do montante detidgqgdorA, representado a
tracejado. Nesta situacdo em gue- ¢, estamos perante um jogo justo e, como tal, o ganho

esperado em cada partida € nulo e logo, € expectavel quaiadae mantenha.

Analisemos agora o caso em que ambos 0s jogadores possuerartaguantia inicial de
dinheiro (que pode ser ou nédo igual) e a probabilidade deevencuma partida é diferente.
Na tabela 4.3, podemos observar diferentes valoré’, dpara diferentes valores gedea

ou deb.

D 499 | 495 | .49 AT75 45 40 .25
a=100,b6=10 || .890 | .796 | .666 .368 134 017 2 x 107
a=20,b=10 || .653 | .598 | .528 .335 132 017 2 x 1075

a=b=10 490 | .450 | .401 .269 119 017 2 x 107
a="b=100 4011191 .018 | 5x107° [ 2x 107 | 2x 10718 | 2 x 1078
a=10,b=20 | .320|.269 | .212 | .090 016 2x107% [ 3x 10710
a=10,b=100 | .074 | .028 | .006 [ 3x 107" | 2x 1072 | 2x 10718 | 2 x 1048

Tabela 4.3: Valores d&, em funcéo de, b ep

Por leitura da tabela 4.3, podemos verificar que uma pequfarartta do valor de pode
provocar uma grande diferenca no valorRje Por exemplo, se = b = 10, a alteragcéo do

valor dep de0, 499 para0, 4 faz com que o jogadad passe de uma probabilidade de apro-
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ximadamentd), 490 para uma probabilidade de aproximadament&l 7 de ganhar o jogo.
Constatamos também que, se ambos os jogadores tiverem aameaamtia inicial, 0 jogo
sera tanto mais desfavoravel ao jogadgrquanto maior for a quantidade de dinheiro que
cada um tem. Por exemplo, se= b = 10 ep = 0,495 temosP, ~ 0,450 mas se aumentar-
mos a quantia inicial dos jogadordse B paral00 euros e mantivermos o valor geo valor
deP, decrescera para aproximadamentel 9.

Na Figura 4.2, podemos observar alguns jogos ¢og ¢ (obtidos com o programa
incluido no anexo A.1). Notemos que nestes casos a tenddad@tuna do jogadoA (a
tracejado) ja ndo € constante, sendo crescentessd), 5 (p > ¢) e decrescente e < ¢
pois, conforme analisamos previamentepse 0,5 a fortuna do jogadod tende a crescer
(E(Gp) > 0) e sep < 0,5 a fortuna do jogadod tenderé a diminuir€(Gp) < 0).

p = 0.40 p = 0.52 p = 0.55

Figura 4.2: Simulacéo do jogo para diferentes valores (@de= b = 15)

Sep < g, a probabilidade do jogadot vencer jogo é muito pequefae mesmo que a
sua quantia inicial seja muito elevada relativamente agagzeiroB3, tal ndo fara que o jogo
tenda para o seu lado. De facto, por (4.25) vimos que:

=Ee

Se suposermog < 0,5, entdo o numerador e o denominador de (4.41) s&o positivos

14 (2)
p,=— M/ _ g<a<n. (4.41)

a n
e, como(%) < <%) , 0 valor delP, sera inferior a 1 (0 que € natural, uma vez ser uma

probabilidade) e sera igual a 1 se= n. Assim, se adicionarmos uma unidade ao numerador

(") Excepto nos casos em quex 0, 5 e b assume um valor baixo.
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e ao denominador de (4.41) teremos uma fragcdo com maiof¥ater seja, temos:

0oy
O

A equacao (4.42) permite-nos concluir que se a probab#idiadogadord ganhar uma par-

P, <

tida for inferior a%, entdo a probabilidade de ele obter miagio que o seu capital inicial,
antes de ficar arruinado, é inferio(g) ' . Repare-se que este limite superior ndo depende do
capital inicial do jogador. Por exemplo, se o valor gefor 0, 4 e se 0 jogador possuir um
milh&o de euros, a probabilidade de ele obter mais 10 eutes da ficar arruinado, € inferior

a ()" ~0,01734.

4.3 Modelacdo da duracéo do jogo da ruina

Na elaboracdo da presente sec¢cdo baseamo-nos em [18].s&#praos poE, o humero
esperado de partidas até o jogo acabar quando o jogadem ae. Apés a realizacdo de
uma partida, o numero esperado de partidas até o jogo acati@sdeu uma unidade, em
relacdo ao numero esperado antes de se ter efetuado aagfariitla. Se o valor de for
zero, a probabilidade do jogaddrvencer o jogo é nula e o jogo terminara quando o jogador
B receber o dinheiro do seu adversario, ou seja, ao fim platidas. Neste caso, teremos
E, = a. Se suposermas= 0, 0 jogo acabara ao fim departidas, quando o jogadar tiver
recebido o dinheiro do seu adversario. Teremos €fjae b.

Consideremos entdo que# 0 e p # 0. Ao jogar uma partida, podem ocorrer dois
acontecimentos, ou o jogaddrvence a partida com probabilidages passa a tefa + 1)e
e, nesse caso, 0 numero esperado que queremos determinaioé delE, , 1; ou, perde essa
partida com probabilidade= 1—p, passando a térn. — 1)e. Nesse caso, espera-se que 0 jogo
dureE,_; partidas. Como os acontecimentos que acabamos de referiliggéntos, temos

que o numero esperado de partiiggpode ser modelado pela seguinte equacéao as diferencas

®) Sea; > 0,as > 0ed <1entdol < Z;—:ﬁ}
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linear de segunda ordem completa com coeficientes constante

Ea :pEa—i-l _'_an—l +1&

1 1
Epop=-FE,— LB, ,— -, 0<a<n. (4.43)
p p p

Se, ap0s uma partida, o jogadbficar com0Oe ou comne isso significa, respetivamente, que
ele perdeu ou ganhou o jogo e que este acabou. Logo, nestiigd®s) o numero esperado

de partidas € nulo. Temos, entdo, como condi¢cdes de franteir
Ey=E, =0.

Para descobrirmos a solucéo de (4.43) teremos de deterammasua solucao particular e
adicionar-lhe a solucéo geral da equacao homogénea qustéhassociada. Comecemos por
obter uma solucéo particular de (4.43). Para isso, em marhejar, iremos verificar se existe
alguma sucesséao constante que seja solugéo de (4.43)=Pbr p, vem

1 —1
1___(_g):u:0_
p p p

Por (3.38), na pagina 25, temos que a equacéo (4.43) naceaaknihuma sucessao constante
como solugao. Assim, teremos de procurar solu¢des da fefmaom P € R. Supondo que
os jogadores nao tém igual probabilidade de vencer umalpatéiremo® # ¢ (oup # 0,5)

1

e logo,2 — & # 0. Por (3.39), na pagina 26, permite-nos concluir ue- ;7 = =5 e

91
que 5, € uma solucao particular de (4.43). Nesta situacado, a egulmgaogéenea que esta

associada a (4.43) é equivalente a equacao que modela ditidatie do jogadoX ganhar

no problema da ruina do jogador quandg ¢ (equacgéo (4.22)) e, como vimos, as solu¢des

do polindbmio carateristico que lhe esta associadolsé(%. Assim, considerandp # g a

solucéo de (4.43) é:
q\" a
E.=c+cx|{=-) +—, c,c€eR, 0<a<n. (4.44)
p 1—=2p
As condicdes de fronteira permitem-nos determina c,:
( n
1 = L —n2p
q
EOZO 61+62:0 (5) -1
& &
E,=0 + co X d ” + L 0 n
n = atTeri;, 1—2p 1—2p
Co = —F—~m  —
;) -
p
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Substituindo em (4.45) vem, papa# q:

n n
G- ()
p p
() -
n
a4 P 0<a<n. (4.45)

p

Consideremos agora que= g. Neste caso, comp= 0,5 vem1 — 2p = 0 e por (3.39)
nao existe nenhuma solucao particular de (4.43) da faPmacom P € R. Procuremos
solugdes da form&a?, comP € R. O resultado (3.40), na pagina 26, permite-nos descobrir
uma solucao particular de (4.43):

_n1 1
P > =——da*=—-d* 0<a<n.
2 2p

Neste caso, 0 polindGmio carateristico da equagcdo homogéseaiada a equacao (4.43) tem

uma raiz dupla igual a 1. Assim, para= ¢, a solucao geral de (4.43) é:
E,=c +acy —a?, 1,00 €R, 0<a<n. (4.46)
PorE, =0elE, = 0 vem:

EOIO 01:0 0120

E,=0 cp+ncs—n?=0 co=n

Substituindo em (4.46), vem papa= ¢:
Ea:an—azza(aer)—aZ:ab,Ogagn. (4.47)

Em resumo, considerango# 0 e ¢ # 0, temos:

(

ab se p:;

E, = ) i <%> _ . (4.48)

— 1
1_2p 1_2p (g)n_l se p#Z

p

Sep = % o resultado (4.48) permite-nos concluir que o niumero esjoatle partidas do jogo é

diretamente proporcional a quantia inicial de dinheiro caga jogador possui. Por exemplo,
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sea = b = 15 entdo o0 numero esperado de partidas do jogd5 mas se duplicarmos a

quantia iniciale do jogadorA para30, o numero esperado de partidas duplicara pava

Consideremos agora o0 caso em que cada partida do jogo namréfalvao jogadoA, ou
seja,p < % Isso significa qu{%) > <§> > 1equel —2p > 0, logo,

n <1%> -1
s
P

Como tal, utilizando (4.48), concluimos qiie < 5, 1SS0 significa que, quando o jogo é

desfavoravel ao jogadof e ele possui euros, o valor esperado de partidas do jogo sera no

> 0.

maximo igual ay- Como estamos a considefak % o valor esperado de ganho em cada
partida,2p — 1, sera negativo, ou seja, espera-se que em média o joggumocal — 2p euros.
Como o jogadord possui inicialmente euros e o jogo acaba quando ele fica sem dinheiro,
percebe-se que o jogo acabard em cerca:”g; partidas. Por outro lado, também sabemos
gue o jogo da ruina terminara se o jogador A conseguir gantienheiro do seu adversario.
Suponhamos que a fortuna do jogadbé infinita, ou seja, que o jogo da ruina s6 terminara
se o jogador ficar na ruina. Neste caso, se considerarmos o valbadender para infinito,

o valor den também tendera para infinito e o valor esperado do niUmerortidgsi,, tendera
para“. Assim, sep < i, quanto maior o valor da quantia inicial do jogaddou menor

for o valor dep, mais proximo delj%p sera o numero esperado de partidas a realizar. Na

tabela 4.4 apresentamos o valorijgpara alguns valores de b e p.

a =10 a = 100
p=049 | p=045 [p=04 || p=0.49 | p=0.45
b= 51.3 49.9 40.3 716.3 615
b=10 | 98.7 76.3 48.3 133.5 | 852.1
b=15 || 142.2 89.3 49.7 || 1870.9 | 9433
b=40 | 307.6 99.9 50 3607.7 | 999.5
b=100| 466.4 100 50 48202 | 1000
b— oo || 500 100 50 5000 1000

Tabela 4.4: Valores dg, (1 casa decimal) em funcao deb ep

Por observacéo da tabela 4.4 verificamos que, se suposprm(ése mantivermos cons-

tante o valor de:, o valor deE, aumenta, a medida que aumentamos o valar. dee con-

Modelacao e simulacédo — Uma aplicacdo ao problema da ruijeeyddor 57



O problema da ruina do jogador

tinuarmos a considerar < % e fixarmos o valor da quantia inicialdo jogadorB, o valor
esperado de partidas aumentara se o valor da quantia imid@ajogadorA for aumentado,
pois apesar de a probabilidade do jogadatencer o jogo ser muito pequena, se possuir mais
dinheiro terdo de ser realizadas mais partidas até estdgogatar arruinado. Além disso,
se fixarmos os valores das quantias iniciais dos dois jogadoformos aumentando o valor
p do jogadorA vencer uma partida, fazendo-o tender p?,raerificamos gue o numero es-
perado de partidas aumentara, ja que o facto dos dois jagmtioarem com probabilidades
muito préximas de ganhar uma partida farad com que as tregetde jogo possam sofrer mais
reviravoltas

Notemos que sg > % e fizermos — +oo entdoE, — +oo, pois nestes casos existira
uma probabilidade n&o nula de o jogo durar para sempre.
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Simulacao

Conforme ficou demonstrado no capitulo anterior, € posdterminar solugbes exatas do
problema da ruina do jogador recorrendo, por exemplo, aacégs as diferencas. As so-
lucBes obtidas, por esse modo, permitiram-nos obter cestatas importantes relacionados
com o referido problema. No entanto, o recurso a tecnologimjeadamente a utilizacédo
de softwareque possibilite a realizacdo denulacdeprobabilisticas utilizando o método de
Monte Carlo, permite-nos uma outra visualizacdo dessamagsarateristicas ou mesmo a
compreensdao de certas propriedades, que possam ser ddffodigpteensédo por via anali-

tica.

Assim, neste capitulo faremos uma breve descricdo do mémdimulacdo de Monte
Carlo e descreveremos a sua importancia em ProbabilidBedssreveremos também os prin-
cipais teoremas de convergéncia que estao na origem daasiouyprobabilistica e que esta-
belecem o elo de ligacdo entre a Estatistica e as Probal@ida usaremos a simulagcéao de

Monte Carlo (através do programa R) e o problema da ruinagémjr para ogustrar.

A definicao frequencista de probabilidade € um contetdomecio pela primeira vez no
terceiro ciclo do ensino basico, nomeadamente, no nono ersablaridade. Como tal, os
alunos do ensino ndo superior, apesar de nao possuiremasdagamentas tedricas que
Ihes permitam obter uma solucéo exata do problema da ruijegddor, poderdo obter uma
solucéo aproximada e compreender as suas principais réstiates recorrendo a simulacao.
E neste contexto, que neste capitulo falaremos da impé@atélacsimulacio no ensino das
probabilidades e apresentaremos metodologias para agébtee solugdes aproximadas do

problema da ruina do jogador recorrendo a simulagéo, atidev€onstrucéo de simuladores
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do problema da ruina eMicrosoft Excele com osoftwareR. Faremos também uma analise
do curriculo da disciplina de matematica do ensino ndo supgrocurando enquadrar o

problema da ruina do jogador nesses anos de escolaridade.

5.1 Simulac&o de Monte Carlo

A realizacao de um elevado niamero de vezes de uma certa@xgaraleatoria e a determi-
nacao da frequéncia relativa de determinado acontecimasmoo objetivo de determinar um
valor aproximado da probabilidade desse acontecimenti® per encontrada de uma forma

isolada nos séculos XVIII ou XIX.

A origem do uso daimulacaonas ciéncias depende da definicdo que se da ao conceito.
Assim, se considerarmos corsonulacdg o uso de uma ferramenta que nos permita gerar
dados aletorios ou pseudoaleatdfipsom vista a visualizacdo empirica de um determinado
teorema matematico, podemos situar a sua origem no sécula K¥ facto, Buffon (1701-
1788) efetuo2048 conjuntos de langamentos de moedas, nos meados do séculppéva
obter uma resposta ao paradoxo de Sdo PetersBurgbtendo no entanto, uma resposta

incorreta, pois concluiu que o jogador deveria apastapedas [42].

Outro problema que suscitou a curiosidade dos matematarasgposua verificacdo empi-
rica foi o problema das agulhas de Buffén Por exemplo, Asaph Hall (1829-1907) publicou
em 1893, o artigd®On an Experimental Determination of ,R#Bm que apresenta uma solucao

recorrendo a realizacdo da experiérigié vezes. No entanto, Stigler [42] refere que outros

(1) Os nimeros pseudoaleatorios séo gerados a partir de aigegbnhecidos, como tal, conhecido o nimero
inicial e o algoritmo utilizado, é possivel determinar gusfio os nimeros que irdo ser gerados. Dai, a sua

designacao de numerpseudoaleatdrias

@ O problema de S&o Petersburgo foi proposto por Nicolas Béiiib687-1759) e “resolvido” por Daniel
Bernoulli (1700-1782). O problema consiste em determinaft g quantia que um jogador deve apostar de forma
a que o seguinte jogo seja justo: o jogador lanca sucessitarama moeda ao ar até obter cara e se sair cara
apenas na-ésimo langamento, receberd um prémi®tienoedas. Notemos que o valor esperado de ganho é
Lol (1224 (1) X2 =T T+ 1 4

@) Problema proposto pelo Conde de Buffon (1701-1788) em 1§ fjlie consiste em determinar a proba-
bilidade de uma agulha cair numa linha, num chdo que se eacdnidido por um certo niimero de linhas
igualmente espacadas. Uma vez que a solu¢éo do problemaféngéa der, obtendo-se um valor proximo da
probabilidade (repetindo inUmeras vezes a experiénc@g-se obter um valor préximo de
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cientistas tais como, o astronomo Rudolf Wolf (1816-1898ps matematicos Augustus De
Morgan (1806-1871) e Mario Lazzarini também realizaram @eegncia. Os valores obti-
dos por Mario Lazzarini, para a aproximacgaondao seu artigdJn’aplicazione del calcolo
della Probabilita alla ricerca sperimentale di un valorergsimato der, foram depois varias
vezes contestados por estarem muito préximos do valor esal plois Lazzarini obteve um
valor aproximado d8, 1415929 com 3408 langamentos.

Stigler [42] refere que se usarmos outra definicasidailacdo e considerarmos que o
seu objetivo deve ser aprender mais sobre um determinadessm que se esta a estudar,
entdo a origem da sua utilizacdo sera reportada apenasmo gliarto do século XVIII. De-
clara também gue a sua origem é muitas vezes reportada ar'vMHbsset (1876-1937), mais
conhecido poiStudent com o seu artigd he Probably Error of a Meanque foi publicado
em 1908. Neste artigo, Gosset afirma ter gerddoamostras de dimens@pcomecgando por
registar3000 observacdes, fruto da escolha aleatéria de cartdes queiawsas medidas an-
tropométricas do dedo médio de00 criminosos, juntando-as depois em grupod.déosset
usou este método para efetuar o estudo da distribuigdda distribuicdo do coeficiente de
correlacdo. No entanto, Stigler [42] refere trés materoatgque publicaram artigos em data
anterior a 1908, e que revelam evidéncias de recurso a gigml&rastus De Forest (1834-
1888) que descreve, no seu artigo de 18#érpolation and adjustment of Serjes forma
como utilizou100 cartdes que retirava de uma caixa, para estudar o alisamhestries tem-
porais; George Darwin (1845-1912) que utilizou uma roleteabter dados, também para
o estudo do alisamento de séries temporais, processo essialro seu artigo de 1870n
fallible measures of variable quantities, and on the treztitrof meteorological observatians
Francis Galton (1822-1911), que criBwados cubicos especiais numerados donume-
ros ou comd conjuntos de sinais aritméticos em cada face (um numero ocomjunto de
sinais em cada aresta), sendo possivel encontar no semw @eti890Dice for stastical ex-
perimentsa forma como esses dados cubicos especiais podem geraraladtwrios Uteis a
diversos estudos estatisticos.

A simulagacconsiste num processo artificial que imita o comportameatma fenémeno
aleatdrio, permitindo-nos obter uma descricao aproxintgdasuas carateristicas. Apesar de
haver registos de utilizacdo da simulacdo nos séculos XA/XIX, esta comegou a ser mais
utilizada a partir da década de 40 do século XX, devido acegpaento danétodo de simu-

lacdo de Monte Carle@ ao surgimento dos computadores eletronicos. Alias, artdpoa
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de tal método para a matematica e outras ciéncias, faz com gumosimulacao de Monte
Carlo seja muitas vezes referido apenas gionulacdo Com a simulacdo de Monte Carlo
comecou-se a resolver, usando métodos probabilistaseprab cuja resolucdo tedrica era
dificil, morosa ou cuja experimentacao real estava coodda por aspetos econémicos, tem-

porais ou espaciais.

Em 1944, Stanislaw Ulam (1909-1984) e John Von Neumann (1933) eram dois dos
matematicos que faziam parte do projeto norte-ameriddaohattan que procurava cons-
truir a bomba atomica. Metropolis [29] refere que foi JohmVeumann que teve a ideia
de utilizar o primeiro computador eletrénico construid&MAC, que havia sido concebido
pelos cientistas norte-americanos John Mauchly e Johnr.eke 1945, para resolver pro-
blemas relacionados com a construcédo da bomba atémica. ddongt simulacdo de Monte
Carlo foi desenvolvido por Stanislaw Ulam para estudar dicieate de difusdo dos neutrbes
dos atomos de Uranio e pdde ser implementado com os meiosutacignais do ENIAC.
Metropolis [29] afirma que Stanislaw Ulam ouviu falar dosweiros resultados obtidos com
0 ENIAC e ter-se-a lembrado das técnicas estatisticas dsteagem e do facto de terem sido
rejeitadas muitas vezes, devido a morosidade e complexidiagl calculos que lhes estavam
associados, tendo visto no novo computador uma formesseiscitaessas técnicas, tal facto,

fé-lo discutir essa ideia com Neumann.

Em 1949, Stanislaw Ulam e o fisico Nicholas Metropolis (1:4999) publicaram na re-
vista Journal of the American Statistical Associatiorprimeiro artigo sobre o método de
simulacéo de Monte Carlthe Monte Carlo methof#8]. O nome deste método foi proposto
por Metropolis e deve-se ao facto de estarem a trabalhar @etgs secretos, dai necessita-
rem de um nome enigmatico, e também devido ao facto de seresioafidos de jogos como
aroleta e o péquer e Monte Carlo ser, naguela época, umapgita£aundiais do jogo (Sta-
nislaw Ulam tinha um tio que pedia constantemente dinha@sosaus parentes, dizendo que
precisava de ir para Monte Carlo). No entanto [29] afirma guéch Fermi (1901-1954) ja
tinha desenvolvido de forma independente, 0 método de Moat® quinze anos antes, mas

nao publicou nenhum artigo sobre o tema.

A simulacdo de Monte Carlo consiste num processo de sinmulegéputacional que
usa nameros pseudoaleatdrios e verifica que propor¢caosdasseros verifica uma ou mais
propriedades. Na base da simulacéo ed#oema da transformacao uniformizantgie de

seguida apresentamos:

62 Modelacao e simulacédo — Uma aplicacdo ao problema daduaijogador



Simulagao

Teoremab.l Para qualquer variavel aleatoria continiacom funcéo de distribuicaby, a

variavel aleatoria” = F'x (X) tem distribui¢do uniforme no intervalo, 1], i.e.,

Y = Fx(X)~U(0,1),
logo, F;*(Y) tera a mesma distribuicdo que a variavel aleat&ria

Assim, o método consiste em gerar nimeros pseudoaleap@itencentes ao intervalo
[0, 1], e depois transforma-los através da aplicacéo da func&esinda fungdo de distribui-
céo da variavel aleatoria que se pretende simular. No entestia tarefa pode ser dificultada
pelo facto de certas fungdes de distribui¢gdp ndo estarem definidas de forma explicita (e
consequentemente, a sua inversa também nao esta definadandesikplicita), ndo possuirem
inversa (caso das variaveis discretas) ou mesmo possuinelsa, esta seja dificil de deter-
minar. Quando tais situacdes ocorrem € necessario reeofuecdes inversas generalizadas
ou a métodos numéricos para descobrir os seus valores m@aos e, para tal, os meios
tecnolégicos sdo novamente uma mais-valia.

5.2 Simulacéo e o problema da ruina do jogador

As equac0es as diferencas permitiram-nos obter a solugdia éa problema da ruina do jo-
gador, como vimos no capitulo anterior. Utilizando a siméatade Monte Carlo, podemos
igualmente obter resultados aproximados das caratadgdiz problema da ruina do jogador.
Alias, a simulagdo permite-nos, em alguns casos, obtdtadses que se tornavam muito mo-
rosos ou mesmo impossiveis, se 0s procurassemos obtea@oralitica. Assim, nesta seccéo
iremos apresentar alguns resultados de convergénciastta; como a Lei dos Grandes NU-
meros ou o Teorema Limite Central e relaciona-los com o problda ruina do jogador. As
simulacdes que apresentaremos foram efetuadas soifftveareR e 0s programas que permi-
tem essas simulacdes encontram-se no Apéndice A do préssdraino. Na elaboracdo desta
seccao e para a construgdo dos programas em R baseamo-nds [ [13], [24], [36],
[37], [38] e [49].

SejaX uma variavel aleatoria com fungéo de distribui¢go valor esperadp e variancia
o?. SejamXy,..., X, n réplicas independentes dg i.e. n varidveis aleatérias independen-

tes e identicamente distribuidasxa Sejamz, ..., z, uma concretizacédo d&,..., X,,.
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Os teoremas de convergéncia asseguram-nos, sob deteasowdlicdes, que, para uma di-
mensam elevada, podemos atravésdge. . ., x,, inferir ou obter valores aproximados para
algumas carateristicas d€, razdo pela qual, os resultados assimptéticos sdo fundaismen
como elo de ligacéo entre a Probabilidade e a Estatistica.

O primeiro resultado de convergéncia foi demonstrado gark8ernoulli (1654-1705),
tendo sido publicada, em 1713, na sua obra postmm&onjectandiDevido a sua importan-
cia, Bernoulli chamou-lh&orema de Oursendo mais tarde designada per dos Grandes
Numerogor Poisson (1781-1840), em 1837, em contrapartida a swdokdPequenos Nume-
ros (convergéncia, quanado— +oo, da distribuicdo binomial para a Poisson para valores de
p ~ 0). Utilizando notagao atual, considerandauma prova de Bernoulli com probabilidade
de sucessp (X ~ Ber(p)), teremos

lim P(|p, —p| <e)=1,Ye >0, (5.1)

n—-+oo
ondep, = %2?21 X; representa a proporcdo amostral. Desta forma, a propomas-a
tral converge em probabilidade para a respetiva probabliéid Este resultado foi conse-
cutivamente generalizado por diversos autores, entre @is ga destacam Poisson, Cheby-
cheff (1821-1894), Markov (1856-1922), Kolmogoroff (190387), entre outros. Khintchine
(1894-1959), em 1928, consideranddinito, demonstra que

lim P (‘Yn — ,u‘ < 5) =1,Ve > 0, (5.2)

n——+00
ondeX, = 13" X, representa a média amostral. Temos, neste resultado, ergéneia
em probabilidade da média amostral para a média populdcidnaersao forte da Lei dos
Grandes Numeros surge com Borel (1871-1956), em 1909jtaeatprovas de Bernoulli.

Kolmogoroff, em 1928, supondofinito, conclui que

IP’( lim X = u) =1 (5.3)
n——+00

A Lei Forte dos Grandes NUmeros esta na origem de um outrlladsumportante na Teoria
da Probabilidade, a Lei do Logaritmo Iterado. Sendo um tadalde Hausdorff (1868-1942),

de 1914, a sua forma usual € devida a Khintchine que, em 18@diderando variancia finita
deduz

n—+oo /In(In (n))

P <lim sup Ko —ulvn _ o—> — 1 (5.4)

Intuitivamente, a Lei do Logaritmo Iterado estabelece gsecaéncia estocastica, flutua
dentro dos limiteg + 7= +/2In(In(n)). Nos seguintes graficos € ilustrada a Lei dos Grandes
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Numeros e a Lei do Logaritmo Iterado (os limites definidodanés estao representados a
vermelho nos graficos). Na Figura 5.1 € analisada a evolug@oophorcdo amostral de jogos
ganhos por (programa paraoftwareR incluido no anexo A.2) e na Figura 5.2 a evolugéo do
namero meédio de partidas até um jogo terminar (programagudinaareR incluido no anexo
A.3). A linha horizontal representa o valor teorico obtidgs equacdes as diferencas (4.28)
e (4.48).

a=b=15ep=05 a=20,b=10ep=05 a=25b=5ep=0.5

a=b=15ep=040 a=b=15ep=0.52 a=b=15ep=10.55

Figura 5.1:20 réplicas da evolucdo da propor¢gdo amostral duradiie jogos

O Teorema Limite Central €, muito provavelmente, o resol@& convergéncia mais fa-
moso na Teoria da Probabilidade, pela controvérsia queiger®séculos XVIII e XIX, bem
como pelo papel preponderante que assume na Teoria da Ric#uzid) razdo pela qual Polya
(1887-1985), em 1920, o denominou por Teorema Limite Cen&grimeira versado deste
teorema foi obtido por de Moivre (1667-1754), em 1738, iesér provas de Bernoulli, usu-
almente denominado de Teorema Limite Central de Moivrddap Desta forma, conside-

randoX ~ Ber(p), obtemos

| P, R

onde® representa a funcéo de distribuicdo de uma variavel gausssiandard. Este resultado
tornou-se mais conhecido apdés os trabalhos de Laplace-I8219 e de Gauss (1777-1855).

A Figura 5.3 (programa em R incluido no anexo A.4) comparaeguéncias, observadas
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a=b=15ep=05 a=20,b=10ep=05 a=25b=5ep=0.5

a=b=15ep=040 a=b=15ep=0.52 a=b=15ep=0.55

Figura 5.2:20 réplicas da evolugdo da duracdo média do jogo dursitieéjogos

em 10000 réplicas, da proporcao de jogos ganhos pelo jogademn jogos, com a curva

gaussiana.

n =25 n = 50 n = 100

n = 500 n = 1000 n = 5000

Figura 5.3: Distribuic&do da propor¢éo amostrahdegos comu = b =15ep = 0.5

Atualmente, existem diversas versoes do Teorema Limitér@lema mais usualmente

utilizada supde-se variancia finita, obtendo-se

n—-+400 n—-4oo n

lim P(@ﬂg) — ®(c) ou lim F_ ()= (\/ﬁx;“). (5.6)
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Temos, neste teorema, a convergéncia em distribuicao dia rméstral para a distribuicéo
gaussiana. A Figura 5.4 ilustteo Teorema Limite Central (programa em R incluido no anexo
A.5), analisando a média da duracaord@gos, em10000 réplicas, onde se pode observar
que, & medida que aumenta, o histograma dos valores observada¥ daproxima-se da
curva gaussiana.

n =25

Figura 5 4 Dlstrlbuu;ao da medla amostral da dura(;am pﬁ@os @ = b = 15 ,p=20.5)

A ponte de ligacdo entre a probabilidade e as regularidadpgieas € a relacdo entre a
fungéo de distribuicéo teoridd, (x) e a fun¢éo de distribuicio empiriﬁa(:c) definida por

ondel representa a funcéo indicatriz. As varias facetas de ind&aéestatistica podem ser
interpretadas, direta ou indiretamente, pela relacae arftincdo de distribuicdo empirica e a
funcao de distribuicdo tedrica, quer seja a estimacao,sgj@m testes de hipoteses; sendo os

resultados que ligam, (z) com F (z) fundamentais. Se considerarmos a distancia definida

) Nestes gréficos, para analisar a aproximacéo do histogramasidade da gaussiana, é importante a am-
plitude utilizada na definicao das classes. Contudo, umad®@ser nosso objetivo efetuar uma analise detalhada
sobre esta convergéncia, ndo iremos desenvolver estandsiaalientamos que a definicdo da amplitude é im-
portante quando utilizamos um histograma na estimacéo dedemsidade. Mais informacao pode ser obtida
em [45].
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porA,, = sup,cg F,(z) — F(z)|, entdo o Teorema de Glivenko-Cantelli garante

P < lim A, = o) =1, (5.8)

n——+00

certificando a convergéncia d& (z) paral’, ().

Se representarmos pB} () a probabilidade de, no méximo, um jogo durgrartidas até
terminar quando o jogadot detémae, entdo, consultando Feller [18] ou Takacs [44], temos

que o valor da probabilidadg, (=) é dado por:

z+l pn—1 z km . T a b
Fy(z)=1— (4pq) cos” A7 gin A7 (E) 2 “in kam N (g) 2 in kbm 5.9
n — 1 —2/pqcos %’r q n p n

Na Figura 5.5 comparamos a funcéo de distribuicdo empipicaama em R incluido no
anexo A.6) para diversos valores deeom a fungdo de distribuicdo teériég(z), onde se

ilustra a aproximac&o entte, (z) e F,(z) com o aumento de. A visualizacio do Teorema

n = 50 n = 100 n = 500

200 a0 00 00 1000 o 200 a0 00 Y o 20 a0 e a0 w00 1200

n = 1000 n = 5000 n = 10000

Figura 5.5: Funcéo de distribuicdo empirica da duracdogmgoma = b= 15ep = 0.5

Limite Central pode ser igualmente efetuada recorrendoeamoema de Glivenko-Cantelli,
comparando a funcéo de distribuicdo empirica da propongéstaal (Figura 5.6) ou a fun-
cao de distribuicdo empirica da média amostral (Figuracaif) a funcéo de distribuicdo da
gaussiana (programas em R incluidos nos anexos A.7 e An8p &do utilizadas as mesmas

simulacdes que, respetivamente, nos graficos da Figurafsgie 5.4.
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n =25 n = 50 n = 100

n = 500 n = 1000 n = 5000

Figura 5.6: Distribuicdo da propor¢do amostral®eipgos comu =b=15ep =0.5

5.3 Simulacéo e o Ensino das Probabilidades

As Probabilidades s&o uma das partes da Matematica em quefessores do ensino nao
superior sentem mais dificuldades em leccionar. Essaslddites provém de interpretagdes
erradas de conceitos probabilisticos, originadas muiass/por uma disparidade entre a
intuicdo e o verdadeiro significado concetual do que se estiualar. Esta disparidade €
partilhada por docentes e alunos. A simulacao podera ajdidaentes e docentes, a observar
resultados sobre uma determinada experiéncia simuladbteramformacao sobre a situacéo
real, contribuindo assim para um aclarar de concecdes glexipm ndo ser corretas [5].

A tecnologia influencia 0 modo como a matematica é ensinadarena como os alunos
véem a matematica. O recurso a programas que permitem aagadet a simulacdo de
problemas possibilita aos alunos estudar diversos tipadisiiebuicdes de probabilidades.
A tecnologia permite também esbater fronteiras artificgaie tOpicos como a analise, a
algebra e a analise de dados, fazendo com que 0s alunos patiiszanas ideias sobre uma
determinada area para melhor compreenderem outra areaeiaatiaa [30].

Os programas, que permitem a simulacdo de problemas plistiabs, constituem uma
ferramenta educacional que permite aos estudantes medekgerimentar fenémenos alea-
torios, possibilitando-lhes uma outra realidade e inttgpéo da teoria frequencista da pro-

babilidade que dificilmente seria possivel sem o uso deeaaiarhentas, pois os fendmenos

Modelacao e simulacédo — Uma aplicacdo ao problema da ruijeeyddor 69



Simulagao

n =25 n = 50 n = 100

n = 500 n = 1000 n = 5000

Figura 5.7: Distribuicdo da média amostral da duracéo gos ¢ = b = 15, p = 0.5)

aleatdrios possuem por vezes carateristicas temporaispagciais que condicionam a real
concretizacdo de experimentacdo. A simulacdo permitedamdms alunos reconhecer as

diferencas entre a definicdo classica e a definicédo frecgtarde probabilidade [5].

A importancia da simulacéo no ensino das probabilidadesmpede a existéncia de al-
gumas condicionantes ou de alguns cuidados que se deveuardo se usa esta ferramenta.
Por exemplo, é frequente os alunos demonstrarem algunstémesia em usar a simulacéo nos
casos em que sentem ser possivel obter o valor da probakilideando o calculo formal e
também é usual ndo aceitarem dados de simula¢Bes que naoréakzadas pessoalmente
por eles. O trabalho com simulacdo em computadores imm@itge que o professor verifi-
gue que efetivamente os alunos sabem trabalhar cemftwareem causa e que faca compre-
ender aos seus alunos a diferenca entre o valor aproximada sjmulacéo proporciona e o
seu verdadeiro valor tedrico [11].

No final de uma tarefa realizada com recurso a simulacao cdosnméormaticos, devem
ser sempre confrontados os resultados aproximados deegsi@autom os valores reais obtidos
pelo célculo formal. A simulagdo embora nos forneca umacdolaproximada do problema,
nao nos da a razéo porque € valida, e por tanto, peca por n&aleerexplicativo, sendo

necessario o calculo formal de probabilidades [4].

Batanero, Godino & Roa [6] afirmam que os livros escolares doasimentos oficiais

de apoio a implementacéo do curriculo escrito sdo muitassv@nitados, ndo oferecendo o
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apoio necessario aos professores, para que possam cadificuldades relacionadas com
0 ensino das Probabilidades e da Estatistica. Os livrosa@es@presentam muitas vezes uma
viséo limitada das Probabilidades, focando apenas a dadimi@ssica de Probabilidade, ou

seja, o calculo de probabilidades utilizando a Lei de Laplac

No entanto, queremos realcar o facto de que, em Portugalltio®sl anos, com a im-
plementacao de novos programas de matematica tanto aaaoigakino secundario como ao
nivel do ensino basico, se ter vindo a assistir a um relevaundculo escrito de conteudos
relacionados com Estatistica e com Probabilidades, bermn eaimima necessidade de abordar
esses temas de forma diferente. Assim, surgiram diversnswkntos que visam auxiliar os
professores no ensino da Estatistica e das Probabiliddddmal da década de 90 do século
passado, foram editadas brochuras que visavam apoiarfesgoces, na implementacao dos
novos programas de matemética do ensino secundario, emHBA88 essas brochuras, refe-
rimos a brochura de apoio ao ensino da Estatistica rfcab@. [25] e a brochura de apoio ao
ensino das Probabilidades no%ano [26], que apresentam o0s conceitos a lecionar, sugestoes
metodoldgicas e exemplos de exercicios. Em 2004, com a stvawgacao do ensino secun-
déario e a criagdo das disciplinas de Matematica A, Matem#&ie Matematica Aplicada as
Ciéncias Sociais, a Estatistica e as Probabilidades gamhaaior peso. Esse realce é mais
notado no curriculo dos estudantes de Humanidades, quargasa ter mais contacto, na
disciplina de Matematica Aplicada as Ciéncias Sociais, contetdos relacionados com a
inferéncia estatistica ou probabilidade condicionada,egemplo. Os professores e alunos
tém atualmente acesso a muitos sitios na internet que apesEppletsque possibilitam a
simulacdo de diversas experiéncias aleatérias. O sittoignogs, http://www.alea.pt/, € um
exemplo desse tipo de recursos que esta ao dispor de alunosmes. Salientamos também
o facto de este sitio ser rico em materiais de apoio aos parfes, quer de Estatistica, quer de
Probabilidades, apresentando dossiés tematicos de agoieraas lecionados no ensino nao
superior e tarefas a realizar com os alunos destes niversd®e Alguns desses dossiés per-
mitem ao professor aprender a usar programas comM8 &xcelou o R para realizar tarefas
relacionadas com as unidades teméticas ja referidas, plmisemte podera sempre optar por
nao utilizarappletsconstruidos por outros para realizar simulacfes, mas atiligar soft-
ware apropriado para as efetuar. A preocupacao pelo ensino daahiiidades e Estatistica
no ensino basico também é salientada no IMaiteméatica na educacéo basifH de 1999.
Os autores referem que o ensino destes contetdos sé passointgrado no ensino ba-

sico, com a implementacéo do programa de matematica doodvéssiico de 1991. Os autores
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salientam também que:

Apesar dos fenomenos aleatorios estarem presentes naladejea escola
orientou tradicionalmente o pensamento para explicac@&srchinistas. Ha ne-
cessidade de dar aos alunos uma visdo mais equilibrada e snégterminista
e, nesse sentido, desenvolver o pensamento estatistioba&bjifstico ao longo
da escolaridade constitui um aspeto importante da formaj#®a escola deve
proporcionatr. [1, p.94]

A importancia da tecnologia no ensino destes conteldo®&eefa:

As tecnologias atuais, nomeadamente a calculadora e o ciapr trazem
novas possibilidades para a aprendizagem da estatistiea @ababilidades, em
especial, ao permitirem trabalhar com dados reais e fazeutacdes. As capaci-
dades destas tecnologias na organizacéo e visualizacdadeste na execucao
de calculos, assim como o retorno quase imediato dos ef#g®secisdes toma-
das, tornam possivel uma énfase na compreensao e expladagéanceitos, na
interpretacao de informacao e na avaliagdo de argumentos. [1, p.95]

O Programa de Matematica do Ensino Basi@z], de 2007, veio dar ainda mais forca ao
ensino da Estatistica e das Probabilidades no ensino bas@&m disso, ao nivel do ensino
bésico, poderemos encontrar na brochQrganizacao e tratamento de dad[&y], tarefas
diversas sobre Probabilidades e Estatistica, direcienads alunos do 1ao 9° anos de
escolaridade e, 0 que pensamos ser mais importante, oeescianto dos conceitos relacio-
nados com estes temas. Nessa brochura, é também realcagartiimia da simulacéo no
ensino das probabilidades e a necessidade desoftarareou meios tecnoldgicos, para que
n&o seja apenas apresentada a definicio classica das |idalasi E também explicado a

forma de as realizar com o programi& Excel

Os alunos aprendem a nocao frequencista de probabilidaskasiro ciclo, usualmente
no nono ano de escolaridade.Rdbgrama de Matematica do Ensino Bas|6d] refere que,
no terceiro ciclo, os alunos devem compreender e usar aéinegurelativa para estimar a
probabilidade e que as tarefas e recursos relacionados t®mea) organizagao e tratamento
de dados, devem relacionar os temas em estudo com assuntasagedisciplinas ou com in-

teresses dos alunos, promovendo uma atitude critica emssemdpre que possivel, recursos
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tecnoldgicos. No final do terceiro ciclo, os alunos devenateocao de experiéncia aleatéria
e calcular a probabilidade de um acontecimento, usandoragéfifrequencista de probabili-
dade ou a Lei de Laplace. Adetas de Aprendizagef8] para a diciplina de Matematica do
3.0 ciclo referem como meta intermédia d8 @no, que o aluno deve estimar a probabilidade

de um acontecimento usando a frequéncia relativa.

A relevancia do uso da tecnologia para o estudo de fenomeanbahilisticos também
pode ser encontrado nos programas das diferentes disaple Matematica que existem
atualmente, a partir do 0ano de escolaridade. Assim, os alunos que frequentam cursos
de caracter geral e que tém a disciplMatematica Ano seu desenho curricular, aprenderao
conteudos relacionados com Probabilidades ndaf. Os conteudos lecionados no®Eho
em Matematica A incluem: definicédo classica e frequencistprdbabilidade, analise com-
binatéria, probabilidade condicionada, axiomatica dadbabilidades, varidveis aleatorias,
modelo Normal, modelo Binomial, triangulo de Pascal e biinde Newton. GPrograma de
Matematica A do 12.anorefere:

Experiéncias que permitam tirar partido de materiais llafie de simulacdes
com a calculadora contribuirdo para esclarecer conceittraeés da experimen-
tacdo e para dinamizar discussdes de tipo cientifico, benogara incentivar o
trabalho cooperativo. A simulagéo e o jogo ajudam a consadequadamente o
espaco dos resultados e a encontrar valores experimenaagsgprobabilidade
de acontecimentos que estéo a ser estuddd0sp.2]

Os alunos que aprendediatematica Bsofrem, tal como os seus colegasMatematica A
um hiato de trés anos, relativamente aos conteudos retatisrcom Probabilidades, entre o
9.° e 0129 anos. Os conteudos leccionados em Matematica B sdo em m@merame sao
menos aprofundados do que em Matematica A. AssiRrpgrama de Matematica B do 2.
ano[41] afirma que os alunos devem reconhecer as vantagens emtiemenodelos matema-
ticos apropriados para estudar fendbmenos aleatoriostraomaodelos de probabilidade em
situacdes simples e usa-los para calcular a probabilidadégdns acontecimentos e apreen-
der as propriedades basicas das distribuicoes de pratzd®li A importancia da simulacéo e

da tecnologia no ensino desta unidade tematica € tambégadeal

A base da aprendizagem deve estar na experimentacéo —eecra mate-

riais manipulaveis ou simulagcdes — e na resolucdo de probéerAo modelarem
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situacdes, os estudantes sdo conduzidos a construirenageedp resultados de
uma experiéncia aleatoria e a definirem acontecimentos.siglantes poderao
usar simulagdes para construir empiricamente distribegde probabilidades e
utilizar a nocéo frequencista de probabilidade comparanekultados de simu-

lacGes para predizer valores da probabilidade de um acomtento.[41, p.3]

Geralmente no 11ano (o ano de ensino destes contetdos depende do facto dos tdtem

a disciplina 2 ou 3 anos e de a iniciarem no®l@u 11° anos), os alunos de&latematica
Aplicada as Ciéncias Sociagprendem conteldos relacionados com probabilidade dendic
onada, teorema de Bayes, modelo normal ou independéncieodécaimentos. A andlise
combinatdria ndo é abordada. Os alunos destes cursos apreéachbém conteudos relati-
vos a inferéncia estatistica, aprendendo, por exemplarertea limite central e a construir
intervalos de confianca para a média ou para a proporcao. &lag@Eh matematica assume
uma grande importancia iRrograma de Matematica Aplicada as Ciéncias Sodia®3, bem
como o uso da tecnologia para construir esses mesmos moHakeferido que o uso de tec-
nologia facilita uma participagéo ativa do estudante naapuendizagem. A importancia da
simulagdo em ambiente informético € também valorizada:

O computador, pelas suas potencialidades, nomeadamestdaminios do
tratamento dos dados e da representacéo grafica de funcdesiendilacéo, per-
mite actividades ndo sé de exploracédo e pesquisa como deestio e de-
senvolvimento, pelo que constitui um valioso apoio a estigdae professores.
Programas de Célculo Numérico e Estatistico, particulanteeuma Folha de
Célculo, de Graficos e Simulacéo, fornecem diferentes tilegserspetivas tanto
a professores como a estudantes. [39, p.11]

Acreditamos assim ser importante proporcionar aos alunosentos que lhes permitam a
realizacdo de simulacdes probabilisticas com os meiosltaginos adequados e os facam
compreender a sua importancia e o seu uso, tanto em Matamétito nas outras Ciéncias.
Tais momentos permitir-lhes-do uma melhor apreenséo dagififrequencista de probabi-

lidade. No entanto, como ja foi referido, deve ser saliem@adacto de que os valores que
foram obtidos com a simulagao sao aproximados e os disagiem ser confrontados, sem-
pre que possivel, com a solucdo exata obtida pelo calcutealorTal conduta, fard com que

os alunos consigam compreender mais facilmente as duagdeie probabilidade que séo
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ensinadas até ao 2ano: a definicdo frequencista e a definicao classica de pitolzale.

5.4 Simulacéo e o problema da ruina do jogador: uma pro-

posta de implementagao no ensino secundario.

A analise que efetuamos ao curriculo da disciplina de mateango nivel do ensino ndo su-
perior, relativamente aos conteudos de probabilidadegucamente com o estudo que foi
feito acerca do problema da ruina do jogador, tanto ao nis&lrico como ao nivel das diver-
sas abordagens de resolugcéo permite-nos concluir quereedo a simulagéo probabilista,
os alunos do nono ao décimo segundo ano de escolaridadeepoasuderramentas matema-
ticas necessarias para apreensao de muitas das cacasidstiproblema da ruina do jogador
e poderdo determinar valores aproximados das suas soluedesendo a folha de céalculo
Microsoft Excelou aosoftwareR. Além disso, os alunos destes niveis de ensino, apesar de
nao possuirem bases teoricas que lhes permitam a deducdobddipdade do jogadoA
vencer o jogoP,, apresentada em (4.28) na pagina 44, possuem conhecinaemdge| das
funcdes que lhes permitem determinar o valor real dessabpilalade se Ihes for dado a co-
nhecer a solucédo (4.28). No entanto, os alunos s6 tomam domr@o das fungdes definidas
por ramos no décimo ano de escolaridade e, por isso, a sq.@R) teria de ser apresentada
com uma estrutura diferente para alunos do nono ano. Assiraluoos destes anos de es-
colaridade poderao contrapor as solugcdes aproximadassjoeiacdo conMicrosoft Excel

ou softwareR com a solucéo obtida de forma analitica, como Countinhprgfére. Apesar
dos alunos do nono ao décimo primeiro anos poderem comm@eandaioria das carateris-
ticas do problema da ruina do jogador, pensamos que todastestes do problema serdo
melhor apreendidas pelos alunos d&® Eho de matematica A ou matematica B, recorrendo

a simulacgéao.

Com vista a realizacao de simulagdes relacionadas com ¢epralia ruina do jogador
elaboramos} programas enVisual Basicpara serem utilizados eMicrosoft Excel Estes
programas podem ser consultados no Anexo 2 e para a suaug@ishaseamo-nos em [3],
[9], [23] e [32].

O programa indicado no Anexo B.1 pergunta ao aluno qual ézapitidade do jogadad

vencer uma partida, quanto € que cada jogadeB ird apostar e qual € o nUmero maximo de
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partidas que poderao realizar (0 programa precisa de untiicé@de paragem) e depois gera
nameros pseudoaleatdrios ndo inferiores a 0 e ndo supeadre, com base nesses nameros,
ird gerar um jogo da ruina (se o numero aleatério for infegigrobabilidade indicada, o
jogadorA ganha um euro do seu adversario e, se for superior a pratadelindicada, perdera
um euro para o seu adversario). Podemos ver um exemplo degorg@gado com esse

programa na Figura 5.8.

Dinheire do jogador A

(4]

n.” aleatério
0509013407
04054216383
0.760942628
0,708367309

0.3045225

Lo T TN 5 I o R S

Figura 5.8: Simulag&o de um jogo da Ruinaem Excet,b =3ep=0,5

Construimos um segundo programa ¥isual Basic(Anexo B.2) que questiona o aluno
quantas réplicas do jogo da ruina pretende simular, qudbo da probabilidade do jogador
A vencer cada partida, quais os valores que cada um dos j@ggqutetende apostar e quantas
partidas poderdo efetuar em cada jogo. Em seguida, surgindudacado de todas as réplicas
que o aluno indicou (de forma analoga ao da Figura 5.8), epade® ao cimo o vencedor de
cada jogo e o numero de partidas realizadas conforme a Faglwr&lém disso, o programa
determina a proporcao de jogos em que o jogatiémi vencedor, perdeu ou que permane-
cem inacabados ao fim do nimero maximo das partidas indigsliasgluno. O programa

determina também o nimero meédio de partidas realizadas.

No terceiro programa (anexo B.3), pretendemos que o0s afuradisem jogos com tipos de
apostas diferentes, para isso, o aluno indicara os dadefejéios para o segundo programa e
tera de indicar dois tipos de apostas, desde que os val@epdstas sejam divisores daquilo

gue cada um dos jogadores apostou.

Estes programas paMicrosoft Excelpermitem ao aluno obter um valor aproximado da
probabilidade de um jogador vencer o jogo da ruina e um valaxéamado da sua duracao,
podendo analisar os efeitos da variagao do tipo de aposiagndntantes a apostar ou da
probabilidade de vencer uma partida, havendo no entanezessidade de se restringir o jogo

a um determinado numero maximo de partidas. No entanto,er@atem a simulacdo de um
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Vencedor? B A A B B
N.* partidas jogadas? 2 2 8 b &
Prob. de A vencer 1 partida =0,3
Quantia inicial de A =2 3 joges 2 vitérias
Clique para efetuar a simulagio de
varies joges com apostas unitadas.
Quantia inicial de B =2 Yavitorias= 40
Total em joge =4 2 2 2 2 2
0,12067335 1 3 3 3 3
0,687330091 1] 4 2 2 2
0,434972568 3 1 3
0,803679961 2 2 2
D,893040395 3 1 1
0,557135442 2 o 0
0,587435447 3
0,02065917 4 I

Figura 5.9: Simulag&o de cinco jogos da Ruina em Excel

Venecedor da partida= | 2 | B | B | B | a | a | | | |
N.* partidas realizadas= [ 12 [ 56 [ 7 [ w0 [ 18 | 14 ] [ [ [
Prob. do jogador A vencer 1 partida = 0.5
N.” méaxime de partidas a realizar=120) 3 joges 1.7 tipo 2 vitbrias 0 inacabados 1 derrotas 37 partidas
Quantias injeiais:A =3 B =4 Yvitérias= 66,67 Yéinacabades= 0  Zoderrotas= 33,33 midia.partidas=
Talor do L* tipe de apesta(a vermelho)= 1 3 jogos de 2." tipe 1 vitbrias 0 inacabad 24 20 partidas
Valor do 2.” tipo de aposta (a preto)= 0.3 Svitérias= 55,35 %hinacabades= 0 %ederrotas= 66,67 média.partidas=
Total em jogo = 7
Clique para efetuar a simulagio de virios jogosrealizad 2 dif tipos deap A
surgirioe os jogos como L. tipo de ap & a pret irdo os j o 2." tipo de apostas.
. aleatério
3 3 3 3 3 3
0.926909074 4 25 2 25 4 25
0.128590762 5 3 3 2 3 3
0,73719985 4 35 2 15 4 2
- B -

00T 330099 3 4

Figura 5.10: Simulacéo de trés jogos da Ruina em ExcelXtpos diferentes de apostas

namero muito elevado de jogos e, por isso, devem ser comptad®s com 0s programas
realizados para softwareR destinados aos alunos (anexos A.1, A.9, A.10, A.11 e AdL®,
permitem uma visualizag¢do grafica dos jogos ou a simulac@mndeldmero muito maior de

jogos da ruina de uma forma mais rapida.

Assim, acreditamos que 0s programas que construimos poderéaplicados ao nivel
do ensino nao superior, principalmente ao nivel do décirgars# ano, permitindo a com-
preensao do problema da ruina do jogador e das suas prajfgseda estabelecer da liga-
céo entre a definicdo frequencista e a definicdo classicaatmltidade. O problema da
ruina do jogador permite também uma valorizacdo do ensindistéria da Matematica,
servindo de fio condutor para o ensino da origem da Teoria dasaBilidades. Assim, e
a titulo de exemplo, construimos uma tarefa em que sdoaddi os simuladores proba-

bilistas ja referidos (para Excel e para R), com vista aodestio problema da ruina do
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jogador, permitindo explorar todas as potencialidadesapadamos de referir, essa tarefa
encontra-se no anexo C. Os simuladores e a tarefa criadanpadebém ser acedidos em

https://sites. googl e.com site/probl emadar ui na.

A primeira parte da tarefa apresenta um resumo da origematidgpna da ruina do joga-
dor. A segunda parte da tarefa comeca por intercalar queegt@edevem ser realizadas em
Excel com perguntas que devem ser realizadas em R e presseigde os alunos conhecem
as instrucdes basicas dos dois programas. O objetivo dessesras questdes € dar a co-
nhecer os simuladores em R e em Excel. Em seguida, os aluvasideleterminar solugdes
aproximadas da probabilidade de um jogador vencer um jogoida (sob certas condi¢fes
indicadas) e do numero médio de partidas de duracdo do jegoda os dois simuladores
(R e Excel), sendo depois, apresentado ao aluno a protzdglide um jogador vencer um
jogo da ruina (apresentado em (4.28), pagina 44) e a durag@oaela de um jogo da ruina
(apresentada em (4.48), na pagina 56) quando um jogados umos, sendo-lhes pedido
que confrontem as respostas as suas questdes com as qéae oltitemando os referidos re-
sultados tedricos. Além disso, pretende-se que os alumopreendam a Lei dos Grandes
NUmeros, referente a proporcdo de jogos ganhos, atravésiziacdo do simulador cujo pro-
grama se encontra no anexo A.9. A tarefa continua com gusegtievisam conduzir o aluno
a descoberta de algumas carateristicas referentes aogagind. Por exemplo, pretende-se
gue o aluno perceba que se ambos 0s jogadores possuirerifidabas iguais de vencerem
uma partida, o jogo sera mais favoravel ao jogador que possis dinheiro e que perceba
que pequenas variacoes na probabilidade de um jogadomuenegpartida, podem provocar
grandes variacdes na probabilidade de vencer um jogo da. rBietende-se também que os
alunos percebam que um jogo da ruina, que é desfavoravel agatgr numa partida, tera
uma grande probabilidade de conduzir o jogador a ruinapem#entemente do dinheiro que
possua, devendo nesse caso, 0 jogador optar por realizaioa apasta possivel. Note-se
que, a partir do momento em que estao familiarizados comiegigos de simuladores (R ou
Excel), os alunos poderao optar por aquele que lhes paregspnatico, sendo-lhes pedido
que confrontem os valores aproximados obtidos com essegasiores com os valores que

obtiveram utilizando os resultados (4.28) e (4.48).
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A origem do problema da ruina do jogador, as suas diversaSe®e possiveis resolucdes
estdo ligadas de forma muito préxima com a evolucdo do camleato matematico ocorrido
nos ultimos séculos. O seu estudo e a riqueza do problemateermbter um retrato do
desenvolvimento da teoria das probabilidades, tendo adefproblema servido de base para
0 surgimento de outro grande problema das probabilidadesgldema da duracéo do jogo.
As possiveis solucdes de Huygens, Fermat ou Pascal e a esgestlucdo de De Moivre
relembram-nos o grau de complexidade das ferramentas tpsaneatematicos possuiam para
resolver estas questbes, apesar da teoria das probaedidathr no seu inicio, sendo uma

delas as equac®es as diferencas.

O estudo das equacdes as diferencas neste trabalho perostidescobrir as suas varia-
das aplicacdes, em Economia, no calculo de juros, amabgsagu na construcdo de modelos
econdmicos complexos; em Biologia, na concecao de modelmsigcionais; em Matema-
tica, em probabilidades ou na resolucéo de problemas corno@de Handi e a sucessao de

Fibonacci.

O problema da ruina do jogador permitiu também a percecaardeecisticas que podem
ser adaptadas a muitos jogos de azar atuais, como a roletacamae contribuindo para a
compreensao de quao pouco justos esses jogos sao, poigeonda maioria das vezes esses

jogadores a ruina.

A evolugéo da tecnologia permite novas abordagens a prailantigos, que n&o tinham
solugéo ou tinham solu¢des complexas. Foi a construgaameipo computador, o0 ENIAC,

que fez Stanislaw Ulam, no final da década de 40 do século XXhrar-se de processos
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estocaticos que haviam sido esquecidos devido a sua madesil complexidade de calcu-
los, levando-o a criagdo do método de simulacdo de Mont® Gaois havia finalmente uma

ferramenta para estes serem concretizados de forma mttapra

O computador e as novas tecnologias constituem ferramgo&apermitem aos profes-
sores apresentarem aos seus alunos, solucdes de prolbeammeu menos antigos, que de
outra forma seriam dificeis ou impossiveis de apresentsifiulacdes que efetuamos com
0 programa R, permitiram-nos uma compreensao de algurtasssiimportantes da conver-
géncia estocastica como a Lei do Logaritmo Iterado. Acaetis que as simulagfes (mais
simples) que construimos paraoftwareR (anexos A.1, A.9, A.10, A.11 e A.12), e as que
concebemos para serem usadas em Excel (anexos B.1, B.2, @&J8yao servir para que
os alunos do ensino secundario consigam apreender asristieds do problema da ruina
do jogador, nomeadamente os alunos do décimo segundo alwselaneste ano letivo que
a maioria dos alunos (Matematica A e B) aprofundam os seusecanentos em probabili-
dades. Pensamos também que a construcéo de tarefas (cora@prgsentamos no anexo
C) que d&o a conhecer a Histéria da Matematica aos alun@sdazs perceber da impor-
tancia desta ciéncia e também do facto de que aquilo queaestodo é de todo um saber
recente fara com que estes tenham uma visdo da matematica diferemdes alargada. Além
disso, pensamos que a tarefa e os programas que constr@imiodcpara que se saliente a

importancia da tecnologia na matemética e, em particudasirdulacdo nas probabilidades.

Pensamos que as dificuldades sentidas pelos alunos no éstsigwobabilidades e pe-
los professores no seu ensino, referidas por BataneronGaé&dCariizares [5], e que levam
muitas vezes ao desinteresse pelo seu estudo, poderadnsatacas se 0 seu ensino nao se
limitar apenas a definicdo classica de probabilidade ouiaagglo de férmulas decoradas.
Nesse sentido, nos ultimos anos, 0os programas de materdéatieasino basico e secunda-
rio tém alertado para a importancia (e necessidade) do usecdalogia em matematica e
da simulac&o nas probabilidades, tendo sido construigdessdis recursos, como brochuras
de apoio, para que os docentes ultrapassem as suas difesildelsta-nos esperar que essa
mudanca seja efetiva. A realizacéo do presente traballententou o nosso interesse pelo
estudo das probabilidades e da histdria da matematicay temdribuido para uma visdo mais
alargada da utilizacéo da tecnologia em matematica e emasedtar e, enquanto docente do
ensino nao superior, pensamos ter contribuido para o aisap de algumas dificuldades que

poderiamos sentir no ensino destes conteldos.

80 Modelacao e simulacédo — Uma aplicacdo ao problema daduaijogador



Bibliografia

[1] Abrantes, P., Serrazina, L., Oliveira, I. (1998)Matemética na educac¢éo basiddinis-
tério da educacéo, Departamento da Educacéo Basica.

[2] Agarwal, R. P. (1992)Difference equations and inequalities: theory, methods$ awpli-
cations Marcel Dekker, New York.

[3] Azul, A. (2005).Bases de Programacéo ,IRorto Editora.

[4] Batanero, C. (2003). La Simulacion como Instrumento dedilizacion en Probabili-

dade,Revista Educacion y Pedagogidedellin: Universidad de Antioquia, Facultad de

Educacioén, Vol. XV, rf. 35, pp. 39-54.

[5] Batanero, C., Godino. J. D. & Cafiizares, M. J. (2005).8ation as a tool to train Pre-
service School TeacheBroceedings of First ICMI African Regional Conferent@Ml,

Johannesburg.

[6] Batanero, C., Godino. J. D. & Roa, R. (2004). Training diears To Teach Probability,
Journal of Statistics Educatiowol. 12, n® 1 (disponivel enht t p: / / www. anst at .
org/ publications/jse/vl2nl/ batanero. htm).

[7] Campos, P. & Sousa, R. (2009possier XIV Estatistica com R Uma Iniciacdo

para o Ensino Basico e Secundalidisponivel emht t p: // www. al ea. pt/ htnl/
statofic/htm /dossier/doc/ dossi eld. pdf).

[8] Huygens (1656). Correspondence of Huygens RegardinggSaof Chance — Extrac-
ted from Volumes | and Il of the oeuvres completes of ChrastidHuygens. (dis-
ponivel em htt p://ww. cs. xu. edu/ mat h/ Sour ces/ Huygens/ sour ces/

correspondenceof 1656. pdf).
[9] Carvalho, A. (2005)Programacao com Excel para Economia & GestaGA.

81



Bibliografia

[10] Cohen, J. & Cohen, Y. (2008%tatistics and Data with R - An applied aprouch trough

examplesJohn Wiley & Sons.

[11] Countinho, C. (2001)Introduction aus situations aléatoires des le Collége: de |
modélisation a la simulation d’experiences de Bernoullnsi&environment informati-
gue Cabri-géométre-ITesis Doctoral. Universidad de Grénoble. (disponivehermp:

[ ww\ di am i mag. fr/ Thesesl AM t hesCi | edaC. PDF).

[12] Cull, P., Flahive, M., Robson, R. (200Mifference Equations: From Rabbits to Chaos
Springer, New York.

[13] Dalgaard, P. (2002)ntroductory Statistics with RSpringer, New York.

[14] David, F. N. (1962)Games, Gods and Gambling: a History of Probability and Stati
cal Ideas Charles Griffin & Co., London.

[15] Edwards (1983). Pascal's Problem: The 'Gambler’'s Ruimternational Statistical Re-
view51 n?1, pp. 73-79.

[16] Elaydi, S. (1996)An Introduction to Difference EquationSpringer-Verlag, New York.

[17] Epp, S. (1990Discrete mathematics with applicatigng/adsworth Publishing Com-
pany, California.

[18] Feller, W. (1967).Introduction to Probability Theoryvol.1, John Wiley & Sons, pp.
342-362.

[19] Ferreira, M. A. & Menezes, R. (199&quacdes com diferengasdi¢bes silabo, Lisboa.

[20] Gouraud, C. (1848MHlistoire des Calculs des Probabilites Depuis ses Originesd a
nos JoursLibrairie D. Auguste Durand, Paris.

[21] Hald, A. (2003).History of Probability and Statistics and their Applicati® Before
175Q John Wiley & Sons, New Jersey.

[22] Kelley, W. & Peterson, A. (2001 Difference Equations: An Introduction with Applica-
tions, Academic Press.

[23] Loureiro, H. (2007)Visual Basic.Net 2005 - Curso CompleECA.

82 Modelacao e simulacédo — Uma aplicacdo ao problema daduaijogador



Bibliografia

[24] Maindonald, J. & Braun, J. (2003pata Analysis and Graphics Using R - An Example-
based ApproachCambridge University Press.

[25] Martins, M. E. G., Monteiro, C., Viana, J. P. e Turkman,M (1997).Estatistica: Ma-
tematica - 1. ano de escolaridadeMinistério da Educacdo, Departamento do Ensino
Secundario (disponivel et t p:// ar ea. dgi dc. m n- edu. pt/ nat - no- sec/
brochuras. ht m.

[26] Martins, M. E. G. , Monteiro, C., Viana, J. P. e Turkman, M (1999).Probabilidades
e Combinatdria: Matemética - 12ano de escolaridadeMinistério da Educagéo, De-
partamento do Ensino Secundario (disponivehgrhp: / / ar ea. dgi dc. m n- edu.

pt/ mat - no- sec/ br ochur as. ht m.

[27] Martins, M. E. G. & Ponte, J. P. (2010Drganizacdo e tratamento de dados
Ministério da Educacdo, Direcdo Geral de Inovacdo e de Debkemento Curri-
cular (disponivel ennt t p: / / ar ea. dgi dc. mi n- edu. pt/ mat eri ai s_NPNMEB/
mat emat i caOTD_Fi nal . pdf).

[28] ME-DGIDC (2010). Metas de Aprendizagem para o Ensino Basidinistério da
Educacao, Direcado-Geral de Inovacéo e de DesenvolvimamtacGlar (disponivel em

http://ww. net asdeapr endi zagem m n- edu. pt).

[29] Metropolis, N. The Beginning of the Monte Carlo Methagds Alamos Scienca 15,
pp. 125-130.

[30] NCTM (2007).Principios e normas para a Matematica escoldiCTM/APM, Lisboa.

[31] Nicolau, J. (2003). Equactes diferenciais & equac@edif@rencas, Instituto Superior
de Economia e Gestédo da Universidade Técnico da Lisboaoftiag emht t p: //

pascal .iseg. utl.pt/~nicol au/ nyHP/ ED_2. pdf).
[32] Peres, P. (2011Excel Avancado3.? edi¢do. Edi¢des Silabo.

[33] Pestana, D. D. & Velosa, S. F. (200®)troducéo a Probabilidade e a Estatisticdol.
1, 32 ed., Fundacao Calouste Gulbenkian, Lisboa (pp. 276 — 280).

[34] Ponte, J. P., Serrazina, L., Guimaraes, H., BrendaGAimaraes, F., Sousa, H., Mene-
zes, L., Martins, M. E., Oliveira, P. (200Programa de Matematica do Ensino Basico

Ministério da Educacéao, Direcado Geral de Desenvolvimemtoi€llar, Lisboa.

Modelacao e simulacédo — Uma aplicacdo ao problema da ruijeeyddor 83



Bibliografia

[35] Rosen, K. (2007)Discrete Mathematics and its applicatiorgh ed. Mc Graw Hill
[36] Ross, S. M. (2006)Simulation 4th edition, Elsevier Academic Press.

[37] Rubinstein, R. Y. (2008%imulation and the Monte Carlo methdghd ed, John Wiley
& Sons.

[38] Santos R. (2008)Probabilidade Circa 1914 e a Construcédo de Pacheco d’ Amprim
Tese de Doutoramento, Universidade de Lisboa.

[39] Silva, J. C., Martins, M. E. G., Martins, A. A., Loura, C. C. (2001)Programa de Ma-
tematica Aplicada as Ciéncias Sociaidinistério da Educacgéo, Departamento do Ensino

Secundario, Lisboa.

[40] Silva, J. C., Fonseca, M. G. , Martins, A. A., FonsecaMCC., Lopes, I. M. C. (2002)
Programa de Matemética A do P2ano. Ministério da Educacgédo, Departamento do En-

sino Secundario, Lisboa.

[41] Silva, J. C., Fonseca, M. G. , Martins, A. A., Lopes, |. M. (2002).Programa de
Matematica B do 12.ana Ministério da Educacédo, Departamento do Ensino Secumdari
Lisboa.

[42] Stigler, S. M. (1991). Stochastic Simulation in the Bli@enth CenturyStatistical Sci-
ence6, n° 1, pp. 89-97.

[43] Sydsaeter, K. & Hammond, P. (1996)atematicas para el analisis economj&rentice
Hall, Madrid.

[44] Takacs, J. (1969). On the Classical Ruin Probldournal of the American Statistical
Association64, pp. 889-906.

[45] Tenreiro, C. (2010). Uma introducdo a estimagédo n&aspétrica de densidade, Mini-
curso,XVIII Congresso Anual da Sociedade Portuguesa de Estisti

[46] Thatcher, A. R. (1957). Studies in the history of proligband statistics: VI. A note
on the early solutions of the problem of the duration of pBigmetrika44, n. 3-4, pp.
515-518.

[47] Todhunter, I. (1865)A History of the Mathematical Theory of Probability from ffiene
of Pascal to that of LaplaceCambridge, London (Reimpressao de 2010 da Bibliolife).

84 Modelacao e simulacédo — Uma aplicacdo ao problema daduaijogador



Bibliografia

[48] Ulam, S., Metropolis, N. (1949). The Monte Carlo methddurnal of the American
Statistical AssociatioNol. 44, No. 247. (Sep., 1949), pp. 335-341.

[49] Venables, W. & Smith, DAn Introduction to R - Notes on R: A Programming Environ-
ment for Data Analysis and Graphigdisponivel emhtt p: // cran. r- proj ect .
or g/ doc/ manual s/ R-i ntro. pdf)

[50] Villate, J. (2009).Equacbes diferenciais e equacdes de diferengesculdade de
Engenharia da Faculdade do Porto (disponivelr@mip://vill at e. or g/ doc/

eqdi ferenci ai s/ eqdi f erenci ai s. pdf).

Modelacao e simulacédo — Uma aplicacdo ao problema da ruijeeyddor 85






Apéndice A
Programas construidos para o software R

Nestes programas, o utilizador deve substituir as vasaweles incluidas, tais como o nu-
mero de réplicas a realizar ou as quantias iniciais de caal@, pelos valores que pretende
simular.

A.1 Programa para representar graficamente varios jogos

da ruina

# A - Dinheiro do jogador A?

A=25

# Dinheiro do jogador B?

B=5

# p - Probabilidade de o jogador A ganhar cada partida?
p=0.50

# jogosmax - Numero maximo de partidas a simular?
jogosmax=400

# nrun - Namero de réplicas?

nrun=5

x=1; y=A
plot(x, y, type="b” xlab="Numero de partidas”, ylab="Dinheiro do Jogador A", pch=20,

cex=1.25, main = “Jogo da Ruina do Jogador”, xlim=c(1,jogosmax), ylim=c(0,A+B))
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abline(A, 2*p-1, lwd =2, Ity=2); abline(h=0); abline(h=A+B)
for (irun in 1:nrun) {
x=1; y=A
while (O<y & y<A+B & x<jogosmax){
x=x+1; y0O=y; y=y+2*rbinom(1,1,p)-1

segments(x-1, yO0, X, y, col=irun, lwd =2)}}

A.2 Programa para a Lei dos Grandes Numeros e Lei do

Logaritmo Iterado para a proporcao de jogos ganhos

# A - Dinheiro do jogador A?

A=15

# Dinheiro do jogador B?

B=15

# p - Probabilidade de o jogador A ganhar cada partida?
p=0.55

# jogosmax - Numero maximo de jogos a simular?
jogosmax=100000

# nrun - Namero de réplicas?

nrun=5000

# series - Numero de séries?

series=20

if (p==0.5) {c=A/(A+B)} else {c=(((1-p)/p)” A-1)/(((1-p)/p)" (A+B)-1)}

X <- seq(3, nrun, length=nrun)

li <- c-sgrt(2*c*(1-c)*log(log(x))/x)

Is <- c+sqgrt(2*c*(1-c)*log(log(x))/x)

plot(0, 0, type="b”, xlab="", ylab="Proporcdo de jogos ganhos por A”, pch=5,
cex=0.25, main = “Ruina do Jogador”, xlim=c(10,nrun), ylim=c(c-0.1,c+0.1))
abline(h=c); abline(h=0); abline(h=1)

lines(x, li, Ity=1, col=2, lwd =3)
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lines(x, Is, Ity=1, col=2, lwd =3)
for (srun in 1:series) {
PVA=0; VA=0; VB=0; E=0
mtext(paste(“P =", ¢), side=4, line=0)
for (irun in 1:nrun) {
y=A; x=0
while (0<y & y<A+B & x<jogosmax){x=x+1
y=y+2*rbinom(1,1,p)-1}
if (y<1) {VB=VB+1} else if (y>A+B-1) {VA=VA+1} else {E=E+1}
PVAO=PVA; PVA=VA/(irun-E)
segments(irun-1, PVAO, irun, PVA, col=srun, lwd =3)}}
X <- seq(3, nrun, length=nrun)
li <- c-sgrt(2*c*(1-c)*log(log(x))/x)
Is <- c+sqrt(2*c*(1-c)*log(log(x))/x)
lines(x, i, Ity=1, col=2, lwd=5)
lines(x, Is, Ity=1, col=2, lwd=5)

A.3 Programa para a Lei dos Grandes Numeros e Lei do

Logaritmo Iterado para o numero de jogos realizados

# A - Dinheiro do jogador A?

A=15

# Dinheiro do jogador B?

B=15

# p - Probabilidade de o jogador A ganhar cada partida?
p=0.55

# nrun - Namero de réplicas?

nrun=5000

# series - Numero de séries?

series=20
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if (p==0.5) {c=A"B} else {c=(A/(1-2*p)-((A+B)/(1-2*p))*(((((1-p)/p) = A)-1)/((((1-p)/p)
(A+B))-1)))}
plot(0, 0, type="b”", xlab=" ", ylab="Numero médio de partidas por jogo”, pch=5,
cex=0.25, main = “Ruina do Jogador”, xlim=c(30,nrun), ylim=c(c-15,c+15))
abline(h=c)
for (srun in 1:series) {
DM=0; VA=0; VB=0; D=rep(0,nrun)
mtext(paste(*E(D) =", c), side=4, line=0)
for (irun in 1:nrun) {
y=A; x=0
while (0<y & y<A+B){x=x+1
y=y+2*rbinom(1,1,p)-1}
if (y<1) {VB=VB+1} else {VA=VA+1}
D[irun]=x; DMO=DM; DM=(DMO*(irun-1)+x)/irun
segments(irun-1, DMO, irun, DM, col=srun, lwd =3)}}
X <- seq(3, nrun, length=nrun)
li <- c-sgrt(2*var(D)*log(log(x))/x)
Is <- c+sqrt(2*var(D)*log(log(x))/x)
lines(x,li ,Ity=1, col=2, lwd =6)
lines(x,Is ,Ity=1, col=2, Ilwd =6)

A.4 Programa para a distribuicdo da proporcdo amostral -

Teorema Limite Central

# A - Dinheiro do jogador A?

A=15

# Dinheiro do jogador B?

B=15

# p - Probabilidade de o jogador A ganhar cada partida?
p=0.5

# nrun - Namero de réplicas?

nrun=50

\Y Modelacao e simulacdo — Uma aplicacdo ao problema da ddijegador



Apéndice A — Programas construidos para o software R

# series - NUmero de séries?
series=10000

if (p==0.5) {c=A/(A+B)} else {c=(((1-p)/p) ~ A-1)/(((1-p)/p) ~ (A+B)-1)}
DM=rep(0,series)
for (srun in 1:series) {
PVA=0; VA=0; VB=0; D=rep(0,nrun)
for (irun in 1:nrun) {
y=A; x=0
while (0<y & y<A+B){x=x+1
y=y+2*rbinom(1,1,p)-1}
if (y<1) {VB=VB+1} else {VA=VA+1}}
DM[srun]=(VA/(VA+VB))}
mean(DM)
.Table <- table(DM)
.Table = dnorm(c, mean=c, sd=sqrt(c*(1-c)/nrun))*.Table/max(.Table)
x<-seq(0,1,0.001)
plot(.Table, ylim=c(0,1.1*max(.Table)), xlim=c(min(DM),max(DM)))
curve(dnorm(x, mean=c, sd=sqrt(c*(1-c)/nrun)), add=T, Ity=1, col=2, lwd =5)
points(.Table, pch=16, lwd=3)

A.5 Programa para a distribuicdo da média amostral - Teo-

rema Limite Central

# A - Dinheiro do jogador A?

A=15

# Dinheiro do jogador B?

B=15

# p - Probabilidade de o jogador A ganhar cada partida?
p=0.5

# nrun - Namero de réplicas?
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nrun=50
# series - NUmero de séries?
series=5000

if (p==0.5) {c=A"B} else {c=(A/(1-2*p)-((A+B)/(1-2*p))*(((((1-p)/p) ~ A)-1)/((((1-p)/p)
(A+B))-1)}
DM=rep(0,series)
for (srun in 1:series) {D=rep(0,nrun)
for (irun in 1:nrun) {
y=A; x=0
while (0<y & y<A+B){x=x+1
y=y+2*rbinom(1,1,p)-1}
D[irun]=x}
DM[srun]=mean(D)}
mean(DM)
Classes=25
hist(DM, prob=TRUE, xlab=" ", ylab=" ", pch=5, cex=0.25, main = “Histograma
da média da duracdo do jogo”, breaks=Classes, ylim=c(0, 1.1*dnorm(c, mean=c,
sd=sqrt(var(DM)))))
curve(dnorm(x, mean=c, sd=sqrt(var(DM))), add=T, Ity=1, col=2, lwd =3)

A.6 Programa para a Funcéo de distribuicdo empirica da

duracao do jogo - Teorema Glivenko-Cantelli

# A - Dinheiro do jogador A?

A=15

# Dinheiro do jogador B?

B=15

# p - Probabilidade de o jogador A ganhar cada partida?
p=0.5

# nrun - Numero de réplicas?
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nrun=100

D=rep(0,nrun)
for (irun in 1:nrun) {
y=A; x=0
while (0<y & y<A+B){x=x+1
y=y+2*rbinom(1,1,p)-1}
D[irun]=x}
# Criar funcéo de distribuicéo tedrica
maximo=max(D); S=rep(0,maximo); S[0]=0
for (srun in 1:maximo) {limitesoma=A+B-1
Somar=rep(0,limitesoma)
for (s2run in 1:limitesoma)

{Somar[s2run] = ((((cos(s2run*pi/(A+B)))" (srun))*sin(s2run*pi/(A+B)))/(1-
2*sqrt(p*(1-p))*cos(s2run*pi/(A+B)))) * (((p/(1-p)) ~ (A/2))*sin(A*s2run*pi/(A+B))+(((1-
p)/(p)) " (B/2))*sin(B*s2run*pi/(A+B)))}

S[srun] = 1-(((4*p*(1-p)) ~ ((srun+1)/2))/(A+B))*sum(Somar)}
plot(ecdf(D), do.points=FALSE, verticals=TRUE, xlab="Numero de partidas até o

“won

jogo terminar”, ylab="", pch=20, cex=1.25, main = “”, xlim=c(0,maximo))
for (srun in 2:maximo) {segments(srun-1, S[srun-1], srun, S[srun],lty=1, col=2, lwd

=6)}
lines(ecdf(D), do.points=FALSE, verticals=TRUE, lwd =3)

A.7 Programa para a distribuicdo da proporcdo amostral

Teorema Glivenko-Cantelli

# A - Dinheiro do jogador A?

A=15

# Dinheiro do jogador B?

B=15

# p - Probabilidade de o jogador A ganhar cada partida?
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p=0.5

# nrun - Namero de réplicas?
nrun=500

# series - Numero de séries?
series=1000

if (p==0.5) {c=A/(A+B)} else {c=(((1-p)/p) " A-1)/(((1-p)/p) ~ (A+B)-1)}
DM=rep(0,series)
for (srun in 1:series) {VA=0; VB=0
for (irun in 1:nrun) {y=A
while (O<y & y<A+B){y=y+2*rbinom(1,1,p)-1}
if (y<1) {VB=VB+1} else {VA=VA+1}}
DM[srun]=(VA/(VA+VB))}
plot(ecdf(DM), do.points=FALSE, verticals=TRUE, xlab=" ", ylab=" ", pch=20,
cex=1.25, main = “ ", xlim=c(min(DM),max(DM)), lwd =5)
x<-seq(0,1,0.001)
lines(x, pnorm(x, mean=c, sd=sqrt(c*(1-c)/nrun)), Ity=1, col=2, lwd =3)

A.8 Programa para adistribuicdo da media amostral da du-

racao den jogos - Teorema Glivenko-Cantelli

# A - Dinheiro do jogador A?

A=5

# Dinheiro do jogador B?

B=5

# p - Probabilidade de o jogador A ganhar cada partida?
p=0.5

# nrun - Namero de réplicas?

nrun=50

# series - NUmero de séries?

series=500
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if (p==0.5) {c=A*B} else
{c=(A/(1-2*p)-((A+B)/(1-2*p))*(((((1-p)/p) = A)-1)/((((1-p)/p) ~ (A+B))-1)))}
DM=rep(0,series)
for (srun in 1:series) {D=rep(0,nrun)
for (irun in 1:nrun) {
y=A; x=0
while (0<y & y<A+B){x=x+1
y=y+2*rbinom(1,1,p)-1}
D[irun]=x}
DM[srun]=mean(D)}
plot(ecdf(DM), do.points=FALSE, verticals=TRUE, xlab=" ", ylab=" ", pch=20,
cex=1.25, main = *”, xlim=c(min(DM),max(DM)), lwd =5)
x<-seq(0, max(DM), 1)
lines(x, pnorm(x, mean=mean(DM), sd=sqrt(var(DM))), Ity=1, col=2, lwd =3)

A.9 Programa para a Lei dos Grandes Numeros para a pro-

porcao de jogos ganhos - versao para alunos

# A - Dinheiro do jogador A?

A=15

# Dinheiro do jogador B?

B=15

# p - Probabilidade de o jogador A ganhar cada partida?
p=0.55

# jogosmax - Numero maximo de jogos a simular?
jogosmax=100000

# nrun - Namero de réplicas?

nrun=5000

# series - Numero de séries?

series=20
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if (p==0.5) {c=A/(A+B)} else {c=(((1-p)/p)" A-1)/(((1-p)/p)" (A+B)-1)}
X <- seq(3, nrun, length=nrun)
plot(0, O, type="b”, xlab="", ylab="Propor¢do de jogos ganhos por A", pch=5,
cex=0.25, main = “Ruina do Jogador”, xlim=c(10,nrun), ylim=c(c-0.05,c+0.05))
abline(h=c); abline(h=0); abline(h=1)
for (srun in 1:series) {PVA=0; VA=0; VB=0; E=0
mtext(paste(*P =", c), side=4, line=0)
for (irun in 1:nrun) {y=A; x=0
while (0<y & y<A+B & x<jogosmax){x=x+1
y=y+2*rbinom(1,1,p)-1}
if (y<1) {VB=VB+1} else if (y>A+B-1) {VA=VA+1} else {E=E+1}
PVAO=PVA; PVA=VA/(irun-E)
segments(irun-1, PVAO, irun, PVA, col=srun, lwd =3)}}

A.10 Programa para a proporcao de jogos ganhos - versao

para alunos - apresentacao de tabelas de valores.

# A - Dinheiro do jogador A?

A=15

# Dinheiro do jogador B?

B=15

# p - Probabilidade de o jogador A ganhar cada partida?
p=0.5

# jogosmax - Numero maximo de jogos a simular?
jogosmax=100000

# nrun - Namero de réplicas?

nrun=5000

VA=0; VB=0; E=0; PVAevolu=rep(0,nrun)

for (irun in 1:nrun) {y=A; x=0
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while (0<y & y<A+B & x<jogosmax){x=x+1
y=y+2*rbinom(1,1,p)-1}
if (y<1) {VB=VB+1} else if (y>A+B-1) {VA=VA+1} else {E=E+1}
PVAevolu[irun]=(VA/(irun-E))}
PVAevolu

A.11 Programa para a duracdo media do jogos - versao

para alunos - apresentacao de tabelas de valores.

# A - Dinheiro do jogador A?

A=10

# Dinheiro do jogador B?

B=10

# p - Probabilidade de o jogador A ganhar cada partida?
p=0.50

# nrun - Namero de réplicas?

nrun=1000

DM=0; VA=0; VB=0;
D=rep(0,nrun); DMedia=rep(0,nrun)
for (irun in 1:nrun) {y=A; x=0

while (0<y & y<A+B){x=x+1

y=y+2*rbinom(1,1,p)-1}

if (y<1) {VB=VB+1} else {VA=VA+1}

D[irun]=x; DM=(DM*(irun-1)+x)/irun; DMedia[irun]=DM}
D
DMedia
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A.12 Programa para a proporcao de jogos ganhos para ou-
tro tipo de apostas - versao para alunos - apresentacao

de tabelas de valores.

# A - Dinheiro do jogador A?

A=15

# Dinheiro do jogador B?

B=15

# p - Probabilidade de o jogador A ganhar cada partida?
p=0.5

# jogosmax - Numero maximo de jogos a simular?
jogosmax=100000

# nrun - Namero de réplicas?

nrun=5000

#aposta - valores a apostar? Introduza valores que sejam divisores das quantias dos
jogadores.

aposta=0.5

PVA=0; VA=0; VB=0; E=0; PVAevolu=rep(0,nrun)
for (irun in 1:nrun) {y=A; x=0
while (0<y & y<A+B & x<jogosmax){x=x+1
y=y+2*aposta*rbinom(1,1,p)-aposta}
if (y<1) {VB=VB+1} else if (y>A+B-1) {VA=VA+1} else {E=E+1}
PVA=VA/(irun-E); PVAevolu[irun]=PVA}
PVAevolu
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Programas construidos em Visual Basic

para Excel

B.1 Programa para efetuar a simulacdo de um jogo da

ruina em Excel

Sub Simulaumjogo()

Dim c As Integer, p As Double, a As Double, b As Double, Nmax As Integer, contador
As Integer

Cells.Clear

p = Application.InputBox(“Indique a probabilidade do jogador A vencer uma
partida:”, “Probabilidade do jogador A vencer uma partida”, , , , , , 1)

While ((p <0) Or (p > 1))

p = Application.InputBox(“A probabilidade ndo deve ser superior a 1 nem inferior a
0! Digite novamente o valor da probabilidade:”, “Probabilidade do jogador A vencer
uma partida”, , , , , , 1)

Wend

a = Application.InputBox(“Indigue o dinheiro do jogador A”, “DINHEIRO DO
JOGADORA, ,,,,, 1)

auxa =100 *a

Xl
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While (auxa Mod 100 <> 0)

a = Application.InputBox(“O valor a apostar deve ser um numero inteiro! Digite
novamente a quantia do jogador A:”, “DINHEIRO DO JOGADOR A", ,,,,,1)

auxa = 100 * a

Wend

b = Application.InputBox(“Indique o dinheiro do jogador B”, “DINHEIRO DO
JOGADORUPB",,,,,,1)

auxb =100 * b

While ((auxb Mod 100 <> 0) Or b < 0)

b = Application.InputBox(“O valor a apostar deve ser um nuamero inteiro! Digite
novamente a quantia do jogador A:”, “DINHEIRO DO JOGADORB",,,,,, 1)

auxb =100 * b

Wend

Nmax = Application.InputBox(“Numero maximo de partidas a realizar’, “NU-
mero maximo de partidas ", , ,,,, 1)

auxNmax = 100 * Nmax

While ((auxNmax Mod 100 <> 0) Or Nmax < 0)

Nmax = Application.InputBox("O numero maximo deve ser um numero inteiro
positivo!Digite novamente:”, “Numero maximo de partidas ”, , , , , , 1)

auxNmax = 100 * Nmax

Wend

N=a+b

Range(“B1”).Value = “Dinheiro do jogador A”
Range(“A2”).Value = “n.° aleatério”
Range(“B2”).Value = a

contador =0

Range(“F14").Value = “Ninguém venceu ao fim de”

Forc =3 To Nmax + 2
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If (Cells(c - 1, 2).Value < N) And (Cells(c - 1, 2).Value > 0))
Then

Cells(c, 1).Value = “=Rand()”

contador = contador + 1

Else
Cells(c, 1).Value =“”
End If

probabilidade = Cells(c, 1).Value

If (probabilidade > p And (Cells(c - 1, 2).Value < N
And Cells(c - 1, 2).Value > 0))

Then

Cells(c, 2).Value = Cells(c - 1, 2).Value - 1

End If

If (Cells(c - 1, 2).Value = N))

Then

Cells(c, 2).Value =~

Range(“F14”).Value = “Jogador A venceu ao fim de”
End If

If ((Cells(c - 1, 2).Value = “Ganhou A” Or
Cells(c - 1, 2).Value = “Ganhou B”

Or Cells(c - 1, 2).Value =“ "))

Then

Cells(c, 2).Value =“”

End If

If ((Cells(c - 1, 2).Value = 0))

Then

Cells(c, 2).vValue ="

Range(“F14”").Value = “Jogador B venceu ao fim de”
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End If

If (probabilidade <= p And (Cells(c - 1, 2).Value < N
And Cells(c - 1, 2).Value > 0))

Then

Cells(c, 2).Value = Cells(c - 1, 2).Value + 1

End If

Next c

Range(“F10”).Value = “Probabilidade de A vencer uma partida=" & p
Range(“F11”).Value = “Quantia inicial do jogador A=" & a
Range(“F12").Value = “Quantia inicial do jogador B=" & b
Range(“F13”).Value = “Quantia em jogo=" & N

Range(“F15”).Value = contador & “ partidas.”

B.2 Programa para efetuar a simulacao de varios jogos da

ruina em Excel

Sub SimularVariosJogos()
Dim NumSim As Double, ¢ As Integer, p As Double, a As Double, b As Double, Nmax

As Double, contador As Integer, m As Integer, j As Integer
Cells.Clear

p = Application.InputBox(“Indique a probabilidade do jogador A vencer uma
partida:”, “Probabilidade do jogador A vencer uma partida”, , , , , , 1)

While ((p <0) Or (p > 1))

p = Application.InputBox(“A probabilidade ndo deve ser superior a 1 nem inferior a
0! Digite novamente o valor da probabilidade:”, “Probabilidade do jogador A vencer
uma partida”, , , , , , 1)

Wend

XVI Modelacao e simulagédo — Uma aplicacdo ao problema damdrjogador



Apéndice B — Programas construidos em Visual Basic para Exce

a = Application.InputBox(“Indique o dinheiro do jogador A”, “DINHEIRO DO
JOGADORA", ,,,,, 1)

auxa =100 * a

While (auxa Mod 100 <> 0)

a = Application.InputBox(“O valor a apostar deve ser um numero inteiro! Digite
novamente a quantia do jogador A:”, “DINHEIRO DO JOGADOR A", ,,,,, 1)

auxa =100 * a

Wend

b = Application.InputBox(“Indique o dinheiro do jogador B”, “DINHEIRO DO
JOGADORDB",,,,,,1)

auxb =100 * b

While ((auxb Mod 100 <> 0) Or b < 0)

b = Application.InputBox(“O valor a apostar deve ser um numero inteiro! Digite
novamente a quantia do jogador A:”, “DINHEIRO DO JOGADORB", ,,,,, 1)

auxb =100 * b

Wend

Nmax = Application.InputBox(“Numero méximo de partidas a realizar’, “NuU-
mero maximo de partidas ", , ,,,, 1)

auxNmax = 100 * Nmax

While ((auxNmax Mod 100 <> 0) Or Nmax < 0)

Nmax = Application.InputBox(“O numero méximo deve ser um numero inteiro
positivo!Digite novamente:”, “NUmero maximo de partidas ", , , , , , 1)

auxNmax = 100 * Nmax

Wend

NumSim = Application.InputBox(“Numero de simula¢des do jogo”, “Numero de
simulagdes ”, , , ,,, 1)

auxNumsSim = 100 * NumSim

While ((auxNumSim Mod 100 <> 0) Or NumSim < 0)

NumSim = Application.InputBox(“O numero de simulacdes deve ser um ndamero
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inteiro positivo!Digite novamente:”, “NUmero maximo de partidas ”, , , , ,, 1)

auxNumSim = 100 * NumSim
Wend

N=a+b

Range(“A3”).Value = “Prob. de A vencer 1 partida =" & p
Cells(1, 1).Value = “Vencedor?”

Cells(2, 1).Value = “N.° partidas jogadas?”
Range(“A4”).Value = “Quantia inicial de A =" & a
Range(“A5”).Value = “Quantia inicial de B="& b
Range(“*A6”).Value = “Total em jogo =" & N

For r =2 To NumSim + 1

contador =0

Cells(1, r).Value =“1”
Cells(6, r).Value = a
Cells(2, r).Value = Nmax

Forc=7 To Nmax + 2

If ((Cells(c - 1, r).Value < N)
And (Cells(c - 1, r).Value > 0))
Then

contador = contador + 1
Cells(c, 1).Value = “=Rand()”

Else
Cells(c, 1).Value = “=Rand()”
End If

probabilidade = Cells(c, 1).Value

If (probabilidade > p And
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(Cells(c - 1, r).Value < N And

Cells(c - 1, r).Value > 0))

Then

Cells(c, r).Value = Cells(c - 1, r).Value - 1
End If

If ((Cells(c - 1, r).Value = N))
Then

Cells(1, r).Value = “A”
Cells(2, r).Value = contador
End If

If ((Cells(c - 1, r).Value = N Or
Cells(c - 1, r).Value =0 Or
Cells(c - 1, r).Value =* "))
Then

Cells(c, r).Value =
End If

If ((Cells(c - 1, r).Value = 0))
Then

Cells(1, r).Value = “B”
Cells(2, r).Value = contador
End If

If (probabilidade <= p And

(Cells(c - 1, r).Value < N And

Cells(c - 1, r).Value > 0))

Then

Cells(c, r).Value = Cells(c - 1, r).Value + 1
End If

Next c
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Next r

contavitorias = 0
containacabados =0
contaderrotas = 0

contapartidas = 0

For j =2 To NumSim + 1

If Cells(1, j).Value =“A”

Then

contavitorias = contavitorias + 1
End If

If Cells(1, j).Value ="I"

Then

containacabados = containacabados + 1
End If

If Cells(1, j).Value =“B”

Then

contaderrotas = contaderrotas + 1
End If

contapartidas = contapartidas + Cells(2, j).Value
Next j
Range(“G4”).Value = NumSim & “ jogos”
Range(“H4”").Value = contavitorias & “ vitorias”

Range(“H5").Value = “%vitérias= " & Round(contavitorias / NumSim * 100, 2)
Range(“l4”).Value = containacabados & “ inacabados”
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Range(“l5”).Value = “%inacabados= " & Round(containacabados / NumSim *
100, 2)

Range(“J4”).Value = contaderrotas & “ derrotas”

Range(*J5”).Value = “%derrotas= " & Round(contaderrotas / NumSim * 100, 2)

Range(“K4”).Value = contapartidas & “ partidas”

Range(“K5”).Value = “média.partidas= " & Round(contapartidas / NumSim, 2)

B.3 Programa para efetuar a simulacao de varios jogos da

ruina em Excel com dois tipos de apostas diferentes

Sub SimularJogosApostasDiferentes()
Dim NumSim As Integer, ¢ As Integer, p As Double, a As Double, b As Double, Nmax
As Double, contador As Integer, m As Integer, j As Integer, apostas As Double,

aposta2 As Double
Cells.Clear

p = Application.InputBox(“Indique a probabilidade do jogador A vencer uma
partida:”, “Probabilidade do jogador A vencer uma partida”, , , , , , 1)

While ((p <0) Or (p > 1))

p = Application.InputBox(“A probabilidade ndo deve ser superior a 1 nem inferior a
0! Digite novamente o valor da probabilidade:”, “Probabilidade do jogador A vencer
uma partida”, , , ,,, 1)

Wend

a = Application.InputBox(“Indique o dinheiro do jogador A”, “DINHEIRO DO
JOGADORA", ,,,,,1)

auxa =100 * a

While (auxa Mod 100 <> 0)

a = Application.InputBox(“O valor a apostar deve ser um numero inteiro! Digite
novamente a quantia do jogador A:”, “DINHEIRO DO JOGADOR A", ,,,,, 1)
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auxa = 100 * a
Wend

b = Application.InputBox(“Indique o dinheiro do jogador B”, “DINHEIRO DO
JOGADORUPB",,,,,,1)

auxb =100 * b

While ((auxb Mod 100 <> 0) Or b < 0)

b = Application.InputBox(“O valor a apostar deve ser um nuamero inteiro! Digite
novamente a quantia do jogador A:”, “DINHEIRO DO JOGADORB",,,,,, 1)

auxb =100 * b

Wend

Nmax = Application.InputBox(“Numero maximo de partidas a realizar’, “NU-
mero maximo de partidas ", , ,,,, 1)

auxNmax = 100 * Nmax

While ((auxNmax Mod 100 <> 0) Or Nmax < 0)

Nmax = Application.InputBox("O numero maximo deve ser um numero inteiro
positivo!Digite novamente:”, “Numero maximo de partidas ”, , , ,, , 1)

auxNmax = 100 * Nmax

Wend

Resposta = MsgBox(“Os valores a apostar devem ser divisores de " & a & “ e
de ” & b)

apostas = Application.InputBox(“Valor do 1.° tipo de aposta?”, “Total a apostar no 1.°
tipo de jogo”, ,,,,, 1)

aposta2 = Application.InputBox(*Valor do 2.° tipo de aposta?”, “Total a apostar no 2.°
tipo de jogo”, , , ,,, 1)

NumSim = Application.InputBox(“Numero de simulacbes de cada tipo de jogo:”,
“Numero de simulacées ", ,,,,, 1)

auxNumsSim = 100 * NumSim

While ((auxNumSim Mod 100 <> 0) Or NumSim < 0)

NumSim = Application.InputBox(“*O numero de simulacdes deve ser um numero

inteiro positivo!Digite novamente:”, “NUmero maximo de partidas ”, , , , ,, 1)
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auxNumSim = 100 * NumSim
Wend

N=a+b

Range(“A3”).Value = “Prob. do jogador A vencer 1 partida="&p

Cells(1, 1).Value = “Vencedor da partida="

Cells(2, 1).Value = “N.° partidas realizadas="

Range(“A4”).Value = “N.° maximo de partidas a realizar=" & Nmax
Range(“A5”).Value = “Quantias iniciaissA="&a & "“"&“B="&b
Range(“A6”).Value = “Valor do 1.° tipo de aposta(a vermelho)= " & apostas
Range(*A7”).Value = “Valor do 2.° tipo de aposta (a preto)=" & aposta2
Range(“A8”).Value = “Total em jogo =" & N

Range(“All1”).Value = “n.° aleat6rio”

Forr =1 To NumSim

contador =0

Cells(1, 2 *r).Value = “E”

Cells(1, 2 * r).Font.Colorindex = 3 'Red
Cells(12, 2 *r).Value = a

Cells(12, 2 * r).Font.Colorindex = 3 'Red
Cells(2, 2 * r).Value = Nmax

Forc =13 To Nmax + 13

If ((Cells(c - 1, 2 *r).Value < N)
And (Cells(c - 1, 2 *r).Value > Q))
Then

contador = contador + 1

Cells(c, 1).Value = “=Rand()”

Else
Cells(c, 1).vValue =~
End If
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probabilidade = Cells(c, 1).Value

If (probabilidade > p And

(Cells(c - 1, 2 *r).Value <N And

Cells(c - 1, 2 *r).Value > 0))

Then

Cells(c, 2 * r).Value = Cells(c - 1, 2 * r).Value - apostas
Cells(c, 2 * r).Font.Colorindex = 3 'Red

End If

If ((Cells(c - 1, 2 *r).Value = N))

Then

Cells(1, 2 *r).Value = “A”

Cells(1, 2 * r).Font.Colorindex = 3 'Red
Cells(2, 2 * r).Value = contador
Cells(2, 2 * r).Font.Colorindex = 3 'Red
End If

If ((Cells(c - 1, 2 *r).Value =N Or
Cells(c- 1, 2 *r).Value =0 Or
Cells(c - 1, 2 *r).Value =*"))
Then

Cells(c, 2 *r).Value ="~

End If

If ((Cells(c - 1, 2 *r).Value = 0))

Then

Cells(1, 2 *r).Value = “B”

Cells(1, 2 * r).Font.Colorindex = 3 'Red
Cells(2, 2 * r).Value = contador
Cells(2, 2 * r).Font.Colorindex = 3 'Red
End If
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If (probabilidade <= p And

(Cells(c - 1, 2 *r).Value <N And

Cells(c - 1, 2 *r).Value > 0))

Then

Cells(c, 2 * r).Value = Cells(c - 1, 2 * r).Value + apostas
Cells(c, 2 * r).Font.Colorindex = 3 'Red

End If

Next c

Next r

contavitorias = 0
contaempates =0
contaderrotas =0

contapartidas = 0

For j=1To NumSim + 1

If Cells(1, 2 * j).Value = “A”
Then

contavitorias = contavitorias + 1
End If

If Cells(1, 2 *j).Value = “E”

Then

contaempates = contaempates + 1
End If

If Cells(1, 2 *j).Value = “B” Then
contaderrotas = contaderrotas + 1
End If
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contapartidas = contapartidas + Cells(2, 2 * j).Value

Next j

Range(“D4”).Value = NumSim & “ jogos 1.° tipo”

Range(“F4”).Value = contavitorias & “ vitorias”

Range(“F5”").Value = “%vitorias= " & Round(contavitorias / NumSim * 100, 2)

Range(*H4”).Value = contaempates & “ empates”

Range(“H5”).Value = “%empates= " & Round(contaempates / NumSim * 100,
2)

Range(“J4”).Value = contaderrotas & “ derrotas”

Range(“J5”).Value = “%derrotas= " & Round(contaderrotas / NumSim * 100, 2)

Range(“K4”).Value = contapartidas & “ partidas”

Range(“K5").Value = “média.partidas= " & Round(contapartidas / NumSim, 2)

For r =1 To NumSim

contador =0

Cells(1, 2 *r + 1).Value = “E”
Cells(12, 2 *r + 1).Value = a
Cells(2, 2 * r + 1).Value = Nmax

Forc =13 To Nmax + 13

If ((Cells(c -1, 2 *r + 1).Value < N) And
(Cells(c -1, 2 *r + 1).Value > 0))

Then

contador = contador + 1

Cells(c, 1).Value = “=Rand()”

Else

Cells(c, 1).vValue =~

End If
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probabilidade = Cells(c, 1).Value

If (probabilidade > p And

(Cells(c-1,2*r+ 1).Value <N And

Cells(c - 1, 2 *r + 1).Value > 0))

Then

Cells(c, 2 *r + 1).Value = Cells(c - 1, 2 * r + 1).Value - aposta2

End If

If ((Cells(c - 1, 2 *r + 1).Value = N))
Then

Cells(1, 2 *r + 1).Value = “A”
Cells(2, 2 * r + 1).Value = contador
End If

If ((Cells(c-1,2*r+ 1).Value =N Or
Cells(c-1,2*r+ 1).Value =0 Or
Cells(c-1,2*r+1).Value =“"))
Then

Cells(c, 2 *r + 1).Value =“”

End If

If ((Cells(c - 1, 2 *r + 1).Value = 0))
Then

Cells(1, 2 *r + 1).Value = “B”
Cells(2, 2 * r + 1).Value = contador
End If

If (probabilidade <= p And
(Cells(c-1,2*r+ 1).Value <N And
Cells(c - 1, 2 *r + 1).Value > 0))
Then
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Cells(c, 2 *r + 1).Value = Cells(c - 1, 2 *r + 1).Value + aposta2

End If
Next c
Next r
contavit =0

contaempat = 0
contaderrot = 0

contapart = 0

For j =1 To NumSim

If Cells(1, 2 *j + 1).Value = "A”
Then

contavit = contavit + 1

End If

If Cells(1, 2 *j + 1).Value = “E” Then
contaempat = contaempat + 1

End If

If Cells(1, 2 *j + 1).Value = “B” Then
contaderrot = contaderrot + 1

End If

contapart = contapart + Cells(2, 2 *j + 1).Value

Next j

Range(“D6”).Value = NumSim & “ jogos do 2.° tipo”
Range(“F6”).Value = contavit & “ vitorias”
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Range(“F7”).Value = “%vitérias= " & Round(contavit / NumSim * 100, 2)
Range(“H6").Value = contaempat & “ empates”

Range(*H7”).Value = “%empates=" & Round(contaempat / NumSim * 100, 2)
Range(“J6”).Value = contaderrot & “ derrotas”

Range(“J7”).Value = “%derrotas= " & Round(contaderrot / NumSim * 100, 2)
Range(“K6”).Value = contapart & “ partidas”

Range(“K7”).Value = “média.partidas= " & Round(contapart / NumSim, 2)
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Exemplo de tarefa

C.1 Um pouco de histéria das probabilidades

A origem da teoria das probabilidades esta relacionada aomespondéncia, em 1654, entre
Blaise Pascal (1623-1662) e Pierre de Fermat (1601-168fisionada pelos problemas
propostos por Antoine Gombaud, também conhecido por Gav&le Méré, famoso jogador
profissional da época. As sete cartas conhecidas, que cangderrespondéncia entre estes
dois matematicos, contém essencialmente informacdessadaquele que € conhecido como

o problema da divisdo da apostdNo problema séo referidos dois jogadores que possuem
cada unB2 pistolas (dinheiro da época) e que jogam um determinado jmggual é declarado
vencedor aquele que primeiro perfizgrontos, ficando nesse caso, o jogador vencedor com o
total de64 pistolas. Pretende-se descobrir a maneira como se devérdpdorma equitativa

as pistolas, caso o jogo, por alguma razéo, tenha de termaimeas que qualquer um dos

jogadores tenha obtido 8gpontos.

Nestas cartas entre Pascal e Fermat, que so6 viriam a secgudgiem 1679, encontramos
também referéncias ao que hoje conhecemos cmaagulo de Pascaé ao que atualmente
chamamos d€4&lculo CombinatérioEm 1654, Pascal escrevéraité du triangle arithméti-
gue o tratado que apresentava as principais propriedadésgatgulo de Pascamas que so

viria a ser publicado em 1665.

Pascal e Fermat trocaram também informacdes acerca de bhempeoque passou a ser

conhecido como ®roblema da Ruina do Jogador

O problema é o seguinte: dois jogadorés B, efetuam um jogo lancando trés dados. O
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jogadorA obterd um ponto se perfizer uma somaltigpontos no langamento d@dados e
Se 0 seu parceir®@ nao tiver quaisquer pontos. Caso o jogadoobtenha uma soma dé
pontos no langcamento dos dados e o0 seu adversario tiver umizagéo nao nula, o jogador
A ndo vera a sua pontuacdo aumentar mas sera subtraido umapqatadorB. O jogador
B verd a sua pontuacdo aumentarleomidade se a soma do lancamento 8ldados perfizer
14 e se o0 seu adversérid, ndo tiver pontuacdo. Caso o jogadérobtenhal4 pontos e 0
jogadorA tenha um valor ndo nulo de pontuacéo, entao o jog&dmntinuara com a mesma
pontuacdo e ao jogadar sera subtraido um ponto. Vencera o jogador que obit¥@ontos

e pretendia-se descobrir a razdo entre o numero de hipdategegadorA e o nimero de
hip6teses do jogadds vencer o jogo.

Por exemplo, se o jogadoat tiver 5 pontos e o jogadoB tiver 6 pontos e se, ao serem
lancados os trés dados se obtiver a somaldeontos, entdo, o jogadot continuara con®
pontos e 0 jogadoB passara a teF pontos. No caso do jogader ter 0 pontos e o jogador
B tiver 6 pontos e se a soma obtida no langcamento dos trés dadbk &ntdo, o jogadoA

continuara confd pontos e o jogadoB passara a tef pontos.

A autoria do problema da ruina do jogador foi, no entantdw@ia durante muitos séculos
ao matematico holandés Christiaan Huygens pois o primenmmpublicado sobre Calculo de
Probabilidaded)e Ratiociniis in Ludo Aleae® da sua autoria e surgiu em 1657. No final desta
obra, o autor apresenigroblemas para o leitor resolver, sendo um deles, o probfemaina
do jogador (numa versao um pouco diferente da que foi apgiad®por Pascal). No entanto,
Huygens nao fez qualquer referéncia a Pascal, o que fez cera qutoria deste problema
estivesse muitos anos relacionada com Huygens e ndo com ausmuerdadeiro, Blaise
Pascal. O verdadeiro autor s6 seria revelado em 1888, corbliagaréio da correspondéncia
de Huygens. No entanto, a publicacéo desta correspondisuridéeceu depois da publicacao
de dois livros, que foram (e sdo) obras fundamentais datifislds Probabilidadeslistoire
du calcul des probabilités depuis ses origines jusqu’a masg por Charles Gouraud em
1848 eHistory of the Mathematical Theory of Probability from thien€ of Pascal to that
of Laplacepor Todhunter em 1865, o que contribuiu para que o nome deRastinuasse
isolado do problema da ruina do jogador [15, p.13-14].

Huygens ndo apresenta a resolucao do problema no seu tidioaia solucéo e deixa a
demonstracéo ao cuidado do leitor. Também néo existem @aéosa da forma como Pascal

e Fermat conseguiram resolver este problema, sé sabenmsppespondéncia de Carcavi e
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Huygens, que utilizaram métodos de resolucéo diferentes.

C.2 O problema da ruina do jogador

Atualmente existem muitas versdes do problema da ruinagdal@. Podemos imaginar, por
exemplo, que dois jogadored,e B, tém uma certa quantidade de dinheiro, que pode ou ndo
ser igual, e que jogam um jogo dividido em partidas. O jogabdposssut euros e o jogador

B possuib euros inicialmente. Em cada partida, o jogadoganha com probabilidade
recebendo um euro do jogadBr, e perde com probabilidade= 1 — p, pagando um euro

ao jogadorB. O jogo terminara, quando um dos jogadores ficar sem dinhBiretende-se

determinar a probabilidade de tal acontecer.

20 0

Figura C.1: Simulac&o do jogo para diferentes valores eleeb (p = 0.5)

Na Figura C.1, podemos ver as trajetorias de alguns jogadvais para diferentes quan-
tias iniciais dos dois jogadores cgm= 0, 5.

1. Sup0e que dois jogadordse B realizam um jogo da ruina e que ambos possuem inici-
almentet euros. Supde também que ambos possuem igual probabilidadganderem
uma partida. Por exemplo, a sequéncia que representa aaog@jigadord apds cada
partida realizada:

5,4,3,2,3,4,5,4,5,4,3,2,3,2,1,0

pode representar um jogo da ruina nas condi¢cdes referideste aso, o jogadot

perdeu porgue ficou sem dinheiro.

(a) Através da escrita de uma sequéncia de numeros, da o lexdenpm jogo da
ruina nas condicdes atras referidas que seja constiturddpmartidas e em que o

jogadorA seja o vencedor.
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(b) Da o exemplo de um jogo da ruina que ao fimideartidas ainda ndo tenha um
vencedor definido.

(c) E possivel aos jogadores preverem quantas partidasemfipar? Justifica.

(d) Qual sera o numero maximo de partidas que poderao realiza

2. O programa R permite-nos obter representacbes graficas do problemaimia ao
jogador e além disso, efetuar simula¢des de uma forma npadarécomparativamente
com o Excel) quando trabalhamos com valores elevados. Apregrama R e acript
simula_jogos_da_ruifd, muda as variaveis para os valores que pretendes (s6 deves
mudar os programas na parte inicial da declaracédo de vaj@/ebserva os graficos
que obtens. Escolhe um dos graficos e faz uma breve cargéwidasse jogo. Para
facilitar essa caraterizagéo, podes pedir para ser céthstapenas um jogo (considera
nrun = 1) e considerar as quantias iniciais dos dois jogadores ®ap@ exemplo
a = b = 4. Poderas ter de ajustar o numero de partidas de forma aizees mais
facilmente o jogo.

3. NoMicrosoft Excelbre o ficheiro Simulagdo_Jogo_Ruina_Excel (cada un tdoos
apresenta um simulador diferente para o jogo da ruina) ¢hesetivro Simularljog®).
Esta folha de calculo permitir-te-a simular um jogo da ruioen apostas unitarias.
Para isso, clica no botdo de simulacdo e escolhe as quamtiess de cada jogador,
a probabilidade do jogadot vencer uma partida e 0 niumero maximo de partidas a
realizar. Surgird a esquerda uma lista de numeros (psdadtdaos entrd) e 1. Se
0 numero a esquerda for inferior a probabilidade que intkcasjogadord ganha um
euro, caso contrario perdera um euro para o seu adversadmedga por utilizar o
simulador para gerares alguns jogos da ruina com as cosdig@equiseres. Deves
escolher um nimero maximo de partidas adequado, de forma aeja muito pouco

provavel que ao fim desse numero de partidas ndo se consgyagsedm é o vencedor.

(@) Pressupomos que os alunos ja tomaram contato com as iregrogsicas deste programa.

() Neste trabalho, o programa dest&ipt encontra-se no anexo A.1. Aos alunos, ser-lhes-&o facstasl
ficheiros com os programas necessarios.

@) Neste trabalho, a programac&o correspondente enconimasexo B.1. Aos alunos sera facultada a folha
de célculo com 08 simuladores.
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Imagina que as quantias iniciais dos jogadotes B sdo iguais & e que a probabili-
dade do jogadoA vencer uma partida @ 7. Ao ser usado o simulador Simulaljogo
(com um maximo de( partidas) obtiveram-se os seguin2ésiimeros aleatorios (com

aproximacao as centésimas):

0.38,0.78,0.52,0.91,0.21, 0.14, 0.01, 0.09, 0.96, 0.99,
0.45,0.67,0.74,0.61,0.33,0.31,0.92,0.18,0.23,0.74.

Quem venceu o jogo? O jogo permanece inacabado ao fitth partidas? Justifica.

Para resolveres as questfes seguintes deves realizar tenonglisvado de simulacgdes,

por exemplo]1600 (400 de cada vez).
4. Escolhe agora o livro SimularNjod®s

(&) Considera que as quantias iniciais dos dois jogadokesgsais (por exemplo
a = b = 4) e que se vdo mantendo ao longo das diversas simulacbesgsefe-
tuando. Descobre um valor aproximado da probabilidadeghdorA vencer um
jogo daruina e do numero médio de partidas de duracao dogogonsiderarmos
a probabilidade de ganhar uma partida iguéla

(b) Investiga o0 que acontece a probabilidade do jogddegncer o jogo da ruina e ao
numero médio de partidas de duracdo do jogo, a medida quesauomentando
a quantia inicial do jogadaB, considerando que o valor da probabilidade de cada
um dos jogadores ganhar uma partida & e que a quantia inicial do jogadar
se mantém constante. (Podes por exemplo, comecar por etarsid= 4 eb = 7

e depois considerares= 4 eb = 10).

5. A probabilidaddP, do jogadorA vencer o jogo da ruina pode ser determinada, utili-

zando:
a 1
a+b %€ P=3
P, = , , 0<a<n. (C.1)
q'p’ —p"
T S DF g

qr —

) Neste trabalho, o programa em R encontra-se no anexo B.2.
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A duracédo esperada (ou média) do jogo da ruina pode seraddgultilizando:

4

N[

ab se p=

E, = (q)a_l , 0<a <n. (C.2)

a n P
- se p#

1—-2p 1-2p <g>"_1

p

N[ =

(a) Utiliza as equacgbes C.1 e C.2 para determinar a protatidido jogadod vencer
0 jogo e o numero médio de partidas de duracdo do jogo, coasid@ = 0,5 e
a = b. Compara o resultado com a tua resposta a questao 4a. O quiais®n

(b) Utiliza as equagdes C.1 e C.2 para determinar a protdatigido jogadad vencer
0 jogo e 0 numero médio de partidas de duracdo do jogo, coaside os valo-
res que utilizaste na questdo 4b. Compara o resultado comragposta a essa

guestao.

(c) Abre o programa R e scriptLei_Grandes_Numeros_Propor€acefetua as mu-
dancas de variaveis que quiseres (podes usar, por exerapllpoes das questdes
4a e 4b) e corre scriptreferido. No grafico, a direita, surgira o valor da probabi-
lidade do jogador vencer um jogo para os valores das variaveis que declaraste,
usando a equacao C.1. Cada um dos graficos apresentadeenépie evolucao
da proporcéo de jogos ganhos pelo jogadpa medida que o nimero de jogos

realizados vai aumentando. O que observas?
(d) Determina o valor esperado de ganho do jogatparap = 0,5ea = b = 4.

(e) Utilizando a equacéo C.1, indica, explicando o teu @nio, qual dos jogadores,
A ou B, possui uma maior probabilidade de vencer um jogo da rumduecao

do dinheiro que possuem inicialmente (consideragneo0, 5).

6. Vamos agora investigar o que acontece a probabilidadegdalprA vencer o jogo da
ruina e ao numero médio de partidas de duracdo do jogo, séabiiidade de vencer

uma partida nao for igual para os dois jogadores.

(@) Considerar = b = 4. Usando o simulador SimularNjogos determina um valor
aproximado da probabilidade do jogadbvencer um jogo e do nimero medio de

partidas de duracdo do jogo para= 0,48, p = 0,45 ep = 0, 40.

©) Neste trabalho, o programa em R correspondente encontiaaeexo A.9.
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(b) No programa R, abre cript proporcao_jogos_ganh®s Este programa
apresenta-te uma tabela com a proporcao de jogos ganhgegattmr 4, a me-
dida que o numero de jogos realizados vai aumentando, eradugs quantias
iniciais dos jogadores e da probabilidade do jogatleencer uma partida. Utiliza
este simulador para obteres valores aproximados da pfiolaale do jogadord

vencer um jogo para= 0,48, p = 0,45 ep = 0,40, consideranda = b = 4.

(c) Ainda no programa R, abre script duracao_esperada_jdgo Este programa
apresenta-te uma tabela com a duragédd da.partidas realizadas) de cada um
dos jogos realizados e uma tabela que apresenta o nimero deedartidas de
duracao do jogo, a medida que o numero de jogos realizadasina@ntando, em
funcdo das quantias iniciais dos jogadores e da probathdida jogador vencer
uma partida. Utiliza este simulador para obteres valoresxapados do niumero
médio de partidas de duracdo do jogo para 0,48, p = 0,45 e p = 0,40,

consideranda = b = 4.

(d) Utilizando a equacao C.1 determina os valores das pilatsdes referidas na

guestéo 6a e compara-as com os valores que obtiveste naSagues e 6b.

(e) Utilizando a equacao C.2 determina o nimero médio départle duracao do
jogo para os valores referidos na questdo 6a e compara-o®saaores que

obtiveste nas questdes 6a e 6¢ .

() Se os valores: e b forem iguais, 0 que acontece a probabilidade do jogador
vencer o0 jogo se a probabilidade dos dois jogadores ganhamgmpartida for
diferente? Justifica a tua resposta indicando outros \&alige que te ajudem a
corroborar as tuas afirmacdes (podes manterb = 4).

7. Imagina que o jogadof tem muito dinheiro mas que cada partida Ihe é desfavoravel
(p < 0,5), serd que a probabilidade de vencer um jogo da ruina seeficup50%?

Iremos utilizar os simuladores apresentados e C.1 paranmdspa esta questao.

(a) Considera, por exempld,= 10 e a = 100. Utilizando a equagéo C.1, determina

a probabilidade do jogadot vencer o jogo para dois diferentes valoregde

©) Neste trabalho, o programa em R encontra-se no anexo A.10.

(") Neste trabalho, o programa em R encontra-se no anexo A.11.
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(b) Considera, por exemplb= 10 ea = 1000. Utilizando a equagéo C.1, determina

a probabilidade do jogadot vencer o jogo para dois diferentes valoregpde

(c) Com base nas duas questbes anteriores, e utilizandoutagion SimularNjogos
(Excel) ou o simulador proporcao_jogos_ganhos (progranpaf testares outros

valores de e dea, mantendd = 10, indica o que concluis.

8. Um dos jogos de azar presentes nos casinos € a roleta. @gogiste em lancar
uma bola numa roleta que esta dividida num certo nUmero d@egnumeradas e
coloridas de vermelho, preto ou verde. A roleta europeidéroi6 seccdes pretas
ou vermelhas numeradas dea 36 e uma secc¢do verde com o0 nUmero A roleta
americana contém mais uma seccgdo verde numerad@®@of jogador podera fazer
diferentes tipos de apostas, sendo estas feitas numa mesamiém os numeros da
roleta, estando os numeros de 36 distribuidos enB colunas €12 linhas. O jogador
podera apostar em numeros isolados ou escolher conjuréatefinidos de nimeros,
por exemplo, os numeros de uma das trés colunas, 0s nUmeessquaos numeros
coloridos a vermelho. Se o jogador conseguir acertar no raiquee escolheu recebera
um prémio correspondente ao tipo de aposta que efetuou. xeorpéo, se apostou
apenas num numero e ele saiu na roleta, ficara com o dinhedragpstou e recebera
mais35 vezes o dinheiro que apostou; se apostar num nimero pao(o&eg contado)
e a bola cair numa seccdo com um numero nestas condicodsen&cena quantia de

dinheiro igual ao que apostou e mantera a quantia que apostou

(a) Qual é a probabilidade de obter numero par para cada utipdesie roletas (0

e 000 n&o contam como numeros pares)?
(b) Qual das roletas sera mais vantajosa para 0s jogadarstsica.

(c) O Miguel possuil0 euros e pretende apostar, um euro de cada vez, nos nUmeros
pares até ganhar mai$ euros ou perder todo o seu dinheiro (0 que equivale a
jogar um jogo da ruina contra um jogador que teheuros). Utilizando o simu-
lador SimulaNjogos determina um valor aproximado da priidaole do Miguel
ganhar maid0 euros, jogando na roleta americana (poderas optar peldesioru

do programa R, proporcao_jogos_ganhos).

(d) Determina o valor referente a questdo 8c utilizando agém C.1 e compara-o

com a resposta anterior.
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(e) Determina o valor esperado de ganho do Miguel na roletxiaama e na roleta
europeia. O jogo € justo? Justifica.

(f) No Excel, utiliza o simulador duas_apostas determina um valor aproximado
da probabilidade do Miguel ganhar mdi euros na roleta americana, fazendo
apostas dd euro e de5 euros (poderas optar pelo simulador do programa R,

proporcao_apostas_difereritds

(g) Utilizaaequagéo C.1 e determina a probabilidade do Miganhar mai0 euros
na roleta americana, efetuando aposta$.de, 1, 2, 4, 5 e 10 euros. O que

concluis?

®) Neste trabalho, o programa em R encontra-se no anexo B.3.

©) Neste trabalho, o programa em R encontra-se no anexo A.12.
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