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Resumo Um péndulo fisico, sujeito a um amortecimento e a uma forca externa que atua sobre o eixo de rotacdo
deste, reproduz vérios tipos de movimentos, que poderio ser periddicos ou ndo. Controlando a amplitude e a fre-
quéncia da forca externa, o objetivo € prever e caracterizar o tipo de movimentos descritos pelo péndulo. Neste
primeiro trabalho sobre o tema, serdo introduzidas as equacoes necessarias para a modelacdo do movimento e anal-
isados os dados experimentais resultantes das leituras efetuadas num péndulo cujo eixo de rotacéo estd sujeito a um

movimento horizontal periddico.
1 Introducao

Consideremos o sistema dinadmico composto pelo pén-
dulo, com um dnico ponto-massa, supondo que ndo ex-
iste atrito no eixo de rotacdo do péndulo e que a massa
do cabo rigido do péndulo é desprezavel. Assumindo que
a unica forca a que o péndulo se encontra sujeito € a
forca da gravidade, a equacdo que modela este sistema
dindmico é dada por
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onde 6 representa o dngulo que o cabo do péndulo faz
com o eixo vertical, g € a aceleragdo devida a gravidade e
L representa o comprimento do cabo do péndulo (figura

1).

—

Figura 1: Esquema de um péndulo.

Supondo que estamos nas condicdes do sistema de-
scrito em (1) e considerando a resisténcia do ar a atuar

no ponto-massa, a equacdo do movimento do péndulo
amortecido pode ser dada por
2
i% + %sin(@) +k% ~0,
onde k € o coeficiente de viscosidade.

Se, em vez de considerarmos a resisténcia do ar, con-
siderarmos uma forca motora a atuar sobre o suporte do
sistema, esta ird provocar um movimento horizontal os-
cilatério com uma determinada amplitude « e frequén-
cia w, que iremos representar por h. Nestas condices, a
equacdo que modela o movimento do péndulo forcado é
dada por:

2
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2 Modelacido de um movimento
harmoénico forcado

Com o objetivo de confrontar resultados tedricos com re-
sultados experimentais, nesta se¢do modelamos os dados
experimentais resultantes das leituras efetuadas pelo sen-
sor "Rotary Motion Sensor" da Vernier.

Figura 2: "Rotary Motion Sensor", da Vernier;, usado para a
obtengdo dos dados experimentais.
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2 MODELACAO DE UM MOVIMENTO HARMONICO FORCADO

O modelo matematico considerado é dado pela
equacdo diferencial nédo linear de segunda ordem (3),
visto que o eixo de rotacdo do péndulo vai realizar um
movimento horizontal oscilatério, com uma dada ampli-
tude e frequéncia.

Figura 3: Esquema de um péndulo cujo eixo de rotagdo
realiza um movimento horizontal oscilatorio.

2.1 Dados experimentais

E importante referir que o levantamento de dados foi efe-
tuado relativamente ao angulo #, em fung¢édo do tempo t
em segundos, fixada uma determinada amplitude. Foram
analisadas 3 situacOes distintas, sempre com um cabo de
comprimento igual a 400 milimetros:

1. Considerdmos, como condicdo inicial, o péndulo
em repouso na sua posicao de equilibrio. Do movi-
mento que o eixo de rotacdo do sistema realiza ape-
nas se conhece a amplitude, que neste caso € igual
a 200 milimetros. Através da leitura dos dados, ob-
tivemos o seguinte gréafico:
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Figura 4: Movimento do péndulo com L = 400mm e
a = 200mm.

2. Consideramos, como condicdo inicial, o péndulo
em repouso na sua posicao de equilibrio e a ampli-
tude do movimento do eixo de rotacdo do péndulo
igual a 50 milimetros. Através da leitura dos dados,
obtivemos o seguinte grafico:
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Figura 5: Movimento do péndulo com L = 400mm e
a = 50mm.

3. Consideramos, como condicdo inicial, o péndulo
em repouso na sua posi¢do de equilibrio e a am-
plitude do movimento do eixo de rotacdo do pén-
dulo igual a 100 milimetros. Através da leitura dos
dados, obtivemos o seguinte grafico:

A

B

Figura 6: Movimento do péndulo com L = 400mm e
a = 100mm.
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2.2 Modelacédo dos dados

Analisando o comportamento do péndulo, dadas as
condicdes iniciais, o nosso estudo evidenciou 3 tipos dis-
tintos de comportamento, consequéncia da alteracido da
amplitude do movimento do eixo de rotacido do péndulo.
No caso 1, o movimento do péndulo é periddico; no caso
3, o movimento € cadtico, isto é, ndo é possivel prever
a posicdo do péndulo num instante futuro; no caso 2,
identificAmos o fendmeno de ressonancia, dado que a fre-
quéncia da forca externa € igual a frequéncia natural do
movimento do péndulo, o que origina um crescimento
linear, em funcéo do tempo.

Para modelar a forca externa que esta a atuar no sis-
tema, iremos considerar a fun¢do definida por

N

Po(t) = 3 (~1)" Py (A(t — Bn))

n=0

4

onde N > 0, A # 0 e B sdo constantes reais e

0 t<—-05
Pt)={ 1 —05<t<05
0 t>05

Scripta-Ingenia, Summer Solstice, June 21, 2015. (ISSN: 2183-6000)
# http://cdrsp.ipleiria.pt & (351) 244-569441

1 scripta.ingenia@ipleiria.pt

Page 5



Figura 7: Grdfico de P, considerando A =5e B = 2.

Usando o software "Mathematica®", foram mod-
elados os movimentos anteriormente descritos, con-
siderando o seguinte cédigo:

(x g - a aceleracao da gravidade *)

(* L - o comprimento do cabox)

(* tmax - tempo decorridox)

(* A - tempo decorrido com aceleracao maximax)
(x B - frequencia da forca externax)

soln[tmax_] := NDSolvel{
omegal’[t] == omega2[t],
omega2’ [t] == -(1/L)*4xSum[(-1)~(n)*

*HeavisidePi[A*(t-B*n)],{n, 0, 30}]*
*Cos [omegal[t]]-(g/L)*Sin[omegall[t]],
omegal[0] == 0, omega2[0] == 0},
{omegal, omega2}, {t, O,tmax},
MaxSteps -> 50000];

solt = soln[tmax][[1]];
Plot[{Evaluate[{omegal[t]} /. soltl},
{t, 0, tmax}, PlotRange -> All]

Os resultados obtidos foram os seguintes:

1. Considerando N = 30, A = 10 e B = 0.71 na
funcdo dada em (4), obtemos um movimento com
as mesmas caracteristicas do que o obtido exper-
imentalmente no caso 2, como podemos observar
pelo seguinte grafico.

Figura 8: Solugdo de (3) considerando N = 30,
A=10e B = 0.71 na fungdo Px.

2. Se, em (4), considerarmos N = 30, A = 8 e
B = 1.7, obtemos um movimento com as mesmas
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caracteristicas do que o obtido experimentalmente
no caso 1, como podemos observar pelo seguinte
grafico.

[

Figura 9: Solugdo de (3) considerando N = 30,
A =8e B =1.7nafungdo P».

3 Conclusao

As equacdes diferenciais que modelam o movimento do
péndulo, forcado ou néo, sdo bem conhecidas na liter-
atura. A situacdo do eixo de rotacdo do péndulo estar sob
a acdo de uma forca motora foi também alvo de varios
estudos, por exemplo [1] e [2].

Neste trabalho verificou-se que os modelos matemati-
cos conseguem corroborar, com alguma exatiddo, os
dados experimentais resultantes da andlise do sistema
fisico. A maior dificuldade registada foi encontrar um
modelo que descrevesse/incorporasse o movimento re-
sultante da forca motora, de modo que a solugéo obtida
fosse ao encontro dos valores obtidos experimental-
mente. Em trabalho futuro, é nosso objetivo modelar de
forma mais exata este tipo de sistema, analisando dados
experimentais associados aos movimentos resultantes da
acgao de uma forca motora.

Nota: Os autores agradecem os contributos fornecidos
por um revisor andénimo que permitiram retificar a ex-
pressdo da equacdo (3) que se encontrava na primeira
versdo deste trabalho.
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