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Simulagdo Computacional

1 — INTRODUCAO AO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Nos dias de hoje, o0 método dos elementos finitos esta bastante divulgado e é utilizado, de
uma forma generalizada, nas analises de engenharia. Nos préximos anos é expectavel um
crescimento do nimero de analises de engenharia realizadas através do método dos
elementos finitos.

O seu desenvolvimento comegou com o advento do computador. A solucdo da analise por
elementos finitos € obtida resolvendo um sistema de equagBes, como tal sé depois do
aparecimento do computador é que o processo se tornou eficiente e de aplicacédo generalizada.
Estas duas propriedades, eficiéncia e aplicabilidade generalizada, sdo inerentes a teoria
utilizada que permite a analise de um grande leque de problemas.

O método dos elementos finitos em engenharia foi inicialmente desenvolvido para analisar
problemas de mecanica estrutural. No entanto, cedo se reconheceu que o método pode ser
aplicado a outro tipo de problemas, como por exemplo, transferéncia de calor e dindmica de
fluidos.

A escolha do modelo matemético que rege o problema fisico € sempre a primeira etapa da
andlise por elementos finitos. A solucdo aproximada pelo método dos elementos finitos do
modelo mateméatico envolve uma discretizagdo da solugdo em varios pontos do dominio. O
método dos elementos finitos é utilizado para resolver modelos matematicos complexos, mas é
importante apreender que a solu¢cdo nunca pode conter mais informagéo que a existente no

modelo.
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2 — FORMULACAO INTEGRAL E METODOS VARIACIONAIS

2.1 - O porqué dos integrais

No método dos elementos finitos a solugdo u é aproximada por
n
ull > uy, (2.2)
j=1

em que u representa a solucédo do problema, os u; representam o valor da variavel u em pontos
discretos do dominio e i sdo designadas por fun¢cBes de base, de aproximacdo, de
interpolacdo ou de forma.

Para calcular os n coeficientes uj sdo necessarias n equacgdes linearmente independentes.
Com a utilizagédo directa da equacéo diferencial que se pretende resolver nem sempre tal é
possivel. Utilizando um integral equivalente a equacao diferencial garantem-se as n equacfes
linearmente independentes.

A titulo de exemplo suponha-se que se pretende obter a solugéo aproximada de

—i(xd—uj+u:0 para 0<x<1

dx\ dx
(2.2)
ui0) =1 (x%} =0 (condi¢cBes de fronteira)
x=1
A solucéo aproximada no dominio Q=(0,1) é

N
ud U, :Zl:cj¢j(x)+¢o(x) (2.3)

i

em que os coeficientes ¢j sdo as incognitas a determinar e as fungdes ¢j(x), para j=0,..., N, séo
escolhidas a priori de modo a que as condi¢es de fronteira da solucdo aproximada Un sejam
satisfeitas. Por exemplo, para N=2

b, = x> =3 ¢, = x> =2x; ¢, =1

satisfazem as condi¢es de fronteira de (2.2), logo,

ud U, =c1(x2—2x)+c2 (x3 —3x)+1 (2.4)
Agora € necessario calcular os coeficientes c1 e c2. Substituindo Un em (2.2) tem-se
du d’U
- de -X dsz +Uy =-2¢, (x—1) -3¢, (x* —1) - 2c,x — 6C,X* +C, (X* = 2X) +¢, (x* =3x) +1=0
=c,x° +(-9¢c, +¢,)x* +(-6¢, -3¢, )x+(2c, +3c, +1) =0 (2.5)
ou seja,
c,=0
-9c, +c, =0
2 (2.6)
—6¢, -3¢, =0

2c,+3c,+1=0

As relag8es de (2.6) sao inconsistentes, logo ndo é possivel calcular a solugdo aproximada
de Un.

Por outro lado, é possivel obter a solugdo Un recorrendo ao integral
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1
ijdx =0 (2.7)
0
em que R é o residuo da equacao diferencial,
2
R= _du —XOI—UZNJrUN
dx dx

e w é uma fungdo teste. A partir da equacao (2.7) € possivel obter N equagfes linearmente

independentes. Por exemplo, para w=1 e w=x tem-se,

1

[1Rdx = (1+ 2c1+3cz)+1(—6c1—302)+£(cl—9cz)+lc2 =0 c. =222
: 2 3 4 ol 23

1 100
E[dex = %(1+ 2c, +302)+%(—60l —302)+%(c1 —9cz)+%c2 =0 |C=-0r

A restante parte deste capitulo trata dos diferentes modos de construir os integrais
utilizados por varios métodos variacionais.

Nos métodos variacionais pretende-se calcular os coeficientes c¢j da solucdo aproximada
dada pela equacao (2.3), através de expressdes integrais.

No método dos elementos finitos um dado dominio € visto como a assemblagem de varios
sub-dominios (elementos) e a solu¢do aproximada € definida sobre cada sub-dominio do

mesmo modo que nos métodos variacionais.
2.2 — Conceitos e formulas matematicas

2.2.1 — Problemas de fronteira, iniciais e de valores proprios

Os problemas fisicos que se pretendem estudar sdo muitas vezes traduzidos por equacdes
diferenciais definidas num dado dominio Q, com fronteira I.

Uma equacéo diferencial descreve um problema de fronteira se a variavel dependente, isto
€, a variavel desconhecida a determinar, e possivelmente as suas derivadas permitem obter
valores especificos na fronteira. No problema de valor inicial as varidveis dependentes e suas
derivadas estdo especificadas para o instante inicial (t=0).

Exemplo de um problema de fronteira,

d (aduj:f para O<x<l1

Cax(dx
du (2.8)
u(0)=d,; |a— =
( ) ° ( dxjx—l go
Exemplo de um problema de valor inicial,
2
pd—l:+au=f para0<t<t,
dt
(2.9)

du
O)=uy | —| =
1(0) =t (dtlo Yo

Exemplo de um problema de fronteira e de valor inicial,
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0(_ou ou O<x<1
-—|a— |[+p— =f(xt) para
O<t<t,

(00 =4, (1) (a%2] =au(0) u(x0) =1, )

Nas expressoes (2.8), (2.9) e (2.10), se os termos do, go, Uo € Vo forem diferentes de zero

(2.10)

entdo as condi¢cdes de fronteira ou iniciais dizem-se nao-homogéneas, se forem zero as
condicdes designam-se por homogéneas. Quando o 2° membro das equacdes diferenciais é

nulo — f=0 — as equacdes dizem-se homogéneas.

2.2.2 — Relag0des integrais

A integracdo por partes € frequentemente utilizada na formulacéo integral das equagfes
diferenciais. Nesta sec¢do sdo apresentadas algumas formulas matematicas Uteis para o
desenvolvimento tedrico do método dos elementos finitos.

A férmula da integragdo por partes € dada por:
% dv ® dw b
wW—dX = —|v—dX +|Wwv 2.11
;,!: dx ~£ dx #lwl, e11)

A dupla aplicagdo da regra de integracdo por partes a um integral de uma equagéo
diferencial de quarta ordem origina a expressao:

® d'w ® d’w d’v vy dv d*w . dv
J;Vd de dx® _(a)dx(a)__(b)dx( )
d*w d*w

(o)L (b)-v(a) S5 (@)

Sejam V e V2, respectivamente, o operador do gradiente e o operador Laplaciano, em

(2.12)

coordenadas bidimensionais (x,y),

2 2
v=iZii % veawy=2 & (2.13)
ox oy ox? oy

onde i e j s&80 0s vectores unitarios segundo os eixos dos xx e dos yy, respectivamente. Se
F(x,y) e G(x,y) forem fungBes de classe C°Q) no dominio bidimensional o teorema do
gradiente fica,

jgradFdxdy = JVFdxdy = _[ﬁFds S
Q r

Q

J(550 Efony = (nF o, f]ras

Q

(2.14)

e o teorema da divergéncia,

j divGdxdy = jVEdedy = j AGds <

Q Q r (2.15)
oG, G '
'[(—X + —VJ dxdy = [(n,G, +n,G, )ds
ol OX oy L

O ponto [ representa o produto escalar (produto interno) e o i é o vector unitario normal a

superficie T' do dominio Q. Os cossenos directores do vector unitario N podem ser escritos

como
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n, =cos(xA); n, =cos(y,A) (2.16)

As expressfes seguintes, obtidas através dos teoremas do gradiente e da divergéncia, vao
ser (teis nos capitulos seguintes. Sejam w e G funcgbes escalares definidas num dominio

bidimensional Q, entao,

VG)wdxdy = —|(Vw)Gdxdy + | n\wGds (2.17)
J(ve) J(vw) ]
Q Q T
e
~[(V*G)wdxdy = | VWIVGdxdy — % \wds (2.18)
[(ve) J ]
Q Q r an

onde %n representa a derivada em relacéo a normal a fronteira I do dominio Q,

izﬁw:nximyﬁ (2.19)
an ox Yoy

ou

oG ow
iwadxdy = —iadedy + l”xWGdS

oG ow (2.20)

Iw—dxdy = —J—dedy + InyWGds

a oy 5 oy T

2.2.3 — Funcionais
Numa expressao integral na forma
" du

I(u)=|F| x,u— [dX; u=u(Xx 2.21
()= JF{ x5t o u-u() @2

em que F é uma funcéo de x, de u e da derivada d%x’ sendo designada por funcional. O
funcional descreve func¢des definidas por integrais cujos argumentos séo eles proprios funcdes.
O funcional I(u) diz-se linear se e s6 se
I(oau+PBv) = al(u)+BI(v) para quaisquer escalares o e B (2.22)
O funcional B(u,v) é bilinear se for linear para cada um dos seus argumentos
B(au, +Bu,,v) = aB(u,V)+BB(u,,V) (2.23)
B(u,av, +Bv,)=aB(u,v,)+pB(u,v,)

O funcional diz-se simétrico se

B(u,v)=B(v,u) (2.24)

2.2.4 - O simbolo variacional

Considere-se a fungéo F = F(x,u,d%x). Para um ponto x fixo, F depende de u e de d%x .

A alteracdo av em u, onde o € constante e v uma funcao, é chamada uma variagdo de u:
du = av (2.25)
O operador du é conhecido como simbolo variacional. A variacdo 6u de uma fungdo u

representa uma alteracdo admissivel em u(x) com x fixo. Se u for especificado num ponto
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(normalmente na fronteira) a variagdo de u nesse ponto € zero, ou seja, a variagdo de u deve
satisfazer as condi¢Ges de fronteira de u. A variagdo du é uma variagao virtual e associada a
esta alteracdo em u (u—u+oav) ha uma alteracdo de F. Analogamente a diferenciacao total de
uma funcéo de duas variaveis a primeira variagao de F em relagdo a u é definida por,

oF = Four Fouw com w= (2.26)
ou ou’' OX

De modo analogo a diferenciacao total de F &,

%=%%+%%+%%3dF=%dx+%du+%du’ (2.27)
Como x é fixo dx=0, logo a expressédo (2.27) € analoga a (2.26).
8 actua como um operador variacional em relagdo as variaveis dependentes. Apresentam-
se as principais regras do simbolo variacional,
§(F, £F,) = 8F, +5F,
8(F,F,) = F,8F, + FF,
S(EJ _ F0F, ~FoF, (2.28)
F, F?
s[(pl)“} =n(F)"*oR,
O operador variacional pode comutar com os operadores diferencial e integral,

i(Su) = i(ocv) =a—=aVv' =8U' = 6(—]
dx dx dx dx
. ) (2.29)

8ju(x)dx = ISu(x)dx

2.3 — Formulagéao fraca de problemas de fronteira

2.3.1 - Introducéo

Como o método dos elementos finitos € uma técnica de constru¢do de funcgfes
aproximadas da solucdo, é necessario estudar o integral com pesos e a formulacdo fraca das
equacdes diferenciais. A formulagdo fraca também facilita a classificacdo das fun¢bes de
fronteira em naturais e em essenciais. A formulagédo fraca € um integral com pesos de uma

equacao diferencial e inclui as condi¢c6es de fronteira naturais do problema.

2.3.2 - Formulagéao fraca ou variacional
Considere-se a equacao diferencial
—i{a(x)%} =q(x) para O<x<L
X

dx (2.30)

em que uo, Qo, a e q sdo valores conhecidos, L € o comprimento do dominio unidimensional e u
€ a variavel dependente, que neste caso concreto € a temperatura. Se uo=0 e Qo=0 ambas as
condigdes de fronteira sdo homogéneas. Refira-se que a equagédo (2.30) traduz a conducéo de

calor num dominio unidimensional, como por exemplo uma alheta, sendo que a=kA em que k é
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a condutividade térmica, A é a area da secgdo transversal, g € o termo de geracao de calor, uo
a temperatura especificada e Qo 0 calor especificado.
A expressdo integral permite obter as N equag6es linearmente independentes necessarias

para calcular os coeficientes cj da solugdo aproximada
N
ul Uy =>"c;0, (X)+ by () (2.31)
j=1

Existem trés etapas no desenvolvimento da formulacéo fraca. A explicacdo das etapas é
ilustrada com a equacdo diferencial (2.30).

Primeira etapa — colocar todas as expressdes da equacéo diferencial num dos membros,
multiplicar pela funcéo teste w e integrar no dominio do problema Q=(0,L)

Lw[—£(a%)—q}dx =0 (2.32)

X

—

A funcado no interior dos parénteses rectos é a funcdo residuo, ndo sendo identicamente
igual a zero quando u é substituido pela sua aproximacdo. Matematicamente, a expressao
(2.32) diz que o erro na equacéao diferencial, devido a solu¢éo aproximada, é zero no integral
multiplicado pela fungéo teste w. A expressédo (2.32) permite escolher N fungbes linearmente
independentes para w e obter N equacdes linearmente independentes que permitem calcular
os coeficientes ¢j, com j=1,2,..., N, de (2.31).

Segunda etapa — na expresséo (2.32) as funcbes aproximacao ¢; tém de ser diferencidveis
tantas vezes como a variavel dependente u na equacado diferencial (2.30) e satisfazer as
condicbes de fronteira. Neste caso particular tém de ser duas vezes diferenciaveis. Se a
diferenciacdo € distribuida entre a variavel u e a funcdo w, o integral resultante requer
condi¢des de continuidade mais fracas e dai o nome de formulagéo fraca. A formulacao fraca
ou variacional tem duas caracteristicas desejaveis:

1. a varidvel dependente necessita de um menor grau de continuidade e
normalmente resulta num conjunto de equacdes simétricas de modo a calcular os
coeficientes c;j;

2. as condi¢cdes de fronteira naturais estdo incluidas na formulagéo fraca, logo a
aproximagdo Un necessita de satisfazer, apenas, as condicdes de fronteira

essenciais.

Estas duas caracteristicas da formulagdo fraca tém um papel importante no
desenvolvimento do método dos elementos finitos.

Volte-se ao integral (2.32). Ao fazer a integracdo por partes do integral obtém-se

L L L
0= w{—i(a%ﬂ —wqdx = J'(d—wa% —wq)dx —{wa%} (2.33)
5 dx\ dx olLdx dx dx |,

A identificacdo das condi¢Bes de fronteira essenciais e naturais € uma tarefa importante na

segunda etapa da constru¢do da formulagéo fraca da equacéo diferencial. As condi¢bes de

L

. . N du  x
fronteira naturais aparecem na formulacdo fraca: {Wad— . Neste exemplo a condicdo de
X 0
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. - . du e - x
fronteira natural especifica o calor na fronteira, [ad— =Q,. As variaveis secundarias estéo
X
x=L

. . . . . du ., L .
associadas as condicBes de fronteira naturais, neste caso, ™ € a variavel secundaria e
X

representa o calor,

Q= [a%jnx (2.34)

em que nx é o cosseno director. Para problemas unidimensionais a normal a fronteira € sempre
segundo o dominio, logo nx(0)=-1 e nx(L)=1.
Por cada uma das variaveis secundarias ha uma variavel primaria. As condigbes de

fronteira essenciais ndo estdo definidas na formulacdo fraca e especificam as condi¢cdes de

fronteira da varidvel priméaria. Neste exemplo, u(0)=u, define a condicdo de fronteira
essencial e a temperatura u é a variavel priméaria. De um modo geral, uma equacéo diferencial
de ordem 2m tem m variaveis primarias e secundarias.

Com a introduc¢édo da condi¢éo de fronteira natural em (2.33) obtém-se,

dw du dul %(_ dwdu du du
a——-wq |dx—| wa— :J a———-wq |dx —| wa—n, —| wa—n,
dx dx dx |, dx dx ax 7)., dx

0

“( dw du
— E[(ad_Xd—X - WQJ dx — (WQ)X:O - (WQ)X:L =0

O ey

A equagdo (2.35) representa a formulacdo fraca da equacdo diferencial (2.30). Diz-se
formulagéo fraca porque requer menor continuidade em u, que tem de ser duas vezes
diferenciavel em (2.30) e apenas uma vez em (2.35).

Terceira etapa — consiste na imposicdo das condi¢es de fronteira do problema. A fungéo
teste w € nula nos pontos onde a variavel priméria € especificada, isto €, a fun¢éo w satisfaz a
forma homogénea das condi¢bes de fronteira essenciais. Na formulagéo fraca a fungdo w tem
o significado de uma variagdo virtual da variavel primaria u. E como ja se referiu, quando a
varidvel primaria é especificada num ponto a sua variacao virtual é zero. No exemplo em

estudo, u(0)=uo é a condicdo de fronteira essencial e (a%) =Q, a condicdo de fronteira
X x=L

natural, logo

w(0)=0 porque u(0)=u,

du (2.36)
a— =
[ dexL QO
Introduzindo (2.36) na expressao (2.35) obtém-se a formulagédo fraca na sua forma final,
¢( _dwdu
a——-—wq [dx—-w(L =0 2.37
I[ 0 QJ (L)Q (2.37)

2.3.3 - Formas lineares e bilineares de funcionais quadraticos
A formulagéo fraca também se pode escrever sob a forma de funcionais,

B(w,u)—I(w)=0 < B(w,u)=I(w) (2.38)

10



Simulagdo Computacional

com,
j ad—""@d (2.39)
dx dx
e
L
w) = jwqu+ w(L)Q, (2.40)
0

Verifica-se que o funcional B(w,u) é bilinear e simétrico em w e u, e que o funcional I(w) é
linear.

Foi referido na seccao 2.3.2 que a funcdo w é a variagdo virtual da variavel primaria u:
w=3u. Utilizando esta notacdo pode-se re-escrever a expresséao (2.38),

B(du,u)-1(du)=0 (2.41)

Se o funcional B(CJJ) for simétrico pode-se escrever (2.41) na forma,

0- 6{%B(u,u)—l(u)} 51 (u) (2.42)
| 1
I(u) =§B(u,u)—l(u) (2.43)

Na passagem de (2.41) para (2.42) foram utilizadas as seguintes identidades,

©_ddudu du du
B _ [a2u - auau - 1ss
(8u,u) Iad = _[ K j}d 26 a5 LsB(uu)

u)= JL‘Suqu +8u(L)Q, = 8ﬁuqu+u(L)Qo} =3I(u)

Note-se que se pode utilizar a expressdo (2.43) apenas se B(w,u) for simétrico e bilinear e
se I(w) for linear.

Em mecénica dos soélidos I(u) representa a energia potencial e (2.42) representa o principio
de energia potencial:

Todas as fung¢des u admissiveis que fazem I(u) ser minimo entdo também satisfazem a equacgédo
diferencial (2.30) e as suas condi¢des de fronteira.

Se o funcional I(u) ndo existir, para o0 método dos elementos finitos basta considerar a

primeira variagdo da formulacéo fraca.

2.3.4 — Exemplos

Exemplo 2.1 - seja considerada a equacéo diferencial

d a% —cu+x*=0 para0<x<1
Cdxdx

u(0)=0; (a%}xﬂ =1

Para obter a formulacdo fraca seguem-se as trés etapas apresentadas na seccdo 2.3.2. Apos a

(2.44)

primeira etapa,

11
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1
Ozjw{—d[adu)—cu+xz}dx (2.45)
S dx | dx
Depois da segunda etapa,
1 1
O—J‘(adeu—cwu+wx2]dx—[wadu} (2.46)
s\ dx dx ax |,

Da expressdo (2.46) é possivel verificar que u é a variavel primaria e que d%x é a variavel
- S . - du . - . .
secundaria. Também é possivel verificar que (ad— =1 é a condi¢do de fronteira natural — néo-
X x=1

homogénea — e que u(0)=0 é a condicdo de fronteira essencial. Com a aplicacdo das condicdes de

fronteira é obtida a formulacéo fraca na sua versdo mais simplificada,

1 1
O:j[ad—wﬁ—cwujdxwt.fwxzdx—w(l) (2.47)
o\ dx dx 5

A formulacgédo fraca também se pode escrever,
0=B(w,u)-I(w) (2.48)

com,

dx d
. (2.49)
I(w) = ,J' wxZdx +w (1)
0
Como B([J) € biliniear e simétrico e I(w) é linear,
I(u):lj a[dujz—cu2+2ux2 dx—u(1) (2.50)
245 \dx

Refira-se, por fim, que as equacao diferencial (2.44) traduz a deflexdo transversal de um cabo ou, se

c=0, a transferéncia de calor numa alheta.

Exemplo 2.2 - considere-se, desta feita, o problema em que se pretende determinar o
deslocamento w da viga elastica de Euler-Bernoulli, definido pela equacédo diferencial e condi¢cbes de

fronteira,

dx?

w(0) = [%VLO -0, [b ‘;1“!}“ - M,; L;jx(b(x) ‘31"2”]}“ -0

em que L é o comprimento da viga, b(x) é a rigidez (b=El), f(x) é a carga distribuida e Mo 0 momento

d {b(x)dzw}—f(x)zo para 0 <x<L
(2.51)

flector.

Como a equagéo diferencial (2.51) contém uma derivada de quarta ordem, € necessario integrar por
partes duas vezes. A funcéo teste v deve ser duas vezes diferenciavel e satisfazer as condi¢bes de
fronteira essenciais homogéneas.

Para obter a formulagéo fraca € necessario seguir as trés etapas da sec¢do 2.3.2. ApOs a primeira

etapa obtém-se a expresséo,

ol d?(, dPw
jv[dxz(b dx2]—f}dx=0 (2.52)

0

Na segunda etapa é necessario integrar duas vezes por partes. Apds a primeira integracao,

12
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0- H ( jdx( nggj—vf}dxn{vi([b?;’!ﬂ: (2.53)

ApOs a segunda integracéo por partes chega-se a expressao

2 2 2 -
_j p Y W e | v I p EW | v dw (2.54)
dx? dx? dx{ dx dx dx 5
E possivel identificar as condicdes de fronteira essenciais,
dw
w(0)=|— =0 2.55
( ) [ dX Jx 0 ( )

isto €, o deslocamento e a rotacdo sé@o nulas para x=0. Relembre-se que hd m variaveis priméarias sendo

que 2m é a ordem da equacdo diferencial, logo, neste caso tem-se m=2 e as variaveis primarias sdo o

deslocamento transversal w e a rotacéo d%x . E as condig¢8es de fronteira naturais séo,
2
a4 fpdw)_
dx | dx
2
dx

em que V e M, o esforco transverso ou de corte e momento flector, respectivamente, sdo as variaveis

(2.56)

secundarias.

Na terceira etapa introduzem-se as condi¢des de fronteira em (2.54) e obtém-se a formulacéo fraca

do problema (2.51),
L 2 2,
0-[[pIYaW dx—[d—vj M, (2.57)
oL dx® dx dax ).,

ou, escrevendo através de funcionais,

0=B(v,w)-I(v)

L d?v d®w
B(v,w)=|b—
( ) '[[ d2d2

fvfdx +[dvj M,
dx ).,

A forma quadratica € a energia potencial total e escreve-se do seguinte modo:
S b dPwY dw
I(w)=1||= wf |dx — M 2.59
(w) ﬂz dx? (dxl=L 0 (2.59)

Exemplo 2.3 — considere-se um problema bidimensional de condugéo de calor definido no dominio

(2.58)

Q apresentado na figura 2.1. A equacdo diferencial de Poisson rege este tipo de problemas.

2: 2
—k(aT+aTJ:q0 em Q (2.60)
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b,
oT aT kR
an ax G | | F
alwwo{ b Exposto a temperatura
k ar A ambiente (conveccéo)
o o 90 oT
- ka” = - (T~ T
Bk \\ “ = C *
T = ?'o (x)

figura 2.1 — transferéncia de calor num dominio bidimensional (imagem de J.N. Reddy)

onde qo representa a geragdo de calor, k a condutividade do material isotrépico e T a temperatura.
Pretende-se obter a formulagao fraca do problema (2.60), com as condi¢des de fronteira na figura 2.1.
ApOs a primeira etapa obtém-se,

2: 2
O—J‘W|:—k[81-+a Ij—qojldxdy (2.61)

o ox® oy

onde w é a funcao teste. Utilizando as expressdes (2.20) chega-se a,
Oz'f{k[awa-r+awa-ljqu}dxdyjlwk(m—nx+m—ny]ds (2.62)
al \Ox Ox 0oy oy rooox oy
A variavel secundaria é obtida através da condicédo de fronteira natural,
oT oT oT

k| —n +—n, |=k—= 2.63
[axxayy] o~ (2.63)

em que a variavel secundaria gn € 0 fluxo de calor ao longo da fronteira. De um modo geral, gn €
composto pelos fluxos de conducao, conveccgéo e radiagéo.

A fronteira I é composta por varios segmentos sujeitos a diferentes condicdes de fronteira (ver figura
2.1):

e emI1=AB (n«=-1 e ny=0) — fluxo §(y) especificado
e em I'2=BC (n«=0 e ny=-1) — temperatura T (x) especificada

e em Is=CD (nx=1 e ny=0) — fronteira de convecg¢do com temperatura ambiente T. €
coeficiente B

e em ['»==DEFGHA - isolada Z—T =0
n

Utilizando a informag&o na fronteira é possivel simplificar o ultimo termo de (2.62),

1wk[gnx +Z;/rny]ds = EfiqudSJrrJ;O[kZ-rl;jds—rj;W[B(T—Toc)]ds,Jrﬁ[des

(2.64)

ot—c

w(0.)a(y)dy - B[ w(ay)[T(ay)-T. Joy

Note-se que w=0 em I"2 deve-se a condic¢ao de fronteira essencial.

Substituindo (2.64) em (2.62) obtém-se a formulacao fraca,
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o= ||k ow ot ow oT
B X ox By oy

A formulagédo fraca também se pode escrever na forma,

B(w,T)=I(w)

j wqo}dxdy—Tw(o,y)ﬁ(y)dy+Bjiw(a,y)[T(a,y)—Tw]dy (2.65)

com,
ow oT  ow oT
B(W,T):ik[axaxJr Py ay]dxdyﬂi.fw a,y)T(ay)dy -

= 'quodxdy + IW (0,y)a(y)dy + BJW (ay)T.dy

Por fim o funcional quadratico é dado por,

I(T):gj

Q

{(Z{r] +(ZU }dxdy J'qudxdy _fT 0,y)a(y dyﬂ}j [-I—z ay)-2T(0y)T de (2.67)

2.4 — Métodos variacionais de aproximacao

2.4.1 - Introducéo
Neste sub-capitulo serdo estudadas varias aproximagfes pelos métodos variacionais,
como o de Rayleigh-Ritz, o de Galerkin, o de Petrov-Galerkin e 0 dos minimos quadrados. Em

todos estes métodos é escolhida uma solugcdo aproximada que é uma combinacgédo linear de

fungbes ¢; e pardmetros indeterminados c;j: Zde),-- Os parémetros c¢j sdo determinados de
i

forma a satisfazer a formulacé@o fraca ou que minimizam o funcional quadratico. Os métodos
diferem no modo como € realizada a escolha das funcdes teste w e das funcdes de
aproximacéo ou de base ¢;.

O método dos elementos finitos utiliza a formulacao fraca para formular as equagdes sobre
0 elemento finito.

2.4.2 — O método de Rayleigh-Ritz
No método de Rayleigh-Ritz os coeficientes cj sdo determinados utilizando a formulagéo
fraca. As funcdes teste w séo iguais as funcdes de aproximacao: w=di.
Considere-se 0 problema variacional em que se pretende encontrar u tal que
B(w,u)=1(w) (2.68)
para todas as funcdes w suficientemente diferenciaveis e que satisfazem a forma homogénea
das condicdes de fronteira essenciais. Quando B(w,u) é bilinear e simétrico e I(w) é linear, o
problema (2.68) é equivalente a minimizar o funcional quadratico
1(6) = 2B (uu)-1(u) (2.69)
No método de Rayleigh-Ritz a solugcao aproximada de (2.68) é dada pela séria finita,

_ ich,j 4, (2.70)

onde os cj, designados por coeficientes de Ritz, sdo escolhidos tal que (2.68) seja verdadeiro

para N escolhas de w com

15



Simulagdo Computacional

w=¢ (i=12..,N)
Desta forma obtém-se N equagfes linearmente independentes que permitem calcular os c;.

Por exemplo, a equacéo i € obtida substituindo w por ¢i,

B[q)i,ZN:qu)j +¢Oj ~1(6)) @2.71)

Se o funcional B for bilinear o somatério pode estar fora do operador,

M=z

B(¢,¢;)c; =1(¢)~B(¢60) (2.72)

)
N

ou, na forma matricial,

B<¢i’¢j); F. = |(¢i)_B(¢ia¢0)

Se o funcional B(w,u) for simétrico e bilinear é possivel chegar ao sistema de equacdes de

Bc, =F

2.73
g, - (2.73)
(2.73) minimizando o funcional quadratico. Ao substituir ux em (2.69), o funcional I(u) torna-se
uma fungcdo quadratica em relacdo aos parametros ci, Cz,..., Cn. Entdo, a condicdo necesséria
para minimizar I(c1,C2,...,CN) €:

ﬂ=0; ﬂ=0;... ﬂ=0 (2.74)
oc, oc, ocy,

Deste modo obtém-se N equagdes linearmente independentes exactamente iguais as de
(2.73).

A aproximacéo un definida por (2.70) deve satisfazer a condi¢cdes de fronteira essenciais.
As condi¢Bes de fronteira naturais ja estéo incluidas na formulagdo fraca. A forma particular de
un tem a capacidade de satisfazer as condi¢cdes de fronteira essenciais ndo-homogéneas. Se
un fosse da forma,

T XY (2.79)

ndo seria facil satisfazer as condicdes de fronteira ndo-homogéneas. Por exemplo,
suponhamos que un tem que satisfazer a condi¢do un(Xo)=uo, logo

N

ch(b,- (%) =,

j=1

Os ¢j sdo parametros a determinar, logo ndo é facil escolher as fungbes de base ¢j(x) tal

que a condi¢do de fronteira seja respeitada. Se se escrever un tal como em (2.70) as condi¢cbes
ndo-homogéneas sdo satisfeitas por ¢o, isto é, do(xo)=Uo € as fungBes ¢; devem satisfazer as
componentes homogéneas de todas as condi¢des de fronteira essenciais, neste caso, ¢j(xo)=0.
Se todas as condicbes de fronteira essenciais forem homogéneas entdo ¢o=0. Como as
funcbes de base ¢; satisfazem as condicdes de fronteira essenciais homogéneas, entdo a
escolha de w=¢; para as funcdes teste é consistente com o método, ja que w é nulo nos pontos
onde as variaveis primarias sao especificadas.

No desenvolvimento do método é necessario escolher fungdes de base ¢i que satisfacam
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as seguintes condicdes:
¢ as funcBes ¢; devem ser tais que B(¢i, ¢j) € bem definido e diferente de zero, isto &,
diferenciavel quantas vezes for necessario.
e ¢i deve satisfazer as componentes homogéneas das condi¢cdes de fronteira
essenciais.
o B(¢i, ¢y) deve ser linearmente independente.
e 0 conjunto {¢i} deve ser completo. Por exemplo, se ¢i for um polinémio, entdo o

conjunto deve conter todos os termos, da maior a menor ordem desejada.

Exemplo 2.4 - considere-se a equagao diferencial do exemplo 2.1 com a=c=1,

du »
—5Z U =0 para O<x<l1 (2.76)

Considerem-se dois conjuntos de condi¢des de fronteira,

1. u(0)=0;u(1)=0 (2.77)
2. u(0)=0; (%j =1 (2.78)

conjunto 1 — do exemplo 2.1 tem-se que

B(w,u)= I(%%_WUJ dx; I(w) = —Jl.wxzdx (2.79)

Ambas as condi¢Bes de fronteira sdo essenciais. As N fungBes de base ¢i devem satisfazer

$i(0)=¢i(1)=0. Como as condi¢bes de fronteira essenciais sdo homogéneas, entdo ¢po=0. Escolheu-se
0, = X(1=%);0, = X* (1=X);...; ¢y = x" (1-X) (2.80)
A escolha das fun¢Bes de base deve respeitar a Gltima das condi¢cBes apresentadas. Por exemplo, a

escolha do conjunto {¢i}

viola a referida condigéo, ja que nao é possivel gerar o termo linear x se a solu¢éo o contiver.

Perante estes dados conclui-se que a solugéo aproximada é dada por,
N
Uy = Cyb; +Cob, +... +Cy :chd)j (2.81)
j=1

Substituindo (2.81) na forma variacional obtém-se

il de (& do, 3 Poa
J[M[chm(}—q),[;cp]ﬂdx :—_(|)'¢,x dx

j=1

Lo d ) (2.82)
chj((ﬁﬁ—(biq)j]dx:—jq)ixzdx
Ou na forma matricial,
ZCJB(¢.’¢,)=|(¢.) (2.83)
com
1 d¢| d(I)J . 1 ,
B0udy) = [| o g~ 00y |Ox 5 1(6) =] xbex (2.84)
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O mesmo resultado seria obtido se fosse utilizada a formulagédo quadratica (2.69), ou seja,

I(u)= ;ﬂ[gi] —u+ 2x2u:l dx (2.85)

Fazendo ull uy e substituindo em (2.85) obtém-se

1(c)) =;ﬂ[lecj T’;j —{szlc@j] o (Jilch)jﬂdx (2.86)

De modo a minimizar o funcional quadratico I(u) tem-se:
N
= j [ J [Zc¢]+x¢ =>'Bc,-F (2.87)
=1 =1

onde

i dg, o, e[y
B; -[[[dxdx_ jdx, F= !x bdx (2.88)

gue € igual ao sistema representado em (2.83) e (2.84).
A matriz B e o vector F podem ser calculados utilizando
b = X' (l— X) —x —x*t
. : 2.89
%:ix"l—(nl)x' ( )
dx

de modo a obter,

B, - :[{[IX (i +1) Xin:ij—l —(J +1) Xj]—(xi _xi+1)(xi _xi+1)} dx =

2ij 2

:(i+j)[(i+j)2_1} (i+j+2)(i+j+2)(i+j+3) (2.90)
Lo 1
F =—£x (x' —x )dx:—m
Na forma matricial,
Bc=F (2.91)
Por exemplo, para N=2, (2.91) toma a forma,
1{126 63}{%}:_1{3} (2.92)
420| 63 52]|c, 60 |2
resolvendo o sistema de equagdes obtém-se,
c, :—%:—0.0813; c, :—%:—0.1707 (2.93)
Por fim, a solugdo aproximada para N=2 da,
U, = C,0, +C,d, = [—%}(x—x2)+[—%j(xz -x°) = —%(10x+11x2 -21¢%) (2.94)
A solucao exacta do problema definido por (2.76) com as condi¢6es de fronteira (2.77) é
u(x) = sen(x)+25en(1—x)+x2_2 (2.95)

sen(1)

conjunto 2 — para o segundo conjunto de condi¢6es de fronteira o operador bilinear é dado por (2.79)

ou por (2.84). Sabendo que ¢o=0 0 operador linear é dado por
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I(w) = —ijzdx+w(1) (2.96)
logo,
F= —j X*pax + ¢, (1) (2.97)

0
Neste caso hd apenas uma condicdo de fronteira essencial que as fun¢des de base ¢i tém de

satisfazer: ¢i(0)=0. Para este exemplo a escolha das fun¢des de base recaiu em,

¢, =x (2.98)
logo,
1 . .
B J(IjXHJZ—XiH)dXZ |+] - l
° 1+j-1 i+j+1
L (2.99)
j +2dx+1——i+1
0 i+3
A solugéo exacta é dada por,
2cos(1-x)—sen
u(x)= A-x)-sen(x) . , (2.100)

cos(1)

Exemplo 2.5 - considere-se o problema de uma viga encastrada sujeita a uma carga distribuida
uniforme de intensidade fo por unidade de comprimento e a um momento Mo na extremidade livre.
Utilizando a teoria de Euler-Bernoulli,

d? d’w 0<x<L
Z[E J f,=0 para{

dx dx’ ElI>0
- , (2.101)
w(o):(d—WJ SR PR VRS I T | R
dX x=0 dX x=L dX dX x=L
A formulacgéo fraca foi ja desenvolvida no exemplo 2.2 e é dada por (2.58), como tal,
L
jEId—Vd—Wd I(v) = jfovo|x+[|v|0 dlj (2.102)
0 dX x=L

Ambas as condi¢cdes de fronteira essenciais sdo homogéneas, logo ¢o=0. As funcBes ¢i devem

satisfazer as condi¢des de fronteira ¢;(0)=¢{(0)=0. A funcdo de menor ordem que satisfaz estas
condigdes é $p1=x?, entdo a sequéncia de fungdes de base &,
b =X ¢ =% gy =X

A aproximacao de Rayleigh-Ritz é dada por

N .
X)= lecjd)J; o, = x" (2.103)
=
Substituindo (2.103) em (2.102) e fazendo v=¢i, obtém-se
r . . Elij(i+1)(j+1)Lo"
B, = [EN(i+2)ix"*(j+1)x dx = i )(_”l)
0 I+ (2.104)
f L|+2 :
F= +M, (i+1)L
i+2

Para N=2,
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El(4Lc, +6L°c,) = 1fol_3 +2M,L
3
L (2.105)
El(6L°c, +12L°c, ) = " L' +3M,L2

2 |[c 3 (4 2
g4 6L el LU +M,L (2.106)
62 121°%||c,] 12 |3L 3L

Resolvendo o sistema em ordem a c1 e c2:

ou na forma matricial,

2
_ShUelaM, L (2.107)
24E| 12E

Por fim, a solucéo aproximada para N=2 &,

2
W2()():51‘0|_ t1M o fL s (2.108)
24EI 12E

Para N=3 tem-se,

1f0|_2+2MU
4 6L 82 |[c, i
Ell 6L 121> 181 |{c,;= Zf[,l_:“+3|\/|0|_ (2.109)
) . 144 ,|lc,
8L 18l ?L %fOL4+4MOL2
A solugdo aproximada por N=3 &,
£ 2 MX?
w, (X)= 6L° —ALxX + X? )+ —2 2.110
2(%) 24EI( ) 2E| ( )

gue coincide com a solugdo exacta do problema. Ao calcular a solugdo aproximada para N>3 daria cj=0
para j>3, ja que a solugdo exacta foi atingida para N=3.

Exemplo 2.6 — considere-se a equacdo de Poisson definida num quadrado de lado 1,

KV’ T=g, em Q={(xy):0<(xy)<l
T=0 nas faces x=1e y=1 (2.111)
oT

6—n=0 nas faces x=0 e y=0
em que T é a temperatura e (o € a taxa de geracdo uniforme de calor no dominio Q. A formulagdo fraca
foi desenvolvida no exemplo 2.3,
B(w,T)=I(w)

onde,

Tt (owaT owaT
B(w,T):”k[+jdxdy
o9 \ox ox oy oy 2.112)

w,dxdy

()<

Seja considerada a aproximacao da variavel primaria T,

Oty

T, = icij cos(ocix)cos(ocjy); o = %(Zi—l)n (2.113)

ij=1
Como as condicdes de fronteira essenciais sdo homogéneas, entdo ¢o=0. As funcdes de base ¢i
satisfazem as condigbes de fronteira essenciais e, neste caso, também satisfazem as condi¢Bes de

fronteira naturais. Se a escolha tivesse recaido em ¢, =sen(inx)sen(iny), as condicdes de fronteira
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essenciais seriam satisfeitas, mas neste caso T também seria nulo (T=0) em x=0 e y=0, logo &i ndo é

admissivel.
Os termos Bj e Fi podem ser calculados substituindo (2.113) em (2.112). Como a série tem dois

somatorios introduz-se a notagao,

:k;[i{[asen ax)cos(ay) J[a sen(a,,x)cos(ay) |+ [ajsen(aix)cos(ajyﬂ[a,sen(amx)cos(a,y)]}dxdy

{0 se i=m ou j=l
1 . .
a +(x se i=m e j=I
4 (2.114)
11
qo_”cos (ax)cos (ay ) dxdy = Yo sen(a,)sen (o, )
00 i
Para calcular os integrais foram utilizadas as condi¢des de ortogonalidade,
1 0 se i#]j
sen(a.x)sen(a X )dx =
[ sen(ax)sen(ox) L is
o (2.115)
1 0 se i#]j
cos(ax)cos(ax)dx =
'c[ (ax)cos (o) 1 ose iz
2
Jé é possivel calcular os coeficientes cij,
F sen(o,)sen(a;
Cy=—o— 2% 2( )2 (¢) (2.116)
By K (o +of)oey
Para N=1 a solugdo aproximada é dada por:
T, = 320, cos ,nx cos 1rcy (2.117)
kr* 2 2
Para N=2 a solugéo de Rayleigh-Ritz é,
T, = T("{O.3285003($nx)cos(; rcyj - 0.0ZlQ(cos[% nxjcos(%ny] + cos[%nxj + cos(%nyn
(2.118)

+0.004lcos[§ nxjcos(% nyﬂ

Também ¢é possivel utilizar polindmios como fungéo de aproximagcéo. Por exemplo, ¢, =(1-x)(1-y)
ou ¢, =(1-x*)(1-y*) satisfazem as condigGes de fronteira essenciais, e a segunda hipétese de fungéo
de base também satisfaz as condi¢des de fronteira naturais e a solu¢do aproximada para N=1 &,

5
T, = ﬁ(l— x*)(1-y?) (2.119)

A solucao exacta do problema em estudo é dada pela expressao,

& (-1 cos(a,y)cosh(a,x
T(xy)=2¢ (1—y)+4n2=;( ) ag(;gh)(an) (2%) (2.120)

2.4.3 — Método dos residuos ponderados

E sempre possivel escrever o integral ponderado de uma equacéo diferencial, seja esta
linear ou ndo-linear em relagdo as variaveis dependentes. A formulagéo fraca também pode ser
construida para toda e qualquer equagédo diferencial, mas nem sempre € possivel construir o
funcional quadratico. O método de Rayleigh-Ritz que se baseia na formulagao fraca pode,

desta forma, ser aplicado a qualquer tipo de problema, incluindo problemas ndo-lineares. O
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método dos residuos ponderados € uma generalizagdo do método de Rayleigh-Ritz em que as
funcBes independentes, ou seja as funcbes teste, podem ser escolhidas independentemente
das funcbes de base ou de aproximacdo. No entanto as funcdes teste tém de ser linearmente
independentes. Esta flexibilidade do método dos residuos ponderados pode ser vantajosa em
alguns problemas nao-lineares.
O método dos residuos ponderados pode ser descrito, de uma forma genérica,
considerando o operador
A(u)=f emQ (2.121)
onde A é um operador diferencial, linear ou ndo-linear e f € uma fungédo conhecida. S&o

apresentados alguns exemplos:

3_A(u)={3(kx @}% 6_]} (2.122)
oX oX) oy oy

du ou du o (ou ov
V—t+—+—| —+—
oX oy ox° oy\loy ox
Relembre-se que para que o operador seja linear nos seus argumentos deve satisfazer a
relacao,

A(au+PBv)=aA(u)+BA(v) (2.123)
para qualquer escalar o e B e para quaisquer variaveis u e v. Quando o operador ndo satisfaz
(2.123) diz-se nédo-linear. Da lista (2.122) de operadores apenas 0 4 e 0 5 sdo ndo-lineares.

No método dos residuos ponderados a solugcdo aproximada € dada por uma expressao

similar & do método de Rayleigh-Ritz,
N
Uy = chd)j + ¢,
=1

Substituindo un em (2.121) obtém-se a funcdo fn=A(un), sendo que o residuo da

aproximacdao é diferente de zero,
N
R:A(uN)—f:A[ch¢j+¢oj—f¢0 (2.124)
j=1

No método dos residuos ponderados os coeficientes c¢; sdo determinados obrigando a que

o integral ponderado do residuo seja nulo,

I\yi(x,y)R(x,y,Cj)dxdyzo (i=12,...,N) (2.125)

onde Q representa o dominio do problema, i as funcdes teste que, geralmente, séo diferentes
das func¢des aproximagdo ¢i. O conjunto {yi} deve ser linearmente independente para que o

sistema de equacdes também o seja.
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Como ja foi referido, as condi¢des de fronteira naturais estao incluidas na formulacéo fraca.
No método dos residuos ponderados dado pela equacéo (2.125) tal ndo acontece, e como a
solucdo aproximada tem de satisfazer todas as condi¢Bes de fronteira, entdo ¢o deve satisfazer
todas as condi¢Bes de fronteira e as fungdes ¢ devem satisfazer a componente homogénea
das condi¢cBes de fronteira naturais e essenciais. Consequentemente, e de um modo geral, as
funcbes de base ¢; utilizadas no método dos residuos ponderados sédo de ordem superior as

utilizadas no método de Rayleigh-Ritz.

O método de Petrov-Galerkin — o método dos residuos ponderados diz-se de Petrov-

Galerkin quando , = ¢,. Se o operador A for linear, a expresséo (2.125) simplifica-se,

N
[jwiA(q)dxdy}cj = j\y[f — A(¢y, ) ]dxdy (2.126)
=1l a Q
ou, na forma matricial
N
ZAqu =F (2.127)
j=1

Note-se que devido ao facto de y, # ¢, entdo a matriz A néo € simetrica,

Ay = [wA(¢;)dxdy = A, (2.128)
Q

O método de Galerkin — quando vy, = ¢, 0 método diz-se de Galerkin e as equagbes s&o

dadas por,
iAqu =F
j=1
com,
Ay = [&A(¢;)dxdy; F = [¢[F—A(¢,)|dxdy (2.129)

Tal como no caso anterior a matriz A ndo é simétrica.

Refira-se que o método de Galerkin é diferente do método de Rayleigh-Ritz. O primeiro
baseia-se no integral ponderado do residuo e o segundo na formulacdo fraca da equacéo
diferencial. No entanto, de ambos os métodos resulta igual solu¢do quando:

e as condicbes de fronteira sdo apenas essenciais, logo os requisitos de ¢i sé@o
iguais em ambos 0s métodos.
e as funcdes de aproximacdo para o método Rayleigh-Ritz sdo as iguais as do

método de Galerkin.

O método dos minimos quadrados — no método dos minimos quadrados os parametros

¢j sdo determinados minimizando o quadrado do integral do residuo,

0
a—CiiRz(x,y,Cj)dXdy:O
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ou,

j —Rdxdy 0 (2.130)

ou seja, vy, = 2—CR Se o0 operador A for linear, entdo yi=A(¢i) e a expressao (2.130) pode ser

simplificada,
ZN;U (®)A(¢ )dde}C —IA (0)[ - A(4,)]dxdy (2.131)

ou, na forma matricial
N
ZAU.C] =F
=1

com,

Ay = [A(6)A(9,)dxdy; F = [A(¢,)[f—A(d,)]dxdy (2.132)

Q
Note-se que para o método dos minimos quadrados e se o operador A for linear entdo a
matriz A é simétrica.

Exemplo 2.7 — considere-se a equacédo diferencial do exemplo 2.4 com o segundo conjunto de

condicdes de fronteira,

dx? (2.133)

Para o método dos residuos ponderados tanto a funcdo ¢o como as funcdes ¢i devem satisfazer as
condi¢cdes de fronteira,
$,(0)=0; ¢y(1)=1 (condicbes de fronteira reais)

$(0)=0; ¢ (1) =0 (componente homogénea das condi¢cbes de fronteira)
Perante estas condigdes foi escolhida go=a+bx. Utilizando as duas condigdes obtém-se,
9o (x) =

Como uma das condi¢des sobre as fungBes de base ¢i estd definida na derivada, entdo o polinébmio
gue define as funcbes tem de ser, no minimo, de segundo grau: ¢1(X)=a+bx+cx?. Utilizando as condi¢Bes
obtém-se,

b, =—cx(2-x)
Faz-se c=1 e deste modo a constante ¢ é absorvida pelo parametro c1. Como segunda funcdo de

base considera-se ¢1(x)=a+cx?+dx3. Utilizando novamente as condigdes obtém-se,

0, =X (1—§xj

] (¢O+Zc¢j+x =c (2 2x+X* )+c ( 2+4x—x2+§x3j—x+x2 (2.134)

Para N=2 o residuo é igual a,

ok

Considerem-se, agora, 0s varios métodos,
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Petrov-Galerkin — sejam as func¢des de ponderacao,
Y=X g, =X

como tal,

1
[xRdx =0 7.,18. 1 o [, _103
0

1297602 10 17 682
= =
brdc—o | e e 1 __15
!X x= 30 ' 45 % 20 2”682

Como tal a solugéo aproximada para N=2 é igual a:

Upe =1.302053x —0.173021x* —0.014663%°

Galerkin — fazendo yi=¢i tem-se,

1

jx(2—x)Rdx=O ﬂcl+§cz—l:0 Clzg
0 - 5 45 60 - 4306
i 2 1 2 Rd 0 170 +EC _i—o Cc —A
!X B 90 ' 315 2 36 2~ 4306

A solugdo aproximada é,

Ug =1.2894x —0.1398x* —0.00325x°

oR
Minimos quadrados — fazendo y, = —, tem-se,

ac,’
1
j(2—2x+x2)Rdx:0 gcl—ﬂcz—gzo Cl:@
: /15790 % 60 - 9935
o axent -2 Raxeo |-He+2B8c L o o, =290
‘! XXX R = 90 315 2 36 2719870

A solugdo aproximada é,

Uyo =1.2601x — 0.08017x* —0.03325x°
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3 — PASSOS BASICOS DO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Os métodos variacionais estudados no capitulo anterior ndo séo eficientes do ponto de
vista computacional, isto porque é dificil seleccionar as funcdes de base que satisfazem as
condicbes de fronteira, sobretudo quando a geometria é complexa. A aplicagdo computacional
dos métodos variacionais fica, deste modo, limitada.

Idealmente, um método computacional eficiente deve ter as seguintes caracteristicas:

1. ter uma base sdlida de matematica e de fisica

2. nao ter limitac6es do ponto de vista geométrico nem na aplicacdo de cargas

3. o procedimento da formulacdo do problema deve ser independente do dominio e
das condicdes de fronteira especificos

4. o método deve ser suficientemente flexivel por forma a permitir diferentes graus de
aproximacgdo sem ser necessario reformular todo o problema

5. o procedimento deve ser sistematico para poder ser implementado

computacionalmente.

O método dos elementos finitos € uma técnica na qual o dominio é representado como
uma colecgdo de dominios simples, designados por elementos finitos. Deste modo, € possivel
construir de forma sisteméatica as fun¢fes de base da solucdo aproximada do problema sobre
cada um dos elementos finitos. O método dos elementos finitos difere dos métodos de
Rayleigh-Ritz e dos residuos ponderados na forma como as fungdes de base s&o construidas.
Esta diferenca é responsavel por trés caracteristicas basicas do método dos elementos finitos:

1. divisdo do todo em partes; permite a representacdo de dominios complexos como
a coleccdo de geometrias simples, onde a determinagcédo das funcdes de base é
sistematica

2. obtencéo de funcdes de base sobre cada um dos elementos finitos; as funcdes de
base séo polindmios que sédo obtidos por interpolagdo

3. assemblagem dos elementos que se baseia na continuidade da solucdo e no

balanco dos fluxos internos.

As funcgbes de base dependem ndo s6é da geometria mas também do nimero e
coordenadas dos nés e da quantidade de variaveis primarias a interpolar (por exemplo,
deslocamento ou deslocamento e rotagdo). Depois das fun¢gbes de base serem obtidas, o
procedimento utilizado para calcular os coeficientes é exactamente 0 mesmo que nos métodos
de Rayleigh-Ritz ou dos residuos ponderados.

O método dos elementos finitos tem a vantagem de ser computacionalmente atraente.
Passos da andlise por elementos finitos

1. Discretizagdo de um dado dominio numa coleccdo de elementos finitos

predefinidos.
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a) Construcéo da malha de elementos finitos com elementos predefinidos.
b) Numerar os nés e os elementos.
c) Gerar as propriedades geométricas — coordenadas dos nés e a area —
necessarias para o problema.
2. Construcéo das equacdes para um dos elementos tipo utilizados na malha.
a) Construir a formulacdo variacional do problema diferencial sobre o
elemento tipo.

b) Considerar a variavel dependente na forma aproximada
n
u, = zui\lfi
i=1

e substituir no passo 2a) para obter as equacfes no elemento
Keu® =F*

c) Calcular ou seleccionar as fungBes de base yi e calcular as matrizes para
cada um dos elementos.

3. Assemblagem das equac¢Bes dos elementos por forma a obter as equac¢des de todo
0 problema.

a) ldentificar a continuidade entre-elementos das varidveis primérias (relacdo
entre os graus de liberdade locais e os graus de liberdade globais —
conectividade dos elementos) relacionando os nds dos elementos com os
nés globais.

b) Identificar as condicdes de “equilibrioc” para as varidveis secundarias
(relag&o entre cargas locais e cargas globais).

c) Assemblar as equac¢Bes dos elementos utilizando os passos 3a) e 3b).

4. Imposicao das condi¢des de fronteira do problema.

a) ldentificar os graus de liberdade primarios especificados.

b) Identificar os graus de liberdade secundérios especificados (se ainda ndo
foi feito em 3b).

5. Solucéo das equagbes assembladas.
6. Poés-processamento dos resultados.

a) Calcular o gradiente da solucdo e outras quantidades desejadas a partir

dos graus de liberdade primarios calculados no passo 5.

b) Representar os resultados.
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4 — PROBLEMAS UNIDIMENSIONAIS

4.1 — Introducéo

Numa andlise unidimensional ndo existem erros na descricdo da geometria que, por sua
vez, podem existir numa analise bidimensional e tridimensional. Neste caso ha apenas erros
devido a aproximacéo da solucao.

Neste capitulo serdo estudados problemas unidimensionais de barra e de viga. Os passos
no desenvolvimento por elementos finitos séo:

1. discretizacdo do dominio por um conjunto de elementos finitos

. construir a formulacao fraca da equacéo diferencial
. construcao das funcdes interpoladoras
. desenvolver o modelo de elementos finitos utilizando a formulag&o fraca
. assemblagem dos elementos finitos por forma a obter os sistema de equacgdes
. imposicéo das condicbes de fronteira

. resolver o sistema de equacgdes

00 N O o~ WD

. obter outras quantidades de interesse.
4.2 — Elemento barra

4.2.1 - Discretizagao por elementos finitos
Nos problemas unidimensionais a discretizacdo geométrica do dominio ndo gera erros.
Para qualquer problema a escolha do tipo de elemento, o nimero de elementos e a densidade
dos elementos, dependem da geometria do dominio do problema em analise e da exactiddo
desejada para a solucdo aproximada. Nao ha nenhuma férmula estipulada para obter essa
informacdo. As regras gerais para a geracdo da malha unidimensional, bidimensional ou
tridimensional sdo as seguintes:
1. escolher os elementos que caracterizam o problema
2. o numero, a forma e o tipo (linear, quadratico, etc.) dos elementos deve ser tal
que a geometria do dominio seja representada com a exactidao pretendida
3. adensidade dos elementos deve ser tal que as regibes com grandes gradientes
da solucdo sejam modelados de forma adequada, ou seja, elementos de ordem
superior, ou um maior nimero de elementos, devem ser utilizados onde a solucdo
tem maior gradiente
4. os refinamentos da malha devem variar gradualmente das regifes de grande
densidade para as regides de menor densidade. Os elementos de transi¢cdo, se
utilizados, devem estar longe das regides criticas — grandes gradientes. Os
elementos de transicdo sdo aqueles que ligam elementos de ordem menor aos de

ordem superior.

4.2.2 — Formulacao fraca

O deslocamento axial de uma barra é definido pela equacao diferencial,
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—E(EAd“j_fx para 0<x <L (4.1)
dx d

em que E representa o modulo de elasticidade, A a area da secgéo transversal da barra e fx a
carga distribuida a que a barra esta sujeita.

No desenvolvimento da formulacdo fraca é apenas necessario considerar um elemento
finito arbitrario com dominio Q¢. Para se obter a formulacéo fraca sdo seguidas as trés etapas
estudadas na secgédo 2.3.2. Na primeira etapa multiplica-se o residuo da equacéao diferencial

(4.1) pela funcao teste v e integra-se no dominio do problema,

IV{E(EA%}er}dx:O (4.2)
5 Ldx dx

Integrando-se (4.2) por partes obtém-se a formulacéo fraca,

L
j —EA—dx+jfvdx+[vEA3 } =0 (4.3)
X

0

ou,

L

dx = jfvdx+ vea QY (4.4)
dx

0

J~EAdv du

Da equacdo (4.4) identifica-se a varidvel primaria e a variavel secundéaria. A variavel

NP . . L . du
priméaria € o deslocamento axial u e a variavel secundaria é o esfor¢co axial N = EAd—. Como
X

tal, as condicdes de fronteira essenciais sdo definidas sobre o deslocamento u e as condigBes

de fronteira naturais sdo definidas especificando o esfor¢o axial N.

du du x
Sabendo que ¢, =d— e que o :EOI—:EsXX pode-se escrever a formulacdo fraca na
X X

XX

forma,

Ij.AGXX (U)e (V)dx = ‘L[fxvdx +[vN]; (4.5)

0
em que v é o deslocamento virtual. A expressdo (4.5) que representa a formulagéo fraca da
equacdo diferencial da barra, também representa o principio dos trabalhos virtuais do problema
de barra, em que o primeiro termo é o trabalho virtual das tensGes e o segundo termo é o
trabalho virtual das forcas distribuidas e o dltimo termo é o trabalho virtual das forcas
concentradas.

A formulacdo fraca dada pela expressdo (4.4) também pode ser escrita através de

funcionais,
B(v.u)=I(v) (4.6)
com,
|
B(v,u) jEAﬂ%d )=£fxvdx+[vN]; (4.7)

A formulacdo fraca definida pelas equacbes (4.6) e (4.7) forma a base do modelo de

elementos finitos da equacéo diferencial da barra definida por (4.1). Como o funcional B(v,u) é
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simétrico e bilinear é possivel escrever o funcional quadratico,

1(u) :%B(u,u)—l(u) 4.8)

em que U= %B(u,u) representa a energia elastica de deformacéo e I(u) representa o potencial
de forcas.

4.2.3 — Modelo de elementos finitos
No método dos elementos finitos a solugdo aproximada € um polinémio, e tal como no

método de Rayleigh-Ritz é dada por coeficientes e funcdes de base ou de aproximagéo.
x) 0 u, (X Zu (4.9)

em que u; representa o valor de un no no j do elemento e, e y; € a fungdo interpoladora com a
propriedade,
vi(x)=1e y;(x)=0 com i=] (4.10)
Saliente-se que x; € a coordenada do no j do elemento e.

Substituindo a aproximagéo por elementos finitos (4.9) na formulagéo fraca (4.5) obtém-se,
IEA ZU X = Jvf dx+V(0)N(0)+V(L)N(L) Vv admissivel (4.12)

A equacéo (4.11) é verdadeira para qualquer fun¢éo v admissivel. Como séo necessarias n
equacOes independentes para calcular as n incégnitas u;,us,...,u; escolhem-se n equagdes
independentes para v, ou seja, v =vy;,vs5,...,w: . A equacdo i do sistema de equacges € obtida

substituindo v por vy em (4.11),
L
[EATT- Ay Zu —dx = j\uf‘fxdx+w, (0)N(0)+y¢ (L)N(L) (4.12)
0 =1

O sistema de equagdes que permite calcular as incoégnitas u;,us,...,u; pode ser escrito na
forma matricial,
Keu® =F° (4.13)

com,
L e e L
e d\V| d\V e _ e e e
K :.([EAWd—X'dx e F _lwi fdx+ e (0)N(0)+ e (L)N(L) (4.14)
Note-se que a matriz K& é simétrica.

4.2.4 — Fungdes de interpolacéo
A aproximacao por elementos finitos un da solu¢éo u sobre o elemento finito com dominio
Q¢ deve, de modo a que a solucdo aproximada convirja para a solucdo exacta, satisfazer as
seguintes condicdes:
. un deve ser diferencidvel como estipulado pela formulagéo fraca do problema,

de modo a que néo haja derivadas nulas
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. os polindbmios utilizados para representar un devem der completos, isto &,
devem ter todos os termos, desde a ordem inferior a superior

o todos os termos do polindmio devem ser linearmente independentes.

Ao analisar a formulacéo fraca (4.6) do problema de barra observa-se que a solucao u é
derivada em ordem a coordenada x apenas uma vez, como tal a solugédo aproximada deve ser
pelo menos linear em x,

u,(X) =c, +c,x (4.15)
com dois termos linearmente independentes. Para se escreverem os coeficientes ¢i (i=1, 2) em
funcdo dos pontos nodais, é necessario identificar dois nés por elemento. O elemento é uma

linha com um né em cada uma das extremidades, como se observa na figura 4.1.

x; =0 X5 =L
@

e e

u; u,

figura 4.1 — elemento genérico de barra
A aproximacdéo por elementos finitos deve ser tal que satisfaca as seguintes condigdes:
u, (x7)=ur (i=12) (4.16)
onde x° (i=1, 2) representa a coordenada x do n6 i do elemento. As duas constantes ci s&o

calculadas em fungéo dos deslocamentos nodais uf através de,

UTZUh(Xf)ZUh(O):Cl = C, = N Cl:Ulee e (4.17)
U§=Uh(X§):uh(L):cl+c2L c,+cL=u; C2:UZEU1

Substituindo os coeficientes c1 e c2 em (4.15) e desenvolvendo obtém-se,

u; —u; up U L—x X
Uy (X) =c,+Cx =uf + -2 C Lx=us —fx+fx=u§(Tj+u§E (4.18)

Comparando as equagdes (4.9) e (4.18) verifica-se que as fungdes interpoladoras y; e

v;, também designadas por fungdes de forma, para o elemento genérico de barra (figura 4.1)
sdo iguais a,

L-x

\Vf (X) = T e \VZ (X) = (419)

| x

4.2.5 - Célculo de matrizes e vectores

Na equacédo (4.13) foi definido o sistema de equacdes que permite calcular os
deslocamentos nodais u; e u;. Como o elemento barra tem dois nés e dois graus de
liberdade, isto €, dois deslocamentos nodais, a matriz K¢, designada por matriz de rigidez, é
guadrada com dimensdo 2x2. Considerando E e A constantes no elemento finito genérico,

calcula-se a matriz de rigidez do elemento,
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L e e L 2
Ke :IEA%%dX=jEA L ax-EA
Moo dx dx o L

L
L e e L
K, = K&, =IEAM%dx:IEA(—Ej(EJdX:—% (4.20)
3 dx dx 5 L)AL L
L e e L 2
K, :J’EA%%dx - IEA[E) dx = A
5 dx dx 0 L L
Logo a matriz K¢ do elemento genérico de barra é,
1 1
ke - EA (4.21)
L|-1 1

Também é possivel calcular o vector de forgcas F¢,

F = j.\yffx (x)dx +N(0)
X (4.22)
F = Iwzfx(x)dx+N(L)

Se a carga distribuida fx(x) for constante ao longo de x, entdo o vector de for¢as € igual a:

L
e :_[L—[dex+N(O):fx7L+N(0)
0 4.23
e X flL *.23)
K =jEf dx+N(L) = 2= +N(L)
0

Logo, o vector de for¢cas F¢, quando fx(x) é constante € dado por:

fL
2
fL
Z—+N(L
=)

+N(0)

Fe = (4.24)

em que N(0) e N(L) representam as forcas concentradas aplicadas nos noés 1 e 2,

respectivamente. N(0) e N(L) s&o positivos se as forgcas tiverem o mesmo sentido que o

deslocamento nodal positivo.

4.2.6 — Assemblagem das equagdes definidas nos elementos

A assemblagem das equacdes de elementos finitos baseia-se em 2 principios:
1. continuidade das variaveis primarias

2. equilibrio das variaveis secundarias.

O modo como se faz a assemblagem vai ser ilustrado pela malha de elementos finitos da

figura 4.2.

Seja K¢ a matriz do elemento e. Da figura 4.2 retira-se a seguinte correspondéncia, isto &,

as seguintes relacdes de conectividade entre os nos locais e globais,

1 2
B=[2 3 (4.25)
3 4
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——» | ocal

0®0®0®0 Global
—> —> —> —>

1
di d ds ds Ku Ky
Kiz K3,
e e K13 0
X, =0 X; =L K14 0
o—
ue—> — K22 K;z + Kfl
' Y K2z KZ,
K24 0
Kas K2, +K2,
Kas Kfz
Kas ng

Figura 4.2 — exemplo de assemblagem para barra

A correspondéncia entre os graus de liberdade locais u’ e globais d; &,
u=d; uy=u’=d,; u;=u’=d,; ul=d, (4.26)
em que é imposta a continuidade das variaveis primarias nos nés comuns dos elementos 1 e 2,
e 2 e 3. A continuidade da varidvel priméria nos nés garante a continuidade da variavel ao
longo de toda a fronteira entre elementos da mesma ordem, isto para problemas
unidimensionais, bidimensionais e tridimensionais.
Em geral, numa malha de elementos finitos a assemblagem dos elementos significa

colocar os termos de Ki e de F° nos locais apropriados da matriz K global e do vector de

forcas global F. Tal é feito tendo em consideracéo as relagfes de conectividade. Para o caso

ilustrado na figura 4.2 o sistema de equacgdes global é dado por,

KL, Kb, 0 0 |(d] |fa P,
KL K +K?2 K? 0 ||d Lo+ f2 P
Kd=F=f4Pe| 2 27 0u B o 2l el | (4.27)
K12 Kzz + K11 K12 d3 fx2 + fxl P3
0 0 Kfz ng d4 fx32 P4

em que o vector f é a contribuicdo das cargas distribuidas e Pi representa a carga concentrada
aplicadanondi.

4.2.7 — Pbs-processamento
A solugdo aproximada obtida pelo método dos elementos finitos num qualquer ponto x do

elemento Q¢ é dada por,

2
ug (x) = 2 v (x) (4.28)
j=1
e a derivada da solucéo é dada por,
e 2 d e
Ay _ e ¥ (4.29)
dx ‘= ' dx

Apébs a resolucdo do sistema de equacgbes global (4.27), as equacgbes (4.28) e (4.29)

permitem calcular, respectivamente, o deslocamento axial e a sua derivada em qualquer local
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do elemento finito. A informagdo gerada pela interpolagdo dada por (4.28) é Util para obter as
isolinhas de un.

As derivadas da solugao aproximada un(x) ndo séo continuas nas unides entre elementos,
porque a continuidade das derivadas ndo é imposta pelo método dos elementos finitos. A
formulacédo fraca sugere que a variavel primaria u seja a variavel nodal. Se mais variaveis de
ordem superior ou dependentes forem tratadas como variaveis nodais de modo a que também
sejam continuas nas fronteiras entre-elementos, entdo o grau de interpolacdo (ou a ordem do

elemento) aumenta. No entanto, a continuidade de variaveis que ndo sejam primarias pode

. . . L du . . .
violar a fisica do problema. Por exemplo, obrigando a que a variavel ™ seja continua viola-se
X
- du . . .
a continuidade de EAd— na interface de dois materiais distintos.
X

4.3 — Elemento viga

O deslocamento transversal v de uma viga € descrito pela equacao diferencial,

d? d*v
w[EIWJ =f,(x) para 0<x<L (4.30)

em que E é o médulo de elasticidade, | € o momento de inércia da sec¢do da viga e fy(x) € a
carga distribuida transversal a que a viga estd sujeita. Para se chegar a formulacdo fraca
comeca-se por integrar o residuo de (4.30) multiplicado pela funcéo teste w,

j‘{ ddx2 (Eljij fy(x)}dx=0 (4.31)

0

Como a equacéo diferencial é de 4° grau € necessério integrar por partes duas vezes

consecutivas de modo a obter a formulacao fraca,

2
j dw d fe dv 4 (x) |dx+| w—— d Eld— -0 (4.32)
dx dx dx Y dx dx?
ApOs a segunda integracdo por partes obtém-se,
L g2 2 L 2., -
[ 1Y o~ [wt,dx+| O dwe dv_,dgdv (4.33)
o dx=  dx 5 dx dx’ dx dx® |

. L ~ _ av
Neste problema ha duas variaveis primarias, o deslocamento transversal v e a rotacao ol
X

. .. d d?v
e duas variaveis secundarias, o esfor¢co transverso V =— 3 ( IOI zj e o momento flector,
X
2
dx?

A formulacgéo fraca pode ser escrita através de funcionais,
B(w,v)=1I(w)

com,
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2 L 2y v |
5 dx  dx? dx dx® |

No proximo passo desenvolve-se o modelo de elementos finitos associado ao elemento de

viga. Para tal, define-se a solucéo aproximada por elementos finitos vi(x),
v(x)0 v, (x) = qu (4.35)

em que os @; sdo os graus de liberdade do elemento e, sendo que os ¢; sdo as funcdes de

forma associadas. Considere-se um elemento com 2 nés, como a viga tem duas variaveis
primarias ha dois graus de liberdade por né: deslocamento transversal e rotacao (ver figura
4.3).

e e

O s

. g =v(0) a5 =v(L)
% ¢ e, a2
4 q, = dx o q, = dx -

Figura 4.3 — elemento genérico de viga

Como o elemento tem 4 graus entdo tem 4 fungbes de forma com as seguintes

eroy . | 901 ] _ ey [dér)  _
d)l(O)_l, (dXJXO_d)l(L)_[dX]xL_O
d¢g _ . e _ e _ % _
e e dg dg

k-1 60 H] (%) -0
déz do, _
[55) - wo-[ ] -e-o

ou seja, a fungdo de forma ¢i toma o valor de 1 em g’ e o valor zero para 0s outros graus de

propriedades,

(4.36)

liberdade.
Como o elemento tem 4 graus de liberdade, entdo para a expressédo (4.35) tem-se n=4, ou

seja, a aproximacéo do deslocamento € dada por um polinémio do 3° grau,

dv
Vy (X)=c, +C,x+C,x% +¢,x° e = =c, +2¢,x+3c,X’ (4.37)
dx

Para calcular os 4 coeficientes, ci, C2, C3 € C4 utiliza-se a informacéo de (4.36),

4 =Vv,(0)=c, c,=0;
q; = (%) =c, C, = qg
X e e e e
©c, =30 2% 36 O (4.38)

a; =V, (L)=c, +c,L+c,l* +c,° L2 L 2 L

C (dv 29, 9 205 G
q4:(d_xhlL:(:2+2C3|-+3C4L2 Ca= |_31 Lg L33 L;1

Comparando (4.37) com (4.35) obtém-se as func¢des de forma do elemento de viga,
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3x* 2x° 2x* x° x> 2x° x* x?
ol X s e =y (499)

E possivel escrever a rotacdo aproximada do elemento,
4 N
Wy _ e I (4.40)
X T dx
Ao substituir a solugdo aproximada (4.35) na formulacao fraca (4.33) obtém-se,
2 2
I d w d qu dx = If wdx +P,w (0)+P, (dw] +P,w(L)+P, (dw) (4.41)
o dx® dx? dx /), dx

x=L

em que Pi representa a carga concentrada associada ao grau de liberdade i. Saliente-se que P1

e Pz sdo forcas transversais e que P2 e P4 sdo momentos flectores.

Para determinar os 4 graus de liberdade ¢ (i=1,..., 4) sdo necessarias 4 equagdes. A

equacdo i € obtida substituindo w por ¢ em (4.41),

Z[ d2¢ qu idx If ordx +Pgr (0)+P. (de jx_o +Py0° (L) +P, [(:jd:.: JX_L (4.42)
O sistema de equacgbes que permite calcular os graus de liberdade escreve-se na forma,
Keq® =F° (4.43)
com,

(I)Je e [ e e d ie e d ie
J'EI ™ ! 7 dx e F !fyq)i dx + P, (O)+P2( ¢ +P,¢ (L)+P4[ d“; lL (4.44)

dx -

Considerando EI constante em todo o elemento de viga obtém-se a matriz de rigidez,

12 6L -12 6L ]

Ell 6L 42 -6L 22
Ke == (4.45)
*|-12 -6L 12 -6L

6L 21 -6L 4L°

Por sua vez o vector de forgas para fy constante € igual a,

fiL
2
fL? P,
1| |P
o) 12 0 02l p (4.46)
i P,
> 1 1s
2
s
12

em que, f é vector de cargas distribuidas e P é o vector de cargas concentradas — forcas e
momentos.

Na andlise de um problema de elementos finitos € necessario assemblar as matrizes de
cada um dos elementos de modo a formar a matriz de rigidez global. O mesmo pode ser
referido em relagédo ao vector de cargas distribuidas. A assemblagem é feita do mesmo modo
ao ja ilustrado para o elemento barra. Com base na malha da figura 4.4 ilustra-se a
assemblagem de um problema de vigas.
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di ds ds dz
4 04 @4 04
(\jz d)‘ \dG 8
Figura 4.4 — exemplo de assemblagem para viga

Seja K¢ a matriz de rigidez do elemento e. A matriz de conectividade,

12 3 4
B=(3 4 5 6
56 7 8
relaciona os graus de liberdade locais com os globais.

Para este caso concreto os sistema de equacg6es global é dado por,

37

(KL KL, K K, 0 0 0 o0 |4
KL, K, K2, KL, 0 0 0 0 ||d,
Ki3 Kés K]3-3+K]2.1 K24+Kfz Kf3 Kf4 0 0 d3
K Ki Ko +KL Ky +Ky,  Ki K24 0 0 |)d,| _
0 0 Kh, KL o KhL+KY KL4KE KL K|,
O O Kf4 K§4 K§4 + Kfz K1214 + K22 K:;B K§4 d6
o 0o o0 0 KL K%, K K ||g,
0o 0o 0 0 K, KL KL K|,

fl

yi
fl,
fyl3 + fyz1
fyl4 + fyz2
fy23 + fy31
fy24 + fy32
£

f3

y4

U v U 0,0 U 0.0

(4.47)

(4.48)



Simulagdo Computacional

5 — ELASTICIDADE PLANA

5.1 — Introducéo

No capitulo anterior foram estudados problemas unidimensionais, neste capitulo serdo
estudados problemas bidimensionais, mais concretamente problemas de elasticidade plana,
caracterizado por um par de equacdes diferenciais expressas em termos das duas variaveis

dependentes que representam as duas componentes do deslocamento.

5.2 — Defini¢gédo do problema
Considere-se um corpo linear elastico Q de espessura t uniforme e fronteira I', como se
pode ver na figura 5.1. Se a espessura for muito grande comparada com a dimensdo do
dominio Q entdo considera-se que se esta perante um caso de deformacao plana,
€, =¢,=¢, =0 (5.1)

xz yz

Se a espessura for pequena comparado com a dimensdo do dominio Q entdo considera-se
que se esta perante um caso de tensao plana,

c,=0,=0,=0 (5.2)

Xz yz zz
Ambos os tipos de analises sdo simplificacdes de analises tridimensionais que nao tém

cargas na direcgéo z.

Figura 5.1 — elasticidade plana

As equacdes diferenciais que traduzem problemas de elasticidade sdo as equagbes de

equilibrio,

0o; )
Vic+f=0=—+f=0j=1,23
OX;
0
00 , Op | 00u +f =0
oX oy oz

Jc 0o 0o

PP if =0
ox oy oz '

oc,, 0o, do
+

XZ

+ z
OX oy 0z

(5.3)
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com as condic¢des de fronteira,
o;n, =T, em I';

' 5.4
u=u, emT, (5.4)

em que Ti e U, sdo valores prescritos de forca e de deslocamento, nas fronteiras I'r e T\,
respectivamente.
Para se obter a formulacéo fraca multiplica-se a equacao diferencial (5.3) pela funcéo teste
w e integra-se no volume Q,
0o;
[l wdo+ [fiwd=0 (5.5)
0 OX; 5

Integrando por partes,

mdnjfu/vdg 0 (5.6)

i

—IG” %dQ+IG

o i
Relembre-se que o tensor das tensfes o e 0 tensor das extensfes & sdo simétricos. Para

pequenas deformacdes o tensor das extensdes € dado por,

ou,
P B (5.7)
' 2 X, ox,
em que u é o campo de deslocamentos,
u=(u,u,)=(uv) (5.8)

Sabendo que o tensor das extensdes € simétrico pode-se escrever (5.6) na forma,
8w
jcijl o, dQ = jcu JEWdF+.[fEWdQ<:>
5 2 ax ax
j oy (U)lE; (W)dQ = [ Twdr + j Twdr + j fwdQ

Iy Ly

(5.9)

em que u é o campo de deslocamentos real e w € o campo de deslocamentos virtual.

A expressao (5.9) é a formulagdo fraca do problema de elasticidade linear e também € o
principio dos trabalhos virtuais.

Através da lei constitutiva do material € possivel escrever o tensor das tensdes em funcao

do tensor das extensoes,

u
XX 8)()( gv
c=De;oc=10,;€e=18, = 5 (5.10)
Ty Yol lau  ov
—_ + —_
oy oX
em que D é a matriz constitutiva. Simplificando a formulacéo fraca (5.9),
js w)dQ = [ Twdr + j fwdQ (5.11)

Iy
com u, =u, em I\

A formulagéo fraca (5.11), também designado por principio dos trabalhos virtuais, pode ser
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escrita através de funcionais,
B(uw)=I(w) (5.12)
com,

B(u,w)=[&" (u)De(w)dQ e I(w ijdr+jfwdQ (5.13)

Q
Como B(u,w) é simétrico e bilinear e I(w) é linear, entdo é possivel obter o funcional
guadratico,

%B(u,u)—l(u) (5.14)

I(u)=
O modelo de elementos finitos sera obtido através do funcional quadratico.

5.3 — Elemento triangular de 3 n6s
Considere-se 0 elemento triangular de 3 nés representado na figura 5.2.
V2
uz
V3 V1

u
us !

Figura 5.2 — exemplo de um elemento triangular de 3 nés

No elemento finito, a solugdo aproximada do deslocamento é dada por,

3
Uy = D U7y
u(xy) 0 u,(xy Zq v, = jj (5.15)
" Vi =2 Vi,
=1
em que os gj sdo os deslocamentos nodais, uj segundo o eixo dos xx e vj segundo 0 eixo dos
yy. yj séo as fungBes de forma.
Nesta fase, considere-se apenas o 1° termo do funcional quadrético (5.14),

ja dQ—tja De(u)dA (5.16)

em gue t representa a espessura e A a area do elemento. Para materiais elasticos, isotropicos

e considerando tensdo plana a matriz constitutiva é

£ 1 v 0
D=:L slv 1 0 (5.17)
-V
00 1__0
2

em que E representa o médulo de elasticidade ou o médulo de Young e v representa o
coeficiente de Poisson.

O préximo objectivo é simplificar a expresséo (5.16) de modo a que seja possivel obter a
matriz de rigidez do elemento e, K®. Para tal comeca-se por escrever a solu¢cdo aproximada na

forma matricial:
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< C
- =

N

=[y]{a} (5.18)

w

< € < C
)

w

au
ou OX
g, OX 100 0]|¥
e,t=1 ¥ 1lo oo 1[¥lo[c]eu] (5.19)
Yy ay av
w) lou ev ox
oy ox ad
oy

Note-se que &z, yxz € yyz podem nao ser nulos j& que o problema considerado € de tensao
plana.

A matriz que define a derivada do deslocamento [au] , pode ser escrita na forma,

a) o,

OX OX

al o

uh
=107 vl 620

OX OX

v |, o

o) L oyl

Neste momento é possivel rescrever a expressao (5.16) na forma,
B(uu)=t[{a}" [v] [ax]' [C] [P][C][ox][w]{a} dxdy (5.21)
A

Como se observa, a expresséo (5.21) esta em funcdo das coordenadas globais (x,y) do
elemento e. Sendo assim seria necessario calcular as fungbes de forma em fungdo das
variaveis globais (x,y), bem como calcular o integral sobre a area do elemento. Este trabalho
pode ser fastidioso e dificil, ja que numa malha de elementos finitos seria necessario calcular
as fungbes de forma para cada um dos elementos. O calculo dos integrais também néo seria
facil, sobretudo para os elementos distorcidos em que a sua fronteira ndo é de facil definigcéo.
Perante estas dificuldades surgiu a ideia de recorrer a um elemento genérico, que se pode ver
na figura 5.3, definido nas coordenadas locais (§,1). Neste caso apenas se utilizam as funcdes
de forma definidas sobre o elemento genérico e que sdo funcdo das coordenadas (§,1n) e 0
integral é definido sobre o a area do elemento de referéncia Ar. Esta simplificacdo € um
processo de transformacao de coordenadas.

Na figura 5.3 é possivel observar um elemento real e o respectivo elemento genérico. As

coordenadas do elemento genérico podem ser observadas na figura, sendo que a sua area &
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igual a 1/2. O elemento e tem como coordenadas dos nds: (xf,yf),(x;,y;)e(xg,yg). A

numeracdo dos nés pode ser qualquer desde que a sua sequéncia seja segundo a seta da
figura 5.3.

Como ja se observou na expressao (5.15) este elemento tem 3 fung8es de forma. Como tal
a solucao aproximada é dada pelo polinémio de primeiro grau,

{uh =a, +b¢+cm

(5.22)
Vy =2, +b,E+cpm

No entanto ja se observou em (5.15) que as fung6es de forma que definem o deslocamento
un s8o0 as mesmas que definem o deslocamento vi. Como tal basta, por exemplo, centrar o
célculo das funcgdes de forma em un. Nos nés os deslocamentos sdo os deslocamentos nodais:
un(0,0)=u1, un(1,0)=uz e un(0,1)=us. Logo, para calcular os coeficientes a1, b1 e c1 recorre-se ao

sistema de equacoes:

u,(0,0)=u, a, =u, a, =u,
u,(10)=u, < ja, +b, =u, &b, =u, —u, (5.23)
u,(0,1) =u, a +C; =Ug C,=U;—U,
1 A
(X1,y1) n
3

>
z 3

(X2,y2) ® >
1 2 £
3 (0,0) (1,0
(X3,y3)

Figura 5.3 — elemento real e elemento genérico

Substituindo os coeficientes a1, b1 e c1 em (5.22), obtém-se,
U, = +(u, —u )&+ (U —u )n=u, (1-E—m) +u,g +uym (5.24)
Comparando as expressoes (5.15) e (5.24) chega-se as fun¢bes de forma:
vi(&n)=1-&-n
v, (&m)=¢ (5.25)
v;(&m)=n
Encontradas que estdo as func¢des de forma o préximo passo da transformacédo de

coordenadas consiste na substituicdo de todos os termos em (x,y) da expresséo (5.21) por

termos em (&,m). Apenas a matriz [ax] depende das variaveis globais (x,y):
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2 0

OX
9 0
=Y
0 —_
OX
0 &
—CS

Pela regra da derivacdo em cadeia tem-se que,
0 _00%&, 00
OX 00X Omnox

(5.26)
0 _00% 0om
dy ogoy omoy
Na forma matricial,
o] |%& |2
OX| | ox ox|]0g
B = & o B (5.27)
oy oy oy]|on

As coordenadas em qualquer ponto do elemento podem ser calculadas tal como o

deslocamento, ou seja,

3

X = Z\Vixie

o (5.28)
y=2wyr
i=1
em que 0s Xi € 0s Vi representam as coordenadas globais x e y no né i, respectivamente. Como
se observa da expresséo (5.27) ndo é possivel calcular % | e a—n, de forma directa.

ox’ oy ox oy

Como tal, rescreve-se a derivacdo em cadeia do seguinte modo,

0 _00x 0% |0 |Xx Y0 o 0
O ox 0 d ) o€ 0 ||ox B ox
g g 0oy g - g _ € 08 |]ox - g _ [J] oX (5.29)
o _ox oy ol |ax ayl|of T ol T)e
on oxaon dyaon on on on 9%y o oy
em que [J] € a matriz jacobiana da transformacéo de coordenadas:
6X 3 a i e 3 a i e
x ¥ S Miye 3Ny S
| 0& og| |iF g i 0E X EXy Ty tY,
[9]= = ) =| 1T TR (5.30)
ox oy Z%X_& z%y_e X +X; Y tYs
on on| |Fom ' FHom
E o jacobiano da transformacéo é o determinante da matriz jacobiana,
J=J,1d5 —Jdipd, = _Xfyg - ylexg + X;yg - ngg + ygxf + ngi (5.31)

Neste momento ja é possivel escrever a matriz [ax] em coordenadas locais,
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- B - i 5
em que,
.
oG
2
o8] = on 5 (5.33)
D&
0
o

A inversa da matriz jacobiana é igual a:

e Jp “d | _1l-Yi+Ys Yi-Y; (5.34)
J=J, Ji | I XT-X3 X[ +X;
Como tal, ja é possivel escrever a expressédo (5.21) em coordenadas locais,
B(uu) = tI "[w] [ee] [T [c] [P][C]Ir][og] ] {a) dedn =
(5.35)

-¢[ 3" 87 [P][B]fo cecn

com,
[B]=[C][r][ee]v] (5.36)
Sendo, neste momento, possivel calcular a matriz B.

J,, -J, O 0

1000
[c][r]:%o 001 =50 0 -3 3y (5.37)
0110

0 0 _‘]21 11
el

2 9

g

0 0 -1 0 1000

o 9|0 wi 0 vy, O y;J O 10100 '
o 0O -1 0 0 0 1

o O

L on]

Por fim,
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] ] 0 -1 0 1 0 0O
1| # 2 -1 0 0010
Bl==| O 0 -J J =
[]JJ ] 321 310—10100
21 11 22 12 0 1000 1 (5'39)
-J,, +J;, 0 J,, o -J, 0
= 3 0 J21 - ‘]11 0 _‘]21 0 Jll

le_‘Jn _J22+J12 _le ‘J22 Jll _‘]12

Como a matriz B ndo depende das coordenadas (&,m) obtém-se,

B(U’U)=tAfJ{Q}T[B]T[D][B]{ }didn——J{ }"[8]' [P][B]{a} (5.40)

Depois de analisado o funcional B(u u) é necessario analisar o funcional I(u),

j fudA + j Tudl’ (5.41)

Iy
com ui=0 em I'..

Considerando a aproximacgéo por elementos finitos obtém-se,

I(u) = jwaqu+jo¢qdr szqudA+jo¢qdr (5.42)

A i=1 Ty i=1 Ag i=1 Iy i= 1
em que ¢i representa as fungdes de forma na fronteira I't. Por exemplo, se existir carga entre

0s n6s 1 e 3 entdo,

o= — (5.43)

sendo que L1z representa a distncia entre os nds 1 e 2 e s € a variavel definida na fronteira.

Logo, o funcional quadratico fica igual a,

1(u)=— { V' [B]' [D jZJf\pqu _[ZTd)qdl" (5.44)

Ag =1 ry i=1
Como foi referido no capitulo 4, as solucdes {q} admissiveis que tornam o funcional
guadratico I(u) minimo, também satisfazem a equagéo diferencial do problema e as condi¢bes

de fronteira que regem o problema,

aal{(q}) —J[B] [D][B]{a} = /;[ ;Jf\ydA+ rj ;T(bdl" (5.45)

ou, na forma matricial,
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Keq=F° com K® = %JBTDB e F* = [JfydA+ [ Todr (5.46)
Ax 'y

O sistema de equacdes global, obtém-se assemblando as matrizes e os vectores, definidas
em (5.46), de cada um dos elementos que constituem a malha,

Kd=F (5.47)
em que o vector d representa o vector de todas as incognitas do sistema de equacdes global.
Depois de resolvido o sistema de equacdes (5.47) obtém-se os deslocamentos nodais d.

Considere-se um qualquer elemento da malha, com os nos e as respectivas coordenadas
representadas na figura 5.4.

1 l2 4
n ,
5 yp=1-¢-n 24
(O,l) Y, = é
Yz =1
3
\’) ) (3.2)
o > @y
1 2
(0,0) (1,0

Figura 5.4 — elemento genérico e um exemplo de um elemento de uma qualquer malha

Os deslocamentos nodais do elemento sao:

c
N N - =

w

< € < © <

3

Apbs o calculo dos deslocamentos nodais é possivel calcular o deslocamento em qualquer
ponto (x,y) do elemento. Para tal utiliza-se o elemento genérico, por exemplo, o deslocamento
no ponto (§,1)=(0.5,0) é dado por:

u,(§=0.5n1=0)= \Vl(&:n)ul"'\l’z (F;.T])Uz +y, (éin)us = 0-5(u1 +u2)
vV, (E=0.5n=0)= \Vl(z}n)\ﬂ +Vy, (?';,Tl)Vz +y, (i,n)Vs = 0-5(\/1 +V2)

E para saber a que coordenadas globais (x,y) corresponde o ponto (§,m)=(0.5,0) utiliza-se a
expressao (5.28),

(5.48)

x =y, (0.5,0)x{ +y,(0.5,0)x; +y, (0.5,0)x; =0.5(x; +x5)=1.5 (5.49)
5.49
y =y,(0.5,0)y; +v,(0.5,0)y; +y,;(0.5,0)y; = 0.5(yf +y§) =25

Se se pretender calcular o deslocamento no ponto (x,y)=(2,3), primeiro € necessario

calcular o correspondente ponto local (§,1) através da expresséo (5.28),

2=(1—§—n)2+§+3n©{§=0.2
3=(1-&-n)4+&+2n  |n=0.2
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Logo, o deslocamento para (x,y)=(2,3) ou para (§,1)=(0.2,0.2) é:
u, =(1-0.2-0.2)u, +0.2u, +0.2u, = 0.6u, +0.2u, +0.2u,
Vv, =(1-0.2-0.2)v, +0.2v, +0.2v, = 0.6v, +0.2v, +0.2v,

5.4 — Elemento quadrilatero de 4 n6s

ApOs o desenvolvimento da matriz de rigidez e do vector de forgas referentes ao elemento
triangular de 3 nés, apresenta-se o0 elemento quadrilatero de 4 nés. Este elemento também &,
por vezes, referido como elemento quadrado ou rectangular, embora tenha quatro lados que
nem sempre formam um quadrado ou um rectangulo perfeitos.

O elemento quadrildtero genérico de 4 nés, definido nas coordenadas locais (&,1), esta

representado na figura 5.5. Para este elemento a solu¢ao aproximada é dada por,

4

U, = Z\Viui

N (5.50)
vy, = z vV,
=

em que o0s Ui e 0s Vi sdo os deslocamentos nodais segundo as coordenadas x e v,
respectivamente. Os yi representam as fungdes de forma.
Sabendo que ha 4 fun¢des de forma, a solugéo aproximada é do tipo,
u, =a+b&+cn+dén (5.51)
em que un(-1,-1)=u1, un(1l,-1)=uz, un(1,1)=us e un(-1,1)=us. Como tal tém-se 4 equacgles

linearmente independentes que permitem calcular os coeficientes a, b, c e d,

g U tU; +U; +U,
B 4
uh(_l_l):ul a-b-c+d=u, b_—U1+Uz+U3—U4
u,(1-1) =u, a+tb-c-d=u, B 4
= = (5.52)
u,(11) =u, a+b+c+d=u, oo UimU U +y,
u,(-11)=u, a-b+c-d=u, 4
P
4
Logo:
uh:ul[%—%—2+%nj+uz(%+%—2—%nj+u3(%+%+2+%)+u4(%—%+2—%ﬂj (5.53)

Comparando (5.50) com (5.51) obtém-se as fun¢des de forma,

v =7 (E=D)(n-1

v, =-F(&+3)(n-1)

L (5.54)
Y, = Z(§+1)(n +1)

vi=-3(E-D(n+Y)
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4
(-1,1)
4 >
J L
1

2
(-1,-1) (1,-1)

Figura 5.5 — elemento genérico, quadrilatero de 4 nés

Tal como para o elemento triangular, a matriz de rigidez do elemento K¢ é obtida através do

funcional B(u,u),

B(u,u)=jsT(u)Ds(u)dQ=tIaT(u)Da(u)dA (5.55)

Q
em que t e A representam a espessura e a area do elemento, respectivamente.
A matriz D para materiais elasticos, isotropicos e considerando tensdo plana, esta
representada na expressao (5.17).

A solucéo aproximada pode ser escrita na forma matricial:

iy

i

N

{Uh}{wl 0w, 0 y, 0 vy, O _[vlial (5.56)

A O vy, 0 vy, 0 vy, 0 wy,

w w

< € < €C < C < C
~ N

IS

E o campo de extensdes também pode ser descrito na forma matricial,

au
ox
ou
oy

ou
OX
% =[C]{ou} (5.57)

Il
o O B
= O O
= O O
o r» O

22 R[2

Yol lou ov

oy OX

Simplificando um pouco mais,
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o
oX oX
al 1o
0 h
=247 -l 559
x| |
NI g 2
o) L oy
Nesta etapa é possivel simplificar a expressao (5.55),
B(uu)=tf{a}" [v]' [ax]' [C] [P][C][ox][w]{a} dxdy (5.59)

Até aqui a Unica diferenca em relagdo ao elemento triangular é a dimensdo da matriz y e
do vector g. Mas tal como para o elemento triangular é necessario fazer uma transformacao de
coordenadas no integral de (5.59), de modo a trabalhar em coordenadas locais (&,n). Para tal,

define-se a matriz jacobiana da transformacédo de coordenadas,

v Wiye 5 Wi e
H:;aa i

Cov, . v

B Fon (5.60)
SO -xe e Xi)+%( XS+ X5 +X5 - X5 %(yi—y§+y§—yi)+%(—yf+y§+y§—yi)
(6 )2 (X e HxE) S (Y- -yE) e 2 (v yE e ys )

em gue o jacobiano é o determinante da matriz jacobiana,
J=det[J] (5.61)
Relembre-se que os pontos, (x5,y5), (X5.¥5), (x5.v5) e (xi.y5) representam as coordenadas

dos nés 1, 2, 3 e 4, do elemento e.

Para implementar a transformacao de coordenadas é necessario referir que,

S
og
P
B J 0 on B
[@X]{[O] [J]l} o 2| el
0
. °
L on |

A expressao (5.59) ja pode ser escrita em coordenadas locais,

B(uu)= tj jJ[q]T [B]' [D][B][a]dedn (5.62)
[B]=[c]lr][ee][v] (5.63)

Para o célculo da matriz B é necessario multiplicar,
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1
[C] [r] = 3 0 0 -y Jy (5.64)
J

0 1-n 0O n+1 0 —m-1 O
1 0 -¢-1 0O E+1 O 1-¢ 0
[2e]lv] =7 } _ e
4. 0 n-1 O 1-n 0O n+1 O n-1
0O ¢-1 0 -¢-1 0 ¢g¢+1 O 1-¢

(5.65)

Com os resultados de (5.64) e de (5.65) é possivel calcular a matriz B que devido a sua
dimenséao nao é representada nestas paginas.
O funcional I(u) é calculado do mesmo modo que no sub-capitulo 5.3,

= j j_ZS:in\Viqid%dn + I i-rid)iqidr (5.66)

_1i=1 Iy i=1

Tal como para o elemento triangular, a matriz de rigidez e o vector de for¢cas séo obtidos
derivando o funcional quadratico (5.14) em ordem a vector q,

11 8
= t[ [J[B] [D][B]{q} dzdn = j j > Jfydedn + | ZT¢dF (5.67)
-1-1 —1-11=1 Iy i=1
ou na forma matricial,
K®q=F°
com,
11
Ke =t j jJBTDBdgdn (5.68)
-1-1
e com,
HJf\u dedn + jT¢dr (5.69)

-1-1
Ao contrério do que sucedeu para o elemento triangular de 3 nds, neste caso o integral da
expressdo (5.68) depende das coordenadas locais (&,m). De modo a simplificar o calculo do

integral sdo utilizados métodos de integracdo numérica. No capitulo seguinte sdo apresentados
e analisados esses métodos.
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6 — FUNCOES INTERPOLADORAS, INTEGRACAO NUMERICA E
CONSIDERACOES DE MODELACAO

6.1 — Biblioteca de elementos e funcdes interpoladoras

No anterior capitulo foi estudado o problema bidimensional de elasticidade em tenséo
plana. Durante a analise foram desenvolvidas as funcdes de interpolagdo de alguns elementos,
nomeadamente, o elemento triangular de 3 nés e o elemento quadrilatero de 4 nds. Estes
elementos, que foram desenvolvidos para analisar problemas regidos por equacdes
diferenciais de segunda ordem, sdo aplicaveis a todos os modelos de elementos finitos que
admitem interpolacdo de Lagrange das variaveis primarias da formulacéo fraca.

O objectivo deste capitulo é desenvolver uma biblioteca de elementos bidimensionais,
triangulares e quadrilateros de Lagrange, isto €, elementos sobre os quais apenas a fungéo (e
néo as suas derivadas) € interpolada.

Os elementos com forma regular, designados por elementos genéricos, ou de referéncia,
sobre os quais séo desenvolvidas as fun¢fes de interpolacdo, ou fun¢des de forma, podem ser
utilizados como a base da integragdo numérica, definida sobre os elementos reais com
geometria irregular. Claro que, tal requer uma transformacédo de coordenadas da geometria do

elemento real para a geometria do elemento genérico.

6.1.1 — Elementos triangulares

O elemento triangular de 3 nos e os elementos triangulares de ordem superior podem ser
obtidos, de forma sistemética, através do triangulo de Pascal (ver figura 6.1).

Ordemdo N°de Elemento
polinémio  nos (n)

. ® L /\

SN s A
/N
x2 Xy y2 — 2 6 A
x3/ X2y Xy?2 \ ys — 3 10 &
x4/ x%y x?y? xy® \y“— ‘ o
/ \
X5 XAy X3y? x2y3 Xy’ y 5 21

/ \

Figura 6.1 — triangulo de Pascal e elementos triangulares da familia de Lagrange
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A forma do triangulo é arbitraria. Por exemplo, o elemento de segundo grau tem 6 nos,
situados nos 3 vértices e no meio de cada uma dos lados. O polinédmio interpolador tem 6

constantes que podem ser escritas em termos dos valores nodais da variavel interpoladora,
u, = Z\Viui (6.1)

em que i representa as fung@es interpoladoras, ou de forma, quadraticas. Estas funcdes séo
obtidas da mesma forma do que para o elemento triangular de 3 nds (ver capitulo 5).

De um modo geral um elemento triangular de ordem p tem n nds,

n:%(p+l)(p+2) (P=01..) (6.2)

Nos elementos triangulares da familia de Lagrange o posicionamento dos nds é simétrico.
Também se verifica que para um elemento associado a um polinébmio de grau p, entdo na
fronteira do elemento o polindmio que define as condi¢cdes de fronteira também € de grau p.
Em complemento a figura 6.1, definem-se os polinémios interpoladores de alguns elementos
triangulares da familia de Lagrange,

p=0;u,=a

p=1 u, =a +a,x+a,y

pP=2; U, =a, +a,X+ay+a,x’ +axy+azy’

p=3; U, =a, +a,Xx+ay+a,x’ +axy +ay’ +a,x> +a,x’y +a,xy’ +a,y’

Para obter as fung¢@es interpoladoras ou de forma, € necessério resolver o sistema de
equagdes nxn, em que n € o nimero de nos.

6.1.2 — Elementos quadrilateros

Analogamente aos elementos triangulares, os elementos quadrilateros da familia de
Lagrange podem ser desenvolvidos através do triangulo de Pascal, como é representado na
figura 6.2. E por exemplo, como o elemento linear tem 4 nés, os termos do polindmio devem
ser 1, X, y e xy que forma um quadrildtero no triangulo de Pascal. De um modo geral, um
elementos quadrilatero de ordem p tem n nés,

n=(p+1)° (p=01..) (6.3)
e 0 polindmio associado contém os termos do paralelogramo p. Por exemplo, o elemento
quadrilatero de segunda ordem tem 9 nés e o polinébmio interpolador é:
U, =&, +a,X+ay +a,Xy +ax’ +a,y’> +a,x’y +axy’ +ax’y?

O polinébmio contém todos os termos do segundo grau, mais os termos x2y e xy? do terceiro
grau e o termo x2y? do quarto grau.

O elemento quadrilatero da familia de Lagrange de ordem p tem o polinémio interpolador:
u, (xy)=> axly* (j+k<p+Lij<p)
i=1
U, (xy) =D uw,
i=1

em que os i representam as funcdes interpoladoras, ou de forma da familia de Lagrange. Tal

(6.4)
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como para os elementos triangulares, para calcular as fungfes interpoladoras é necessario
resolver um sistema de equagdes nxn.

Ordemdo N°de Elemento
polinémio  nos (n)
(9) 0 1 .
/ \ 4

/\/N// o
VAN o
/NS N\

Figura 6.2 — tridngulo de Pascal e elementos quadrilateros da familia de Lagrange

Nas figuras 6.3 e 6.4 é possivel observar dois elementos e as suas respectivas fun¢bes de
forma.

A
4 3 1 1
('1!1) (1!1) v, Zz(l— &)(1—n) Vs Zz(l-l- E_,)(l-l— T])
I vo =7 (1 E)(a-n) v, =7(1-g)(2en)
1 2
(-1,-1) (1,-1)
Figura 6.3 — elemento genérico de 4 nés
n (& -g)(n" ) v =5(1-€)(n" )
7 8 9
(& +8)(n" ) v, =5(&-g)(L-n)
4
- (1-€)a-m)  we=3(E e)(1-r)
2
1 i v =5 (&g ) vy =2(1-8)(n" )
Vo = %(éz +&)(n* +n)

Figura 6.4 — elemento genérico de 9 nds
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6.2 — Integragdo numérica

6.2.1 — Introducéo

Uma boa representacdo de dominios com fronteiras curvas pode ser garantida através de
uma malha refinada ou de elementos de segunda ordem ou superior. Por exemplo, uma regiédo
ndo rectangular ndo pode ser representada por elementos rectangulares, no entanto pode sé-
lo, nalguns casos, por elementos quadrilateros. Como as func¢des de interpolacdo sdo mais
faceis de obter para elementos quadrados e também é mais facil integrar num dominio
guadrado, transformam-se as expressfes integrais sobre os elementos quadrilateros em
integrais sobre um dominio quadrado. Estes integrais sdo mais faceis de calcular, utilizando-se
para tal métodos de integracdo numérica, tal como o de Gauss-Legendre. Este método requer

que o integral seja especificado sobre uma regido quadrada Q de dimensdo 2x2 e o sistema

de coordenadas (§,n) € tal que -1< (&,n) <1. E por esta razdo que os elementos quadrilateros

genéricos Q tém, normalmente, dimenséo 2x2. A transformacéo da geometria e das variaveis
da equacdo diferencial do problema definido no sistema de coordenadas (x,y) para o sistema
de coordenadas (&,m) resulta em expressdes algébricas complexas que permitem a obtenc¢éo

da solucéo analitica (isto é, exacta) dos integrais. Como tal, a transformagéo de uma expressao
integral, definida no elemento Q¢, para o dominio Q facilita o processo de integracdo numérica.

A transformacéo entre o elemento Q¢ e 0 elemento genérico Q permite escrever,
m m
X=X (em) y=2y¥(en) (6.5)
=1 =1
onde os  representam as funcgdes interpoladoras, ou de forma, do elemento de referéncia, ou

genérico Q , e X; € acoordenada x do n6 j do elemento e.

Considere-se como exemplo o elemento de referéncia da figura 6.3. As coordenadas no
elemento de referéncia (§,m) sdo escolhidas tal que —1£(§,n)£1. Esta escolha é imposta
pelos limites do método de Gauss-Legendre. A expressédo (6.5) transforma um ponto (§,m) do
elemento de referéncia @ num ponto (x,y) do elemento Q¢ e vice-versa, se o jacobiano da

transformacéo por definido positivo. A linha =1 de Q ¢é definida parametricamente por

x=x(1,m) e por y=y(1,n) no elemento Qe:
N eq . Lye 1 1 1ie e
x(1n) =Y x,(4n) = x10+5x2(1—n)+5x (1+m)+x50== (x +X5 )+ 2(x3—x2)n

= . (6.6)
¥, (1n) = (yz vs)+ 5 (¥s -y

M»

y(ln)=

:1
Observa-se que x(1,1) e y(1,m) séo funcdes lineares em 1, definindo uma linha recta. De
modo similar as linhas &=-1 e nx1l sdo transformadas em rectas no elemento Q¢. Por outras

palavras, o elemento de referéncia Q é transformado num elemento quadrilatero definido no

plano (x,y) mas os lados ndo s&o, necessariamente, paralelos. Inversamente, qualquer

elemento quadrilatero da malha pode ser transformado no elemento de referéncia Q definido
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no plano (&,n).

Figura 6.5 — geracao de uma malha de elementos finitos através de um elemento genérico

De um modo geral, as variaveis dependentes do problema sdo aproximadas através da

expressao,
U(X-y)=iuje\vj(im) (6.7)
j=1

As funcdes interpoladoras, ou de forma, y utilizadas para a aproximacdo das variaveis

dependentes podem n&o ser iguais as fungBes  utilizadas na aproximagéo da geometria.

Dependendo do grau das aproximacdes da geometria e das varidveis dependentes, a
formulag&o por elementos finitos classifica-se em trés categorias:
1. super-paramétrica (m>n) — a aproximagéao utilizada para a geometria é de ordem
superior a utilizada para a varidvel dependente.
2. iso-paramétrica (m=n) — igual grau para ambas as aproximacoes.
3. sub-paramétrica (m<n) — a aproximacao utilizada para a variavel dependente é de

ordem superior a utilizada para a geometria.

Em toda a sebenta apenas séo consideradas formulagdes iso-paramétricas, ou seja, =y

e m=n.

6.2.2 — Transformacé&o de coordenadas

Deve-se referir que a transformacéo de coordenadas de um elemento quadrilatero de uma

malha de elementos finitos no elemento de referéncia ¢ tem apenas o objectivo de
desenvolver os integrais através de integracdo numeérica e de facilitar o calculo das funcées de
forma. N&do ha transformacéo fisica do dominio. O sistema de equacdes obtido através da
formulagdo de elementos finitos refere-se sempre ao modelo fisico, e as incognitas sdo os
valores nodais do dominio fisico.

Elementos de referéncia de diferente ordem definem distintas transformacfes e distintas
colecgdes de elementos. Por exemplo, um elemento de referéncia rectangular quadratico pode
ser utilizado para gerar uma malha de elementos quadrilateros cubicos com fronteiras

curvilineas, como se pode ver na figura 6.6.

55



Simulagdo Computacional

n
T ls o9
4 6, .
5 €
®
1 2 3

Figura 6.6 — elemento de referéncia quadratico e exemplo de elemento cubico

Quando se realiza uma transformacéo de coordenadas é necessario escrever a integranda

em coordenadas (&,m). Por exemplo, considere-se a expresséo,

e 0 |a\|1
K = J[a(x,y)l—1+

(6.8)
o OX OX

oy,
b(x,y)%% + c(x,y)\yi\yidxdy

A expressdao (6.8) deve ser rescrita em funcdo das coordenadas locais (&,1m). Como também

oy, , .
i e % com — e
x oy 0t on

il

h& derivadas em ordem a x e y € necessario relacionar . Para tal

utiliza-se a expresséao (6.5). Pela regra da derivagdo em cadeia tem-se

N _ X VY
0 ox O 0
: RS 69)
v _ O X Oy, Y
on  oOx on 0Oy On
ou na notagéo matricial,
| | ox Oy oy,
0 og O
Sl_| %5 &) ox (6.10)
ou [ |ox oy ow
on on on|loy

A expressdao (6.10) relaciona as derivadas de y em relagéo as vérias coordenadas. A sua

matriz € designada por matriz jacobiana da transformacéo de coordenadas,

OX
%
oX
B

[9]-

¥
g
oy

on

(6.11)

Mas para a transformacéo de coordenadas é necessaria a inversa da matriz jacobiana,

¥ v
4|0
XLt & (6.12)
vl |ow
oy on
Também é possivel escrever a expressao (6.12) através da diferenciacdo em cadeia,
N _ W %, oy n
0 05 Ox oOn @
X 05 ox on X (6.13)
v _ w05 Oy on
ay &oy onoy
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N&o é possivel calcular de forma directa as derivadas % % e 8_11 no entanto é

oy' ox oy

possivel calcular a_x a_x ¥ e 07 e consequentemente calcular a matriz [J].
oc on 05 0n

X & L0y, n,_ oy,

oe G o g

(6.14)
6_x= , Xe% in e%
o T o o T o
e!
n ow. n ow.
% | |29 2w
=] % || F = (6.15)
8_x Q 3 eawj % eawj
Xi—=— .
on on = om 37 on
A matriz jacobiana é calculada através das coordenadas nos nos (xfyf) e das fungbes de
forma ;.

De modo a calcular as derivadas de yj em relagdo a x e y € necessario calcular [J]1. Para

tal é necessario que o determinante da matriz [J] seja ndo negativo em todos os pontos de

(Em),

J= det[J] === _—— = >0 (6.16)
dg on o og
O determinante da matriz jacobiana, J, designa-se por jacobiano.
E possivel provar que os elementos lineares ndo convexos tém jacobiano negativo, como
tal ndo sdo admissiveis na formulagdo por elementos finitos. Designam-se por ndo convexos 0s
elementos que tém pelo menos dois pontos que sdo unidos por uma recta que ndo esta

contida, na sua totalidade, no seu interior. Na figura 6.7 é possivel observar um exemplo de um

Figura 6.7 — exemplo de um elemento ndo convexo
1 2 1 3
3 1 1 2
J>0 J<0 J<0 J<0
1 2

. 3 4 3 2 1. 4
Figura 6.8 — influéncia da numeragao dos nés no jacobiano

elemento n&o convexo.

Uma invers@o no sentido da numeragdo dos nds também produz um jacobiano negativo.
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Podem-se observar alguns exemplo na figura 6.8.

Voltando a expresséo (6.12), pode-se rescrevé-la do seguinte modo,

v, &) ) )
4| o J -J 1] 0
oX :[J] 1] O _i Y2 12 :[J :| g (6.17)
My v o i || 0w oy,
oy on on
Na expresséo (6.8), o termo dxdy é transformado em,
dxdy = Jd&dn (6.18)

no elemento de referéncia.

As expressbes (6.12), (6.15) e (6.18) sdo suficientes para fazer

coordenadas. A expresséo (6.8) pode ser rescrita desta forma,

OX OX

e 0 |8\|j
Kj = ‘[|:a()(,y)l_l+

:Jl:é(\]L%_h];z%
! 5E 5

= |F(&n)dedn

onde &, b e & sdo fungdes de (&1).

213_5;

oy

Loy, L oy,
J[Jll WJ +‘J12 WJ
m 0 on

+b (J;I% +3, %j[f
0o on

oy j

ow. OV
b(X,y)iEWC(X,y)\viwj}dxdy =

]+

Loy .
+J,, i] + C\ui\yl}JdE_,dn =
on

6.2.3 — Integracdo com um elemento de referéncia quadrado

a transformacé@o de

(6.19)

O método de integracdo numérica designado por quadratura de Gauss-Legendre aplica-se

a integrais definidos num quadrado de lado 2 com -1<(&n)<1,

[F(gm)dedn = THF(én)dn}

1L =1

dg [ WZN:F(a,nj)wj}d& 0

M N
i=1 j=1

J

Fgm,)ww,

(6.20)

onde M e N sdo os nimeros de quadratura nas direccdes & e 1, (&,n;) sdo os pontos de Gauss
e wi e wj sdos os pesos de Gauss. Na tabela 6.1 é possivel observar os pontos de Gauss e 0s

respectivos pesos.

Tabela 6.1 — pontos e pesos do método de quadratura de Gauss-Legendre

Numero de pontos Ponto Peso

1 0.0 2.0

2 +0.5773502692 1.0

3 0.0 0.8888888889
+0.7745966692 | 0.5555555555

4 +0.3399810435 | 0.6521451548
+0.8611363116 | 0.3478548451

5 0.0 0.5688888889
+0.5384693101 | 0.4786286705
+0.9061798459 | 0.2369268850

6 +0.2386191861 | 0.4679139346
+0.6612093865 | 0.3607615730
+0.9324695142 | 0.1713244924
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Um polindmio de ordem p é integrado exactamente utilizando,
N = intB(p +1)} (6.21)

ou seja, N deve ser um inteiro maior que [%(p+1)]. Na maioria dos casos as funcbes de

interpolacdo tém igual ordem em & e n, como tal N deve ser igual a N (M=N). Quando a funcéo
integranda tem diferentes ordens em £ e em n 0 nimero de pontos de Gauss deve ser
escolhido com base no termo de maior ordem.

A tabela 6.2 exemplifica 0 modo como o nimero de pontos de Gauss deve ser escolhido.

*

Note-se que a ordem do polinébmio € determinada pelos termos J;,

pelo jacobiano J e pelas
derivadas das func®es interpoladoras. Os termos a, b e ¢ sdo, normalmente, constantes.

Tabela 6.2 — selec¢é@o dos pontos de Gauss para elementos lineares, quadraticos e cubicos

Tipo de elemento | Maximo grau do polinémio | N=M
Linear (4 nés) 2 2
Quadratico (9 nés) 4 3
Cubico (16 nés) 6 4

6.2.4 — Integragdo com um elemento de referéncia triangular

No secc¢do anterior foi estudada a integracdo numeérica sobre um elemento de referéncia
quadrado. Também ¢é possivel distorcer um elemento quadrilatero até obter um elemento
triangular. Os nos em excesso devem ser sobrepostos aos nés vizinhos. Um elemento de
referéncia pode, deste modo, ser obtido de forma natural associando elementos de referéncia
quadrados.

Para um elemento triangular a integracéo € realizada através da expressao,

[F(en) =52 F(Em)w (6.22)

N~

N
Py

em que 0s wi e 0s (&,ni) representam, respectivamente, os pesos e 0s pontos de integragédo

disponiveis na tabela 6.3.

Tabela 6.3 — pontos de pesos para a integracdo num elemento de referéncia triangular

Numero de pontos E n Peso Tipo de elemento
3 €1=0.1666666667 | n1=¢& | 0.3333333333 6 nos
€2=0.6666666667 | n.=¢» | 0.3333333333
&=t ns=&s | 0.3333333333

6.3 — Consideracdes de modelacéao

6.3.1 — Comentérios iniciais

Uma simulagdo numérica de um processo fisico ou de um sistema requer um modelo
matematico que descreve 0 processo e um método numérico para o analisar. No
desenvolvimento do processo matemético sdo, por vezes, feitas algumas consideracdes de
modo a construir as relacdes matematicas que regem o sistema. O modelo matematico é

utilizado de modo a que se possa adquirir conhecimento acerca do processo fisico. Se as
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relagbes matematicas forem simples € possivel obter a solucdo analitica do problema. No
entanto, muitos dos problemas s&o deveras complicados e é necessario utilizar métodos
numéricos, como por exemplo o método dos elementos finitos, para estimar a solugdo do
problema.

A analise por elementos finitos € uma simulacdo numérica do processo fisico, como tal
envolve consideracfes acerca da representacdo do sistema e/ou do seu comportamento.
Consideracdes validas podem ser realizadas apenas se existir um bom conhecimento
qualitativo sobre o modo como o sistema trabalha. Conclui-se que um com conhecimento sobre
os principios basicos do processo fisico e sobre a teoria dos elementos finitos, permite o

desenvolvimento de um melhor modelo numérico do processo fisico.

6.3.2 — Geometria dos elementos

A integracdo numérica sobre um elemento envolve a transformag¢éo de coordenadas do

elemento real para o elemento de referéncia Q . A transformagcéo é aceitavel se e sé se a cada
um dos pontos do elemento real corresponder apenas um ponto do elemento de referéncia e
vice-versa. Ou seja, a transformacédo tem de ser um para um. Matematicamente pode-se

escrever que a transformacéao € aceitavel se
¥ =det[J*]>0 vo* (6.23)

onde [J¢] representa a matriz jacobiana e Jé o jacobiano do elemento Q¢. Geometricamente o
jacobiano Jé representa a razdo entre um pedago de &rea do elemento Q¢ com a éarea
correspondente no elemento de referéncia. Se J¢ é zero entdo o elemento real é transformado
numa &rea nula do elemento de referéncia, o que é inaceitavel do ponto de vista fisico. Je<0
significa que ha uma inversdo dos sistema de coordenadas devido, por exemplo, a uma
inversdo da numeracdo dos nds do elemento real em comparacdo com a numeragdo do
elemento de referéncia.

De um modo geral o jacobiano é uma funcao de & e de n, implicando que o elemento real €
transformado de forma n&o uniforme, isto é, o elemento estd distorcido. Uma excessiva
distorcdo ndo é recomendéavel, porque pode gerar transformagfes de elementos reais com
area ndo nula num elemento de referéncia com zonas de area nula ou quase nula.

Algumas geometrias de elementos devem ser evitadas de modo a ter malhas sem
distorcdes elevadas. Por exemplo, um elemento triangular ndo deve ter angulos proximos dos
0° nem dos 180° sendo que os valores aceitaveis estdo entre os 15° e os 165°. Para os
elementos quadrilateros também se devem evitar angulos préximos dos 0° e dos 180°.

Para elementos da familia de Lagrange de ordem igual ou superior a 2, uma inadequada
localizacdo dos nds interiores contribui para a distorcdo, devendo estar a uma determinada
distancia dos nés dos vértices. Por exemplo, no caso dos elementos quadraticos, 0s nos
interiores ndo devem estar a uma distdncia menor que um quarto do comprimento do lado em
relagdo aos nos dos vértices. Nas figuras 6.9 e 6.10 é possivel observar algumas exemplos de
geometrias de elementos a evitar. Também se deve referir que num elemento rectangular o

maior lado deve ser, no maximo, 10 vezes maior que o menor lado.
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-
% )

Figura 6.9 — elementos finitos com angulos inaceitaveis: a) elementos quadrilateros lineares, b)

elementos triangulares lineares

hd N
Q%
3 <
[ ] <=
® Vs
® »
i N
_C]
Ny
Ll
hd 2
¢,§ )7
1/4b 1/4b
b -
%7
a) b)

Figura 6.10 — intervalo admissivel para os nds internos dos elementos quadraticos a)

quadrilateros e b) triangulares

6.3.3 — Geracdo da malha

A geracdo de uma malha de elementos finitos para um determinado problema deve adoptar

as seguintes linhas orientadoras:

e a malha deve representar a geometria do dominio computacional e a aplicacdo da

carga com qualidade

e deve ser tal que grandes gradientes da solucdo sdo representados de forma
adequada

e ndo deve conter elementos com geometrias inaceitiveis, especialmente nas

61



Simulagdo Computacional

regibes com grandes gradientes da solucdo

Dentro das linhas orientadoras, a malha utilizada pode ser mais ou menos refinada e pode
conter um ou mais tipos de elementos, como por exemplo lineares e quadraticos, triangulares e
quadrilateros. Uma boa escolha da ordem e do tipo do elemento pode poupar esforco
computacional e fornecer resultados com qualidade. No entanto, note-se que a escolha dos
elementos e da malha esta dependente do problema.

Deve-se iniciar a andlise de elementos finitos com uma malha mais grosseira mas que
respeite as trés linhas orientadoras. Também se devem explorar as simetrias, caso existam. A
solucdo desta primeira andlise permite adquirir algum conhecimento sobre o processo fisico,
sendo que estes resultados servem de guia para os ajustes das subsequentes analises.

A geracdo de malhas utilizando apenas um tipo de elemento esta facilitada porque todas as
fronteiras sédo compativeis. Por seu turno, o refinamento de malhas envolve varias hipoteses:
subdivisdo dos elementos por dois ou mais elementos do mesmo tipo ou substituicdo por
elementos de ordem superior (ver figura 6.11). E necessario ter em atengéo que o refinamento
local da malha deve ser tal que elementos pequenos ndo devem ser vizinhos de elementos

muito maiores.

b)
Figura 6.11 — refinar a malha: a) mais elementos, b) elementos de maior ordem

Quando se combinam elementos de diferentes ordens, por exemplo lineares com
quadraticos, é necessario garantir que ha compatibilidade nas fronteiras entre os elementos.
Uma forma de assegurar a continuidade da solu¢do primaria na fronteira € utilizando elementos
de transi¢cdo com diferente numero de nés em faces opostas, como se pode verificar na figura
6.12. Outra das formas consiste em impor um constrangimento ao né entre vértices do
elemento quadratico, no entanto a continuidade ndo é garantida na totalidade embora haja uma
melhoria. A utilizacdo de elementos de transicdo € uma pratica comum para solucionar este

tipo de problemas.

62



Simulagdo Computacional

elemento de transi¢éo

Figura 6.12 — exemplo de elemento de transicao entre um elemento linear e outro quadratico

6.3.4 — Numeracéo dos nés

A matriz de rigidez global é bandeada. Alguns métodos de resolucao do sistema de
equacdes Kd=F exploram esse facto, como tal quanto menor for a largura de banda mais
rapida é a resolucdo do sistema de equacles. Por sua vez a largura de banda esta

intimamente relacionada com a numeracao dos nos da malha de elementos finitos,

meia largura de banda = max [(|NNl —NN, | +1)NGLJ (6.24)

1<e<NE
em que NNi e NNn representam o menor e maior nimero dos nés do elemento e, NE € o
numero de elementos na malha e NGL é o numero de graus de liberdade num né.

Na figura 6.13 é possivel observar alguns exemplos sobre o0 modo como se calcula a meia

largura de banda.

meia largura de banda=(]1-8/+1)2=16

13 14 15 16 17 18
7 8 9 10 11 12
1 2 4 5 6
@ L 4 L L L 9
4 8 12 16 20 24
) R '11 s '19 ®s meia largura de banda = (|1— 6| +1)2 =12
‘2 .6 .10 ‘14 ‘18 .22
° o ® ® ® o,
1 5 9 13 17
viga —barra
.1 ¢ ¢ meia largura de banda = (|1-2| +1)3 =6
5 11
meia largura de banda=(]3-7|+1)2=10
2 4 7 10
1 3 6 9

Figura 6.13 — exemplos de numeracdo de malhas e respectiva meia largura de banda

Para o exemplo de viga-barra da figura 6.13 a banda da matriz de rigidez tem o seguinte
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aspecto:

X X X X X X

X X X X X X X

X X X X X X X X

X X X X X X X X X

X X X X X X X X X X

X X X X X X X X X X X

X X X X X X X X X X X

X X X X X X X X X X X

X X X X X X X X X X X

X X X X X X X X X X X

X X X X X X X X X X

X X X X X X X X X

X X X X X X X X

X X X X X X X

X X X X X X

64



Simulagdo Computacional

7 —ELEMENTOS 3D

7.1 — Introducéao
Neste capitulo serdo apresentados os principais elementos tridimensionais lineares para

elasticidade: o tetraedro de 4 nés e o hexaedro de 8 nés.

7.2 — Defini¢gédo do problema
Na elasticidade plana o problema foi apresentado de forma genérica. Logo, aproveitando o

trabalho feito, relembra-se que a formulacao fraca de um problema de elasticidade é dado por:
B(uw)=I(w)

B(u,w):IsT(u)Ds(w)dQ e l(w)= ITWdF+IdeQ (25)

em que Q representa o volume do corpo com fronteira I'. € é o campo de deformacgdes, D a
matriz constitutiva, f a carga voliumica, sendo que u e w representam o campo de

deslocamentos real e virtual, respetivamente. As condi¢fes de fronteira do problema séo:

o;n, =T, em I';
_ (26)
u=u, emTI,
em que Ti e U, sdo valores prescritos de forca e de deslocamento, nas fronteiras I'r e T,

respetivamente.
Como B(u,w) é simétrico e bilinear e I(w) é linear, entdo é possivel obter o funcional

quadratico,
I(u):%B(u,u)—l(u) 27)
O modelo de elementos finitos sera obtido através do funcional quadrético.

7.3 — Elemento tetraédrico de 4 n6s

Considere-se 0 elemento tetraédrico de 4 nés representado na figura 1.

Fixy )

iz, %) F(xy.0.24)

Figura 1 — exemplo de um elemento tetraédrico de 4 nés

Cada né tem as coordenadas globais xyz representadas na figura 1 e os graus de

liberdade u, v e w que representam os deslocamentos segundo os eixos dos xx, yy e zz,
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respetivamente. Logo, se cada nd tem 3 graus de liberdade, no total existem 12 graus de

liberdade. Deste modo, o campo de deslocamentos aproximado fica:

4
u, (x,y,z)=4v, = ZV}S% (28)

em que os g sdo os deslocamentos nodais, u; segundo o eixo dos xX, vj segundo o eixo dos yy
e w;j segundo o eixo dos yy. yj sdo as funcdes de forma. O indice h relembra que a solucéo é
aproximada.

Para se obter a matriz de rigidez é necessario o primeiro termo do funcional quadratico,
B(u,u):IsT(u)Ds(u)dQ (29)
Q

Para materiais elésticos, isotrépicos a matriz constitutiva é,

1 LY 0 0 0
1-v 1-v
L 0 0 0
1-v 1-v
_vvq 0 0 0
o E(1-v) -v 1-v (30)
“(@v)@-20)) 0 0 o = 0 0
2(1—0)
0 0 0 0 1-2v 0
2(1—0)
0 0 0 0 0o =2
I 2(1-v) |

em que E representa o médulo de elasticidade ou o médulo de Young e v representa o
coeficiente de Poisson.

O proximo objetivo é simplificar a expresséo (5.16) de modo a que seja possivel obter a
matriz de rigidez do elemento e, K®. Para tal comeca-se por escrever a solucdo aproximada na

forma matricial:
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<
N NC ,_\E '—‘< »—\C

u, y, 0 0 vy, 0 O ywy, O O w, O O
Vp;={0 ¢y 0 O w, 0 O w, 0 0 vy, O
w, 0 0 y 0 O w, 0 O w, 0O 0 wy,

c =

w

=[vl{a} (D)

<
w

£z

<
n

=

O campo de deformacgdes também pode ser escrito na forma matricial,

ou

ox

ou

ou 5

ox ou

U . ez

Exx ay 1000000 0 0]g

Eyy ow 00001000 Offpx
ea|_| 0z 2000000001@:[0][6“] @2

Tay Qu vl |01010000 Offdy

Vye gy OoX| |00 00010 10|

vo] |2, W [0 01000 10 0ffcz

0z oy ow

ou  ow OxX

oz ox w

oy

ow

oz

A matriz que define a derivada do deslocamento [au] , pode ser escrita na forma,
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) [0 g ]

OX OX

aulo g

oy oy

aul g

0z 0z

vl 1o 2 g

OX OX u
h

[u]=1% =l o 2 o lly, l=[ax][v](a) (33)

oy oy W
h

Nolo 2 o

0z 0z

LA o

OX OX

MWl g o 2

oy oy

MWl g o 2

0z L 0z |

Neste momento é possivel rescrever a expressao (5.16) na forma,
B(uu) = [{a}" [v] [ox]'[C]' [P][C][ox][v]{a} dxdydz (34)
o
Como se observa, a expressédo (5.21) estd em funcdo das coordenadas globais (x,y,z) do
elemento e. Sendo assim seria necessario calcular as fun¢bes de forma em fungdo das
variaveis globais (x,y,z), bem como calcular o integral sobre a area do elemento. Este trabalho
pode ser fastidioso e dificil, ja que numa malha de elementos finitos seria necessario calcular
as funcdes de forma para cada um dos elementos. Os calculos dos integrais também nao
seriam faceis, sobretudo para os elementos distorcidos em que a sua fronteira ndo é de facil
definicdo. Perante estas dificuldades surgiu a necessidade de recorrer a um elemento genérico,
que se pode ver na figura 2, definido nas coordenadas locais (§,n,(). Neste caso apenas se
utilizam as funcdes de forma definidas sobre o elemento genérico e que sé@o fungdo das
coordenadas (§,n,0) e o integral é definido sobre o volume do elemento genérico Qg. Esta
simplificagdo é um processo de transformagé&o de coordenadas.
Como ja se observou na expressao (5.15) este elemento tem 4 funcdes de forma. Como tal
a solucao aproximada é dada pelo polindmio,
u, =a+b&+cn+dg
v, =a+b&+cn+d¢ (35)
w, =a+b&+cn+dg
No entanto ja se observou em (5.15) que as fung8es de forma que definem o deslocamento
un sdo as mesmas que definem o deslocamento va € wh. Como tal basta, por exemplo, centrar o
célculo das fungbes de forma em un. Por definicdo, nos nés os graus de liberdade s&o os
deslocamentos nodais: un(0,0,0)=u1, un(1,0,0)=u2, un(0,1,0)=us e un(0,0,1)=us. Logo, para

calcular os coeficientes a, b, c e d recorre-se ao sistema de equacdes:
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uh (0,0,0) = Ul a= ul
u 0,0 = = —

h(l' ) u2 P b u2 ul (36)
u,(0,2,0) =u, C=U;— U,
uh(O,O,l):u4 d=u, -u,

i £
4 4 1.0
1 3
0.0 10 7
2
1.0

g

Figura 2 — elemento genérico

Logo, as fungbes de forma séo:
i

§)=1-
9)=¢ (37)
wsén,) n
v, (&mC)=¢
Encontradas que estdo as func¢des de forma o préximo passo da transformacdo de
coordenadas consiste na substituicdo de todos os termos em (X,y,z) da expresséo (5.21) por

termos em (§,m,(). Apenas a matriz [6x] depende das variaveis globais (x,y,2):
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i 0O O
OX
i 0O O
oy
3 0O O
0z
9 9
OX
[6x] =| 0 % 0
0 i 0
0z
0 9
OX
0O O i
oy
0O O i
L 0z |

Pela regra da derivacdo em cadeia tem-se que,

oz |

0 _o0ox ooy ooz (8] [x oy oz|fa 9 0
o0t ox0E 0Oyog 0z0og ot o6 95 & ||ox g ox
o ox oy 0% o fx e|lol Jol rglol g
on 0xon 0oyon 0zon on on on on||oy on oy
0 _00x 0%y 00z |O| |OX &y 0z|l0 9 9
oC oxoc oyor oz ot ] |ec oc ac|lez o oz

em que [J] é a matriz Jacobiana da transformag&o de coordenadas:

r 4 4 4
a_X Q %W Z%Xie z%yle Z%Zle
o0& 0 0og i 08 e i 0
x oy oz|_ |&oy, 4y, L oy et AT At
=5 2 | XM Yy gk, iy, 742, |(39)
on on on T On i O T On
X By oz| |&dy . &by, . &oy | Lo T AT
T oo ol Ak Yaw Y
Lo¢ o¢ oC] |iF ¢ e iz 00
E o jacobiano da transformacao é o determinante da matriz Jacobiana,
J =det[J] (40)

Neste momento ja é possivel escrever a matriz [ax] em coordenadas locais,

97" [o] [0]
[ox]=| [o] [3" [o] |[ee]=[r][eg] (41)
[o] [o] [

em que,
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9 0 0
o€
9 0 o0
o
9 9 0
oc
o 2 o
¢
[6g]=] O aﬁ 0
m
o 2 o
ac
o 0o 2
o8
o 0o 2
on
o 0o 2
L oG |

Como tal, j& é possivel escrever a expressédo (5.21) em coordenadas locais,

B(u,u)= J {a} [w] [ee] [T [c] [P][c][T][e&][w]{a} dedndt =
= I J{a}"[B]' [D][B]{a} d&dnd¢ (42)

com,
[B]=[Clr]ee]lv] (43)

Como nenhum dos termos do integral depende das coordenadas locais (§,1,5), € o volume

do elemento genérico é igual a 1/6, a matriz de rigidez do elemento tetraédrico linear é dada

por:

< =< 3(e] o][e] (44)

7.4 — Elemento hexaédrico de 8 nés

Apéds o desenvolvimento da matriz de rigidez do tetraedro linear de 4 nés, apresenta-se o
elemento hexaédrico de 8 nos.

A formulagdo é em tudo idéntica ao elemento anterior, no entanto o nimero de graus de
liberdade é bastante superior. Como este elemento tem 8 nds, e como cada né tem os mesmos
3 graus de liberdade, entdo o numero total de graus de liberdade do elemento genérico

representado na figura 3 é de 24. Logo,

8
u, (x,y,2) =4v, = ZV}S% (45)
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Os vi representam as fungdes de forma que séo iguais a:

v -OEME-0) e F(-gE-n))
v. =51+ 8)(1-m) (L) vo =5 (L+8)(1-m)(1+¢) ”
vy = (1+8)(1rn)(1-0) v, = 5[+ E) () (1+¢)
Vim0 v =S (-g)Len)(+g)

(1, -1, 16

....... .

(1,-1,-1)2

ML L=

Figura 3 — elemento real e genérico hexaédrico de 8 nés

Tal como para o elemento triangular, a matriz de rigidez do elemento K¢ é obtida através do
funcional B(u,u),
B(u,u):fsT(u)Ds(u)dQ 47)
Q
A matriz D para materiais eldsticos, isotropicos e considerando tensdo plana, esta
representada na expressao (5.17).

A solucdo aproximada pode ser escrita na forma matricial:

1

Vl
u, y, 0 O yg 0 0 [f{w,
v, =[0 y, 0 .. 0 y, O : =[\y]{q} (48)
w, 0 0 v, 0 0 wg||ug

V8

Wy

O campo de deformacdes continua a ser dado pelas equagdes (32) e (33). Continua a ser

necessario fazer uma transformacgéo de coordenadas e para tal é essencial a matriz Jacobiana,

6 a 8iegiegaie
x ¥ 2|y Y My Yy

[ A Ap = X —: Vi — Zi

o0¢ 0¢ ot i1 08 EES i 08

Xy 2z W W 3OV e
V=15 o o ganxi éanyi 2on )

Xy Z| W e W e vV e

% x x) |Zaxt Zat X

em que o Jacobiano é o determinante da matriz Jacobiana,
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J =det[J] (50)
Volta a ser necessario aplicar a equacéo (41) para simplificar o funcional B(u,u),
=.[jj3 |[B][a]dedndg (51)
com,
[B]=[Clr][ee][v] (52)

Logo, a matriz de rigidez é dada por,

K=

H‘—'H
H'—n—-

jJ[B] B]d&dndg (53)

Desta feita, os termos no interior do integral dependem das variaveis (§,1,() logo é
necessario utilizar a regra de Gauss-Legendre para resolver o integral. Como o elemento tem 8
nés, devem ser utilizados, para uma integracdo completa, 8 pontos de Gauss. Para uma

integracdo completa a matriz de rigidez toma a forma,

K= S F(Em, 6 WWW, (54)

j=1 k=1

MN

Il
=

em que,
- J[e] [o][e] 9

neste caso os pesos W séo iguais a 1 e os pontos de Gauss estao representados na figura 4.

‘I+‘I+‘I

BN R

Figura 4 — pontos de Gauss para a integracdo numérica sobre o hexaédrico de 8 nés
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8 — QUALIDADE DA MALHA

8.1 — Introducéao
A qualidade da malha depende de cada um dos elementos que a compdem. Uma boa
medida da qualidade de cada um dos elementos é o nimero de condigdo da matriz Jacobiana.

Esta técnica permite comparar diferentes tipos de elementos, uma vez que é uma técnica geral.

8.2 — Numero de condicéo

A matriz Jacobiana permite fazer a transformag¢@o de coordenadas entre um elemento
genérico perfeito e um elemento real que pode ou ndo ser perfeito. Um elemento real sera
perfeito se tiver as mesmas proporcdes geométricas do que o elemento genérico.

Relembre-se que a matriz Jacobiana para problemas bidimensionais e tridimensionais é

dada pela expressao,

ox oy
=15 %l
ox oy
Lon On
x a2 &)
08 05 O
[3]=| & ¥ Z|gp
on on on
x o &
ERrara

em que (x,y,z) representam as variaveis globais e (§,n,0) as variaveis locais do elemento
genérico

O numero de condi¢éo da matriz Jacobiana é da por:
1 _
k=21l <o, @)

em que n=2 para problemas bidimensionais e n=3 para problemas tridimensionais. A

expressdo |A|. é anorma de Frobenius da matriz A e determina-se com a seguinte equagao:

Il ~[w(a"a)] @
O numero de condicdo da matriz Jacobiana definido na equacédo (2) é igual 1 quando o

elemento rela é perfeito e tende para infinito quanto pior for a qualidade do elemento. Como tal,

e de modo a ter sempre a mesma medida de qualidade utiliza-se o inverso do nimero de

condicao,
q=1
x (4)
0<qg<1

a medida de qualidade q esta sempre entre 0 e 1, sendo que se =1 o elemento é perfeito e
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guanto mais perto de O pior é a qualidade do elemento finito. Esta técnica para calcular a

gualidade pode ser utilizada para elementos lineares, quadraticos ou de grau superior.

Exemplo 1

Neste primeiro exemplo vamos calcular a qualidade de 2 elementos triangulares de 3 nds,
representados na figura 1.

0,2) (5.2)

@

@®
(0,0) (2,0)

Figura 1 — 2 elementos triangulares de 3 nés

Relembre-se que para este caso,

[J]: —X; + X5 —Y;+Y5
=Xy +X5 Yy +Ys5

[J]fl _ }{ Jzz _J12:|
J _‘J21 ‘J11

Elemento 1 — No caso do elemento 1 considerem-se as coordenadas dos noés:

N6 1 — (0,0);
N6 2 — (2,0);
N6 3 - (0,2).
Deste modo,

Continuando com os célculos,

ENEE
)

tr([J]T[J] —4+4-8
aoa (Y4 0
ENEEEEA
([ [ =5 +

Logo, as normas de Frobenius séo iguais a,

T

1
4
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|9 = &

_ 1
=%

E o nimero de condicao e, por fim, a respetiva medida de qualidade,

1 _ 1 1
R VO
q=1-1

K

Em suma, o elemento 1 tem qualidade maxima.

Elemento 2 — No caso do elemento 2 considerem-se as coordenadas dos noés:

N6 1 - (2,0);
N6 2 - (5,2);
N6 3 —(0,2).
Deste modo,

-3 2]

J=det[J] =10

o df2 2| [¥5 Y5
D] T10([2 3_{1/5 3/10}

Continuando com os calculos,
(13 2]
SEE
tr([3] [9]) =13 +8 =21

O] J]1{2/25 1/50 }

1/50 13/100
I 2 13 21
tr([9] [ )= =+ == = ==
r([ ] [ ] ) 25+100 100
Logo, as normas de Frobenius séo iguais a,
9l = V21

o [
"J ||F “\100
E o nimero de condicao e, por fim, a respetiva medida de qualidade,
1 _ 1 21
x=={3l <[, = Eﬁ 105 =05

q=1=0.952
K

Exemplo 2

No segundo exemplo vamos calcular a qualidade de 1 elemento quadrilatero de 4 nos,

representado na figura 2.
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(0,1) 2,1

(0,0) (1,0)
Figura 2 — 1 elemento quadrilatero de 4 nés

Relembre-se que para este caso,

. e o 3 x4 (6 x5 =x5) (vE-yaeysoyE) (v e yE e - )
‘] =
S0 X X )4 (X 4E) (v yEeyE-yE) (Y- yE s )

[J]—l _ E|: Jzz _J12:|
J _J21 ‘]11

Neste caso considerem-se as coordenadas dos noés:

N6 1 - (0,0);
N6 2 — (1,0);
N6 3 = (2,1);
N6 4 — (0,1).
Deste modo,

1,3 5

9=7 7 .

274 2

Neste caso, a matriz J depende das coordenadas locais. Logo, teremos de calcular a
qualidade em pontos especificos. O ideal seria calcular em varios pontos e fazer a média.

Neste exemplo vamos calcular a qualidade do elemento em (&,1)=(0,0). Entao,

=)

I
N, DMlWw
Nl O

szm[]zg
1
[JHF ° S
8| 1 3| [-2/3 2
4 4

Continuando com os calculos,
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{3

Logo, as normas de Frobenius séo iguais a,

_
bl =2

- 56
bl -3

E o nimero de condicao e, por fim, a respetiva medida de qualidade,

1 4 17 [56
k=3, x|, = EJ;J; =1.167
1

q=-=0.857
K
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