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Introducao

| |
A formagado de base em Matematica dos estudantes que ingressam no ensino superior ¢ muito variada.
Desta forma, surge, naturalmente, uma falta de uniformidade nos conhecimentos prévios dos estudan-
tes, & qual acresce, devido a fatores varios, uma falta de conhecimentos de base fundamentais.

Este trabalho tem como principal objetivo apoiar os‘estudantes, a fim de que possam ultrapassar o
mais possivel as suas lacunas. Vamos abordar, de forma sucinta, a nogdo de derivada de uma funcao real
de uma variavel real e algumas das suas aplicagoes, cujo estudo uma parte dos estudantes iniciou no
ensino secunddrio. Foi nossa preocupacdo apresentar alguns exemplos resolvidos para, posteriormente,
apresentar exercicios cuja resolugdo ficara a cargo dos estudantes. Alguns dos exercicios apresentados
foram retirados de provas de avaliacao das UC de Andlise Matematica e Métodos Quantitativos da Escola
Superior de Tecnologia e Gestdo do Politécnico de Leiria.

Ao longo deste trabalho, ndo foram propositadamente fundamentados muitos dos conceitos ma-
teméticos apresentados, dado que o nosso intuito principal é fornecer aos estudantes um guia sobre o
tema em questdo que seja util para um melhor acompanhamento das aulas. Para uma formacao de base,
mais tedrico, os estudantes poderdo consultar os livros apresentados na bibliografia [5, 1, 3, 2, 4, 6].

Expressamos o nosso agradecimento Ao Politécnico de Leiria, por todo o apoio facultado na publica¢do
deste trabalho.



1. Funcoées e suas derivadas

r 3
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1.4 Diferenciabilidade e continuidade 10
1.5 Funcdo derivada 20
\ J

1.1 Derivada de uma fungcao num ponto

Consideremos uma fungdo y = f(x), real de varidvel real, definida num intervalo aberto ]a, b[ de R.
Damos o nome de derivada da funcdo f em xq € |a,b[ ao limite

lim LX) =f(x0)
X—X X — X

caso exista, designada, em geral, por f”(xq) ou v’ (xg).

Se fizermos x — xq = h isto é, x = xy + h, obtém-se a férmula:

f'(xo) = lim M

—0

visto que se x — xg, isto é, x —xy — 0, entdo h — 0. Esta férmula torna o célculo do limite, por vezes,
mais simples.

A derivada de uma fun¢do num ponto pode ser finita ou infinita. Uma funcao diz-se diferenciavel
num ponto se tem derivada finita nesse ponto.

1.2 Interpretacao geométrica da derivada

Consideremos uma fungio real de varidvel real y = f(x), cuja representacdo grafica estd na figura 1.1,
um ponto A de coordenadas (xg, f (x()), um outro ponto P genérico de coordenadas (x, f(x)) e a reta que
passa pelos pontos A e P.
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Figura 1.1: Representacdo grafica de uma curva y = f(x) e uma reta, AP, secante a curva.

O declive da reta AP é:
mapp =

X

_xo

Na figura 1.2 representamos varias retas secantes a curva que representa a fun¢do y = f(x), simu-
lando o que acontece quando consideramos um ponto P, sobre a curva, com abcissa, x, cada vez mais
préxima de x (a abcissa do ponto A). No limite, quando x tende para xg, temos a reta tangente.

f (370)

SN

S

Zo

Figura 1.2: Representacdo grafica de vdrias retas, secantes a curva y = f(x), sendo t a reta tangente a
curva no ponto A.
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Definicao 1.1 (Retatangente) Designamos por reta tangente ao grafico da fungao, real de variavel
real, y = f(x), no ponto A de coordenadas (xg, f(x()), a reta que passa no ponto A e tem declive

m, = lim fx)~flxo)
X—Xx( X=X

Definicao 1.2 (Derivada) O declive da reta tangente designa-se por derivada da fungdo f em xg e
representa-se por f’(xg).

Uma equacgdo da reta tangente ao gréafico de f no ponto A, é dada por

v —f(x0) = f(x0) (x = x).

1.3 Derivadas laterais

Consideremos uma funcéio real de varidvel real f, um namero real x(, pertencente ao dominio da fun¢do
feh=x-x.

Definicdo 1.3 (Derivada lateral a esquerda) Designa-se por derivada lateral a esquerda da fungao

f em x( o limite
lim L& = f(x0) _ . flxo +h}3_f(x0)

X=Xy X —Xq h—0~

’

caso exista. Esta derivada representa-se por f'(x;).

Definicao 1.4 (Derivada lateral a direita) Designa-se por derivada lateral a direita da fun¢do f em

X o limite
tim L9 = fxo) _ . flxo+h)—f(xo)
x—x¢ X —Xg h—0* h

’

caso exista. Esta derivada representa-se por f’(x{).

Definicdo 1.5 (Derivada) Diz-se que uma fungdo f, real de varidvel real, tem derivada num ponto
Xq se e s6 se existirem e forem iguais as derivadas laterais f’(xg) e f’(xg ) Neste caso

’ ’ ’

fxo)=f (x0) = f (xg)-

Geometricamente a derivada lateral a esquerda de x representa o declive da semitangente a es-
querda e a derivada lateral a direita de x( representa o declive da semitangente a direita.

1.4 Diferenciabilidade e continuidade

Toda a fungdo diferencidvel num ponto é continua nesse ponto.

Em consequéncia do teorema anterior, podemos afirmar que se uma fungdo é descontinua num ponto
entdo ndo é diferencidvel nesse ponto.

O reciproco do teorema anterior nido é verdadeiro. Ha fung¢des continuas num ponto que nio tém,
nesse ponto, derivada finita. Por exemplo na funcdo real de varidvel real f definida por f (x) = |x|, as
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derivadas laterais no ponto x = 0 sdo:

£/(07) = lim T T

x—0" X x—0" X
. |x|-0 .X

f(0%) = llrn| | = lim - =1.
x—0" X x—0T X

A funcao f (x) = |x| é continua em x = 0, no entanto entanto nao é diferenciavel em x = 0.

1.4.1 Exercicios resolvidos

Exercicio 1.1 Considere a fungao f, real de varidvel real, definida por f (x) = x — x>. Utilizando a
definicao de derivada, calcule a derivada da fun¢do em x = 3.

Resolucdo:

Por definicdo
oy i S ()= f (x0)
f(xo) = xlgggo ¥ xg

Neste caso xg = 3 e f(x) = f (x) = x — x>. Assim, temos,

sy F)=F(3)
f1¥)=lm=——3—
x-x2+6 0

-3 x=3 0

Trata-se de uma indeterminag¢do. Para levantar a indeterminac¢do fatorizamos o po-
linémio —(x% — x — 6), determinando as raizes de x> — x — 6, que sdo —2 e 3. Assim,
—(x? —x—6) = —(x + 2)(x — 3). Podemos entdo escrever,

sy g —(Xx=3)(x+2)
f13) = lim———3—
:liné—(x+2):—5.

Deste modo a derivada da fung¢do f em 3 é f’(3) = 5.
Exercicio 1.2 Considere a fungdo g, real de variavel real, definida por g (x) = L
a) Utilizando a defini¢do de derivada, calcule o valor de g’ (4).

b) Utilizando a defini¢do de derivada, calcule o valor de g’(a), a € R\ {0}.
Resolugdo:

a) Por defini¢do temos,

s g -g(4)
g =lim === —

R|=

1
=li 4
x1—1>1}1x—4
%
=1 2
x1—1>1}1x—4
= lim—4_x = 9
_x—>44x(x—4) 0
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Trata-se de uma indeterminacdo. Como é facil ver, temos um fator comum no
numerador e no denominador. Assim, simplificando, temos,

—(x-4)
7 4 —
8 ( ) x—>44x(x—4)
= lim L __1
S x—4 4x 16
1
Podemos entdo escrever que a derivada da fungdo g em 4 é g’(4) = e

b) Como na alinea anterior, temos por defini¢cdo

—lim-—2—* - 0
Cxoadx(x—-a) 0

Trata-se de uma indeterminacédo, que se levanta facilmente simplificando a fragao.

—(x—a)
’ -1
g'(a) xl—r>rclzax(x—a)
. 1 1
=lim-—=-—
X—a ax a
~ . ~ 7 ) 1
Podemos entdo escrever que a derivada da funcdo g em a é g'(a) = —-—, para
a
1 1
a # 0. Por exemplo, se a = 5 podemos escrever ¢’(5) = 52 = ~75 ousea=-2,

Exercicio 1.3 Considere a funcédo h, real de variavel real, definida por h(x) = x2 +x.

a) Utilizando a defini¢do de derivada, calcule o valor de h’(a), a € R.

b) Sabendo que a reta y = 7x — 9 é tangente ao grafico de h no ponto de abcissa x = a, calcule as

coordenadas do ponto de tangéncia.

Resolucdo:

a)
Aplicando a defini¢do de derivada, temos

. h(x)—h(a)
W (a) = hmu
X—a X—a
2 2
. x“+x—(a*+a) O
=lim———m8M8M = —
x—a X—a 0
Temos uma indeterminagao. Uma vez que tanto o numerador como o denominador
sdo polinémios isso significa que a é raiz de ambos os termos. Utilizando a regra de
Ruffini dividamos o numerador pelo denominador (ver cdlculos auxiliares abaixo).
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Assim temos,

W (a) = lim%
x—a —

=lim(x+a+1)=2a+1
X—a

C.A.: Regra de Ruffini para a divisao do polinémio x? + x — (a” +a) por x —a:

la+1|R=0

2 2
x“+x—(a“+a
Temos como resultado % = x + a + 1 ou
—-a
x?+x—(a’+a)=(x—a)(x+a+1)

b) O declive da reta y = 7x -9 é 7. Sendo a reta tangente, como sabemos o declive é
igual a derivada da func¢do no ponto de tangéncia. Assim,

Wa=72a+1=7a=3

e o ponto de tangéncia é:
P =(3,h(3))=(3,12).

Exercicio 1.4

Considere a fungao f, real de variavel real, definida por f(x) = 2x5.
a) Utilizando a defini¢do de derivada, calcule o valor de f”(2).

b) Escreva uma equagdo da reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa x = 2.

Resolugdo:

a) Por defini¢do de derivada num ponto, temos

Chegamos a uma indeterminagdo. Trata-se de uma fragao. Se efetuarmos a divisdo
(ver célculos auxiliares), temos,

iy AT (x=2)(x?+2x+4)
f(z)_zalg% x—2

= ZIirré(x2 +2x+4)=24
x—

Assim, podemos concluir que f’(2) = 24.
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C.A.: Regra de Ruffini para a divisdo do polinémio x> — 8 por x — 2:

100 -8

2 24 8

124/0=R

Temos entao

b) Sendo f(2)=16¢€ f’(2) = 24, vem

v-f(2)=f'(2)(x-2)op-16=24(x-2) &y = 24x - 32.

Exercicio 1.5 Considere a funcio f, real de variavel real, definida por f (x) = V2x — 4.
a) Utilizando a defini¢do de derivada, calcule o valor de f”(3).

b) Escreva uma equagao da reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa x = 3.

Resolugao:

a)

_u V2x-4-v2 0
Cx53 x—3 0

Temos uma indeterminagdo. Para a levantar multiplicamos ambos os termos da
fracdo pelo conjugado do numerador, isto é, por V2x — 4 + V2. Assim,

(\/2x—4—\/§)(\/2x—4+\/§)
f7(3) = lim
=3 (x-3)(V2x—4+2)
(v (v
TN (o 3)(Vax- 4+ v2)

. 2(x-3)
= lim
=3 (x — 3)(\/2x—4+ \/E)
2 2 V2

= lim

—3\ox—4+\2 2V2 2

Desta forma, f’(3) =

V2
2

b) Sendo f(3)=V2e f'(3) = g vem
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Exercicio 1.6 Seja g uma fungdo continua em R e f a fungdo definida pela igualdade
f(x)=2+xg(x), VxeR.
a) Prove que f é diferenciavel em x = 0.

b) Determine uma equagao da reta tangente ao grafico de f no ponto de interse¢cao com o eixo
das ordenadas.

Resolucdo:

a) Temos,

x—0 X

g 2TX8) -2
x—0 X

= g(0).

Sendo g uma fungao continua em R, g(0) é finito e, por conseguinte, f é diferen-
cidvel em x = 0.

b) Como f(0)=2e f’(0) = g(0), vem

y=f0)=f(0)xey-2=¢g0)x > y=_g(0)x+2.

Exercicio 1.7 Seja t a fun¢do, de dominio R, definida por

x—5 se x>4

x2—6x+7 se x<4

Estude a funcdo quanto a existéncia de derivada em x = 4.

Resolucdo:

Calculemos as derivadas laterais da fungdo em x = 4.

. t(x)—t(4)
’ + - 1
t(4) xg}}l“f x—4
. x=5-(-1)
=1
xg?“f x—4
x—4 0

lim =
x—4+rx—4 0

=1
;o x)—t(4
)= i L
2_ — (=
~ im 6x+7 (1):9
x—4- x—4 0
o (= 2)(x-4)
x—4- x—4
= li -2)=2
Jirg (x=2)
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Como #’'(4") = t'(47), ndo existe ¢’ (4).

Exercicio 1.8 Consideremos a funcdo h, de dominio R, definida por

-2sex>1
h(x) =

3x—4sex<l1
Estude a funcdo quanto a existéncia de derivada em x = 1.
Resolucdo:

Calculemos as derivadas laterais da fun¢do em x = 1.

Trata-se de uma indeterminagdo. Para a levantar dividamos o polinémio do numera-
dor pelo do denominador.

(x=1)(x*>+x+1)

B(1%) = li
( ) er{l+ x—1
= lim (x2+x+1)
x—1*
=3

C.A.: Regra de Ruffini para a divisdo de 3 — 1 por x — 1:

1 0 0 -1

1 1 1|0=R

X>-1=(x-1)x*+x+1)

o h(x)—h(1
) = g 5=
. 3x-3 0 s
= xlir?_ ~-1-0 (Indeterminagao)
. 3(x-1)
= lim
x—=1" X—
=3

Sendo K’ (1) = h’(17), entdo existe derivada da funcdo em x = 1, tendo-se h’(1) = 3.

Exercicio 1.9 Considere a fungdo f, real de variavel real, definida por f(x) = ¥/x. Mostre que
f7(0) = +oo0.
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Resolucdo:

Calculemos as derivadas laterais da func¢do em x = 0.

’ _1: f(x —f(O)
fO=
= 1im7_x:9

Trata-se de uma indetermina¢do. Podemos simplificar a fracdo atendendo a que se
trata da divisdo de poténcias com a mesma base. Assim,

1

£/(07) = lim —

x—0" X

Calculemos agora a derivada a direita.

. x)—f(0
f/(0+) — hm f( ) f( )
x—0* x-0
. x 0
x—0* X 0
Temos, novamente, uma indeterminac¢do. Como no caso anterior, trata-se da divisdo

de poténcias com a mesma base. Desta forma temos,

Sendo, f’(07) = +o0 e f’(0%) = +o0, vem f’(0) = +o00. Assim, o grafico da funcdo tem
por tangente na origem o eixo das ordenadas (figura 1.3).

17
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Figura 1.3: Representagao grafica de f(x) = v/x e de vdrias retas secantes a curva aproximando a tangente
acurvaem x = 0.

Exercicio 1.10 Considere a funcao f, real de varidvel real, definida por

M se x € R\{0}
fx)=
0 se x=0
Mostre que f’(0) = +oo.
Resolugdo:
Sendo
x se x>0
x| =
—x se x<0
tem-se,
-1
£07) = lim LSO g 2L
x—0~ X — x—0" X

e, portanto, f’(0) = +oo.

Exercicio 1.11 Considere a funcéo f, real de varidvel real, definida por
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x?—4se|x|<2
flx)=
4—x%se|x|>2
a) Calcule as derivadas lateraisde f em x =-2e x =2.
b) Esboce o gréfico de f’.
Resolucdo:

a) Temos, sucessivamente,

oy e fO)=F2) x4

fe )_xlinzl* x—2 _xlinzqfx—2 =4

A+ — 13 f() (2)_ . 4:—X2_

A e i

ey fx)-f(2) . 4-x*

f(—2 )_xl—1>r—r§* x+2 _x1—1>r—r5*x+2 -

2= tim LOSO o o4
x—-2% xX+2 x—>-2* X+ 2

b) Sendo,

2x  se |x|<2
-2x se |x|>2

podemos desenhar o grafico da figura 1.4.

Figura 1.4: Gréfico da funcao derivada da fungao do exercicio 1.11.
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1.5 Funcao derivada

Consideremos a fungio f, real de variavel real, definida por f(x) = 2x% + 1. Temos, por exemplo,

_ 2 _
£(0) = lim LB SO g 2+ 1-1
x—0 X x—0 X
_ 2 _ _
f’(l):limf(x) f(1) :limzx +1-3 :limz(x (x+1) 4
-1 x-1 -1 x-1 x—1 x—1

Calculemos agora f’(x() sendo xy um ponto qualquer pertencente ao dominio de f. Temos:

f/(xo) = lim f(X)—f(Xo)

X—X( X — xO

2x2+1—(2x5+1)

= lim
xg)xo X — xO
. 2x2-2x}
= lim ———

X—X) X — X

2 _
lim (x —x0)(x +x0)
xX5Xg X —Xg

= lim 2(x + xg)
X—X(

= 4XO.

Assim, podemos escrever
f'(x0) =4xy ou f’(x)=4x.

A funcio f’(x) = 4x, dd-se o nome de funcdo derivada de f(x) = 2x* + 1.

Definicdo 1.6 (Fungdo derivada) Seja f uma fungdo real de varidvel real que admite derivada
finita em todos os pontos de um conjunto D. Assim, a cada xy € D vai corresponder um e s6 um
numero real f’(xg), ficando assim definida em D uma nova fungéo, f’(x), a que se d4 o nome de
fungdo derivada de f em em ordem a x.

Uma fungdo diz-se diferencidvel num intervalo |4, b[ quando admite derivada finita em todos os pon-
tos do intervalo. Diz-se diferencidvel num intervalo [a,b] quando é diferencidvel em ]a, b[ e diferencidvel
a esquerda de b e a direita de a.
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2.1 Derivadas de funcoes elementares

2.1.1 Derivada da func¢ao constante

Consideremos a fungéo f, real de variavel real, definida por f (x) =k, k € R. Tem-se:

f'(x)=0, VxeR.

2.1.2 Derivada da func¢ao identidade

Consideremos a fungdo f, real de variavel real, definida por f (x) = x. Tem-se:

f'(x)=1,VxeR

2.1.3 Derivada da soma e diferenca

Se f e g sdo fungoes diferencidveis no ponto xg, as fungées f + g e f — g também sdo diferencidveis no
mesmo ponto e tem-se:

(f +8)'(x0) = f/(x0) + &"(x0)
(f —8)'(x0) = f'(x0) — &'(x0)-

21
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2.1.4 Derivada do produto

Se f e g sdo fungoes diferencidveis no ponto xg, a fun¢do f g também é diferenciavel no mesmo ponto e
tem-se:

(f8)'(x0) = f'(x0)g(x0) + f (x0)g"(x0)-
Pela regra anterior, no caso do produto de uma constante k por f, tem-se:

(kf) (x0) = k' f(x0) + kf'(x0) = kf(x0)-

2.1.5 Derivada da poténcia de expoente natural

Se f é diferenciavel no ponto x;, a funcdo f" também é diferencidvel no mesmo ponto e tem-se:

(f") (x0) = nf "~ (x0) f " (xo)-

A regra anterior generaliza-se a qualquer expoente racional.

2.1.6 Derivada do quociente

Se f e g sdo fungdes diferencidveis no ponto x, e g(xg) # 0, a funcao i também ¢é diferencidvel no mesmo

ponto e tem-se:

(L)(x )= f(x0) g (x0) — f (x0) g’ (x0)
0)= ) .
g (xo)

2.1.7 Exercicios resolvidos

Exercicio 2.1 Utilizando as regras de derivacdo, calcule a derivada das seguintes fun¢des.

a) f(x)=x3-5x2+1.

b) f(x)=(x—1)(x*+3x).

) f(x
) f(x
) f(x)=(4x-3)°.
d) f(x)=7(2x-3)%

e) f(x)= (x3 —3x%+ x)_z.

f) flx)=+vx

B flx)= 2

h) f()= s
Resolucdo:

a) Neste caso,
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f(x) = (x3) = (5x2) + (1) A derivada da soma é a soma das derivadas e a de-
rivada da diferenca é a diferenca das derivadas

=3x2-2x5x+0 A derivada de x" é nx""! e a derivada de uma cons-
tante é zero.

=3x% - 10x.
b) Temos:
f(x)=(x— 1)'(x2 + 3x) +(x— 1)(x2 + 3x)/ A derivada do produto de duas funcoes é
a soma da derivada da primeira vezes a se-
gunda com a primeira vezes a derivada da se-
gunda
=x?+3x+(x-1)(2x+3)
3x% +4x - 3.
<)
f(x)= 5(4x—3)4 (4x-3) A derivada da poténcia de expoente natural, 5, é
igual ao expoente, 5, vezes a poténcia de expoente
5—1 vezes a derivada da base, 4x -3
=20 (4x - 3)%.

d) f'(x)=7[(2x-3)*] =56(2x-3)’.

e) Temos:

f(x)=-2 (x3 —-3x% + x)_ (x3 —3x% + x)/

= —2(x3—3x2+x)_3(3x2—6x+1)
_ —6x%+12x -2

(x3-3x2 +x)°

(x+3)(2x—1)—(x+3)(2x - 1)’

f(x)= 5 A derivada do quociente é o quociente da diferenca
(2x-1) entre o produto da derivada do numerador pelo de-
nominador e o produto do numerador pela derivada

do denominador e o quadrado do denominador

h) Temos:
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(2x + 1)'(x2 - 3x)— (2x + 1)(x2 —3x),

fix) = 2 _32)
2(x? - 3x) - (2x+ 1) (2x - 3)
- (x2 - 3x)*
3 —2x2-2x+3
- (x2-3x)>

Exercicio 2.2 Considere as fungoes f e g, reais de variavel real, tais que:
f-1)=5  g-1)=4  f(-1)=2 e g(-1)=-8.
Qual é o valor de (fg)’(-1)?

(A) —32 (B) 32 (C) —40 (D) 30

Resolucdo:

Sendo,
(fe)(=1) = f/(-1)g(=1) + f(-1)g’(-1) = 2 x 4+ 5 x (-8) = =32,

a opgdo correta é a (A).

Exercicio 2.3 Considere as fungdes f e g, reais de variavel real, tais que:

fh=2  fm)=3  gl)=-2 e g1)=5
Seja h a funcao definida por h(x) = ng(%)
Qual é o valor de K'(1)?
(A) -4 (B) -5 (C) 4 (D)5

Resolugao:
Sendo,
W) = ) g(xz) - xf(x)g'(x)
g°(x)
_ ) +xf"(x)]g(x) —xf (x)g'(x)
8% (x) '
vem,

[f(1)+1xf'(1)]g(1)-1x f(1)g’(1)

g%(1)
(2+3)(-2)-2x5 20 _
4 T4

W(1) =

-5

e a opgao correta é a (B).

Exercicio 2.4 Determine as coordenadas dos pontos da curva y = x>—6x, em que a tangente nesses
pontos é uma reta horizontal.
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Resolucdo:

Uma reta horizontal tem declive igual a zero. Assim resolvendo a equagao
Yy =0¢o 352 -6 = 0 © x = +V2, as coordenadas dos pontos sdo (\/5,—4\/5) e

(—V2,4V2).

Exercicio 2.5 Sendo a reta de equagdo y = —x tangente ao grafico da fungao f, real de varidvel
real, definida por f(x) = x> — 6x? + 8 x, determine as coordenadas do ponto de tangéncia.

Resolucdo:

A reta y = —x s6 pode ser tangente a curva dada nos pontos onde a derivada é igual a
-1, o declive dessa reta. Como,

f(x)=3x*-12x+8

vem,
fx)=-lox’-4x+3=0ox=1Vx=3.

Assim, as coordenadas do ponto de tangéncia sao (3, f(3)) = (3,-3) ou (1, f(1)) = (1, 3).
O ponto (3,-3) também pertence a reta y = —x e, por isso, a reta y = —x é tangente a
curva em (3,-3). O ponto (1, 3) ndo pertence a reta y = —x, assim esta reta ndo pode ser
tangente a curva naquele ponto.

2.1.8 Exercicios propostos

Exercicio 2.6 Utilizando as regras de derivagdo, calcule a derivada das seguintes fung¢des.
a) y=x°+4x>-7.
b) v =5x>—x2+ 7.

_x3—x2+1

) y=""7y

d) y:6x%+4x%+3x.
e) y:\/a+€/>_c+§.
f) y=Vx2-2yx+8.
g) y:(1+4x3)(1+2x2).

h) y =x(2x-1)(3x+2).

. t

i) f(t)= T+02

. ¥+l
j) f(x)= 2 _x_2

k) y:(2x2—3)2.
1) y=Vx2+a?, acR.
m) y=(a+x)ya-x, aeR.

1+x

n) y=

1-x
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Resultados:
a) v’ =5x*+8x.
b) v’ =15x% - 2x.

. 3x%-2x

c) v = Tt

d) v/ =21x? +10x7 + 3.

e) /_£+L_£
YTk 3
21
f) y/=————.
)y Ve

g) y’:4x(10x3+3x+1).

h) y’:2(9x2+x—1).

5 o tz(t2+3)

i =—F

Y (1+12)

N x*—2x3—6x2—2x+1
j)y'= :

(x2-x-2)°

k) v’ = 8x(2x2 —3).

X
) v/= ——.
¢ Vx2 +a?
m) ,  —3x+a
y= 2\/a—x'
n) y’ = !

2.2 Derivada das funcoes composta e inversa

2.2.1 Funcao composta

Sendo y = f o g uma fungdo composta, se g é uma fungdo diferencidvel em xq e f é diferenciavel em
g2(xp), afungdo y = f o g é diferenciavel em xj e

v (x0) = (f 08) (x0) = f' (g (x0)) x &’ (xp).

2.2.2 Funcao inversa

Sendo f uma fungio bijetiva e diferenciavel em x, € ]a, b[, a funcio bijetiva inversa f~! é diferenciavel
em yo = f (xo) €
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2.2.3 Exercicios resolvidos

Exercicio 2.7 Considere as fungdes f e g, reais de variavel real, definidas por f(x) = vx e

2x+5
§x)=——7-

1. Calcule (f 0 g)'(2).

2. Determine uma expressdo designatéria de (f o g)’(x).

Resolucdo:
1. Sendo,
F= e g =—
T ST Ty
pela derivada da fun¢do composta, vem
1 7

(fog)(2)=f"18(2Ig'(2) = —=(-7) =~

2v9 6
2. Pela derivada da fun¢do composta, vem
(fog)(x) = f'[g(x)]g’(x)
(2x+5 7
=f ( x—1 )( (x—1)2)
_ 7Vx -1
(x-1)>V2x+5
Exercicio 2.8 De uma funcio f, real de varidvel real, sabe-se que f(2) =4 e f’(2) = —6. Calcule
(£71) 4.
Resolugdo:

Pela derivada da funcao inversa, vem

2.2.4 Exercicios propostos

Exercicio 2.9 Das fungoes reais de variavel real, f e g, sabe-se que f(x) = 2x*>+ 1, g(5) =4 e
g’(5) = 3. Calcule:

’

1. (g_l) (4) sendo g uma fungdo invertivel;
2. (fog)(5)e(fof)(-1).

Resultados:
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Exercicio 2.10 Considere as funges f e g, reais de variavel real, definidas por

_x+1

f(x)= -1 © g(x):xz—l.

1. Calcule (fog) (2)e(go f) (=2).

2. Determine uma expressao designatéria de (f o g)’(x) e outra de (go f) (x).

Resultados:
1. (fog)(2)=-2e(gof)(-2)= _2;47,
’ = 4x ’ _ 4dx+4
2 (fog) (9=~ elgof) (1=~

2.3 Derivada das funcoes exponencial e logaritmica

2.3.1 Derivada da fungao y =¢*

A fungdo y = ¢* é diferencidvel em R, tendo-se:

4 X

Yy =e"

Sendo f uma funcao diferencidvel, na varidvel x, a derivada da fungdo y = ef ¢ dada por:

y'=fel.

2.3.2 Derivada da fungao y =a*

A fungdo y = a*, com a € R"\({1}, é diferencidvel em R, tendo-se:
vy’ =a*lna.
Sendo f uma funcio diferencidvel, na varidvel x, a derivada da fungao y = af comaeR" \{1}, é dada

por:
v’ =f'al Ina.

2.3.3 Derivada da fun¢aoy =Inx
A fungdo y = Inx é diferencidvel em R*, tendo-se:

1
y:

x.

Sendo f uma funcio diferenciavel, na varidvel x, a derivada da fung¢do y = In f é dada por:
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2.3.4 Derivada da fungaoy =log, f

29

Sendo f uma fungao diferencidvel, na variavel x, a derivada da fungao y =log, f com a € R*\{1}, é dada

por:

2.3.5 Exercicios resolvidos

Exercicio 2.11 Utilizando as regras de derivagdo, calcule a derivada das seguintes fungoes.

10.

11.

12.

y—4e\/§

y:e"(l—xz).
e -1

y= eX+1°

3}:7x2+2x‘

Y= %(e% —e’g), a € R\{0}

y =Inx.

. yzln(x2+l).

Y= logz(%x3 +4x? +4x+2).

_1n1+x
Y=y

_lnl+x2
y=mnioe
Resolugdo:

1. }7, — (4x+ 3)'e4x+3 — 4e4x+3'

2 2 2
2.y =(a®—x%)e" ™ = -2xe"

2
3.y = 4(\Vx) eV = ——e V¥,
y N

X

4.y = ex(l —x2)+ e*(=2x) = e¥(—x% = 2x + 1).

x2

(e —1) (X +1)— (e —1) (e +1)

5. v/ =
Y (ex+1)°

2e*

(e"+1)2'

6. v/ = (x2 + 2x)’ex2+len 7

=(2x+ 1)e"2+2x1n7.
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x2+1)/ 2x

x2+1  x2+1°

~
—

9. v'=

(%x3 +4x2 +4x+2),

10. y’ =
(%x3 +4x2 +4x+2)1n2

x?+8x+4
(423 +4x2 + 4x+2)In2’

11. v' =

12. ¢/ = 1<) _ =

2.3.6 Exercicios propostos

2.3. Derivada das fun¢oes exponencial e logaritmica

Exercicio 2.12 Utilizando as regras de derivagdo, calcule a derivada das seguintes fungoes.

1. y:ex(x2—2).

2. p=e P +x* 413,

er+1
3. 9= rat
4. y=+eX+x.
5. y:(e"—x)s.
eX+e ™
6. y=
Y=

7. y=2%+e"+5%%,
8. v :4—2(e3x+e‘3").

ex

9. y= ——
G
10. y=In(1+x2).
11. y:ln(x—Z)z.

12. y =log, (x2 lnx).
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Resultados:
1.y = e’“(x2 +2x—2).

2. v/ =2 +4x3.

3. y/=—e*
eX+1
4. y' =
34(e* + x)2

6 V=

7.9 =2"xIn2 +e*+2x 5% xIn5.

, eéx_l
8.y =-6 T
0. y = LU,

(e"+1)6
2x
10. ¢y’ = i
2
11. y’:x_z.
2Inx+1
12. /= ———.
y xInx1n2

2.4 Derivadas das funcoes circulares
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2.4.1 Derivada da fungdo y =senx

A fungdo y = senx é diferenciavel em R, tendo-se:

y’ = cosx.

Sendo f uma fungio diferenciavel, na varidvel x, a derivada da fung¢do y = sen f é dada por:

v =f'cosf.

2.4.2 Derivada da fungdo y = cosx

A fungdo y = cosx é diferencidvel em R, tendo-se:

v’ =—senx.

Sendo f uma funcao diferencidvel, na variavel x, a derivada da fung¢do y = cos f é dada por:

v =—f'senf.
2.4.3 Derivada da fungaoy =tgx

A fungdo y = tgx é diferencidvel em D = {x eR:x= % +km, k € Z}, tendo-se:
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= 1+tg2x:sec2x.

(tgx)' _ (senx)’ 1

cosx cosZx

Sendo f uma funcio diferenciavel, na varidvel x, a derivada da fun¢do y =tg f é dada por:

(tgf) = —L— = /(1 +1g2f) = £ sec? f.

cos?f
2.4.4 Derivada da fungao y = cotgx
A fungdo y = cotgx é diferencidvel em D = {x e R: x # k7w, k € Z}, tendo-se:

=-1- cotg2 x = —cosec? x.

cosx)’_ 1

(COtg x) - ( senx

sen? x

Sendo f uma funcao diferencidvel, na varidvel x, a derivada da fungdo y = cotg f é dada por:

f/

sen? f -

(cotg f)' =— —f’(l+cotg2f):—f’cosec2f.

2.4.5 Exercicios resolvidos

Exercicio 2.13 Utilizando as regras de derivagao, calcule a derivada das seguintes fungoes.
1. y =4senx+ cos(2x).
2. 9= sen(x2 + 3x).

3. y=sen’x.

4. y=senx?.

senx
5 9= ——.
1+ cosx

6. vy =tsent+cost.

7. y =sen(2x) cos(3x).

8. y =sen®xcosx.

9. v =cos (x2 + 4) +sen (2x).

10 Senx —cosx
VT Senxtcosx

11. y=tg(2x+3).
12. y= Sg2x
Sy=gtex

13. y =e*In(senx).

1

14. y= ———.
y cotg (6x)
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Resolugdo:
1. 9/ = 4cosx — 2sen (2x).
2.y’ = (x+3x) cos(x? +3x) = (2x+ 3)cos (x? + 3x).
3.y’ = 2senx(senx) = 2senxcosx = sen(2x).
4. ' = (x2) cos(x2) = 2xcos (x?).

5.y = (senx)’ (1 +cosx)—senx(1+cosx)

(1+cosx)2
1+cosx

(1+cosx)?

_ 1
" 1+cosx’

6. v’ =t'sent+t(sent) +(cost) = tcost.

7. v’ =2cos(2x) cos(3x) — 3sen(2x) sen(3x).

2 3

8. y’ =3sen“xcosxcosx—sen’ xsenx

= senzx(3coszx—sen2 )

9. Temos:
Yy’ = —2xsen(x2 + 4) + 5sen”(2x) [sin (2x)]’
= —2xsen (x2 + 4) +10sen* (2x)cos (2x).
10. Temos:
Y = (senx —cosx)’ (senx + cos x) — (sen x — cos x) (sin x + cos x)’
(cosx + cos x)?
_ (cosx +sen x)2 + (senx — cos x)2
(senx + cos x)?
_ 2
~ 1+sen(2x)
11. ¢y’ = 2z . 2sec?(2x +3)
' cos? (2x + 3) '
12. v/ = Stgx(t x)'—zt x —1txsec2x
PV TN m ey T8 ’
13. " =e* In(senx)+e* M = e*(In(senx) + cotg x).
senx
(cotg(6x)) 6

14. ¢/ = —

= = 6sec? (6x).
cotg?(6x)  cos?(6x) sec”(6x)

Exercicio 2.14 Considere as fungdes f e g, reais de varidvel real, definidas por:

COsX
=1 = —,
) =Inx e glo)=

Usando a derivada da fungao composta, calcule (f o g)"(x).



34 2.4. Derivadas das fungoes circulares

Resultados:

Sendo,
R
temos,
(fog)(x)=[f(g(x)] (x
=f'(g(x)) &' (x)
:f(lic;iix)l—slenx
= o

2.4.6 Exercicios propostos

Exercicio 2.15 Utilizando as regras de derivacdo, calcule a derivada das seguintes fung¢ées.

1. v =24/cos(2x).

2.9 :acos3(§), a=0.

4
4. y =5,
5. y =sen(lnx).

6. vy =senV1—3*.

Resultados:

, 251n(2x)
y =

b cos(Zx)
2.y :—acosz(g)s ( )
byl

4.y’ =cosxeSm*,

, cos(lnx)
5.9/ = ——.

V1 -3*
6.y = (M)/ cos V1 —3* = _cc2>s— W3x In3.

Exercicio 2.16 Seja f uma funcdo diferencidvel num intervalo I que contenha os pontos —1 e 1 e
g :R — R definida por g(x) = f(cosx)f(senx).

1. Calcule a derivada da fungéo g.

2. Mostre que, em qualquer ponto (a,b) do gréfico de g tal que tga = 1, a reta tangente ao
grafico nesse ponto é horizontal.
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Resultados:

1. Usando a regra de derivagdo do produto e da fun¢do composta, vem

g = (f(cosx)) flsenx)+ f(cosx)(f (senx))
= f’(cosx)(—senx) f (senx)+ f (cosx) f’(senx)cos x.

2. Sendo,
tga=1 < sena =cosa,

pela alinea anterior ¢’ (a) = 0. Assim, a reta tangente ao grafico de g no ponto de
abissa a ¢ horizontal.

Exercicio 2.17 Seja g uma funcdo diferenciavel no seu dominio. Considere a fungdo f, real de

varidvel real, definida por f(x) = -

. Mostre que a expressdo analitica da derivada da

xg (V&)

2g(Vx)+ Vxg'(Vx)
ngz(\/g) '

funcao f é dada por
fl(x)=

2.5 Derivadas das fungoes trigonométricas inversas

2.5.1 Derivada da fungao y = arcsenx

4 16
A derivada da fungdo y = arcsenx, com ~3 <y< X ¢é dada por:

2.5.2 Derivada da fung¢ao y = arccosx

A derivada da fungdo y = arccosx, com 0 <y < 7, é dada por:

Sendo f uma funcao diferencidvel, na variavel x, a derivada da fung¢do y = arccos f é dada por:

y'= i
e
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2.5.3 Derivada da fungdo y = arctgx

A derivada da fun¢ado y = arctgx, com —g <y< g, é dada por:

, 1
T 1+x2°

y

Sendo f uma fungdo diferenciavel, na varidvel x, a derivada da func¢do y = arctg f é dada por:

ot
Yo

2.5.4 Derivada da fungdo y = arccotgx

A derivada da fungao y = arccotgx, com 0 <y < r, é dada por:

, 1
g

Sendo f uma funcao diferenciavel, na varidvel x, a derivada da fung¢do y = arctg f é dada por:

L
YT

2.5.5 Exercicios resolvidos

Exercicio 2.18 Utilizando as regras de derivagdo, calcule a derivada das seguintes fun¢oes.
1. y= arcsen(x?).

2. 9= (arcsenx)?.

y:arccos(x+1).
V2

4. y =arctg(1l +cosx).

@

5 arccot ( 3% )
. Y = arcc — .
y & x+1
Resultados:
1y = 2x
1—x4
2. y’ =2arcsenx(arcsenx) = 2arcsenx
' Vi—xZ
7
I
sy=—¥2L ¥ ! :
1_(ﬁ2 \/1_(x+21)2 V-x2-2x+1
V2
4y (1+cosx)’ _ senx

1+(1 +cosx)? 1+(1+cosx)2'
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’ _3
SR =2 ) B =T
¥ = 14+(3x 20 2 (x+1)2+9x2
+ F) (x+1)?

Exercicio 2.19 Considere a funcéo f, real de variavel real, definida por:

arcsen (1 —x).

W[ N

T
fx)= 57
1. Calcule a derivada da fungédo f.

i
2. Escreva uma equacgdo da reta tangente ao grafico de f no ponto (1, E)

Resultados:
, 2 (1-x) 2
L) = - .
1-(1-x)% 341-(1-x)?
2. Sendo,
T 2
1)=— (1)= =
f=5 e =3,
vem,

Exercicio 2.20 Considere a funcéo f, real de variavel real, definida por:

f(x)=m—arccos(x+1).
1. Calcule f’(-1).

2. Sendo f(-1) = %, indique, justificando, o valor de [f*l (g)] .

Resultados:

1. De f'(x) = ;Vem f'(-1)=1.
1-(x+1)>

2. Pela derivada da funcéo inversa, vem

[f_l(%)]/: f’(l—l) =1

2.5.6 Exercicios propostos

Exercicio 2.21 Utilizando as regras de derivacgao, calcule a derivada das seguintes fungoes.

1. y =xarccosx.

arcsenx
2. 9= .
x

2x
3. y= arctg( — 2 )

4. y =arcsen(lnx).
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arccotgx

5. p=e

1—-cosx
7. y = arctg Tocosx’ O<x<Tm.

Resultados:
, X
1. y" =arccosx — .
1-x2
2 = x—V1-x2arcsenx
' x2V1 —x2 .
2x
3.9/ = .
YT 1+ 22
1
4 /= ——.
xV1-1In’x
earccotgx
5 9/ =————.
Y 1+x2
2
x“+1
6. vV =—F—7"——.
xt+3x2+1
1
7.9 ==.
Y73

2.6 Derivadas sucessivas

2.6. Derivadas sucessivas

Seja f uma fungao real de varidvel real definida em I C R cuja derivada é uma fungdo f’ também definida
em I. Se a fun¢do f’ admitir por sua vez uma fungédo derivada, esta é dita segunda derivada ou derivada
de segunda ordem de f e representa-se por f”. Do mesmo modo, define-se a derivada de ordem trés
ou de terceira ordem, a derivada da segunda derivada, e representa-se por f . Generalizando chama-se
derivada de ordem n da fungdo f a derivada de primeira ordem da derivada de ordem n—1 e designa-se

por £, Temos:

2.6.1 Exercicios resolvidos

Exercicio 2.22 Seja p =In(x + 1). Determine y(x).
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Resultados:

Temos:
()= —
Yy =T
7 1
x)=-— ,
y () (x+1)°
7 2
x) = ,
y () (x+1)°
6
@ (x) = -
o (x+1)4

Exercicio 2.23 Sendo Sendo y = ¢* cos x, mostre que y”’ -2y’ + 2y = 0.

Resultados:

Sendo,
v’ (x) = e*(cosx —senx) e p”(x) = —2¢*senx,

por substituicdo na igualdade, obtém-se o pretendido.

Exercicio 2.24 Seja y = cos(2x). Determine a expressao da derivada de ordem n de y.

Resultados:

Observando as derivadas sucessivas,

v/ (x) = —2sen(2x) = 2COS(2x+ %)

v (x) = —4cos(2x) = 4C°s(zx+ 2%)
y””(x) = 8sen(2x) = 8C05(2x+3g)
v (x) = 16 cos (2x) = 16cos(2x+4%)

verificamos que,
" (x) = 2”cos(2x+n%), n=1,2,...

Exercicio 2.25 Seja y =In(x+ 1). Determine a expressao da derivada de ordem # de .
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Resultados:

Observando as derivadas sucessivas,

s 1
y'(x)= x+1
4 1
(x) = -
y () (x+1)?
177 x 2
Y (x+1)°
y(4):_ 6 :_3><2><1
(x+1)4 (x+1)4
24 4x3x2x1
yO) (x) = =
(x+1)5 (x+1)S
verificamos que,
(n) = (-1 n+1 (1/1—1)! -1.2...
y"(x) = (-1) i b
2.6.2 Exercicios propostos
15

Exercicio 2.26 Sendo vy = 2+/x, mostre que y* (x) =

Exercicio 2.28 Sendo y = g(eﬁ —ea ), a € R\{0}, mostre que 3/” =3

Exercicio

8Vx7

2

Exercicio 2.27 Sendo y = In(senx), mostre que ym (x) = 2cotgx cosec” x.

Y
a?’

Resultados:

y(x) = (x+n)es, n=1,2,--

Mostre que a fungao f verifica a igualdade:

(1) f" (x) = xf'(x) + 4f (x) = 0.

2.6. Derivadas sucessivas

2.29 Seja y = xe*. Determine a expressao da derivada de ordem 7 de y.

1
Exercicio 2.30 Considere a funcdo f, real de varidvel real, definida por f (x) = 3 cos (2 arccos x).
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3.1 Regra de Cauchy

A regra de Cauchy é de grande utilidade no célculo de limites. Esta regra pode ser usada no levanta-

. o . 0 oo . .
mento de indeterminagdes dos tipos 08 Esta regra pode ser enunciada da seguinte forma:
(e}

Se as fungodes f e g admitem derivada numa vizinhang¢a de um ponto a e se
fm ()= img ) =0,
e existir,
)
x—a g’ (x)

ACI B ALC)

x—>ag (x) x1—>a g (x) ’

entao,

» A regra de Cauchy é aplicavel quando a = +oo.

m fl lim fx)

x—>zxoog(x) x—xoo ¢’ (x)
. [S0]

* E igualmente aplicavel no levantamento de indeterminagdes do tipo —, seja a finito ou infinito.
[S0]

f'(x)
g (x)

* Se f’(x) e g’ (x) tendem conjuntamente para zero, quando x tende para a e se a

é aplicavel a regra de Cauchy,
vem:

41
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Exercicios resolvidos

Exercicio 3.1 Calcule os seguintes limites.

10.

. xt-1
lim
x—1 X —
x3-27
x—3 x2-9
.oe¥ -1
lim
x—0 X
4% _ 3%
lim
x—0 X

im-————.
x—0In(x+1)
el x

lim .
=1 (x—1)?

2x+1

lim .
x—+oo XX + x
. senx
lim

x—=0 X

lim

e —In(x+1)—x-1

x—0 senx
. arcsenx
llm —_—.

x—=0 tgx

Resolucdo:

Vamos usar a regra de Cauchy no calculo dos limites.

1.

xt-1 0
x—1 x—1 _0
. 4x3
=lim —
x—1 1

=1.
o x3=27 0
lim =

3.1. Regra de Cauchy
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4% _ 3%
lim =

x—0 X

0

0

=1im (4" In4 -3"1n3)
x—0

=log4-log3

=in(3)

5. Tendo em conta que o dominio da fungédo é |0, +oco[, temos que calcular o limite
lateral a direita. Assim,

Vx lim —\/E 0

M G ) oo In(x+1) 0

6. No calculo do limite seguinte apds a aplicacdo da regra de Cauchy a
indeterminacao 0 mantém-se. Assim, iremos aplicar duas vezes a regra de Cau-

chy. Temos:

e lox 0
lim 5 ==
=1 (x—1) 0

el -1 0

=lim—=—

x—>12(x—1) 0
x—1

zlime

x—>1 2

43
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3.1. Regra de Cauchy

. 2x+1 o)
lim = —
x—+oo Xe* + X 00

= lim ——
x—+oo (x+1)e* +1

= lim —
X—+00 +00

=0.

. senx O
lim =—
x—0 X 0

=limcosx

x—0

=1.

10.

arcsen x

0
m —
x—0 tgx 0

. . 1
Exercicio 3.2 Calcule, caso exista, lim xex.
x—0

Resolugdo:

Comecemos por calcular o limite da fun¢do quando x se aproxima de 0 por valores
inferiores a 0. Temos:

1
11151 xex =0xe ®=0x0=0 (ndo temos indeterminacéo).
x—0"

Calculemos agora o limite da fun¢do quando x se aproxima de 0 por valores superiores
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a 0. Temos:

1 . ~
lim xex = 0 x co (Indeterminacio)
x—0F

R

(3

= lim =

n (Indeterminacio)
X—>

=i |
rl= 8 | 8

e

= lim

x—0t —=
X2

. 1
= lim e*
x—0t

= +o00.

Conclui-se que existem ambos os limites laterais. Como sdo diferentes, diz-se que ndo

. . 1
existe lim xex.
x—0

. senx—x
Exercicio 3.3 Calcule im ——.
x—0 x—tgx

Resolucdo:

=lim ——— (simplificando)
cos?x(cosx —1)
x>0 (cosx—1)(cosx +1)

COSZX

im——
x—0cosx+1

De notar que em vez de simplificar os calculos, era também possivel aplicar de novo a
regra de Cauchy. Em geral, em vez de aplicar varias vezes a regra de Cauchy, devemos
simplificar as expressoes.

Exercicio 3.4 Considere a funcdo g, real de varidvel real definida por

x—1

Inx—e se x2>1

g(x) =

x2-2x se x<1

1. Determine a derivada da funcéo g.

2. Calcule g’(-1) e indique, justificando o valor de [g‘1(3)]/.

Resolucdo:

1. Vamos calcular a derivada de g para x > 1, x < 1 e verificar se existe derivada em
x=1

45
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1
ex>1: g'(x)=——¢eL.
x

e x<1: g'(x)=2x-2.

e x = 1: Calculemos as derivadas laterais em x = 1.

g'(17)

I
=
3

|
ol o

Sendo ¢’(17)=¢’(17) =0, temos g’(1) = 0. Assim,

x—1

——e sex>1

gx)=4%

2x—2 sex<l1

2. Pela alinea anterior, ¢’(-1) = —4. Sendo g(-1) = 3, pela derivada da funcio
inversa, vem

Exercicio 3.5 Considere a funcédo f, real de variavel real definida por

x2 lnx sex>0
flx)=

x+sin(2x) se x <0

1. A fungao f é diferenciavel em x = 0?

2. Defina a derivada da funcao f.

Resolucao:

1. Calculemos as derivadas laterais em x = 0.
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lim+x1nx =0X o0

x—0
- Jim 1987
x>0+ 1 (o)
X
1
= lim -

+ -_—
x—0 -2

=-lim x
x—0t

x—0~ x—0
. x+sen(2x) O
=lim —— =—
x—0" X 0

= lim [1 + 2cos(2x)]

x—0~
=3
Sendo f’(0*) = 0 e f(07) = 3, ndo existe f’(0). Assim, a fun¢do f ndo é dife-
rencidvel em x = 0.

2. Sendo,

2
ox>0:g’(x):2x1nx+x7 =2xIlnx+x

ex<0:¢(x)=1+2cos(2x)

vem,

2xInx+x se x>0
f(x) =

1+2cos(2x) se x<0

Exercicios propostos

Exercicio 3.6 Calcule os seguintes limites.

2x
-1
1. lim ¢ .
x—0 e* —4x
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10.

11.

12. lim

13.

Exercicio 3.7 Considere a funcédo f, real de variavel real, definida por

1.

. lim

senx —x
x—0 x2 ’

. cos?x—1
lim > .
x—0 X

. . L
limx“ex?.
x—0

In(senx)

=% (- 2x)°
ln(l + %)
x—+c0 arccotgx

) senZx
lim ——,

x=0 cos (% cos x)

sen (2x) — 2e*senx

x—0 xarctg(2x)
Loef—e¥ - 2x
lim ——.
x>0 X-—senx

Resultados:

1. 0 (ndo existe indeterminacdo).

2.

N
S win D

U1
—

10.
11.

12. -1.

13. 2.

flx)=

Mostre que f’(0) = 1.

2. Determine a derivada da funcao f.

3.1. Regra de Cauchy
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Resultados:
1. Sendo f’(07) = f’(0*) =1, vem f’(0) = 1.
2.

se x<0

=g (-

3.2 Extremos relativos e derivada de uma funcao

Definicdo 3.1 Seja f:[a,b] > R e x( € ]a, b[. Diz-se que:

* f tem um maximo relativo em x; (respetivamente minimo relativo) se e sé se
de>0: f(x)<f(xq) (respetivamente, f (x) > f (xg)), ¥ x € ]xg—¢€,x¢+€[.

* f tem um maximo relativo em x = a (respetivamente minimo relativo) se e sé se
de>0: f(x)<f(a)(respetivamente, f (x)> f(a)), Vx€[aa+e€[.

* f tem um maximo relativo em x = b (respetivamente minimo relativo) se e sé se
Je>0: f(x)<f(b),(respetivamente, f (x)> f (b)), ¥ x€]b—¢,b].

Um extremo relativo f(xg) é absoluto se Vx € Dy, f(x) < f(xg) ou f(x) > f(xp).

Consideremos, na figura 3.1, o grafico de uma funcéo real de variavel real definida em [a, b] e dife-
rencidvel em todos os pontos exceto em x;, x3 € X4.

8
'y
S

Q
Q
B
X
[\]
g
w
®-- -

Figura 3.1: Gréfico de uma funcdo definida em [a,b], para andlise da existéncia de derivada em
a,b,x1,%x),x3 € X4.

* Minimos relativos em x = x1, x = x5 e x € [x4, b].
» Maximos relativos em x = a e x € x4, b].

* Em x = x3 ndo existe extremo.

Definicdo 3.2 Seja f uma funcdo real de variavel real definida em ]a, b e x( € |a, b[. Diz-se que x;
é um ponto ou valor critico de f se f’(xq) = 0.
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(Fermat) Seja f : [a,b] > R e x( € ]a, b[ um ponto onde f atinge um extremo relativo.
Se f ¢é diferencidvel em x( entdo f’(xq) = 0.

O teorema anterior ndo é reversivel, ou seja, para que haja extremo relativo é necessario que f’(xq) = 0 mas esta condigdo
nao ¢é suficiente. Por exemplo, a funcdo real de variavel real f definida por f (x) = x3 tem derivada nula em x = 0, no
entanto nesse ponto a fungdo ndo tem extremo.

Definicdo 3.3 Seja f uma funcédo real de varidvel real definida em ]a, b[ e x € |a, b[. Diz-se que x
é um ponto singular de f se f nao for diferencidvel em x,.

Nas singularidades, a existéncia de extremo relativo implica a necessidade das derivadas laterais ndo serem do mesmo
sinal.

Resumo

1. Num intervalo aberto ]a, [ os extremos relativos de uma funcdo f s6 podem surgir:

* nos zeros da func¢do derivada, isto é, nos pontos criticos;

* nos pontos onde nao ha derivada, isto é, nos pontos singulares.
2. Num intervalo fechado [a, b] os extremos relativos de uma funcédo f sdo:

* 0s que existem em |a, b[;

* f(a)e f(b)se f decresce ou cresce a direita de a e a esquerda de b.
Determinacdo dos extremos relativos

1. Seja xq € |a, b[ um ponto critico para f, isto é, f’(xg) = 0. Temos:

* Se f'(x)<0Vxelaxg[ef (x)>0Vxe]xyb[, entdo f atinge um minimo relativo em x.

* Se f(x)>0Vxelaxg[ef (x)<0Vxe]xy,b[, entdo f atinge um maximo relativo em x.
2. Seja xq € |a, b[ um ponto singular para f, isto é, f ndo é diferenciavel x;. Temos:
* Se f’(xa) >0ou(+c0)e f’(x(;) < 0 ou (—o0), entdo f atinge um minimo relativo em xj.

* Se f'(xa) <0ou(-oc0)e f’(xa) > 0 ou (+00), entdo f atinge um maximo relativo em x.
Determinacao dos extremos relativos recorrendo a 2.2 derivada

Seja y = f(x) uma fungdo cuja primeira derivada se anula em x, isto é, f’(xg) = 0. Entdo, a fungédo
tem um méximo relativo em xg se f”’(x¢) < 0 e um minimo relativo se f”(xg) > 0.

3.3 Exercicios resolvidos

1
Exercicio 3.8 Considere a fungéo f, real de variavel real, definida por f (x) = 3 el=2x,

1. Determine a derivada da funcéo f.

2. Determine as coordenadas do ponto P do gréfico da fung¢do f, de modo que a reta tangente
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ao grafico nesse ponto tenha declive —1.

3. Estude o sentido de varia¢do da funcdo f em todo o seu dominio.

Resolugdo:
1 ! 1 ,
1. f’(x) — (56172)() — E (el—2x) — E (1-2x%) el=2x — _pl-2x
2. Sendo,
1
fx)=-le-—<"=loedP=ocl-2x=0ox= >
vem,

1 1 11
lorl2)-(3 )
( 2 f ( 2 2°2
3. Sendo f’(x) = —e!"2 < 0,¥x € Ds =R, a funcdo ¢ estritamente decrescente em
todo o seu dominio.

Exercicio 3.9 Uma empresa iniciou a sua producdo em 2017 com 8 colaboradores. A direcdo da
empresa estima que o crescimento do nimero de colaboradores nos préximos 10 anos é dado pela
funcdo N, real de varidvel real, definida por

160t

N (t :8(1+—
() t2+16

), te[0,10],

onde N (t) representa o nimero de colaboradores t anos apds 2017. Determine o ano em que o
namero de colaboradores sera maximo e calcule o seu valor.

Resolugdo:
De,
160t \1
N’(t) = 8(1+—)]
*) [ t2+16
160t \
:8(1+ 60 )
t2+16
2
:8><160t—+162
(t2+16)
vem,

N'(t)=0=1t>-16=0At>+16#0

S|t=—4Vvi=4|ArteR

~——
>0
st=4
t |0 4 10
N’ +| 0 |-
N/ |N@)|N

Assim, o nidmero de colaboradores é mdximo em 2021, sendo o seu valor:

160 x4
42+ 16

N(4):8(1+ ):168.
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Exercicio 3.10 Pretende-se construir uma caixa, sem tampa, em que a base seja um retdngulo
cujo comprimento é o dobro da largura.

1. Mostre que, se o volume é de 36 dm? (decimetros ctibicos), a 4rea total A da superficie da
caixa em dm? (decimetros quadrados), é dada por:

_108+2x°

A(x) .

’

sendo x a medida da largura do retdngulo da base, em dm (decimetros), com x > 0.

2. Calcule o valor de x de modo que 4rea total da superficie da caixa seja minima.

Resolugdo:
1. Sendo,
18
V=Apsexhe36=2xhoh=—,
X
vem,
18 18 18 18
A(x):2x2+xx—2+xp+2xp+2xp
_108+2x°
=
2. De,
, (108 +2x3) x— (108 +2x3 )’
Al(x) = 5
X
_ 4x3-108
==
vem,

A(x)=04x°-108=0Ax=0 o x=3.

x |0 3 +00

A’ - 0 +

A \\ [Minimo|

Assim, o valor para o qual a drea total da superficie da caixa seja minima é 3 dm.

Exercicio 3.11 Dado o numero real positivo S, prove que entre todos os pares possiveis de

nimeros reais positivos x e y tais que x+y = S, o produto xy é maximo quando x =y = 0 S.

Resolucdo:
De,
S=x+yeoy=5S-y
vem,
P:xy@P:x(S—x)@P:Sx—xz.
Assim,

S 1
PP=0oS-2x=0ox====8.
X x=5=5
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P’ + 0 —

Pl 7 P(3S)| N

1
Assim, O produto, P, é méximo emx:ES.Porﬁm, de S =x+y, vem
=S-xop=S§ 1Sc> —15

: A 1
Mostramos assim que o produto é maximo quando x =y = > S.

Exercicio 3.12 Um estudo econémico concluiu que o consumo de combustivel de um determinado
automovel depende da sua velocidade de acordo com o seguinte modelo matematico:

180
Cx)= — + 2, xe[20,180],
b 20

onde C(x) representa o nimero de litros de combustivel consumidos por cada 100 quilémetros
percorridos a velocidade constante x (expressa em quilémetros por hora).

1. Determine a derivada da funcao C.

2. Determine a qual velocidade, entre os 20 km/h e os 180 km/h, deve o automével circular
para que o seu consumo de combustivel seja 0 menor possivel.

Resolucdo:

180 N 1
x2 20

2. Determinemos a solu¢do da equagdo C’(x) = 0. Temos:

1. C'(x) =

180 1

C/(X):O —x—2+2—0:0
- —20><180+x2_0

20x2 B

o x2=3600A20x220

= x=—-60vx= 60 |Ax=0
~——

>0
& x=60km/h.

Vamos recorrer & 2.* derivada para classificar o ponto critico. Para tal, calcule-
mos a segunda derivada da fungdo C, isto é, C”(x). Temos:

C,,(x)__180’x2—180(x2)’ _0-360x _ 360
- x4 - x4 - x3 .

360

Sendo, C”(x) = 0 >0, a fun¢do C atinge o seu valor minimo em x = 60 km/h.
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Exercicio 3.13 Considere as fung¢bes reais de varidvel real, f, e a sua derivada f’, definidas e
continuas em todo o R. Suponha que a segunda derivada de f é f”(x) = e*(x*>-7x+10). Justifique
a afirmacdo:

“Se a fungdo f tem um extremo no intervalo ]2, 5[ entdo esse extremo é um méaximo”.

Resolucdo:

Sendo f”(x) <0, Vx €]2,5], a afirmacédo é verdadeira.

Exercicio 3.14 Uma empresa estima que o volume de negdcios, em milhares de euros, efetuado ¢
anos apos iniciar a sua atividade é dado pela funcao real de varidvel real V, definida por

1
V(t):§t3—4t2+15t, t>0.

Se a empresa iniciou a sua atividade no ano 2007, em que ano é que registou o maior volume de
negocios? E o menor?

Resolucdo:

Sendo,
V(t)=t>-8t+15

temos,

8+V4
V’(t):0<:>t2—8t+15:0<:>t:T\/_@t:3vt:5.

Vv’ + + 0 - 0 +

VIv)=0]| 71 V(@) |\ |V(5) /

A empresa registou o menor volume de negécios em 2012 e o maior volume de
negocios em 2010.

2
—x-—-x+11
Exercicio 3.15 Considere a fungao f, real de variavel real, definida por f (x) = %
e

1. Mostre que f’(x) =¢e™ (x2 -x- 12).
2. A fungao f tem pontos singulares? Justifique.

Estude a fung¢do f quanto a sua monotonia e existéncia de extremos relativos.

Ll

Escreva uma equacdo da recta tangente ao grafico de f em x = 1.

5. Calcule Xl_l)rpoof (x).
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Resolucdo:

1. Pelas regras de derivagdo, vem

(—xz—x+ 11),ex—(—x2—x+11)(ex)'

(e)?
(-2x—-1)e* - (—x2 —-x+ 11)6"
e2x

flx) =

(—2x—1+x2+x—11)e"

e2x

x2-x-12

ex

= e‘x(xz—x— 12).

2. Sendo Dj'c =R = Df, nao existem pontos singulares.

3. Calculando os zeros da derivada, vem:

fx)=0ee*(x2-x-12)=0

& e¥=0v x*-x-12=0
~———
Equagdo Impossivel

_1+v49

S xeqVv
xe{}vx >

Sx=-3vx=4.

Estudando a variacdo do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da
funcédo f, temos:

f(x) + 0 -0 |+

f(x) N3N f @)L

Assim, podemos concluir que a fungao f:

» écrescente em |—o0,3] e em [4, +o0[;
* é decrescente em [-3,4];
* atinge um maximo relativo em x = -3;

* atinge um minimo relativo em x = 4.

4 V—f(1)=f'(1)(x—1)©y—§=—¥(x—1)
12 21
SY=——X+—.

e e
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5. Temos:
2
—x“—-x+11
lim f(x) = lim N
X—>400 Xx—400 ex

® (Indeterminacao)
(o]

. —2x—-1
= lim

Xx—>+o0 ¥

= (Indeterminacao)
(oo

. -2

= lim —

x—+o0 X
-2

= — = 0'
+00

Obs.:Usdamos duas vezes a regra de Cauchy.

2 ,1-x

Exercicio 3.16 Considere a funcéo f, real de varidvel real, definida por f (x) =x“e ™ + 1.

1.
2.

Determine a derivada da funcéo f.
A funcdo f tem pontos singulares? Justifique.
Estude a func¢do f quanto a sua monotonia e existéncia de extremos relativos.

Escreva uma equacgdo da reta tangente ao grafico de f em x = 1.

Calcule lim M
x—1 x-1

Resolucdo:

X _ xZel—x

= 2xel~
= (2x—x2)el_".
2. Sendo D} =R =Dy, nédo existem pontos singulares.

3. Calculando os zeros da derivada, vem:

f(x)=0 @(Zx—xz)el”‘ =0

e2x-x>=0v =0
~———
Equagdo impossivel

o x(2-x)=0
oSx=0vx=2

Estudando a variacdo do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da
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funcédo f, vem:

fE N O 2N

Assim, podemos concluir que a funcgao f:

* é decrescente em ]—o0,0] e [2,+o00[;
» é crescente em [0, 2];
* atinge um minimo relativo em x = 0;

* atinge um méximo relativo em x = 2.

4 y—-f(l)=f)x-1)ey-2=x-lcoy=x+1.

5. Temos:
-2 2l 4 1-2
lim—f(x) = lim—x ¢
x—1 x—1 x—1 x—1
Zel—x_l
=lim
x—1 x—1

0
=35 (Indeterminagdo)

= lim(2x — x?)e! ™
x—1

=1

eX

Exercicio 3.17 Considere a funcgao f, real de variavel real, definida por f (x) = = 1"
x —

1. Determine a derivada da fungéo f.
2. Estude a fungdo f quanto a sua monotonia e existéncia de extremos relativos.

3. Escreva a equagdo reduzida da recta que passa pelo ponto A(3,0) e que é paralela a reta
tangente ao grafico de f no ponto de abcissa x = 0.

4. Calcule lim f (x).

x—+00

Resolugdo:

1. fl(x)= (2x—1)2
e (2x-1-2)
o (2x-1)?
e*(2x-3)
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2. Calculando os zeros da derivada, vem:

S € (2x-3)
fl=0e s =0

©e*(2x=3)=0A(2x-1)>=0

1
o =0 V2x-3=0[Ax==
—— 2

Eq. impossivel

<:>(xe{}VJc—3)/\x¢1
S 2 2

3
ox=-.
2
Estudando a variacdo do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da
funcéo f, vem:

X |—00 % % +00
f’ - |[N.D.|-| 0 |+
fIl N INDINIF(3)
Assim, podemos concluir que a fungéio f:
decrescenteem oo e [3.5]
* édecrescenteem |-oco,—|e |-, = |;
' ®21%122
) 3
* ¢ crescente em [§,+oo[;
. . . 3
* atinge um minimo relativo em x = 5
3. ecy=mx+boy=f(0)x+boy=-3x+b
* 0=-3x3+beb=9
e p=-3x+9
4.
li ) = lim =% =% (Indeterminaca
x_l)IPoof(x = Jim o =— (Indeterminacéo)

X

= % (Regra de Cauchy)

+00
= = +o00.

2

(2N

2
Exercicio 3.18 Seja f a funcdo definida em R\ {0} por f (x) = (;) [ln(xz) - 1].
1. Determine a derivada da funcéo f.

2. Estude a fung¢do f quanto a sua monotonia e existéncia de extremos relativos.

3. Escreva uma equacdo da reta tangente ao gréafico de f em x = 2.

4. Calcule lim fx) .
x—e X — \/E
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Resolucdo:
| f«ﬂ:z%%pnu%—4+(gfzg
X
= % [ln(xz)— 1 +§
:gmu%

2. Calculando os zeros da derivada, vem:

Fx)=0 >ln(x?) =0

=0VvIn(x?)=0

N R N

=4

ox=0vxi=¢l

o x=0VvVx=-1vx=

——
EDf

Sx=-1vx=1.

Estudando a varia¢do do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da

funcao f, vem:

X —00 -1 0 1 +00
(%) - 0 + | N.D. | - 0
f(x) N fG=1)| /7| ND. |\ | f(1)

Assim, podemos concluir que a fungao f:
* é decrescente em |—co0,—1] € ]0,1];
o écrescente em [—1,0[ e [1,+00[;
* atinge um minimo relativoem x =-1ex=1.
3. y-f(2)=f'(2)(x-2) oy+1-Ind=1In4(x-2)
<y=Ind4x-In4-1.

4. Temos:

2
e, (5) e
xin\}Ex—\/E_an\}E x—AJe

0
=35 (Indeterminagéo)

= lim gln(xz) (Regra de Cauchy)

x—+e
N7

7

59
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Exercicio 3.19 Considere a funcdo f, real de varidvel real, definida por f (x) = V=x3 + 3x.
1. Determine o dominio da funcéo f.
2. Calcule a fungdo derivada f’.
3. Estude a func¢do f quanto a existéncia de extremos relativos, em todo o seu dominio.

4. Determine uma equagao da reta tangente ao grafico da fun¢do f no ponto de abcissa x = 2.

2
5. Calcule lim (f () .

x—0 X

Resolucdo:

L. Dy ={xeR:—x>+3x> 0} =]-00,-V3|U[0, V3]
Calculos auxiliares:

—x3+3x20<:>x(—x2+3)20

3. Calculando os zeros da derivada, vem:

f(x)=0 -3x>+3=0A-x>+3x>0

o (x=-1 szl)/\xe]—oo,—\/g[u]o,\/g[

o x=1.

f’l = | N.D. ||[N.D.|+| 0 |-| N.D.

FINIF(=VB)| | £ O[] F (DN £(V3)

A fungdo f admite minimos relativos em x = -V3, x = 0, x = V3 e admite um
méximo relativo em x = 1.



Capitulo 3. Aplicacoes das derivadas

9V2
<:>y— :—T( +2)
_ V2 7V2
T4 2
5. Temos
2 .3
lim(f(x)) =lim X+ 3x
x—0 X x—0 X

0
=3 (Indeterminacao)

= lim(-3x? + 3) (Regra de Cauchy)

x—0

=3.

Exercicio 3.20 Considere a funcao f, real de varidvel real, definida por

In(1-x) se x<0
flx)=

1,
2xe" 2 se x>0

1. Determine a derivada da funcéo f.
2. A fungao f atinge um extremo relativo em x = 0? Justifique.
3. Estude a func¢do f quanto a sua monotonia e existéncia de extremos relativos.

4. Escreva uma equacdo da reta tagente ao grafico de f no ponto de abcissa x = —1.

Resolucdo:

1. Vamos calcular a derivada da fun¢do f para x < 0, x > 0 e verificar se existe
derivada em x = 0.

¢ x<0: f/(x)="—7=-
e x>0: f’(x):2(xe*%")’
:Z(e‘%x—%xe_%")

=(2-x) e 2.

* x =0 (calculemos as derivadas laterais em x = 0):

0y = fi J ) =F(0) _In(1-x) 0
f(O)_xlir{)l’ x—0 B X )

lim - 1 (Regra de Cauchy)

x—0~ 1-—x

=-1
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Sendo f’(07) = f’(0%), ndo existe f’(0). Assim,

— ! sex<0
flx=4 1=%

(2—x)e_%x sex>0

3.3. Exercicios resolvidos

2. Sendo f’(07)<0e f'(0%) >0, a funcdo f admite um minimo relativo em x = 0.

3.
f(x)=0

@(—L:0Ax<0)v([(2—x)e—%x:0/\x>0])

1—-x

Eq. Impossivel

1
©|2-x=0V e2*=0 [Ax>0
~——
Eq. Impossi vel

Sx=2.

Estudando a variacdo do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da

funcao f, vem:

f’ - |ND. + 0 -

Assim,

* afuncdo f é decrescente nos intervalos de nimeros reais ]—co, 0] e [2, +00[;

* afuncdo f é crescente no intervalo de nimeros reais [0, 2];

* afuncdo f atinge um minimo relativo em x =0 (ponto singular);

* afuncdo f atinge um maximo relativo em x = 2.

4. y—f(-1)=f/(-1)(x+1) o y-In2

(x+1l)eovp

N = N =

1+1 2
X——= ncZ.
2
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Exercicio 3.21 Considere a funcao f, real de varidvel real, definida por

e _e¥4+2 sex<0

flx)=

x—In(x+2)sex>0

1. Determine a derivada da funcéo f.

2. Averigue se a fun¢do f atinge um extremo relativo em x = 0 e, em caso afirmativo,
classifique-o.

3. Estude a fung¢do f quanto a existéncia de extremos relativos no intervalo ]—oo, 0[.

4. Escreva uma equagdo da reta tangente ao graficode f em x = 1.

Y+x+4
5. Calcule o limite: lim re rxr2
x—+00 2x+4

Resolucdo:

1. Vamos calcular a derivada da fun¢do f para x < 0, x > 0 e verificar se existe
derivada em x = 0.
o x<0: f'(x)=2e*—¢".
1

x+2
e x = 0: (calculemos as derivadas laterais em x = 0)

ex>0: f'(x)=1-

’(N— . f(X)—f(O)
f107) = lim ===
~ lim eX—e*+2-2
x—0~ X
. er_ex
x—0~ X

— oo

= lim (262" —e*
x—0~
|

regra de Cauchy

x—In(x+2)-2 0
= lim =—
x—0* X 0
li 0-1n2
= lim
x—0* 0t
= -0

Sendo f’(07) = f’(0%), ndo existe f’(0). Assim,

202 — ¥ se x <0
fl(x)=

sex>0

+2

2. Sendo f’(07)=1>0e f’(07) = —o0, a fung¢do f atinge um maximo relativo em
x=0.

63
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3.3. Exercicios resolvidos

3. Calculemos os zeros da derivada para x < 0:

f(x)=0o 2% -¢*=0
S ef(2eF-1)=0

S =0 V2e°-1=0
~———
Eq. Impossivel

205 -1=0
1
& et ==
©73
1
(:)x:ln(—)
2

< x=Inl-In2

S x=-1n2.

X |—o0 -In2 0

f’ - 0 +

f N |f(=In2)] 7

A funcéo f atinge um minimo relativo em x = —1n2.

, 2 2
4 y-f)=fDx-1) ey-(1-In3)=Zx-7
<:>y:2x+l—ln3.
3 3
5. Temos:
im xe*+x+4 oo
xotoo 2x+4 oo
o (x+1)er+1
= XLITOO — (regra de Cauchy)
_ 4o
2
= +o00.

Exercicio 3.22 Considere a funcéo f, real de varidvel real, definida por f (x) = xel =,
1. A fungdo f é diferencidvel em x = —1 e x = 1? Justifique.
2. Determine a derivada da fungéo f.

3. Estude a funcédo f quanto a existéncia de extremos relativos.



Capitulo 3. Aplicacoes das derivadas

Resolucdo:

1. Comecemos por desdobrar o médulo na fungéo f.

xel™  ge xe[-1,1]

xe 1 se |x]> 1

Célculo das derivadas laterais em x = —1.

, -\ _ 1: f(X)—f(—l)
fe1) = lim — 9 —
xe 1 41

lim
x—-1-  x+1

0
0

xl_i)r_r%i(l + 29(2)6_“"2

=3

’ +\ f(X)—f(—l)
fi=1) = dim T —

xe ™ 41 0
0

im
x—-1t  x+1

= xlj{r%+ (1 - 29(2)e1”“2

1=y _ fx)-f(1)
f(l )_lenll* x—1
= lim —xel—x2_1 —9
_x—>1’ x—1 _0

= lim (1 - 2x2)61*x

x—1-
Regra de Cauchy
=-1
f/(1+) = lim f(x)_ (1)

=lim — =—
x—1t x—1 0

= lim (1 + 2x2)e‘1+"2

x—1t

Regra de Cauchy

=3

Sendo f’(-17) = f’(-1"), a fungdo ndo é diferencidvel em x = —1. Do mesmo
modo, sendo f’(17) = f’(1"), a fungdo ndo é diferencidvel em x = 1.

65
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2. Tendo em conta os célculos efetuados na alinea anterior, vem

(1 —2x2)el_’62 sexe]-1,1]
fix)= .

(1 + 23(2)6’”"2 se |x|>1

3. Calculemos os zeros da derivada da fungéo f.
fl(x)=0
e ((1-222)e'* =0Axe]-1,1[)v

((1+2:2)e ™ =0Alx > 1)

Condi¢ao Impossivel

o (1-20)e' ™ =0Axe]-1,1]

@(1—2x2:0\/e1"‘2:O)Axe]—l,l[

V2

ox=+FAxel-1,1]

0
=
I
H

SE

V2 V2
X |—00 -1 -7 -5 1 +0o0
f’ +|N.D.|-| 0 |+| 0 |—|N.D.|+

fFl7 FEDINFER) A 2N F) |7

Assim, concluimos que a fungdo f atinge maximos relativosem x =—1 e x =

[

. . 2 ~
e minimos relativos em x = e e x = 1. De notar que os pontos x = +1 sdo
pontos singulares.

Exercicio 3.23 Considere a funcao f, real de varidvel real, definida por

~1+4x+x? sex<0
fx)=
—arctgx sex>0
1. A fungdo f é diferencidvel em x = 0? Justifique.
2. A fungdo f atinge um extremo relativo em x = 0? Justifique.

3. Determine a derivada da fungéo f.

4. Estude a fungdo f quanto a existéncia de extremos relativos.
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Resolucdo:

1. Calculemos as derivadas laterais em x = 0.

x—0~ x—0

= lim
x—0~ X
4x+x2 0
= lim =—
x—0~ X 0
=4

. —arctanx+1 O
=lim ———— =

x—07% X 0

Sendo f’(07) = f’(0%), a fun¢do ndo é diferencidvel em x = 0.

2. Sendo f’(07)=4>0¢e f’(0") = +o0, a funcdo f ndo atinge um extremo relativo
em x = 0 (as derivadas laterais ndo mudam de sinal).

3. Tendo em conta que a func¢do f ndo tem derivada em x = 0, vem

4+2x sex<O0

fix)=

] 5 sex>0
+x

4. Calculemos os zeros da derivada da fungdo .

fx)=0

<:>(4+2x:0/\x<0)v(— —0/\x>0)

1+x2

Condigao Impossivel

S4+2x=0Ax<0

Sx=-2.

X —00 -2 0 +00
f’ - 0 N.D. -
N f=2 |/ N

Conclui-se que a fun¢do f atinge um minimo relativo em x = —2. De notar que
na singularidade x = 0 ndo ha extremo.
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Exercicio 3.24 Considere a funcao g, real de variavel real, definida por

arctg(x—1) se x<1
g(x)=

_1
xe x se x>1

1. Indique, justificando, se a fun¢do g é continua em x = 1.
2. Determine a derivada lateral a esquerda e a direita da fungdo gem x =1.
3. A fungdo g atinge um extremo relativo em x = 1? Justifique.

4. Mostre que, no intervalo |1, +oo[, a funcédo g é estritamente crescente.

Resolucdo:

1
1. gécontihuaemx=1&o lin}g(x) = g(1). Sendo, lir? gx)=0e linl1 g(x)=-—,
x— x—1" x—1* e
ndo existe lin}g(x). Assim, g ndo é continua em x = 1.
x—

2. ¢'(17) = lim —g(x)—f(l) =leg’(1*)= lim g—(x)—g(l) = +oo.

x—1- X — x—1t x—1
3. Pela alinea anterior a fun¢do g ndo atinge um extremo relativo em x = 1 (as

derivadas laterais ndo mudam de sinal).

1 1 .
4. Sendo g'(x) = (1+ ;)e‘i > 0, para x > 1, a funcdo g é estritamente crescente no

intervalo ]1,+oo].

Exercicio 3.25 Considere a fun¢ado g, real de varidvel real, definida por

E+arctg(x) se x<0
2

g(x)=
In(2e¥-1) se x>0

1. Averigue se g é continua em x = 0.

2. A fungao g é diferencidvel em x = 0? Justifique.

3. Prove que g atinge um maximo relativo em x = 0.

4. Mostre que g é estritamente crescente no intervalo ]0, +oo[.
5. Calcule o valor de (f o g)’(0).

6. Calcule lim g(x).
X——00

Resolucdo:

1. gécontihnuaemx =0 & lirr(l)g(x) = g(0). Sendo, lirgl g(x) = g e lirgl g(x)=0,
x— x—0" x—0t
ndo existe lirr(1)g(x). Assim, g ndo é continua em x = 0.
X—

2. g ndo é diferencidvel em x = 0 porque ndo é continua em x = 0.

=1>0eg’(o+)=lir€M:_m,a
x—0*

3. Sendo ¢'(07) = lim M
x—0~

funcdo g atinge um méximo relativo em x = 0.
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2 X
4. Para x €]0,+o0[, ¢’'(x) = % > (0, portanto g é estritamente crescente em
10, +o0|.
’ ) ) ’ s s
5. (fog)(0)=f"[g(0)]g"(0)=f(-2)x = = 15
6. lim ¢(x)= lim | X+ t()]
- Jim g0 = lim |5 +aretg(x
T . 16 T
=5 +xl_1)rpooarctg(x) =3 +(_E) =0.

3.4 Exercicios propostos

Exercicio 3.26 Estude a monotonia e a existéncia de extremos relativos das fung¢oes reais, de
variavel real, definidas por:

1. f(x)=x3-3x>+1.
2. f(x)=2x?—x%

xlnx se x>0

0 se x=0

10. f(x)=1-x+sen(2x), x € [0, 7t].

Resultados:

1. f é crescente em ]—o0,0] e [2,+00[, decrescente em [0, 2], atinge um maximo re-
lativo em x = 0 e um minimo relativo em x = 2.

2. f é crescente em |-oo0,—1] e [0,1], decrescente em [—1,0] e [1,+oo[, atinge um
minimo relativo em x = 0 e mdximos relativosem x = -1 e x = 1.

3. g é decrescente em |—co,—1] e ]0,1], crescente em [—1,0[ e [1,+oo[, tem minimos
relativosem x=-1ex=1.

4. h é decrescente em |—c0,0] e [2,+00[, crescente em [0, 2], atinge um minimo rela-
tivo em x = 0 e um méximo relativo em x = 2.

5. f é crecente em ]0,¢], decrescente em [e¢,+oo0] e atinge um maéximo relativo em
x=e.

6. f é estritamente crescente em R, f ndo tem extremos relativos.
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7. f édecrescenteem |0,1[ e |1,e[, crescente em [e,+oo[ e atinge um minimo relativo
emx=e.

8. f é decrescente em |—oco0,—1In4] e crescente em [-1n4, +oo[, f atinge um minimo
relativo em x = —In 4.

1 1 . . .
9. f é decrescente em [0, —] e crescente em [—,+oo[, f atinge um maximo relativo
e e

em x = 0 e um minimo relativoem x = —.
e

5 5
10. f é crescente em [0, %] e [%,71], decrescente em [%, ?71]’ f tem minimos rela-

. 57 L. . P16
tivosemx=0e x = < f tem méximos relativos em x = " ex=rm.

Exercicio 3.27 Numa fabrica, o custo total da produ¢do mensal de x centenas de pegas, expresso
em milhares de euros, é dado pela func¢do C, real de varidvel real, definida por

1
C(x)= gx3—5x2+24x+10, x> 0.

1. Usando as regras de derivac¢do, determine a derivada da fungdo C e calcule o seu valor para
x=1.

2. Indique o namero de pegas que o fabricante tem de produzir mensalmente para que o custo
total da producédo seja minimo.
Resultados:
1. C’'(1)=15.

2. 6 centenas de pegas.

Exercicio 3.28 Numa fabrica, o lucro mensal obtido na producédo de x centenas de pecas, expresso
em milhares de euros, é dado pela funcdo L, real de varidvel real, definida por

1 1
Lx)=—=x>+=x>+6x, x> 0.
3 2

Sabe-se que a capacidade maxima de producao é de quatro centenas de pegas.
1. Calcule a derivada da fungéo L.

2. Determine o numero de pegas a produzir de forma a maximizar o lucro mensal.

Resultados:
1. L'(x)=-x>+x+6.

2. 3 centenas de pecas.

Exercicio 3.29 Considere a funcao f, real de varidvel real, definida por

V1-x sex<0
fx)=

—x2

xe sex>0

1. Determine a derivada da fungéo f.

2. Averigue se a fun¢do f atinge um extremo relativo em x = 0 e, em caso afirmativo,
classifique-o.
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3. Estude a funcdo f quanto a existéncia de extremos relativos no intervalo ]0, +oco[.

4. Escreva uma equacdo da reta tangente ao grafico de f em x = —1.

2 1
5. Calcule o limite: lim Xt .
x—+oo xeX +x

Resultados:

1
Cf(x)={ 2Vl-x
(1 —23(2)6"‘2 se x>0

sex<0

—_

2. Sendo f’(07) = —c0 e f’(0*) =1 > 0, a fun¢do f atinge um minimo relativo em

x=0.
e o . V2
3. A funcao f atinge um méximo relativo em x = -
4. y= —ﬁx + 3—\/5
- ¥=-7 T
5.0

Exercicio 3.30 Considere a funcao real de variavel real definida por

arctg (x+ 1)+ km
x—1
g(x) = , comkelR

sex<0

x In(x) se x>0

1. Mostre que lim g(x)=0.

x—0*

2. Calcule o valor da constante k de modo que g seja continua em x = 0.

3. Considerando o valor de k tal que g(0) = 0, calcule a derivada a direita de g em x = 0.

4. Mostre que, no intervalo |0, +oo[, a func¢do g atinge um extremo relativo e determine-o.

Resultados:

1. lim g(x) = lim 2% = Tim (—x) = 0.

x—0* x—0+ 1 x—0*
X
1
2. k=—-.
4
h)-0
5. (07 = lim W70 i nh = —o.
h—0* h—0*
1 L . .
4. g(z) = - é um minimo relativo de g.

Exercicio 3.31 Considere a funcao h, real de varidvel real, definida por

k(e*—1)+x sex<0
h(x)= com keR.
In(2x+1)

>0
2 se X

71
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1. Mostre que a fungdo h é continua em x = 0, para qualquer que seja o valor de k € R.

2. Determine, se possivel, o valor de k de modo que a funcdo h seja diferencidvel em x = 0.

Nas alineas seguintes, considere k = -2.
3. Determine uma equagao da reta tangente ao grafico da fun¢ao h no ponto de abcissa x = 2.

4. Averigtie se a fun¢do h admite um extremo relativo em x = 0 e, em caso afirmativo,
classifique-o e determine o seu valor.

Resultados:

1. hé continuaemx=0< lirréh(x) = h(0). Sendo, lirgl h(x)= lirgl h(x)=h(0)=0,
x— x—0~ x—0*
para qualquer que seja o valor de k € R, mostrdmos o pretendido.
2. W(0")=h(0") = k=0.
1 In5 2
3.y ==x+——=.
5 2 5

4. Como h’(07) =—1 e h’'(0%) = 1, ndo existe h’(0). Assim, h tem um ponto singular
em x = 0. Sendo h’(07) < 0 e h’'(07) > 0, a funcdo h atinge um minimo relativo em
x =0, tendo-se h(0) = 0.

Exercicio 3.32 Seja g a funcao, real de variavel real, definida por

garctg(Z—xz) se x<1
g(x)=

E e3 x-3

se x>1
2

1. Prove que a funcdo g é continua em x = 1.

2. Mostre que a fun¢do g tem um ponto singular em x = 1.
3. Averigue se a funcdo g tem pontos criticos.

4. Estude a fungdo g quanto a existéncia de extremos relativos e determine os seus valores.

Resultados:
1. A fungdo g é continua em x = 1 pois lir{1 g(x)= linll gx)=¢01)= ok
x—1+ x—1-

6 9
2. Sendo ¢’(17) = 7 ¢’(1*") = = ndo existe g’(1). Assim, a func¢do ¢ tem um

N

ponto singular em x = 1.

3. A fungdo g tem um ponto critico em x = 0.

4. A func¢do g admite um méximo relativo em x = 0 igual a g(0) = %arctg(2) e

admite um minimo relativo em x = 1 igual a g(1) = 3

Exercicio 3.33 Seja g a funcao, real de variavel real, definida por

x se x<0

xe
g(x)=

xIn*x se x>0
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1. Mostre que a fung¢do g tem um ponto singular em x = 0.
2. Determine a derivada da fungdo g.
3. Averigue se a funcdo g tem pontos criticos.

4. Estude a fungdo g quanto a existéncia de extremos relativos.

Resultados:
1. Sendo ¢g’(07) =1 e g’(07) = 400, a fun¢do g ndo tem derivada finita em x = 0.

Assim, a func¢do tem um ponto singular em x = 0.

(x+1)e* sex<0
2. ¢'(x)=
In®x(4+1Inx)se x>0

3. Para x <0, a derivada anula-se para x = —1. Para x > 0, a derivada anula-se para
—4
x=e“ex=1.

4. A fungio g admite um maximo relativo em x = ¢™* e minimos relativos em

x = +1. Para x = 0 ndo hé extremo (as derivadas laterais ndo mudam de sinal).

Exercicio 3.34 De todos os retangulos inscritos num tridngulo retdngulo isésceles cujos catetos
medem a unidades, quais as dimensdes do que tem area maxima?

Resultados:

A . L . a
O retangulo de drea méxima obtém-se para x =y = 5

Exercicio 3.35 De todos os retdngulos inscritos numa circunferéncia de raio r, quais as dimensoes
do que tem drea méaxima?

Resultados:

O retdngulo de drea maxima obtém-se paraa="b = \V2r

Exercicio 3.36 De todos os cilindros retos inscritos num cone reto de altura a e raio da base b,
quais as dimensoes do que tem volume méximo?

Resultados:

2 1
Dimensées do cilindro de volume méximo: r = §b eh= 5“'

Exercicio 3.37 Determinar as dimens6es do prisma quadrangular regular, de volume méaximo,
inscrito numa pirdmide quadrangular regular cuja aresta da base é b e a altura é a.

Resultados:

2 1
Dimensodes do prisma quadrangular regular: a aresta da é §b e a altura é 3%
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Exercicio 3.38 Considere um cone de altura 4 e raio r inserido num cilindro com a mesma altura
e raio 3. Mostre que o volume do sélido que estd dentro do cilindro, mas fora do cone, atinge o
valor minimo quando as bases do cilindro e do cone sdo iguais.

Resultados:
4 5
. V(r):367'c—§rcr ,0<r<3.

8 .
* Sendo V’(r) = —37r < 0, a fungdo V é decrescente e, portanto, atinge o seu valor

minimo em r = 3.
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4.1 Diferencial de uma funcao

Definicdo 4.1 Seja y = f(x) uma fung¢do real de uma variavel real. Sendo Ax € R, chama-se

diferencial de f em x, com acréscimo Ax, ao niumero real

df(x)=dy = f'(x) Ax.
Sejai: x — v = x (fun¢do identidade). Por (4.1), vem

di(x) =dy =dx =i’(x) Ax = x’ Ax = Ax, isto é,dx = Ax.

Assim, (4.1) pode escrever-se na forma

dy = f'(x)dx.
Por (4.2), vem
d
f/(x) = %:

a que se da o nome de notagdo de Leibniz para a derivada de f em ordem a x.

75

(4.1)

(4.2)
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4.2 Interpretacao geométrica

f(z + dz)

Figura 4.1: Interpretagdo geométrica da notagao de Leibniz.

Sendo AC a reta tangente ao grafico de f no ponto A = (x, f(x)) (ver figura 4.1), vem
D

mt:f’(x)_ﬁ

& fl(x) = % & CD = f'(x)dx.

Entao, por (4.2), vem
dy=CD,

obtendo-se a interpretacdo geométrica pretendida.

O diferencial de f em x, dy, é o valor do acréscimo da ordenada da tangente a curva no ponto A = (x, f (x)) correspondente
a um acréscimo, dx, da variavel independente.

Seja,
Ay = f(x+dx)— f(x)
isto é,
Ay =BC+CD & Ay = BC +dy.
Quando,

dx — 0vem BC — 0

e, por conseguinte,

Ay ~dy

ou ainda,

f(x+dx)-f(x)~ f'(x)dx.
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4.3 Regras de diferenciacao

Sejam u e v duas fungoes diferenciaveis. Tem-se:

1. d(uxv)=du+dv.
2. d(uv)=udv+vdu.

3. d(uP)=puP~tdu, peR.
4. d(z) vdu - udv’ v=0.
v
5. d(W) , neN com u >0 se n par.
u"*

4.4 Diferenciais de diferentes ordens

Seja y = f(x) uma funcao real de varidvel real. Pela definicdo de diferencial de uma fungdo, temos

dy = f'(x)dx

Iremos designar o diferencial de 2.” ordem de y = f(x) com acréscimo dx por:
d*y =d(dy). (4.3)

Vamos obter uma expressao para (4.3). Temos:
%y = d(dy)
= d[f’(x)dx] (defini¢do de diferencial)
= d[f’(x)]dx+ f’(x)d(dx) (diferencial do produto)
= [f"(x)dx]dx+ f'(x
= [f”(x)dx]dx

= f"(x)(dx)?

Considerando, (dx)2 =dx?, vem
d’y = " (x)dx?,

obtendo-se uma expressao para o diferencial de 2.* ordem da fungdo y = f(x) com acréscimo dx.

Generalizando, tem-se:
A"y = f x)dx", n=1,2,-

considerando (dx)" = dx".
Verificamos assim que os diferenciais de diferentes ordens permitem exprimir as derivadas de qual-

quer ordem sob a forma do quociente dos diferenciais das respetivas ordens (notagdo de Leibniz para a
derivada de ordem n):

’ dy. v _ 4%y (1) (1) —
£ =2 o= e Y=
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4.4.1 Exercicios resolvidos

Exercicio 4.1 Sendo f uma funcdo real, de varidvel real, definida por f(x) = x2, calcule |Ay - dy|
em x =1 paradx =0.1edx=0.01.

Resolucdo:
Sendo f(x) = x2, tem-se para cada x, dy = f’(x)dy = 2xdy.

ex=1,dx=0.1

Ay =f(x+dx)-f(x)  dy=f'(x)dx

Ay=f(1+0.1)=f(1) dy=f'(1)x0.1

Ay:f(l.l)—f(l) dy=2><1><0.1
Ay =(1.1)2-12 dy=0.2
Ay =0.21

. |Ay—dy|=10.21-0.2]=0.01 =102

ex=1,dx=0.01

Ay=flx+dx)-f(x)  dy=f'(x)dx

Ay =f(1+0.01)-f(1)  dy=f"(1)x0.01

Ay = f(1.01)- f(1) dy=2x1x0.01
Ay =(1.01)?-1? dy =0.02
Ay =0.0201

~.|Ay - dy| =10.0201 - 0.02| = 0.0001 = 10~*

Exercicio 4.2 Para cada uma das seguintes fungdes reais, de varidvel real, es-
creva uma expressdo de dy.

1. y:x3—7;
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Resolucdo:
1. dy =3x%dx;
2
2. dy= —x—3dx;

3. dy = 3e3*dx;

4. dy = cosxdx;

2x
5. dy = ——dx;
Y =ea®
2
6. dy=——5—-d
y cos2(2x) x

Exercicio 4.3 Determine o diferencial da funcao f, real da varidvel real, definida por

f(x)= 1 arct (3x+1)
V2l e )
emx=1.
Resolucdo:
Sendo,
(3x+1 )/
I O - 1
fx)= \/§1+(3X+1)2 S 3x242x+1]
\2
) 1
vem, (1) = 3
Assim,

dy=f'(1)dx= %dx.

Exercicio 4.4 Utilizando diferenciais, determine o aumento de volume de um cubo, cuja a aresta
varia de 5 cm para 5.1 cm.

Resolugdo:
Sendo o volume do cubo de aresta x dado por V = x3, vem:
dV =V'(x)dx & dV = 3x%dx.
Parax=5cmedx=0.1 cm, vem:
dV =3x52x0.1 ©dV =7.5cm’.

Pelos calculos efetuados, o aumento do volume do cubo foi aproximadamente 7.5 cm3,

Exercicio 4.5 Calcule um valor aproximado de tinta necessario para pintar um depdsito esférico
com 2 m de raio, de modo que a camada de tinta tenha 3 mm de expessura.

79
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Resolucdo:

4
Sendo o volume da esfera de raio r dado por V = gnr3, vem:

AV =V'(r)dr & dV = 4nr?dr.
Assim, parar =2m e dr =0.003 mm, temos:

AV =4x1mtx4x0.003=0.15m>.

Exercicio 4.6 Calcule um valor aproximado de sen 31°.

Resolucdo:

Considerando a funcéo f, real de variavel real, definida por f (x) = senx e, ainda, a
aproximacdo, Ay ~ dy, vem

Ay=dy < f(x+dx)—f(x)=f"(x)dx
S flx+dx)=f(x)+f (x)dx

& sen(x+dx) ~senx+cosxdx.

Sendo,
T
31°=30°+1°= — + —,
T T 180
vem,
in(319) = (_ —)
sin (319) e VT

> () reos(§)eis
=~ sen 6 COS 6 180

~ 0.5+0.866x0.017

~ 0.5147.

Exercicio 4.7 Calcule um valor aproximado de ¢%3.

Resolucdo:

Considerando a fungdo f, real de varidvel real, definida por f(x) = ¢* e, ainda, a
aproximacdo, Ay ~ dy, vem

Ay~dy o f(x+dx)—f(x) =~ f'(x)dx

S f(x+dx) = f(x)+ f'(x)dx

& eMHIY ~ X 4 ¥y,
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Considerando, x =0e dx = 0.3, vem

203 — p0+0.3

1R

e +e0%0.3

~1.3.

4.4.2 Exercicios propostos

Exercicio 4.8 Sendo f uma fungio real, de variavel real, definida por f(x) = 2x? — x, calcule Ay e
dy em x =1 para dx = 0.01.
Resultados:

Ay =0.0302, dy =0.03.

Exercicio 4.9 Calcule o diferencial das seguintes fun¢des:
1. y=x*+Inx.
2. p=eL.

3. y= e’ cos(3x).

b

= ﬁ—— arcsenx + VI — %2
Y={2 71 4 ‘

Resultados:

[u—y

1
. dy _(2x+ ;)dx.

N

.dy = 2xe" Ldx.
3. dy =[2xcos(3x)— 3sen(3x)]ex2dx.

4. dy = xarcsenxdx.

o 4 .
Exercicio 4.10 Sabe-se que o volume de uma esfera de raio r é dado por V = gnr3 e que a drea da

superficie da esfera é A = 4mr?.
1. Mostre que dV = Adr.

2. Obtenha um resultado semelhante entre a area da superficie do circulo e o comprimento P
da circunferéncia, ambos de raio igual a r.

Resultados:
4 4 ¢
1. dV:(grcr )dr:Adr.

2. dA = (7‘(1’2), dr =Pdr.



82

4.4, Diferenciais de diferentes ordens

Exercicio 4.11 Calcule um valor aproximado de cos 46°.

Resultados:

cos46° ~0.6951.

Exercicio 4.12 Calcule um valor aproximado deV26.

Resultados:
Considerando f(x) = vx, x =25 e dx =1, obtemosV26 ~ 5.1.
Exercicio 4.13 Determine um valor aproximado do aumento do volume de um cilindro de 10

dm de altura e 3 dm de raio, quando o raio da base aumenta de 1 mm, considerando a altura
constante.

Resultados:

0.67tdm3.
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5.1 Aproximacao de funcoes reais de uma variavel real por funcoes

polinomiais

Sendo f uma funcéo real de uma varidvel real, y = f(x), diferenciavel num ponto x = a do seu dominio,
o polinémio do 1.° grau que melhor se aproxima de f numa vizinhanca do ponto a é aquele que define
a equacdo da reta tangente ao gréfico de f, isto é, P;(x) = f(a) + f'(a)(x —a) (ver figura 5.1).

f(a)

/

O a T

Figura 5.1: Aproximacao de uma fungdo real de varidvel real por um polinémio.

83
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Em termos analiticos, o polinémio do 1.° grau que melhor se aproxima de f numa vizinhanca do
ponto x = a é aquele que satisfaz as condigGes

Caso a funcao f seja duas vezes diferenciavel num ponto x = 4 do seu dominio, o polinémio do 2.°
grau, P,(x), que melhor aproxima f numa vizinhanca de x = a é aquele que satisfaz as condi¢oes

obtendo-se,

Py(x) = f(a)+ f'(a)(x —a) + f

Generalizando, se f é uma funcdo n vezes diferenciavel num ponto x = a do seu dominio, entdo o
polinémio de grau n, P,(x), que melhor aproxima f numa vizinhanga de x = a é aquele que satisfaz as
condi¢oes

obtendo-se,

= f®)(a)
Pl =) " (x-a)*
= f(a)+ f'(a)(x—a) + fﬂz(“) (x—a)®+ f';f“) (x—a)3+
. f":!(a) (xa)"

a que se dd nome de Polinémio de Taylor de grau n gerado por f no ponto x = a.

A diferenca r, (x) = f(x) — P,(x) chama-se resto de ordem n da funcio f. Assim, dada uma fungdo
v = f(x), n vezes diferencidvel em x = a, a formula de Taylor de ordem n da fungao f é f(x) = P,(x) +r,(x),
isto é,

nr(k)
f=) T af s
k=0

f"(a)
2

(x—a)®+

=f(a)+ f'(a)(x—a)+
f"a)

n!

et (x—a)" + 1, (x).

No caso particular de 4 = 0 obtém-se a férmula de Mac-Laurin:

. )
00,170, 170

flx)=£(0)+f'(0)x +
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5.2 Aférmula do resto de Lagrange

Existem varias férmulas para o resto da férmula de Taylor. Vamos apresentar uma dessas férmulas,
denominada por resto de Lagrange.

(Férmula do Resto de Lagrange) Seja f uma fungdo n + 1 vezes diferencidvel
nalgum intervalo V, (a) = Ja—¢,a+¢[, com € > 0. Para dado ponto x € V. (a), existe ¢, situado
entre 4 e x, tal que
f(n+1)( C)

n+1
(n+1)! yr

(x—a

ra(x) =

Tendo em conta que o valor de ¢ esta compreendido entre a e x, podemos escrever em vez de ¢ a
expressao,
c=a+0(x—a), com 0 €]0,1].

No caso da férmula de Mac-Laurin, isto é, a = 0, temos,

c=06x, com 0 €]0,1[.

5.2.1 Exercicios resolvidos

Exercicio 5.1 Considere a funcédo f, real de variavel real, definida por f(x) = e*.

1. Determine o polinémio de Taylor de grau n gerado por f em torno do ponto x = 0.

2. Escreva a férmula de Mac-Laurin de f, com resto de Lagrange de ordem .

Resolucdo:
1. Sendo,
" (x) = e, Vx €N,
vem,
FM0)=1, ¥x eN.
Assim,
” (n)
0 0
P,(x) = f(O)+f'(0)x+ 2(' )x2+~ + f n'( )x”
x2 x"
= 1+x+ 7 + + F
- Kt
k=0
2. Usando alinea anterior, vem
f(x) =P, (x) + 71y (x)
x? x* f"(6x)
:1+ 4+ — 4 — 4 — n+l1

Y w1

2 n Ox

S I I UL S S ) €]0,1[

2! nl (n+1)!

Exercicio 5.2 Considere a funcio f, real de variavel real, definida por f(x) = senx.

1. Determine o polinémio de Taylor de grau 7 gerado por f em torno do ponto x = 0.
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2. Usando a alinea anterior, determine um valor aproximado de sen10°.

3. Escreva a férmula de Mac-Laurin de f, com resto de Lagrange de ordem 7.

Resolugao:
1. Sendo,
f(x)=senx;  f(0)=0
f'(x)=cosx;  f'(0)=1
f7(x)==senx; f”(0)=0
f(x)==cosx; f”(0)=-1
f(4) (x)=senx; f (0)=0
FPx)=cosx; f7(0)=1
£ (x) = —senx; £ (0)=0
f(7) (x) =—cosx; f( ) 0)=-1
vem,
” @
P = (O f(0)x+ T2 L0 T 0
(5) (6) @
o 5'(0)x5+ ! 6!(0)x6+f 7|(O)x7
isto é, 3 5 7
Pr(x)=x % + % %

T
2. 10° = —
sen sen 13

3

A L )
~718 T 18 183x3! 185x5! 187 x7!

~0.174.

3. Usando a alinea anterior, vem

senx = P (x)+ry (x)

x> x7  sin(Ox)

=X—-—— —_———

TR 7MY

x8,0¢€]0,1[.

Exercicio 5.3 Considere a funcido f, real de varidvel real, definida por f(x) = cosx.
1. Determine o polinémio de Taylor de grau 7 gerado por f em torno do ponto x = 0.

2. Escreva a férmula de Mac-Laurin de f, com resto de Lagrange de ordem 7.

. . l—-cosx 1
3. Usando a alinea anterior, mostre que lim ———— = ~.
x—0 2 2
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Resolucio:
1. Sendo,
fx)=cosx;  f(0)=1
f’(x)=-senx; f'(0)=0
f7(x)==cosx; f”(0)=-1
f(x)=senx; f”(0)=0
FPx) =cosx; £ (0)=1
£ (x) = —senx; f*(0)=0
£ (x) = —cosx; £ (0) = —1
f7 () =senx; f7(0)=0
vem,
B= 0o L2 L0, O
+f‘5;'(o)x5 . f(ZfO)” N f(7;'(0)x7
isto ¢,
Bet- Dot

2. Usando a alinea anterior, vem

cosx =P, (x)+17(x)

®) (g
=P )+ LW
8!
_1 ﬁ ﬁ_x_é cos(0x) ¢
20 41 6! 8! ’
6e10,1].
3. Pela alinea anterior, vem
2 .4 6
_xt x*  x% cos(Ox) g
l—cosx_2—1—4—!+a— Py x
Dividindo ambos os membros da igualdade anterior por x2, vem
I-cosx 1 x* x* cos(0x)
22w e s
Assim,
lim 1—-cosx _ im 1 x2 . x4 cos(@x)xé
x>0 2 x—0\2! 4! 6! 8!
isto é,

. l—-cosx 1
lim —— = —.
x—0 2 2
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Exercicio 5.4 Considere a fungdo f, real de variavel real, definida por f(x) = Inx. Determine o
polinémio de Taylor de grau 3 gerado por f em torno do ponto x = 3.

Resolugao:
Sendo,
f(x)=Inx; f(3)=In3
R D |
fla=2 fB3)=3
” 1 7 1
ffx)==-=f (3)_—5
" 17 2
f (x)ZF}f (3)_ﬁ
vem,

5.2.2 Exercicios propostos

1
Exercicio 5.5 Considere a fungdo f, real de varidvel real, definida por f(x) = T Determine o
polinémio de Taylor de grau 4 gerado por f em torno do ponto x = 0.

Resultados:

Py(x)=1+x+x%+x3+x%

Exercicio 5.6 Considere a fungio f, real de variavel real, definida por f(x) = v/x.

1. Determine o polinémio de Taylor de grau 2 (aproximagdo quadrética) gerado por f em torno
do ponto x = 1.

2. Usando a alinea anterior, obtenha uma aproximacgio de V1.1.
Resultados:

1. Pz(x):l+%(x—1)—%(x—l)2.

2. VI.I~ Py (1.1) = 1.04975.

Exercicio 5.7 Considere a funcdo f, real de variavel real, definida por f(x) = senx.

1. Determine o polinémio de Taylor de grau 3 gerado por f em torno do ponto x = 0.

2. Usando a alinea anterior, obtenha uma aproximacéio de sen 20°.
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Resultados:

3

X

1. B3(x)=x- TR
2. sen20° = seng z%(%) - 0.343.

Exercicio 5.8 Considere a funcéo f, real de varidvel real, definida por f(x) = xsenx. Determine o
polinémio de Taylor de grau 4 gerado por f em torno do ponto x = 0.

Resultados:

Exercicio 5.9 Considere a fun¢ao f, real de varidvel real, definida por f(x) = arctgx. Determine
o polinémio de Taylor de grau 3 gerado por f em torno do ponto x = 0.

Resultados:

P3(x):x—?.
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