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Resumo

Palavras-chave

Desde os anos 60 do século passado, que uma nova corrente
sociolégica e de pensamento, o construtivismo, tem trazido ao
debate a forma como o individuo constréi e desenvolve o seu
pensamento, apontando algumas orientacdes metodoldgicas
para o ensino.

Baseado nessas ideias e no ambito do ensino e aprendizagem
da Matematica, foi realizada a presente investigacdo, que
deu especial atencdo a exploracdo de padrbes na sala de
aula, ficando assim definido que o seu principal objetivo seria
analisar o desenvolvimento do pensamento algébrico em
alunos do 2° Ciclo do Ensino Basico.

Para levar a cabo a tarefa proposta, construiram-se trés
questdes orientadoras da investigagdo: 1. Qual a
compreensao algeébrica revelada pelos alunos na resolugéo de
tarefas envolvendo a exploragéo de padroes?; 2. Que estratégias
utilizam na busca de generalizagbes? e 3. Em que nivel de
generalizagao se encontram?

Foi utilizada uma metodologia qualitativa de investigacao,
baseada em trés estudos de caso. A recolha de dados foi
realizada numa turma do investigador, privilegiando a observacao
participante, e a analise das produgdes dos alunos com
entrevistas individuais para realizar uma triangulagcao dos dados
obtidos. A sua natureza descritiva e interpretativa proporcionou
também a oportunidade para refletir sobre as novas perspetivas
metodoldgicas, assim como, sobre a forma como os alunos
aprendem Matematica.

Foi possivel verificar que os alunos encararam com agrado e
motivagdo o trabalho com padrdes. Durante a realizagdo das
tarefas propostas optaram por estratégias diversificadas,
havendo indicios claros da sua ligagdo com o tipo de raciocinio
utilizado e consequentemente o nivel de pensamento algébrico
em que se encontravam. Constatou-se ainda que,
independentemente do nivel em que se encontravam, os alunos
representaram as suas descobertas recorrendo a linguagem
corrente, a linguagem formal, ou a combinagao das duas.

Algebra, padrbdes, representacdes, estratégias, raciocinio recursivo, raciocinio
funcional, pensamento algébrico



Abstract Since the 60’s of the last century, a new and current sociological
thought, the constructivism, has brought to the debate how the
individual constructs and develops his thinking, pointing out
some new methodological guidelines for the teaching.

Based on these ideas and in teaching and learning
mathematics, the present investigation was conducted, giving
special attention to the exploration of patterns in the classroom.
It was defined its main goal: to analyze the development of
algebraic thinking in students from grades 5 and 6 of Basic
Education.

To carry out the proposed task, we built three guiding research
questions: 1. what is the algebraic understanding revealed by
students when solving tasks involving the exploration of
patterns? 2. What strategies they use in search for
generalizations? 3. At what generalization level are they?

It was used a qualitative research methodology, based on three
case studies. The data collection was performed in one of the
researcher’s class through participant observation. It also was
made the analysis of student’s productions, and individual
interviews with the study cases, in aim to reach a triangulation of
the data.

The descriptive and interpretive nature of the investigation also
provided the opportunity to think about the new methodological
perspectives, as well as on how students learn mathematics.

It was clear that students faced with joy and motivation the work
with patterns. During students work, they used diversified
strategies, that emphasize the relation with the kind of reasoning
they had used, and consequently the algebraic thinking level in
which they were. It was also clear that, regardless of their
algebraic thinking level, students represented their findings using
the "spoken language", mathematics’ symbolic language, or a
combination of both.

Key-words  Algebra, patterns, representations, strategies, recursive reasoning, functional reasoning,
algebraic thinking
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Capitulo |

Introducgao

Neste capitulo apresenta-se um conjunto de ideias e consideracdes que orientaram e
contextualizaram o trabalho e estudo que se segue. Apresenta-se ainda a problematica e os
objetivos do estudo, assim como a estrutura organizativa do mesmo.

1.1. Pertinéncia do estudo

Desde os anos 60 do século passado que uma nova corrente socioldgica e de pensamento, o
construtivismo, tem vindo a ter um grande destaque, chamando a atencao para diversos fatores
intervenientes na forma como o individuo, em interagdo social num determinado contexto, constroi e
desenvolve o seu pensamento. Segundo Coll (2004), as representacdes de cada individuo,
semelhantes aos membros de uma dada cultura, podem ser diferentes noutras culturas ou mesmo
em grupos sociais distintos. Assim, mais que descrever e enumerar a realidade fisica € importante
compreender como cada um desenvolve e constrdi a sua representacao dessa mesma realidade.

E precisamente a escola que o individuo reconhece como o espaco onde ira fazer a preparacéo do
seu futuro, identificando-a como potenciadora da educacéo e formagado de si mesmo, criadora de
aspetos que o identifiquem, promovam e realizem, numa sociedade em constante e acelerada
mudanga, exigindo cada vez mais conhecimentos cientificos e simultaneamente funcionais.

A Matematica é indubitavelmente uma importante componente de capacitagdo do individuo para a
vida em sociedade. O conhecimento cientifico, do qual se destaca o conhecimento matematico, é
uma ferramenta indispensavel para o desenvolvimento da capacidade funcional e empreendedora
do individuo, permitindo-lhe ser mais responsavel, consciente e ativo no meio onde vive e nas
relacdes que estabelece.

As discussoes acerca das competéncias matematicas que serdo necessarias para o individuo poder
fazer face ao mundo que o rodeia esta longe de alcangar um consenso total. Contudo, em alguns
pontos tem havido alguma concordancia. Neste aspeto, o Programa de Matematica do Ensino
Basico (PMEB) generalizado em Portugal em 2010/2011, (ME-DGIDC, 2007), identifica e destaca
trés capacidades transversais a toda a aprendizagem da Matematica — a resolugao de problemas, o
raciocinio matematico e a comunicagdo matematica. A resolugdo de problemas €& vista neste
programa como sendo fundamental, ao considerar que os alunos devem adquirir destrezas a lidar
com problemas matematicos formais, assim como, com problemas relativos a contextos do seu dia-
a-dia ou de outras areas do saber. Ser capaz de resolver, formular problemas, analisando diferentes
estratégias possiveis constitui uma atividade fundamental para a aprendizagem dos diversos
conceitos, representagdes e procedimentos matematicos (Ponte, 2005).

O raciocinio matematico, diretamente ligado a resolugdo de problemas € outra capacidade
fundamental, envolvendo a formulagao e teste de conjeturas e, numa fase mais avancada, a sua
demonstragdo. O raciocinio matematico envolve a construgédo de cadeias argumentativas que



comegam pela simples justificacdo de passos, estratégias e operagdes na resolucdo de uma tarefa
e evoluindo progressivamente para argumentacdes mais elaboradas e exigentes. Finalmente, os
alunos devem ser capazes de, oralmente e por escrito, descrever os procedimentos matematicos
que utilizam, explicando o seu raciocinio, bem como interpretar e analisar a informacgéo que lhes é
transmitida por diversos meios. A analise do mundo que o rodeia e sua consequente traducdo em
ideias e processos matematicos, inicialmente através da linguagem natural, é bastante abrangente,
pelo que optdmos por enquadrar este estudo somente no dmbito da algebra e do pensamento
algébirico.
A competéncia algébrica revela-se importante na vida adulta, quer no trabalho, quer como preparagéo
para o ensino superior. Todos os alunos deveriam aprender algebra. Considerando a algebra como um
fio condutor desde os primeiros anos de escolaridade, os professores poderdo ajudar os alunos a
construir uma base solida baseada na compreensao e nas suas experiéncias como preparagao para
um trabalho algébrico mais aprofundado no 3° ciclo e no secundario. Por exemplo, a experiéncia
sistematica com padrbes podera vir a desenvolver a nogédo de fungao e a experiéncia com os nimeros
e as suas propriedades cria bases para o trabalho posterior com simbolos e expressdes algébricas. Ao
aprenderem que as situagdes podem, frequentemente, ser descritas por meio da matematica, os
alunos poderdo comecgar a desenvolver nogdes elementares de modelagdo matematica. (NCTM,
2007, p.39).
Esta afirmacao, retirada dos Principios e Normas para a Matematica Escolar, publicado em 2000
pelo National Council of Teachers of Mathematics, NCTM, e traduzidas para portugués pela
Associacao de Professores de Matematica, APM, sera o ponto de partida na tentativa de perceber a
importancia dos padrdes nos atuais curriculos do ensino da Matematica. Mas de onde surge esta
necessidade e quais os pressupostos que a fundamentam?

A Matematica nao €, ha ja alguns milhares de anos, uma ciéncia estatica e concluida, onde os seus
produtos se encontram acima de qualquer critica. No entanto, ndo sera dificil de perceber que, do
senso comum, a ideia de matematica é o estudo dos numeros ou a ciéncia que estuda os numeros
(Devlin, 2002). As investigacbes recentes tém vindo a demonstrar que a Matematica ndo € uma
ciéncia acabada e a sua definicdo ja ultrapassou a ideia redutora do estudo dos numeros. Segundo
0 mesmo autor, 0 que o matematico faz é analisar padrdes, sejam numéricos ou geométricos, ou
estabelecer conexdes com todas as outras ciéncias em busca de padrdes que auxiliem o Homem
na compreensao do mundo que o rodeia: “Esses padrbes tanto podem ser reais como imaginarios,
visuais ou mentais, estaticos ou dindmicos, qualitativos ou quantitativos, puramente utilitarios ou
assumindo um interesse pouco mais que recreativo.” (p.9). Também Davis e Hersh (1995) afirmam
que “...) o proprio objetivo da Matematica é, em certa medida, descobrir a regularidade onde
parece vingar o caos, extrair a estrutura e a invariancia da desordem e da confusgo.” (p. 167)

O estudo dos padrdes, dada a sua vastiddo de exemplos a explorar, concede-lhe uma
transversalidade, tanto ao nivel de conteidos como das prdprias capacidades a desenvolver no
aluno. Facilmente se conclui que existe uma forte ligagao com a resolugao de problemas, atividades
de investigacao e exploragao, permitindo conexdes ao nivel de todos os contetdos do curriculo.

Também ao nivel da motivacdo e ao nivel do desenvolvimento de uma imagem positiva da
Matematica, bem presente no PMEB (ME-DGIDC, 2007), o estudo e exploragao de padroes



fornecem ao professor uma ferramenta indispensavel, pois apelam a que os alunos desenvolvam, a
par com a abstracdo, o seu sentido estético, reconhecendo também a relagdo com as outras
disciplinas e com 0 mundo que os rodeia.

Sao variadas as situagdes do mundo natural que se podem observar e explicar a luz dos padroes
matematicos. No mundo animal, os revestimentos dos animais formam padrées com variados
objetivos ligados a continuidade da espécie. Também a disposi¢cao das folhas ou flores de algumas
plantas, como o girassol revelam-nos a sequéncia de Fibonacci. Nas asas das borboletas
encontramos variados padrées geométricos, 0 mesmo acontecendo nas célebres células de uma
colmeia. A couve-flor, ou o feto sdo exemplos reais de fractais, um tipo de padrdo de beleza impar.
Existe pois um grande e belo manancial de situacdes onde se podem identificar padrdes e
regularidades na natureza, onde um individuo mais motivado consegue observar a beleza da
matematica.

Se nos anteriores documentos curriculares do ensino basico a algebra e o estudo dos padrdes era
visto com alguma superficialidade nos primeiros niveis de ensino, neste novo programa, basta uma
analise breve para percebermos que de forma intencional, o estudo especifico dos mesmos surge
desde os primeiros anos do 1° ciclo, sendo aprofundado de forma gradual e funcional ao longo do
2.° e 3.° ciclos (ME-DGIDC, 2007).

Segundo as Normas, (NCTM, 2007), a algebra é considerada um fio condutor curricular desde os
primeiros anos de escolaridade, onde o professor deve selecionar, implementar e apresentar tarefas
que maximizem o potencial de aprendizagem do aluno, ajudando-o a criar uma base soélida na sua
compreensao e nas suas experiéncias. Desta forma, estaremos a auxilia-lo para o trabalho algébrico
do 3° ciclo e secundario.

Outro motivo que realga a importancia do trabalho no &mbito da algebra, agora reforgado nos novos
programas do ensino basico, refere-se aos relatérios PISA. Estes relatdrios em 2003 referiam que,
no que a Algebra (mudancas e relagdes) e aos alunos portugueses diz respeito, a percentagem de
alunos identificados com baixo nivel de literacia € ainda superior a média da OCDE: 31% versus
23%; e a percentagem de alunos com niveis elevados de literacia matematica é ainda inferior a
média da OCDE: 8% versus 16% (Duarte, 2005, p.44). Apesar do relatério de 2009 referir que se
verificou uma evolugao “impressionante” na literacia matematica nos nossos alunos, tendo obtido
487 pontos, mais 21 pontos que em 2003, podemos também observar que ainda se encontram
abaixo dos valores médios da OCDE (Ministério da Educacao, 2010).

As orientagbes para a implementacdo do PMEB enfatizam assim a importancia do desenvolvimento
do pensamento algébrico nos alunos, desde os primeiros anos de escolaridade. Os professores
devem ajudar os alunos a investigar, discutir, questionar e provar (ME-DEB, 2007). Em simultaneo
devem dar maior énfase as tarefas de exploragdo e nestas aos padrbes, privilegiando a
comunicagdo dos alunos, de modo a que todos consigam acompanhar as ideias em debate e
estudo, assim como os aspetos estéticos inerentes. Schoenfeld (1992), sobre o uso deste tipo de
abordagens, afirma que ajuda os alunos a olhar para a Matematica como uma ciéncia que estuda
padrdes e ndo somente numeros.



Varios autores, como Abrantes et al. (1999), Kaput (1999), Blanton e Kaput (2005), Borralho et al.
(2007), afirmam que existe um conjunto de razdes para o trabalho com a exploragdo de padroes,
nomeadamente porque contribuem para o desenvolvimento do raciocinio algébrico e porque
estabelecem relagdes e conexdes entre varias areas da Matematica. Howden (1990) afirma que o
trabalho com padrdes deve ser encorajado desde os alunos dos primeiros anos de escolaridade,
que devem observar e explorar padroes em diversos acontecimentos, formas ou nimeros. Também
Ponte, Brocado e Oliveira (2003), referem:

De facto, o desafio langado pela generalizagdo de um padrdo numérico e a compreenséo do que traduz

essa generalizagdo constituem aspectos que muitas vezes estdo envolvidos nas investigagbes

numéricas e que apoiam o desenvolvimento do raciocinio algébrico. (p.69)
Dada a importancia que o Programa de Matematica do Ensino Basico (ME-DGIDC, 2007) da a esta
tematica e atendendo a pouca divulgagédo de experiéncias efetuadas neste campo, é pertinente a
realizagéo deste estudo que propde a alunos de uma turma o trabalho com padrdes, ao longo de um
periodo de tempo abrangente.

1.2. Objetivo do estudo

Este estudo tem por base uma proposta pedagdgica concretizada no 6.° ano de escolaridade, no
ambito do Tépico Relagbes e regularidades. Esta proposta € composta por uma cadeia de tarefas,
construida para uma Hipotética trajetoria de aprendizagem (Simon, 1995, citado por Kraemer, 2008)
relativa a este topico, tendo um caracter essencialmente problematico, exploratdrio e investigativo.
Desta cadeia de tarefas foram seleccionadas e analisadas somente as tarefas referentes ao sub-
tépico Sequéncias e regularidades.

Com esta investigacdo pretende-se Analisar o desenvolvimento do pensamento algébrico dos
alunos do 2° ciclo do ensino basico, sendo este o principal objetivo do estudo. De acordo com este,
optou-se por definir as seguintes questdes de investigacao:

1. Qual a compreenséo algébrica revelada pelos alunos na resolugéo de tarefas envolvendo
a exploracao de padrdes?

2. Que estratégias utilizam na busca de generalizagdes?

3. Em que nivel de generalizagdo se encontram?

Este trabalho encontra-se assim organizado em seis capitulos. O primeiro que contempla a breve
introdugcdo onde sao apresentados os objetivos e pertinéncia do estudo. No segundo serdo
discutidas as abordagens tedricas que servem de suporte a todo o estudo que se pretende
desenvolver, assim como o enquadramento curricular do mesmo. No terceiro capitulo do trabalho
sera clarificada a metodologia e os procedimentos utilizados e no quarto a proposta pedagdgica que
se desenvolveu e implementou em sala de aula, servindo de contexto de estudo. No quinto capitulo
apresentaremos os resultados do estudo e a sua discussao e finalmente no sexto e ultimo capitulo
faremos a comparagao dos casos seguindo-se as conclusoées relativas aos niveis de desempenho
dos alunos nas tarefas propostas, o tipo de estratégias utilizadas e refletindo acerca de possiveis
medidas a implementar com vista a melhorar o desenvolvimento do pensamento algébrico dos
alunos.



Capitulo Il

Fundamentagao tedrica

Neste capitulo procura-se descrever de forma resumida as abordagens tedricas utilizadas ao longo
do presente estudo, encontrando-se organizado em trés secgbes. A primeira diz respeito ao
pensamento algébrico e a evolugdo da sua concegéo ao longo dos tempos, clarificando algumas
ideias de conceitos relacionados com o tema e que servirao de suporte basilar ao estudo. Como
subsecgdo é apresentada e clarificada a nogdo de padrdo, assim como as suas principais
caracteristicas, apresentando ainda a importancia do trabalho com estes no desenvolvimento do
pensamento algébrico. Na segunda secgdo abordaremos de forma breve as representacdes
utiizadas no trabalho em Algebra tentando compreender a importancia e potencialidade das
mesmas no trabalho a desenvolver em sala de aula. Finalmente a terceira secgdo apresenta as
orientacdes curriculares e programaticas, nacionais e internacionais, do trabalho a desenvolver em
Algebra no ensino basico.

2.1. Pensamento algébrico

No nosso quotidiano enquanto professores falamos de algebra, pensamento algébrico, padroes,
sequéncias e regularidades. Contudo, para uma melhor compreensao de cada um dos conceitos e
de como se relacionam devemos tentar clarificar cada um deles.

A algebra, a par com a geometria e a anadlise infinitesimal, € um dos grandes ramos da Matematica.
Tendo origem nas primeiras formalizagbes e sistematizagdes na resolugdo de problemas e estudo
de métodos gerais de resolucdo de equacgdes, foi-se desenvolvendo ao longo da histéria (Costa,
2005; NCTM, 2007). Nos seus primordios, que se cré nas antigas civilizagdes egipcias, babilénias,
chinesas e indianas, os enunciados e resolu¢des eram expressos em linguagem natural, contudo,
com o avango nos estudos esses mesmos problemas passaram a incluir abreviagdes (Ponte,
Branco e Matos, 2009) conduzindo deste modo ao uso de uma simbologia especifica, a linguagem
algébrica.

Para alguns autores, como Devlin (2002), a Matematica desapareceria com a inexisténcia dos
simbolos algébricos, defendendo que o uso da simbologia permite o distanciamento necessario das
dualidades semanticas que podem surgir dos objetos conceptuais. No entanto, quando falamos de
algebra escolar, do pensamento algébrico dos alunos e das suas capacidades de utilizar
representagbes simbdlicas, verificamos que a complexa rede de simbolos utilizados na algebra, ao
perderem a sua ligagao ao concreto e passando a uma abstracao inerente e prédpria, podem tornar-
se um ponto de rutura levando um aluno a perder-se na compreensdo das relagées que se
pretendem desenvolver. Segundo o mesmo autor, este distanciamento dos simbolos abstratos de
uma realidade mais concreta foi criticado pelo Movimento da Educagédo Matematica Realista,
fundado por Freudenthal, que defende a necessidade dos simbolos algébricos literais terem algum
significado nos primeiros anos da algebra escolar, analogamente ao que sucedeu na proépria historia
da algebra.



Na histéria antiga do pensamento algébrico, este era traduzido utilizando uma linguagem mais
préxima da natural. Contudo, atualmente, a linguagem algébrica esta bastante mais distanciada da
linguagem natural, gerando assim uma maior complexidade. Esta complexidade levara a um natural
surgimento de incorregbes nas interpretacdes dos problemas por parte dos alunos, com
consequéncias na aprendizagem deste ramo da Matematica. Schoen (1995), clarifica:

O desenvolvimento histérico do pensamento algébrico comegou com um periodo de algebra verbal ou

retérica, que durou pelo menos trés milénios. Ao periodo retérico surgiu-se um outro, de mais de um

milénio, em que o discurso algébrico caminhou gradualmente da fase retérica para a simbologia. (p.138)
A natural discussdo que foi surgindo acerca do tema, levou a que se tentasse perceber de que
forma deveria a algebra ser integrada e trabalhada no curriculo do ensino basico e secundario.
Surge entao a necessidade de caracterizar o pensamento algébrico.

Apesar da definicdo de algebra ter mudado ao longo da Histdria, James Kaput (1999), citado por
Ponte, Branco e Matos (2009), também assenta as suas ideias no ja exposto por Freudenthal
acabando por definir pensamento algébrico como algo que se manifesta quando, através de
conjeturas e argumentos, se estabelecem generalizagbes sobre dados e relagbes matematicas,
expressas atraves de linguagens cada vez mais formais (p. 9).

Blanton e Kaput (2005), caracterizam o pensamento algébrico como o “processo pelo qual os alunos
generalizam ideias matematicas a partir de um conjunto de casos particulares, estabelecem essas
generalizagOes através de discurso argumentativo, e expressam-nas de formas progressivamente
mais formais e adequadas & sua idade” (p.413). Também Kieran (2007a) considera que a Algebra
deve ser vista ndo somente como uma técnica, mas como uma forma de pensar e raciocinar em
relacdo as situagbes matematicas. A autora observa que, mais do que a utilizacdo de letras como
simbolos usados para descrever uma determinada situagao, devem também permitir compreender
padrdes e regras nas situa¢gdes matematicas em estudo.

Ja Carraher e Schliemann (2007), citados por Kieran (2007a), definem o pensamento algébrico
€omo o processo psicologico envolvido na resolugdo de problemas que os matematicos consequem
facilmente expressar usando notagcdo algébrica. (p. 6). Estes autores, um pouco na linha de
pensamento do Movimento da Educacdo Matematica Realista, afirmam que muito antes da
existéncia de uma notagédo algébrica ja se resolviam problemas de &algebra. Desse modo
consideram que os estudantes devem e podem trabalhar com este tipo de problemas antes de lhes
ter sido ensinado a notagéo algébrica.

Canavarro (2009) considera que a anterior ideia de pensamento algébrico é contrastante com as
concepgdes tradicionais que ainda se encontram nas escolas e afirma, “(...) é facil encontrar
registos que caracterizam a Algebra escolar de forma semelhante um pouco por toda a parte:
simplificar expressées algébricas, resolver equagdes, aplicar as regras para manipular simbolos,
com elevado nivel de abstracgdo.” (p. 87)

Observamos que as ideias anteriores colocam o foco do trabalho algébrico na generalizacdo, ou
melhor, no acto de generalizar. Sera entao importante compreendermos um pouco melhor o que
significa generalizar no @mbito das ideias apresentadas.



Kaput (1999) clarifica a nogdo de generalizar como a extensio intencional do raciocinio, ou
comunicacao desse mesmo raciocinio, para além do caso ou casos em estudo. A ideia passa por
expor de forma objetiva o que € comum entre os casos em estudo, observando de modo concreto
os padrbes, procedimentos, estruturas e relagbes entre e através dos mesmos. Para Ponte, Branco
e Matos (2009), a ideia de generalizagdo passa por descobrir e comprovar propriedades que se
verificam em toda uma classe de objectos. (p. 10). Esta afirmacao reforca a ideia de que o
pensamento algébrico ndo da somente atencdo aos objetos em estudo, mas acima de tudo as
relacdes existentes entre eles, as suas representagdes e aos raciocinios que sobre elas se podem
verificar.

Segundo Ponte, Branco e Matos (2009), esta perspetiva sobre o pensamento algébrico e sobre a
propria algebra vem reforgar mais uma vez que o trabalho no ambito deste tema esta muito para
além da manipulagdo e compreensdo do simbolismo formal. Segundo os autores, resumir a
actividade algébrica & manipulacdo simbdlica, equivale a reduzir a riqueza da Algebra a apenas uma
das suas facetas. (p. 10)

Kaput (2008) caracteriza o pensamento algébrico através de dois aspetos fundamentais: a) a
generalizacdo e a expressdo dessa mesma generalizacdo através de sistemas de simbolos
convencionais, e b) o raciocinio acerca das generalizagbes expressas em sistemas de simbolos
organizados. Segundo o autor esta generalizacdo e a consequente utilizagdo dos sistemas de
simbolos ocorrem de forma gradual.

Para Smith (2008) citado por Canavarro (2009), o primeiro aspeto apresentado por Kaput (2008),
esta relacionado com os processos mentais que um individuo utiliza para criar significados dentro de
um sistema de representagbes, e denomina-o por pensamento representacional (p. 88). Ja
relativamente ao segundo aspeto, relaciona-se diretamente com a compreensédo e a utilizagdo do
sistema de simbolos, assim como com as regras que a eles se encontram associadas. Este aspeto
tem o seu enfoque precisamente nos simbolos em si mesmo.

Podemos concluir entdo que o primeiro aspeto centra-se na representacdo, no pensamento
representacional e o segundo no modo como o individuo compreende e utiliza os simbolos e as
respetivas regras.

Estes aspetos anteriormente definidos por Kaput (2008) foram entdo sintetizados, pelo mesmo
autor, através de trés vertentes distintas: (i) Algebra como estudo das estruturas e sistemas
abstraidos a partir do resultado de operacdes e do estabelecimento das suas relacdes; (i) Algebra
como o estudo de fungdes e relagdes; (iii) Algebra como modelagéo de situagdes matematicas ou
extra matematicas.

Se a primeira vertente diz diretamente respeito ao caracter algébrico da Aritmética (Canavarro,
2009), onde importa discutir as propriedades das operacdes € ndo 0s seus resultados em si, a
segunda e terceiras vertentes, que Kaput (2008) designa por pensamento funcional, dizem respeito
a compreensdo e descricdo das variagbes observaveis e previsiveis de determinada situagédo
problematica, a sua modelagdo e comunicagao dos padrdes e regularidades envolvidos.

Segundo Canavarro (2009), estas vertentes iniciam-se normalmente com a generalizagéo de
padroes, estabelecendo relagdes entre padrdes geométricos e numéricos para descrever as



situacdes funcionais. Os aspetos simbdlicos relacionados com a Algebra surgem aqui para
descrever padrbes, para realizar comparacoes entre eles, para determinar valores particulares e
realizar previsées.

Também Ponte, Branco e Matos (2009) apresentam a ideia que o pensamento algébrico inclui trés
vertentes: Representar, raciocinar e resolver problemas. A primeira vertente apresentada pelos
autores, diz respeito a capacidade dos alunos utilizarem os diferentes sistemas de representacao,
principalmente aqueles sistemas cujos caracteres primitivos tém uma natureza simbdlica (p. 10). A
segunda vertente, o raciocinar, assume um importante papel no relacionar das propriedades dos
objetos matematicos em estudo e na sua generalizagdo. Este raciocinar verifica-se quer
dedutivamente quer indutivamente, assumindo de facto um papel de especial destaque no
pensamento algébrico. Por fim a terceira vertente, ligada diretamente a modelacdo de situacdes
matematicas e a resolucdo de problemas. No quadro seguinte podemos observar uma sintese
comparativa das ideias apresentadas por Kaput (2008) e Ponte, Branco e Matos (2009).

Kaput (2008) Ponte, Branco e Matos (2009)
() Algebra como estudo das | Aritmética generalizada: (i) Representar - Ler, compreender, escrever e operar com
estruturas e sistemas abstraidos | -Analisar e estudar expressdes simbolos usando as convengdes algébricas
a partir do resultado de operagdes | aritméticas convencionais
e do estabelecimento das suas | -Generalizages acerca das - Traduzir  informagdo  representada
relagdes operagdes e suas propriedades simbolicamente para outras formas de
-Relagbes entre os nimeros representagéo e vice-versa
-Concepgéo das letras como - Evidenciar o sentido do simbolo,
incégnitas nomeadamente interpretando os  diferentes
sentidos no mesmo simbolo em contextos
diferentes
(i) Algebra como o estudo de | Pensamento funcional: (ii) Relacionar - Analisar propriedades
funcBes e relagbes -Generalizagdes através de - Generalizar e manipular essas generalizagbes
funcdes revelando a compreens&o das regras
-Descrever regularidades - Deduzir
(iiiy Algebra como modelagéo de | através de simbolos (ii) Resolver | - Usar expressdes algébricas, equagdes,
situagbes matematicas ou extra | - Modelar situagdes problemas e | inequagdes, funcdes e graficos na interpretagéo
matematicas. -Realizar previstes modelar situagdes | e resolugdo de problemas matematicos e de
-Concepgdo das letras como outros dominios (modelagao)
variaveis

Quadro 1 — Vertentes fundamentais do pensamento algébrico segundo Kaput (2008) e Ponte, Branco e Matos
(2009).

Podemos assim observar, que apesar de algumas varia¢gdes na nomenclatura utilizada pelos
autores, as vertentes apresentadas por Kaput (2008) revéem-se nas apresentadas por Ponte,
Branco e Matos (2009).

2.1.1. Os padroes

Debrucemo-nos agora sobre o termo padrdo. O termo, devido a vastidao de conceitos que lhe
podemos associar no dia-a-dia, é de dificil definicdo no ambito da matematica. Contudo, sao
precisamente as no¢des mais utilizadas no quotidiano que nos podem ajudar a perceber do que se
trata.

Segundo Orton (1999), padrao tanto pode referir-se a disposi¢ao ou arranjo de formas, cores, sons,
etc., sem nenhuma regularidade entre si, como também se pode referir aos mesmos objetos quando
nestes identificamos claramente regularidades entre si, sejam estas simetrias, repeticbes ou outras.



No entanto, o autor reforca que em geometria o conceito de padrdo ndo se encontra limitado a
repeticdes, incluindo as no¢des de identificacdo de formas, congruéncia e semelhangas.

Devlin (2002), apresenta as suas ideias de forma a podermos compreender a abrangéncia do
conceito:

O que o matematico faz é analisar padroes abstratos — padroes numéricos, padroes de formas,
padrées de movimento, padrbes de comportamento, etc. Estes padrbes tanto podem ser reais como
imaginarios, visuais ou mentais, estaticos ou dindmicos, qualitativos ou quantitativos, puramente
utilitarios ou assumindo um interesse pouco mais que recreativo. Podem surgir do mundo a nossa
volta, das profundezas do espago e do tempo, ou das atividades mais ocultas da mente humana. (pag.
9)

Também Borralho et al. (2007), referem que em todos os aspetos a nossa volta somos atraidos para
as regularidades que vamos tentando compreender e interpretar, procurando ou impondo-lhes
padrées. Segundo os autores, a propria Matematica é a busca constante de medicao de padrdes e
regularidades, tentando encontrar a ordem na aparente desordem.

Segundo Smith (2003), citado por Alvarenga (2006), um padrao € identificavel quando em algo
observamos uma repeticdo ou conseguimos imaginar a possibilidade dessa repeticdo. Fica aqui
patente a ideia de mudanga, repeticdo e extensio, associados a nogao de padrdo, o que ajuda a
compreender a possibilidade de se poder descrever um padrao através do estado actual em que se
encontra ou relativamente ao modo ou forma como este se pode repetir ou “avancar”.

Alguns autores como Ponte (2005) e Ponte, Branco e Matos (2009) utilizam o termo sequéncia em
vez de padrdo. Contudo, a nocao de regularidade é comum, sendo esta a base do conceito. Assim,
padrao ou sequéncia séo estruturas onde podemos encontrar regularidades mais ou menos diretas.
Neste estudo iremos utilizar qualquer um dos termos considerando-os como sinénimos.

Como podemos perceber das ideias desenvolvidas pelos autores anteriores, quando falamos de
padrdes podemos estar a referir-nos a varios tipos. Vale et al (2009), indicam pelo menos dois tipos
de padrdo que surgem muito associados ao ensino, padrdes de repeticido e padrbes de
crescimento, que podem ser numéricos ou visuais. Ja Ponte, Branco e Matos (2009) utilizam os
termos pictoricos, quando se referem a padrées visuais.

Nos padrées de repeticao, a ideia envolve a possibilidade de conseguirmos identificar uma mudancga
ou repeticdo no objeto em estudo ou na possibilidade do mesmo se repetir. Podemos pois identificar
um elemento, ou motivo, que se repete indefinidamente de forma ciclica. Segundo Vale e Pimentel
(2005) e Vale et al (2009), este tipo de padrbes podem e devem ser desenvolvidos nas criangas
desde muito cedo. Contudo, a exploracao destes padroes deve ser profunda e com base em ideias
matematicas fortes procurando alcangar a generalizagdo, onde o pensamento algébrico é
potencialmente desenvolvido.

O outro tipo de padrées apresentado por Vale et al (2009), € o de crescimento. Tal como nos
padroes de repeticdo, estes também apresentam um motivo que se repete indefinidamente e de
forma previsivel. Contudo, para além da repeticdo de um motivo, este vai sofrendo alteragoes,
sendo também estas previsiveis.
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As relagdes matematicas que se podem desenvolver com este tipo de padres e a diversidade de
situagBes que potenciam, proporcionam exploragdes ricas e fundamentais, fazendo ainda conexdes
com diversos conteudos curriculares. Os autores anteriormente referidos indicam ainda que estes
padrdes de crescimento podem ser lineares ou n&o lineares.

Apesar dos padrdes de repeticdo serem importantes num trabalho inicial com os alunos, os padrdes
de crescimento sao os que reforgcam de forma significativa a passagem da aritmética para a algebra.
A possibilidade do aluno estabelecer relagbes entre as figuras que vé ou constrdi, com as anteriores
€ as posteriores, assim como, com a sua posicdo na propria sequéncia, aumenta o numero de
relacdes e generalizagbes que pode estabelecer, permitindo um trabalho de interligacdo de uma
grande diversidade de conteudos transversais ao curriculo. Potenciam pois as conexdes dentro da
matematica, sendo a par com a geometria, um tema unificador da matematica.

A descoberta de padrées desenvolve pois 0 pensamento algébrico e a capacidade de abstracao,
fundamentais para o bom desenvolvimento das capacidades matematicas do aluno. Para Stacey e
MAcGregor (2001), a observacao e estudo de padroes, recomendam-se como meio para introduzir
gradualmente a nogéo de variavel, precisamente devido ao trabalho dindmico que permite realizar
com variaveis.

Segundo, Lee e Freiman (2006), citados por Vale et al (2009), ver padrbes, o que implica trabalhar
com padrdes visuais, € fundamental para o inicio da exploracdo de padrées. Segundo as autoras, e
apesar de os alunos observarem os mesmos padrdes visuais, estes irdo decompor a figura inicial de
modos diferentes. Esta diferenca prende-se com a necessidade de cada um decompor a figura
inicial em segmentos para si significativos.

Para Ponte, Branco e Matos (2009), na exploragcdo de uma sequéncia pictorica, os alunos
identificam e procuram relacionar as caracteristicas locais e globais das figuras que as compdem,
assim como da sequéncia numérica que Ihe esta diretamente associada.

Serao precisamente estes aspetos que irdo permitir ao aluno melhor desenvolver as relagbes que
pode estabelecer entre os elementos que compdem a figura e a sua posicdo na sequéncia,
adquirindo uma melhor compreensdo das propriedades e relagbes numéricas subjacentes ao
padrao permitindo-lhe desse modo o estabelecimento de generalizacdes.

Contudo, a generalizagdo nao ¢é vista de igual forma por todos os autores. De acordo com Stacey
(1989), a generalizagdo pode ser realizada em dois patamares: i) quando num padrédo se pretende
descobrir termos muito préximos do que se apresenta inicialmente estamos perante a generalizagéo
proxima; e i) se o termo que se pretende descobrir se encontra numa posi¢do que o aluno
dificimente alcanca por exaustdo encontramo-nos numa situacdo de generalizagdo distante.
Também Mason (1996) fez referéncia a estes dois niveis distintos de generalizagao, tendo contudo
substituido os termos generalizacdo proxima por generalizagao local e generalizagao distante por
generalizagéo global.

O alcancar de generalizagbes no trabalho com padrdes implica o desenvolvimento de estratégias,
muitas vezes pessoais e muito proprias dos alunos. Acerca das estratégias de generalizagao, Ponte,
Branco e Matos, (2009) apresentam quatro possiveis estratégias dos alunos na resolugdo das
tarefas que envolvem padrdes visuais crescentes:
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(i) Estratégia de representagao e contagem (RC) — neste caso o aluno representa ou desenha todos
os termos da sequéncia até ao termo solicitado e depois conta os elementos que o constituem.
Nesta estratégia ndo existe uma clara evidéncia de generalizagao, pelo que se torna importante o
professor questiona-lo acerca do seu processo de representagao.

(i) Estratégia aditiva (A) — aqui o aluno compara termos consecutivos identificando as alteractes
que ocorrem de uns para os outros. Neste caso, muitos alunos ja fazem algumas generalizagbes
acerca das descobertas por si efetuadas, utilizando contudo a linguagem natural.

(i) Estratégia do objeto inteiro (Ol) — Neste caso, o aluno utiliza um termo de uma ordem para
descobrir 0 termo de uma ordem multipla daquele de que partiu. Este procedimento também pode
levar a generalizagbes erradas, no caso de nao haver proporcionalidade direta. Contudo, nos
padrées em que a razao entre os termos é constante esta estratégia é bastante funcional.

(iv) Estratégia da decomposicao dos termos (DT) — Nesta estratégia o aluno relaciona o termo com
a sua ordem, representando depois uma expressao algébrica. Ao decompor o termo de uma
sequéncia visual, permitindo a compreensao do processo de construgdo, consegue mais faciimente
determinar um termo de ordem bastante maior.

Também Barbosa (2010;2011), com base no seus estudos, afirma que existe uma grande variedade
de abordagens utilizadas pelos alunos que lhes permite fazer generalizagdes. Esta mesma autora,
com base em varios estudos como Lannin et al (2006), Orton (1999), Rivera & Becker (2008),
desenvolveu uma categorizagao para as estratégias de generalizacao:

Estratégia Descrigao
Contagem (C) Desenhar uma figura e contar os seus elementos.
Sem ajuste (TU1) Considerar um termo da sequéncia como unidade e usar multiplos dessa unidade.
Termo Com ajuste numérico | Considerar um termo da sequéncia como unidade e usar multiplos dessa unidade. E
unidade | (TU2) feito um ajuste do resultado tendo por base propriedades numéricas.
(TU) Com ajuste contextual | Considerar um termo da sequéncia como unidade e usar mltiplos dessa unidade. E
(TU3) feito um ajuste do resultado tendo por base o contexto do problema.
Recursiva (D1) Continuar a sequéncia com base na diferenca entre termos consecutivos.
Di Multiplo da diferenga sem | Usar a diferenca entre termos consecutivos como fator multiplicativo, sem ajustar o
iferenca | .
0) ajtste (D2) . resultadq. . I '
Multiplo da diferenga com | Usar a diferenga entre termos consecutivos como fator multiplicativo. E feito um ajuste
ajuste (D3) do resultado.

Descobrir uma regra, com base o contexto do problema, que permite o calculo imediato

Explicita (E) do valor da variavel dependente sendo conhecida a varidvel independente
correspondente.
Tentativa e ero (TE) Adivinhar uma regra fazendo sucessivas tentativas com diferentes valores.

Conhecida uma regra, experimentar sucessivos valores até que sejam verificadas as
condigdes pretendidas.
Quadro 2 — Categorizagdo das estratégias de generalizagdo segundo Barbosa (2011, p.330)

Acerca da escolha das estratégias de generalizagdo pelos alunos, Lannin, Barker e Townsend
(2006), citados por Barbosa (2011), referem que existem trés grandes categorias, que permitem
perceber ou prever o motivo dessa mesma escolha: i) factores sociais, que se encontram
diretamente relacionados nas relagbes e interagdes com o professor e 0s seus pares, ii) factores
cognitivos, diretamente relacionados com as estruturas mentais que os alunos desenvolveram ao
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longo da escolaridade e finalmente iii) fatores associados a estrutura da tarefa. Esta ultima categoria
refere-se precisamente ao tipo de padrdo, numérico ou visual, de repeticdo ou crescimento, assim
como aos valores das variaveis envolvidas nesses padroes.

2.2. Representagao

E habitual e consensual aceitarmos que muitas vezes utilizamos e recorremos a esquemas ou
desenhos para suportar ou apoiar 0 nosso pensamento. Também é cada vez mais habitual o
professor, em sala de aula, solicitar que os alunos expliquem os seus pensamentos, indicando-lhes
que o podem fazer recorrendo a diversas formas distintas de representacdo desses mesmos
pensamentos, palavras, desenhos, esquemas ou expressdes numeéricas. Também as provas de
afericdo fazem essa solicitacdo (Gabinete de Avaliacdo Educacional — GAVE).

Sao assim diversas as situagdes em que recorremos a representacoes, fazendo com que estas
tenham um papel importante.

Alvarenga (2006) afirma mesmo que cada um elabora as suas representacbes de uma forma
diversificada e muitas vezes influenciada pelas suas experiéncias académicas. (p. 22)

Se pensarmos entdo nas variadas formas de observar, ver e identificar padrdes, como referido
anteriormente, faciimente compreenderemos que as suas diferentes representacoes irdo ter um
papel fundamental no modo como o préprio conceito sera interpretado.

Kaput (1987), defendia que uma rigorosa definicdo de representacdo deveria contemplar cinco
aspetos: (i) o universo que se representa; (ii) o universo da representacao; (iii) quais os aspetos do
universo representado, estdo efetivamente a ser representados; (iv) que aspetos do universo da
representacado estao a ser utilizados na representacao; (v) as relagcbes que se podem estabelecer
entre os dois universos.

Orton (1999), identificam trés tipos de representagéo: as representagdes concretas, as pictoricas e
as numéricas. Admite-se que nas representagdes concretas os alunos recorrem a qualquer tipo de
material para representar as suas ideias, as representagbes pictéricas séo relativas ao uso de
desenhos, figuras e, finalmente, as representagbes numeéricas que se referem a expressoes
matematicas.

Também Goldin (2003), afirma que dependendo da natureza da relagéo de representagao, o termo
representar pode admitir varios significados, como corresponder a, indicar, descrever, designar,
codificar, rotular, significar, gerar, referir a, propor, simbolizar. (p. 276). Para o autor, a utilizagédo de
sinais, icones ou objetos sao formas de representar ou suportar algo que pode ser mais ou menos
vasto.

Smith (2003), também apresenta trés tipos de representacéo utilizados pelos alunos na resolugéo
de problemas: (i) a representacao ativa, que se refere ao uso de material concreto para construir e
apresentar as suas estratégias e solugdes, (i) a representagao iconica, onde o aluno recorre ao
desenho ou a figuras para apresentar as suas ideias e, por ultimo, (iii) a representagéo simbdlica,
uso de simbolos e codigos proprios da Matematica.
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Como podemos constatar, encontram-se algumas similaridades com a notacao apresentada Orton
(1999) que devemos distinguir com alguma clareza. Na representagao concreta, ambos os autores
admitem o uso de material para a construcao e representagao de ideias, sendo que Smith (2003)
utiliza o termo ativa. Na representacao pictérica, Orton (1999), ou iconica, Smith (2003), ambos os
autores admitem o uso de desenhos ou figuras na representagéo realizada pelos alunos. Diferindo
novamente o termo utilizado, pictérico versus icénico. Contudo, Orton (1999) apresenta a terceira
como representagdo numeérica, referindo-se apenas a valores numéricos € de modo mais
abrangente. Smith (2003) opta por simbdlicas, onde, além da simbologia algébrica mais formal,
inclui também o uso da palavra e das letras.

Segundo Alvarenga (2006), nas definicbes e ideias apresentadas pelos autores anteriores, o
conceito de representacdo encontra-se separado do individuo, estando a atengdo focada no
produto, no objeto, e ndo no processo. Esta mesma autora, citando Smith (2003), afirma que este
tipo de definicdo de representagdo é suficiente quando se analisam representagbes gerais e
abstratas da comunidade matematica. Contudo ¢é insuficiente quando se pretende analisar mais
profundamente as representagdes utilizadas por alunos individualmente. A autora considera pois,
que as representacdes ndo devem ser ensinadas e aprendidas como uma finalidade. Deve antes
ser dada a oportunidade aos alunos de utilizar e discutir diversas representacbes. Neste caso o
papel do professor devera ser o de levar os alunos a estabelecer relacdes entre as suas
representacdes mais informais e as convencionais, procurando diferengas e semelhancas.

Num estudo realizado por Smith (2003), com criancas do 3° ano sobre resolugdo de problemas, este
observou que as criangas usavam o desenho para representar duas fases da sua resolugdo: as
estratégias de resolugdo propriamente ditas (drawing as problem-solving), e para apresentar a
solugcdo alcancada para o problema (drawing of problem-solving). O autor concluiu que as
representagcdes que as criangas usaram na resolugdo de problemas matematicos - incluindo a
linguagem, desenhos e construgdes - ndo podem ser considerada separados do raciocinio dos
alunos.

Também num estudo de Valério (2005), onde analisa as representagdes e evolugao das mesmas
em alunos do 1° Ciclo do Ensino Basico, na resolugdo de problemas, concluiu-se que estes
utilizaram as suas proprias representacoes, informais, e s6 com o tempo as substituiam por
representagbes mais formais. Segundo o autor existe uma tendéncia em usar inicialmente
representacdes mais informais.

Para Schoenfeld (2008), o ato de pensar algebricamente implica necessariamente conhecer varias
formas de representacdo e implica uma boa flexibilidade em conseguir “saltar” entre diferentes
modos de representagéo. Significa ainda a capacidade de operar com simbolos quando adequado e
em contextos diversificados.

Nobre et al. (2011) sobre as representagdes escritas dos alunos, afirmam que sé&o poderosas
ferramentas que devem ser desenvolvidas por constituirem uma componente essencial de
aprendizagem, possibilitando a organizagdo e comunicacdo de ideias (p.240). Estes autores
observam ainda, que na resolugdo de problemas, as representagbes constituem um meio eficaz
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para a aprendizagem progressiva dos métodos algébricos mais formais, que serdo certamente uma
das componentes importantes do trabalho com a Algebra.

Segundo Zazkis e Liliedahl (2002), citados por Nobre et al. (2011), o uso de simbolismo algébrico
deve ser tido como um indicador de pensamento algébrico mas o facto de nao se usar notagdo
algébrica ndo deve ser julgado como uma incapacidade de pensar algebricamente (p.241). Radford
(2000), também citado por Nobre et al. (2011), afirma que os estudantes ja estdo a pensar
algebricamente quando lidam com a produgdo de uma mensagem escrita, mesmo sem usarem o
simbolismo algébrico (p. 241).

Reconhece-se pois que a utilizacdo da simbologia algébrica na resolu¢do de problemas é uma
ferramenta de grande importancia, pois permite que os alunos expressem ideias matematicas
bastante desenvolvidas de forma rigorosa e simultaneamente com alguma simplicidade, pois
permite condensar em pequenas expressoes as ideias matematicas. Para este trabalho, serdo tidas
em conta as ideias mais abrangentes que consideram que ndo € somente através da simbologia
algébrica formal que os alunos manifestam o seu pensamento algébrico, mas também utilizando
materiais, desenhos, palavras ou outros simbolismos que envolvem as relagbes gerais nos padrdes
em estudo.

2.3. O pensamento algébrico e as orientag6es curriculares para o ensino da matematica

Segundo os Principios e Normas para a Matematica escolar (NCTM, 2007), a algebra ndo tem sido
referida de modo explicito nos programas antes do 3° Ciclo ou Secundario. No entanto, podemos
constatar que no atual Programa de Matematica do Ensino Basico (ME-DGIDC, 2007), ja existe
uma configuracao intencional, de modo a orientar o trabalho algébrico desde os primeiros anos de
escolaridade. Podemos ler:
A alteragéo mais significativa em relacdo ao programa anterior é o estabelecimento de um percurso
de aprendizagem prévio no 1.° e 2.° ciclos que possibilite um maior sucesso na aprendizagem

posterior, com a consideragdo da Algebra como forma de pensamento matematico, desde os
primeiros anos. (p.9)

Esta intencionalidade do trabalho algébrico nos primeiros anos, surge precisamente porque o
trabalho neste campo da Matematica, vai bem para além daquilo que muitos adultos hoje
consideram como algebra, manipulagéo de simbolos para a resolugéo de equag¢des complicadas e
simplificacdo de expressodes algébricas (NCTM, 2007).

Contudo, como temos discutido ao longo do trabalho, a algebra € muito mais do que a manipulagéo
de simbolos. Segundo as Normas (NCTM, 2007), Os alunos necessitam compreender os conceitos
algébricos, as estruturas e os principios que regem a manipulagdo simbolica, e 0 modo como os
préprios simbolos podem ser utilizados para registar ideias e tirar ilagbes face a certas situagoes.

(p-39).

Dentro das linhas e ideias apresentadas na citagdo anterior o Programa de Matematica do Ensino
Basico (ME-DGIDC, 2007) nas orientagdes metodolégicas indica para o 1° Ciclo:

A exploragao de situagdes relacionadas com regularidades de acontecimentos, formas, desenhos e
conjuntos de numeros é importante neste ciclo. Os alunos devem procurar regularidades em
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sequéncias de numeros finitas ou infinitas (estas usualmente chamadas sucessdes), e podem
também observar padrbes de pontos e representa-los tanto geométrica como numericamente,
fazendo conexdes entre a geometria e a aritmética. Este trabalho com regularidades generalizaveis,
segundo regras que os alunos podem formular por si proprios, ajuda a desenvolver a capacidade de
abstracgao e contribui para o desenvolvimento do pensamento algébrico. (p. 14)

Relativamente ao segundo ciclo, o PMEB (ME-DGIDC, 2007) apresenta como propésito principal de
ensino o desenvolvimento do pensamento algébrico dos alunos, potenciando as suas capacidades
de representacao de situagbes diversas, matematicas ou ndo, assim como a sua capacidade para
resolver problemas. Apresenta ainda como orienta¢cdes metodologicas gerais o seguinte:
A investigacdo de regularidades, tanto em sequéncias numeéricas finitas ou infinitas (sucessoes),
como em representagbes geométricas deve ser tomada como base para o desenvolvimento do

pensamento algébrico. No estudo da relagdo de proporcionalidade directa é de privilegiar situagbes
familiares dos alunos e contextos matematicos simples. (p.40).

Destaca ainda a necessidade de permitir aos alunos a utilizagdo de terminologia e simbologia
matematica nos diversos contextos a explorar, relacionando as diversas formas de representar que
possam surgir, estabelecendo ligagdes com a linguagem natural.

Para o 3° ciclo, o PMEB (ME-DGIDC, 2007) reserva questoes relacionadas com o desenvolvimento
da linguagem, da interpretacédo e da exploragcdo e modelagao de situagcdes em diferentes contextos,
como podemos ler no propésito principal de ensino da Algebra no 3° ciclo:
Desenvolver nos alunos a linguagem e o pensamento algébricos, bem como a capacidade de
interpretar, representar e resolver problemas usando procedimentos algébricos e de utilizar estes

conhecimentos e capacidades na exploragao e modelagéo de situagdes em contextos diversos. (ME-
DGIDC, 2007, p. 55)

Relativamente a documentos internacionais, que servem de referéncia para uma grande parte do
trabalho que se faz em Portugal, neste caso, Principios e Normas para a Matematica Escolar
(NCTM, 2007), podemos ler que uma experiéncia sistematica e organizada no estudo dos padroes
potenciara a compreensdo da nocdo de fungdo. Também o trabalho com ndmeros e suas
propriedades é referido neste documento como criadores de alicerces para o trabalho posterior com
simbolos e expressdes algébricas. Sendo a algebra mais do que a manipulagao de simbolos, &
necessario que os alunos compreendam os conceitos e as regras que definem a manipulagao
desses mesmos simbolos, assim como a forma como melhor podem utiliza-los para registar as suas
ideias e tirar conclusdées. Deste modo, neste documento (p.39) € proposto que os alunos do pré-
escolar ao 12° ano devem:

i) Compreender padrdes, relagbes e fungoes;

i) Representar e analisar situagdes e estruturas matematicas usando simbolos algébricos;
i) Usar modelos matematicos para representar e compreender relagbes quantitativas;

iv) Analisar a variagdo em diversos contextos.

Este trabalho que se pretende que seja desenvolvido ao longo de toda a escolaridade, deve no
entanto ser planificado de modo sustentado, refletindo as caracteristicas e necessidades dos alunos
ao longo da sua evolugdo. Assim, para cada uma das quatro normas gerais apresentadas pelo
NCTM (2007), que referimos acima, devem ser tidos em conta objetivos mais especificos e
detalhados, dependendo do ano de escolaridade, assim como do trabalho previamente realizado.
Neste aspeto, o papel do professor passa por identificar as necessidades dos alunos, os seus
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conceitos prévios acerca dos temas que pretende iniciar, assim como planificar de forma rigorosa e
encadeada todo o trabalho que pretende realizar. E ainda fundamental que procure que o estudo da
Algebra seja rico em conexdes dentro e fora da matematica, procurando desse modo que o aluno
consiga estabelecer as necessarias relagdes e consiga recorrer de forma natural a diversidade de
representacdes que consiga dominar, seja a linguagem natural, recurso a esquemas e desenhos ou
mesmo linguagem simbdlica mais formal. No quadro abaixo compilaram-se as normas segundo
NCTM (2007) para o ensino da Algebra, relativamente a faixa etaria dos alunos:

Expetativas do 3° ao 5° ano
(NCTM, 2007,p.182)

Expetativas do 6° ao 8° ano
(NCTM, 2007,p.262)

Compreender
padrdes, relagdes e
fungdes

- descrever, ampliar e fazer generalizagdes
acerca de padrBes geométricos e numeéricos;
- representar e analisar padrdes e fungdes,
usando palavras, tabelas e graficos.

- representar, analisar e generalizar uma diversidade de padrbes
através de tabelas, gréficos, palavras e, sempre que possivel,
expressdes simbdlicas;

- relacionar e comparar diferentes formas de representacdo de uma
relagao;

- |dentificar fungBes como lineares ou ndo lineares e diferenciar as
suas propriedades, a partir de tabelas, gréficos ou equagdes.

Representar e
analisar situagbes e
estruturas

matematicas usando

- identificar  propriedades, como a
comutatividade, a associatividade e a
distributividade, e aplica-las ao calculo com
numeros inteiros;

- desenvolver uma primeira compreens&o conceptual das diferentes
utilizagdes das variaveis;

- explorar relagdes entre expressdes algébricas e graficos de linhas,
dando particular atengdo ao significado de intersecgdo e declive;

simbolos algébricos - representar a nocdo de variavel, enquanto | - usar a algebra simbdlica para representar situagdes e resolver
quantidade desconhecida através de uma | problemas, sobretudo aqueles que envolvem relagdes lineares;
letra ou simbolo; - reconhecer e produzir formas equivalentes de expressdes algébricas
- expressar relagdes matematicas através de | simples, e resolver equacdes lineares.
equacoes.
Usar modelos | - modelar situagdes problematicas, usando | - modelar e resolver problemas inseridos num contexto, utilizando
matematicos  para | objetos, e recorrer a representagdes como | diversas representagdes, como graficos, tabelas e equagdes.
representar e | gréficos, tabelas e equagdes para ftirar
compreender conclusdes.
relagdes quantitativas
Analisar a variagéo | - investigar a forma como a variagdo de uma | - usar graficos para analisar a natureza das variagdes de quantidades
em diversos | variavel se relaciona com a variagéo de uma | em relagdes lineares.
contextos segunda variavel;

- identificar e descrever situagdes com taxas
de variagdo constantes ou varidveis e
compara-las.

Quadro 3 — Normas para o ensino da algebra, (NCTM, 2007)
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Capitulo lll

Metodologia de investigagao

Neste capitulo procura-se descrever a metodologia utilizada ao longo da presente investigacao e
encontra-se organizado em quatro secgdes. A primeira discute as op¢des metodoldgicas, as suas
caracteristicas e relagcdes nos estudos de caracter interpretativo. A segunda sec¢ao apresenta os
participantes do estudo, fazendo uma breve caracterizacgdo dos mesmos e descrevendo
sucintamente o modo como foram selecionados. A terceira descreve e fundamenta as técnicas e os
instrumentos usados para a recolha dos dados. A quarta sec¢do descreve o método de analise
adotado nesta investigagéo.

3.1. Opcoes metodolégicas

Para um investigador em educagao é fundamental a preocupacdo em analisar e fundamentar muito
bem os métodos a que recorre, pois tal como afirma Morse et al (2002, p. 2) “sem rigor, a
investigacado nao tera valor, tornando-se ficcdo e perdendo a sua utilidade”.

A presente investigagcado pretende analisar e compreender o desenvolvimento do pensamento
algébrico de alunos do 2° Ciclo do Ensino Basico, partindo de propostas curriculares para o ensino
da Algebra que enfatizam a exploracdo e investigacdo de padrdes. Mais objetivamente pretende-se
responder a trés questdes: (1) Qual a compreensao algébrica revelada pelos alunos na resolugao de
tarefas envolvendo a exploragdo de padrées?; (2) Que estratégias utilizam na busca de
generalizagbes?; (3) Em que nivel de generalizagdes se encontram?

Assim, tendo em conta a complexidade dos objetivos e o facto de as tarefas de exploracdo e
investigacao de padrdes decorrerem na aula de Matematica, no ambiente natural dos alunos, optou-
se por realizar um estudo de natureza qualitativa e interpretativa.

As investigagbes qualitativas privilegiam, essencialmente, a compreensao dos problemas a partir da
perspetiva dos sujeitos da investigacdo. Sobre o assunto, Bogdan e Biklen (1994) consideram que
esta abordagem permite descrever os fendmenos em profundidade através da apreensdo de
significados e dos estados subjetivos dos sujeitos, uma vez que nestes estudos, existe sempre a
tentativa de enquadrar e compreender, com pormenor, as perspetivas e os pontos de vista dos
individuos sobre determinado assunto. Ainda segundo os mesmos autores, a investigacao
qualitativa possui cinco caracteristicas, as quais se enquadram no contexto deste estudo: (i) a fonte
direta de dados s&o os alunos no seu ambiente natural, constituindo o investigador o instrumento
principal para a sua recolha, (ii) € descritiva, uma vez que descreve as estratégias dos alunos na
resolucao de diversas tarefas matematicas, (jii) existe um foco de interesse no processo e nao
simplesmente nos resultados ou produtos, visto que observa e analisa as estratégias e resolugoes
dos alunos, (iv) a analise dos dados é indutiva, uma vez que da interpretacdo das estratégias
desenvolvidas pelos alunos se desenvolvem conceitos e se tenta compreender o nivel de

generalizagao dos alunos, (v) os significados dos participantes assumem uma importancia vital, uma
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vez que é desses significados que se parte para a construgdo do conhecimento, ou seja, das
conclusdes do estudo.

Stake (2007) apresenta a caracteristica principal da investigacdo qualitativa como sendo a
centralidade da interpretacdo. Dada a interatividade do investigador com as pessoas quando faz o
trabalho de campo, dada a sua orientagéo construtivista do conhecimento, dada a intencionalidade e
participacdo do eu do participante, por mais descritivo que seja o trabalho e relatério final, o
investigador acaba por oferecer em ultima instancia a sua visdo pessoal, a sua interpretagéo do
objeto em estudo.

No presente estudo, o investigador desempenhou o papel de observador participante. Jorgensen
(1989) e Bell (2004), consideram que a observacao participante € uma forma bastante util e
privilegiada quando € proposito de um estudo investigar aspetos da existéncia humana. Torna-se
ainda mais pertinente quando o principal interesse da investigacao recai sobre as perspetivas dos
sujeitos envolvidos na situagdo a observar, o que ira mais faciimente permitir responder ao como?,
porqué?, quando? e o onde? de determinado fendmeno. Segundo estes investigadores, a
observagao participante € aplicada em contexto escolar quando: (i) o fenémeno a estudar € pouco
conhecido; (ii) existem diferengas entre os pontos de vista dos participantes; (iii)) os fendmenos séo
obscuros para observadores exteriores; e (iv) o fendmeno encontra-se pouco acessivel de
observadores publicos.

Como nao se pretendia interferir com a realidade, mas antes efetuar a sua descri¢cdo, e o produto
final pretendido era essencialmente descritivo e interpretativo, destacando as diferengas individuais
dos participantes, foi opcao consciente do investigador o design de estudo de caso. Segundo Ponte
(1994), esta abordagem metodoldgica deve ser efetuada sobre “uma entidade bem definida como
um programa, uma instituicdo, um sistema educativo, uma pessoa ou uma unidade social. Visa
conhecer em profundidade o seu como e os seus porqués, evidenciando a sua unidade e
identidade proéprias” (p.3).

Para Yin (1994) e Ludke e André (1986) quando procuramos compreender, explorar ou descrever
acontecimentos e contextos complexos, nos quais estdo simultaneamente envolvidos diversos
fatores e onde é evidente a dificuldade na identificacdo das variaveis consideradas importantes, o
estudo de caso trata-se de uma abordagem metodolégica bastante adequada para os estudos em
educagdo. Ainda segundo estes autores, os estudos de caso tomam por objeto fendmenos
contemporaneos e situados dentro do contexto da vida real, sendo que as fronteiras entre o
fendmeno a estudar e o seu contexto nao estéo nitidamente demarcados.

Bogdan e Biklen (1991), Gil (1999), Stake (2007) e Lessard-Hébert, et al, (2008), consideram o
estudo de caso como tendo uma posigéo bastante aberta, em oposi¢éo aos estudos mais artificiais
e controlados, quase laboratoriais, pois € menos limitado, logo mais aberto sendo menos
manipulavel. Estes autores definem os estudos de caso baseando-se nas particularidades do
fendmeno em estudo e num conjunto de caracteristicas relacionadas com o processo de recolha de
dados e com as estratégias de analise dos mesmos. Do mesmo modo, Coutinho e Chaves (2002,
p.223) considera o estudo de caso, um plano de investigagdo que envolve um estudo intensivo de



19

uma entidade bem definida: o caso. Também Ponte (2006) faz a seguinte consideragéo sobre o
estudo de caso:

E uma investigacdo que se assume como particularistica, isto &, que se debruca deliberadamente
sobre uma situagao especifica que se supde ser Unica ou especial, pelo menos em certos aspectos,
procurando descobrir a que ha nela de mais essencial e caracteristico e, desse modo, contribuir para a
compreensao global de um certo fenémeno de interesse. (p.2)

Ja Stake (2007, pp.18-20) vai mais longe e perante alguma generalizagdo do termo, distingue o
estudo de caso em Intrinseco e Instrumental, dependendo do caso em estudo. Na situagdo de
estudo de caso intrinseco, enfatiza a curiosidade do investigador acerca de determinada situagéo e
mais do que aprender sobre outros casos ou um problema em especial, procuram perceber em
profundidade um caso particular. Relativamente ao estudo de caso instrumental, Stake define-o
quando o investigador tem uma necessidade de compreensao global de um tema e sente que o
pode alcancar estudando um caso especifico. A utilizacdo do estudo de caso instrumental visa
compreender algo, usando nesse estudo alguém significativo e representativo, sobre o que
desejamos compreender. No entanto, como também foi referido, serdo por vezes casos atipicos que
irdo auxiliar a delimitar e a compreender melhor os casos e os conhecimentos que deles
pretendemos construir.

Lessard-Hébert, et al, (2008), apresentam ainda aquilo a que chamam de compara¢do multicasos.
Segundo estes autores, este tipo de estudo de caso visa descobrir convergéncias entre varios
casos. Quando comparado com um estudo de caso singular, exige um maior controlo de campo,
quer no que toca ao objeto a ser observado quer na escolha dos casos a estudar.

O trabalho que aqui se propde desenvolver acerca do pensamento algébrico dos alunos do 2° Ciclo
do Ensino Basico, preenche os requisitos apresentados para a adequacao ao estudo de caso, uma
vez que os aspetos do pensamento algébrico dos alunos, as suas estratégias e o contexto de sala
de aula, sdo por si sO bastante complexos uma vez que envolvem bastantes variaveis e
particularidades das quais nao nos podemos alhear. Também sera enquadrado dentro da definicao
de estudo de caso instrumental, pois para compreender com maior profundidade como os alunos
desenvolvem o pensamento algébrico, recorrer-se-a a trés alunos, analisando as estratégias
utilizadas na realizagao de variadas tarefas assim como as suas concepgdes acerca das mesmas.
Encontra-se ainda enquadrado nas nogdes de multicasos ou estudo de caso multiplo, uma vez que
irei analisar trés casos de forma comparativa procurando encontrar convergéncias nas varias
situacoes.

A sobreposigcéo de funcdes, professor e investigador, € por vezes contestada (Ponte, 1994) uma vez
que se exige do investigador a capacidade de distanciamento e constante interrogacdo em relacdo a
todo o processo. Contudo, é precisamente esta dualidade de papéis que permite que a recolha seja
efetuada no ambiente natural dos participantes, facilitando a interagdo entre os observados e o
observador, o que facilita a recolha de evidéncias dos efeitos que as situa¢des apresentadas tiveram
no desempenho dos participantes.
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Como forma de manter a validade interna do estudo foi utilizada a triangulagdo. Carmo e Ferreira,
(1998) e Coutinho e Chaves (2002), apresentam quatro grandes tipos de triangulacdo: (i)
triangulacdo de dados, no uso de variadas fontes para a recolha de dados, (ii) triangulacdo de
investigadores, ou seja, o uso de varios investigadores no mesmo trabalho, (iii) triangulacdo de
teorias, ou seja, 0 uso de varias perspetivas para a interpretacdo de um mesmo conjunto de dados,
e (iv) triangulacdo metodoldgica, que é o uso de diferentes métodos para estudar o mesmo
problema.

Segundo Stake (2007), a triangulagcdo € uma forma de tornar uma investigacdo robusta,
minimizando a influéncia do eu do observador. O mesmo autor afirma que, na triangulacdo das
fontes de dados, “vamos ver se o fenémeno ou o caso se mantém inalterado noutros momentos,
noutros espagos ou a medida que as pessoas interagem de forma diferente.” (p.126).

Neste estudo, através da observagdo das aulas, com o suporte da videogravagdo das mesmas e
das notas de campo, da andlise das producdes dos alunos e das entrevistas aos mesmos, foi
realizada uma triangulagédo de fontes de dados permitindo comparar as ideias e interpretagdes do
investigador e as evidéncias recolhidas ao longo de todo o trabalho.

3.2. Participantes do estudo
3.2.1. Caracterizagao geral da turma

Os alunos que participaram neste estudo, em 2009/2010, estavam integrados numa turma do 5° ano
no Colégio Rainha Dona Leonor das Caldas da Rainha.

As habilitagbes dos Encarregados de Educagao variam entre o 4.° Ano e a Licenciatura. Contudo, a
grande maioria dos Encarregados de Educacdo possuem o 9° e o 12° ano, 35,7% e 28,6%
respetivamente (Anexo ).

No ano letivo 2010/2011, a turma tem 28 alunos, 12 rapazes e 13 raparigas com idades
compreendidas entre 10 e 13 anos, sendo que 3 dos alunos tém 10 anos, 22 alunos com 11 anos, 2
aluno com 12 anos e somente um aluno com 13 anos (Anexo ). Trés dos alunos da turma ja tinham
sido retidos no seu percurso escolar e um dos alunos usufrui de apoio ao nivel da Educacao
Especial de acordo com o Decreto-lei n°® 3/2008 de 7 de Janeiro. Este ultimo apesar de frequentar as
aulas de matematica com a turma sé assiste a um dos dois blocos semanais de 90 minutos. Ao
longo do 6° ano, o conselho de turma considerou a turma irrequieta e conversadora, pelo facto da
maioria dos alunos n&o estar concentrada nas aulas e ndo acatar as normas de funcionamento de
sala de aula. Também revelam bastantes dificuldades em organizar e desenvolver métodos de
trabalho, assim como em adquirir habitos de estudo. Contudo, sdo alunos que reagem com
entusiasmo as tarefas propostas pelo professor e de modo geral tentam ultrapassar as suas
dificuldades.

Atualmente, no ano letivo 2011/2012, a turma encontra-se a frequentar o 7° ano de escolaridade.
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3.2.2. Os casos

No ambito da Unidade Curricular Didatica da Matematica do Mestrado de Educagao e Tecnologia
em Matematica, foi realizado um breve estudo a trés turmas do Ensino Basico no ano letivo de
2009-2010. Nesse estudo foram analisadas as produg¢des matematicas dos alunos de uma turma do
5° ano do Colégio Rainha Dona Leonor, nas Caldas da Rainha, de uma turma do 6° ano e uma
turma do 7° ano (ambas do Agrupamento de Escolas da Maceira - Leiria), numa tarefa do &mbito do
topico Algebra do Programa de Matematica (ME-DGICD, 2007). Este trabalho serviu ent&o de pré-
teste para o trabalho que a seguir se desencadeou e aqui se apresenta. De referir que nenhuma das
turmas participantes nesse estudo tinha realizado um trabalho sistematico dentro do sub - tdpico
sequéncias e regularidades até a altura, uma vez que o Programa de Matematica do Ensino Basico,
agora em vigor, ainda nao tinha sido implementado no 1° Ciclo.

Finalmente, para a sele¢do dos casos que vieram a participar no atual estudo, foram tidos em conta
0s seguintes aspetos: (i) Facilidade de acesso; para a recolha dos dados neste estudo, optou-se por
trabalhar com alunos da turma do investigador, que no pré-teste frequentavam o 5° ano e (ii) recurso
a alunos que de algum modo fossem casos tipicos. Segundo Stake (2007, p.20), a utilizagdo de
casos tipicos ou representativos sera utii na busca de respostas sobre os assuntos que
pretendemos compreender.

Através da analise das producdes dos alunos, foram escolhidos trés, tendo em conta objetivos
especificos da tarefa proposta nesse mesmo estudo (Anexo II):

1) Evidéncia de alguma compreensao algébrica da tarefa. Para isso foram analisadas as produgbes
dos alunos nas questbes 1, 2 e 3;

2) Evidéncia de algum trabalho na generalizag&o. Foi analisada a questao 4.

Concluindo, para o presente estudo foram considerados trés alunos que realizaram o pré-teste no
ano letivo 2009/2010. Na altura frequentavam o 5° ano. Esses mesmos alunos, no ano letivo
2010/2011 frequentavam uma turma do 6° ano onde foi desenvolvida uma proposta curricular,
composta por uma cadeia de tarefas que foi construida tendo por base as orientagbes curriculares
para o ensino da Algebra. No ano letivo 2011/2012 os alunos encontram-se a frequentar o 7° ano de
escolaridade e realizaram a tarefa de avaliacao final.

3.2.3. Caracterizacao geral de cada aluno-caso
Perante os seus desempenhos no pré-teste foram considerados os seguintes alunos:

O Pedro é um aluno considerado de nivel Muito Bom na disciplina de Matematica e revelou muito
bom desempenho no pré-teste realizado ainda no 5° ano. E um aluno que gosta de estudar e que
considera cada novo tema um desafio. E bastante participativo e empenhado. Gosta de explorar
variadas estratégias de resolugdo dos desafios que lhe sao propostos sem ser necessario solicitar-
lho. Considera a Matematica a sua disciplina favorita e as suas tarefas preferidas sao “tudo o que
tenha a ver com relagbes entre numeros”, como referiu na entrevista. E um aluno desinibido e
conversador, manifestando com regularidade a vontade de aprender contelidos mais avangados.
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A Cristina é considerada aluna de nivel Bom a disciplina e revelou bom desempenho no pré-teste. E
uma aluna organizada e participativa. Sente-se confortavel utilizando as estratégias mais formais,
nao arriscando em estratégias que ndo conhega ou que nao lhe parecam imediatas para a
resolugéo dos problemas propostos. Considera a Matematica, a par com Ciéncias da Natureza e
Histdria as suas disciplinas favoritas. As tarefas favoritas sdo a resolugéo de problemas e as tarefas
de investigacdo. E uma aluna algo timida, contudo trabalhadora e responsavel.

A Teresa é uma aluna de nivel Suficiente que apresenta algumas dificuldades na disciplina e revelou
desempenho insuficiente no pré-teste. E uma aluna que recorre habitualmente a procedimentos
rotineiros € mecanizados, revelando dificuldades na resolugcdo de problemas mais abertos e
exploratérios. Contudo, quando questionada sobre as tarefas que mais gosta de realizar referiu
imediatamente as investigacdes. E timida e ndo tem a Matematica como a sua disciplina de eleigao.
E trabalhadora e responsavel.

3.3. Técnicas e Instrumentos de recolha de dados

Os estudos de caso, geralmente estudos qualitativos, podem combinar uma grande variedade de
técnicas e instrumentos de recolha de dados, incluindo técnicas quantitativas.

As técnicas de recolha de dados utilizadas neste estudo foram a observacdo com suporte da
videogravagéo e notas de campo, a entrevista e a analise documental. Estas técnicas permitem
uma “friangulagdo e comparagdo dos dados, permitindo uma maior garantia de objectividade e
fiabilidade das interpretagées a realizar” (Yin, 1989, cit: In: Carmo e Ferreira, 1998).

A observagédo

Quando o observador se encontra em estreito contacto com os fendmenos a observar, permite-lhe,
com o apoio de outras técnicas de recolha de dados, a obtencéo da perspetiva do investigador e a
possivel comparacdo, interpretacao e explicagdo da realidade em estudo. Como referem Carmo e
Ferreira (1998) e Afonso (2005), esta € uma técnica particularmente Uutil e fidedigna.

A observagéo sera do tipo naturalista de acordo com Carmo e Ferreira (1998), uma vez que a
observacao dos fendmenos em estudo sera feita no contexto natural em que os mesmos ocorrerem,
sendo a mais adequada para a compreensao da maioria dos aspetos dos fendmenos humanos, o
que permite compreender com mais detalhe os processos em que os alunos se envolvem durante a
realizacao das tarefas, assim como as suas dificuldades.

O registo destas aulas foi efetuado com a utilizagdo da videogravagao para posterior apoio na
andlise das produgbes matematicas dos alunos, ou seja, das suas estratégias e procedimentos
perante as tarefas propostas. Com esta forma de recolha de dados a possibilidade de aprofundar o
conhecimento de aspetos muito especificos dos alunos foi potenciada permitindo desenvolver as
caracteristicas descritivas que este trabalho requer.

A principal vantagem do uso do sistema ‘tecnolégico” (Lessard-Hébert, et al, 2008, p.155), neste
caso a videogravagdo, € manter intacta a informagéo recolhida em bruto, tal e qual como foi
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recolhida durante o trabalho de campo. Este aspeto permite que os dados passiveis de serem
extraidos possam ser revistos, confrontando com outras técnicas de recolha de dados, no caso
deste estudo a entrevista e a analise documental, na forma das produgbes matematicas dos alunos
nas diversas tarefas.

Em simultdneo com a gravacgao, foram realizadas no final de cada aula, ou assim que houve tempo
disponivel, algumas notas de campo. Essas notas nao foram redigidas ao longo da aula, dado que o
professor investigador circulava pela sala e ia apoiando os alunos durante a realizagdo das tarefas.
Contudo, logo que o horario de trabalho o permitiu, as observacdes e impressées do investigador
foram registados num bloco de notas. Stake (2007, p.78-79) observa que “O investigador experiente
arranja um calendario e um recanto sossegado para escrever a observagdo enquanto ainda esta
fresca.” Ja Carmo e Ferreira (1998, p.104), sobre o bloco de notas referem que “é nele que sé&o
anotadas as primeiras impressées, sob a forma de tdpicos, diagramas e breves memorandos, de
modo a auxiliar a sua memoéria quando vier a registar mais detalhadamente os resultados da sua
observagéo.”

Analise de documentos

Como referido por variados autores, a recolha de informacao tendo por base a analise de um
conjunto de documentos ao dispor do investigador € de extrema importancia. Yin (1994) salienta
que os documentos sao uma fonte de recolha de dados que deve ser usada em quase todo o tipo
de estudos de caso, salientando a sua importancia uma vez que permite corroborar e confirmar
evidéncias sugeridas por outras fontes de dados. Ja Bell (2004) refere que a analise documental é
uma das fontes mais fidedignas de recolha de dados, uma vez que revela, na maioria das vezes, de
forma rigorosa, os pontos de vista de um individuo ou grupo.

Neste estudo foram analisados diversos tipos de documentos, nomeadamente os produzidos pelos
alunos, com vista a melhor compreender os processos matematicos por eles utilizados na realizagéo
das tarefas propostas, e ainda alguns documentos de natureza biografica e relativa ao percurso dos
alunos, com vista a caracterizar o grupo turma onde se inserem os participantes.

Relativamente as produgbes dos alunos caso, optou-se por Ihes pedir para registarem quaisquer
alteracbes que pretendessem fazer depois de concluidas as tarefas, em folhas separadas, ou com
outras cores. Deste modo pretendia-se verificar os seus trabalhos originais e ndo com as possiveis
alteracbes que pudessem realizar em virtude das discussdes que se efetuavam apds a conclusao
das tarefas.

Apos recolhidas as produgdes dos alunos caso, estas foram fotocopiadas e os originais entregues
aos alunos. Com base nestas produgdes e na sua analise foram realizadas as entrevistas aos
alunos.

A entrevista

No seguimento das preocupac¢des metodologicas abordadas neste estudo e tendo como objetivo
conhecer melhor as concegdes sobre as tarefas, as estratégias usadas, assim como as dificuldades
apresentadas pelos alunos, foram realizadas entrevistas aos alunos participantes do estudo.
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Como referem alguns autores, a entrevista proporciona uma forma de obter dados empiricos sobre
determinada realidade, sendo uma forma interativa de obter essas informacdes. Gil (1999, p.117),
considera que é uma técnica em que o investigador se apresenta em frente ao investigado e lhe
coloca perguntas com o objetivo claro de obtengdo de dados que interessem para o estudo,
tratando-se de uma forma de interagao social.

A entrevista é das ferramentas mais frequentemente usadas nas ciéncias sociais. Segundo Bogdan
& Biklen (1994, pp.134-135) a entrevista € normalmente classificada, em n&o estruturada,
semiestruturada ou estruturada.

Apobs breve reflexdo e com base nos objetivos do presente estudo decidiu-se optar pela entrevista
semiestruturada. O questionamento semiestruturado permite ao entrevistador ir conduzindo a
entrevista com base nas respostas que vao sendo dadas. Realizar este tipo de entrevista facilita a
busca das respostas pretendidas, uma vez que permite ao entrevistador aprofundar uma resposta
dada com nova questao produzida no momento (Manzini, 1991).

Para isso, e ap6és a analise das notas de observacao das aulas e despectivas videogravagdes, foram
identificadas as situagbes onde se pretendia aprofundar o conhecimento e foi elaborado um guiao,
com algumas questbes chave a abordar no decorrer da entrevista. Conduziram-se as entrevistas e
colocaram-se as questdes de forma a direcionar a entrevista mas ndo impedindo que os
entrevistados se expressassem com naturalidade, fazendo o investigador a analise das respostas e
a respetiva analise de conteludo, comparando com as evidéncias que foram detetadas na
observagéo das aulas.

3.3.1. O procedimento

Este estudo teve trés fases. A primeira decorreu no ano lectivo de 2009/2010 onde, através de um
breve estudo se aplicou uma tarefa - que passaremos a chamar de pré-teste (Anexo ll) - permitindo
retirar algumas conclusdées iniciais que serviram de base para a concegao deste estudo. Foi também
através desse pré-teste que foi efetuada a selecgdo dos casos com que viria a ser desenvolvido o
trabalho no ano lectivo de 2010/2011 e 2011/2012.

Na segunda fase, que decorreu no ano lectivo de 2010/2011, foi desenvolvida uma hipotética
trajetdria de aprendizagem para o tdpico Relagdes e regularidades e a consequente sequéncia de
tarefas. Foi através da implementacdo desta cadeia de tarefas que se procedeu a recolha da
maioria dos dados.

Nesta fase, que decorreu no final do 2° periodo a partir do més de Margo, foram observadas quatro
aulas de 90 minutos recorrendo a observagéo direta e videogravagao. Dessas aulas foram tiradas
notas de campo e analisadas as produgdes matematicas que os alunos apresentavam nas folhas de
registo das tarefas propostas. Com base na andlise dessa observagdo e nas producdes
matematicas dos alunos-caso, foram ainda preparadas e realizadas entrevistas aos participantes do
estudo, de modo a compreender com maior profundidade as suas estratégias e ideias relativamente
as tarefas realizadas. Todas as ferramentas de recolha de dados tiveram sempre em conta os
objetivos do estudo e tentaram responder aos mesmos.
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Construcdo do guido
das entrevistas

Tarefa em sala de
aula:
- videogravacdo

Entrevista aos alunos-
caso

Analise das
videogravacdes e
producdes dos alunos

MNotas e reflexdio da
aula

Figura 1 - Sequéncia da recolha de dados com base em cada tarefa

Finalmente a terceira fase do trabalho foi realizada seis/sete meses apos o trabalho especifico com
a cadeia de tarefas. Nesta fase, que ocorreu quando os alunos ja se encontravam no 7° ano de
escolaridade (2011/2012), caracteriza-se pela aplicagdo de uma tarefa com caracteristicas
semelhantes a tarefa de pré-teste. Foi objetivo do investigador fazer comparagbes entre os
resultados finais e os resultados obtidos por estes mesmos alunos na tarefa pré-teste no 5° ano
realizada no ano letivo de 2009/2010.

Fase de recolha dos dados Data Ano de escolaridade
Pré-teste Maio de 2010 5°
Cadeia de tarefas Margo e Abril de 2011 6°
Tarefa de avaliagao final Outubro/Novembro de 2011 7°

Quadro 4 — Fases de recolha de dados do estudo

3.4. Andlise dos dados e construcao dos casos

Segundo Stake (2007, p.20), a utilizacao de casos tipicos ou representativos sera Util na busca de
respostas sobre 0s assuntos que pretendemos compreender, apesar de em estudos de caso nao se
trabalhar com técnicas de amostragem e existirem possibilidades de ndo serem totalmente
representativos de uma realidade. O autor vai mais longe e afirma que alguns casos “atipicos”
ajudam a ilustrar aspetos importantes que deixamos passar nos casos tipicos. No entanto, na
escolha dos casos para este trabalho optou-se pelos considerados tipicos.

Para a analise das estratégias dos alunos, na resolugéo de tarefas que envolvem padrbes visuais
crescentes, optou-se por seguir as ideias apresentadas por Ponte, Branco e Matos (2009) e
Barbosa (2011) (ver quadro 2, pagina 11). Ponte, Branco e Matos (2009) apresentam quatro
possiveis estratégias dos alunos:

(i) Estratégia de representagdo e contagem — neste caso o aluno representa ou desenha todos os
termos da sequéncia até ao termo solicitado e depois conta os elementos que o constituem. Nesta
estratégia ndo existe uma clara evidéncia de generalizagdo, pelo que se torna importante o
professor questiona-lo acerca do seu processo de representagdo. Deste modo o professor pode
perceber como é que o aluno compreende a figura e as contagens que realiza.

(i) Estratégia aditiva — aqui o aluno compara termos consecutivos identificando as alteragdes que
ocorrem de uns para os outros. Neste caso, muitos alunos ja fazem algumas generalizagdes acerca
das descobertas por si efetuadas, utilizando contudo a linguagem natural. Segundo os autores, esta
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estratégia também pode ser um entrave a descoberta da relagdo entre os termos e as ordens, uma
vez que se centra somente na relacdo entre termos, podendo deste modo conduzir a
generalizagbes erradas.

(iii) Estratégia do objeto inteiro — Neste caso, o aluno utiliza um termo de uma ordem para descobrir
o termo de uma ordem multipla daquele de que partiu. Este procedimento também pode levar a
generalizagbes erradas, no caso de nao haver proporcionalidade direta. Contudo, nos padrées em
que a raz&o entre os termos € constante esta estratégia € bastante funcional.

(iv) Estratégia da decomposicao dos termos — Nesta estratégia o aluno relaciona o termo com a sua
ordem, representando depois uma expressao algébrica. Ao decompor o termo de uma sequéncia
visual, permitindo a compreensao do processo de construgéo, consegue mais faciimente determinar
um termo de ordem bastante maior.

ApoOs andlise das estratégias desenvolvidas pelos alunos e usando como base os estudos de
Fiorentini et al. (1993) e Fiorentini, Fernandes e Cristévao (2006), decidimos categorizar as
respostas dos alunos em trés niveis: (a) Evidéncias de pensamento pré-algébrico; (b) Evidéncias da
fransicdo do pensamento aritmético ao algébrico; (c) Evidéncia de pensamento algébrico mais
desenvolvido. Recordando as ideias apresentadas por Ponte, Branco e Matos (2009) e Barbosa
(2011), relativamente as estratégias utilizadas pelos alunos, podemos fazer a sintese num quadro:

Niveis do pensamento algébrico segundo Fiorentini et al. (1993) e Fiorentini, Fernandes e
Cristdvéo (2006)
(a) Evidéncias de ®) EXf:rggﬁt?) i?itt?gt?é%a:odo (c) Evidéncia de pensamento
pensamento pré-algébrico P o algébrico mais desenvolvido
algébrico
Estratégias utilizadas pelos Estratégia de Estratégia aditiva (A) - -
~ Estratégia da decomposigdo dos
alunos segundo Ponte, Branco, | representacéo e contagem ou termos (D7)
(2009) (RC) Estratégia do objeto inteiro (Ol)
Estratégias utilizadas pelos Termo unidade (TU) Explicita (E)
alunos segundo Barbosa (2011) Contagem (C) ou ©
Diferenca (D) Tentativa e ero (TE)

Quadro 5 — Estratégias utilizadas pelos alunos segundo os niveis de pensamento algébrico

Antes da construcdo de cada caso procedeu-se a uma analise descritiva das tarefas, refletindo
sobre aspetos considerados relevantes da sua implementagdo em toda a turma. Para a construcao
de cada caso procedeu-se a analise dos dados recolhidos nos diversos momentos definidos para o
efeito. Assim, foram analisados os desempenhos nas diversas tarefas seguindo a sua ordem
cronoldgica:

1° Andlise das produgdes obtidas no pré-teste — 5° ano (2009/2010);

2° Anadlise dos desempenhos em sala de aula, analise das produgdes obtidas em trés
tarefas da cadeia e andlise das entrevistas — 6° ano (2010/2011);

3° Analise das produgdes obtidas na tarefa de avaliagao final — 7° ano (2011/2012).

Em todos estes momentos foram evidenciados e sintetizados os aspetos mais significativos, que
evidenciavam o nivel do pensamento algébrico do aluno caso. Finalmente foi realizado o confronto
dos trés estudos de caso, com base na revisao da literatura efetuada e tendo em conta o objetivo do
estudo e as questdes de investigacao definidas.
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Capitulo IV

A proposta pedagodgica

Neste capitulo pretende-se apresentar e descrever a cadeia de tarefas que foi construida e
planeada para a realizagado do presente estudo. A primeira secgéo sera dedicada a fundamentar a
nogéo de trajetéria de aprendizagem e cadeia de tarefas. Na segunda secgdo serdo brevemente
descritas cada uma das tarefas utilizadas para a realizagao deste trabalho.

4.1.Trajetéria de aprendizagem. A cadeia de tarefas

A aprendizagem nao pode ser vista como a transferéncia de conteudos ou ideias de uma cabeca, a
do professor, para uma outra, a do aluno, quase como numa transferéncia de informagéo de um
computador para uma pen, ou um disco externo. Se quisermos pensar numa ideia simbolica,
metaférica, para aprendizagem, talvez possamos conceber a de uma floresta densa, com alguns
caminhos ja construidos e que podemos trilhar, mas onde também podemos construir novos, se
forem de facto mais eficientes para alcancar os objetivos determinados. Sera através desta
metafora, se assim lhe podemos chamar, que mais nos aproximamos das mais recentes teorias
acerca do ensino - aprendizagem.

Estas metaforas, de um modo ou de outro falam em caminhos, ou trajetérias de aprendizagem,
onde o aluno é um elemento pré-activo. Contudo, cabe uma grande parte da responsabilidade de
toda a actividade do aluno, ao trabalho do professor (Coll, 2004).

Segundo Serrazina e Oliveira (2010), para a construcao de uma trajetéria de aprendizagem é
necessario estabelecer (i) o objetivo, ou seja, um tdpico ou subtdpico matematico que se pretende
que os alunos aprendam; (ii) uma progressdo no desenvolvimento, ou percurso de aprendizagem,
que permite aos alunos “caminharem” pelos niveis de pensamento, desenvolvendo a sua
compreensao e competéncias no tdpico ou subtdpico previamente estabelecido (objetivo); e
finalmente (i) o ensino do objetivo por meio de um conjunto de tarefas, encadeadas entre si, que
irdo auxiliar os alunos a realizar o percurso pretendido pelo professor.

Fosnot e Dolk (2002), utilizam a ideia de marcos ou ideias fundamentais a incluir numa trajetoria de
aprendizagem. Segundo os autores, devido a divergéncia dos processos de aprendizagem dos
alunos, o professor pode identificar marcos ao longo do percurso que pretendem que os alunos
percorram, com base no seu conhecimento matematico. Estes marcos irdo ajudar a planear e a
questionar, e dai decidir o que fazer no seguimento.

Uma possivel trajetéria de aprendizagem usando a ideia dos marcos apresentados por Fosnot e
Dolk (2002), para o trabalho com padrdes pode ser visto no esquema que se segue.
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Padr3o de crescimento?
:
Termos do padrio?

Unidade de repeticdo?

Decomposicdo dos termos?
Crescimento do padrio?

Figura 2 — Marcos de um percurso de aprendizagem segundo as ideias de Fosnot e Dolk (2002)

Serrazina e Oliveira (2010, p. 46) defendem ainda que fdo importantes como as trajetérias de
aprendizagem s&o as tarefas a propor.

Deste modo, tendo presente as vivéncias dos alunos, os seus conhecimentos prévios, o professor
deve ainda desenvolver a trajetéria hipotética de aprendizagem tendo em conta os seguintes
aspetos:

1. Determinar o que € que os alunos conseguem aprender no momento pretendido, partindo do
que eles ja sabem e conseguem fazer;

2. Selecionar e ou desenvolver tarefas e de forma a encadea-las umas nas outras tentando desse
modo que os alunos possam atingir os objetivos que o professor determinou;

3. Explicitar claramente aquilo que os alunos vao descobrir ou aprender, nestas com estas
condicdes de trabalho e como o vao fazer.

Os aspetos referidos anteriormente encaixam perfeitamente naquilo que foi definido por Simon
(1995), e que pode ser observado no esquema seguinte:

Plano do professar para as Hipdtese 0 prolesaos Sobre Como
Objele do prolesior para 0% aunos g Alraidaces de aprendizagesm dos 0% alunos v30 persar & Aprendes
alunos neslas condicdes

Figura 3 - Trajetdria hipotéetica de aprendizagem (Simon, 1995)

Todo o trabalho deve iniciar precisamente com a definigao por parte do professor dos objetivos que
pretende ver desenvolvidos.

Finalmente, o papel do professor no ambito de todo este “quadro” deve ser visto com especial
cuidado, uma vez que, como referiu Gravemeijer (2005), citado por Brocardo et al (2007):

O professor deve conseguir passar do papel de fornecer indicacdes e explicagbes para o papel de
ajudar os alunos a (re) inventar a Matematica o que os coloca na “dificil tarefa de construir com base
no input e nas ideais dos alunos e ao mesmo tempo trabalhar na direccdo de objectivos
convencionais fixos” (pp. 99).

4.2. As tarefas

O esforco que o professor deve efetuar na selegéo de tarefas potenciadoras das aprendizagens
pretendidas é assim visto como um trabalho fundamental, que requer uma profunda reflexdo acerca
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dos caminhos possiveis que os alunos irdo realizar, assim como das aprendizagens que se
pretendem ver desenvolvidas.

Dependendo das tarefas construidas, selecionadas e/ou adaptadas, o professor auxilia o aluno, de
modo a que este se concentre nos aspetos que considera fundamentais para o seu desempenho.
Simultaneamente, através dos passos dados, ou ndo, pela crianga, o professor deve ir refletindo
com vista a proceder aos ajustes essenciais na cadeia de tarefas, na trajetdria de aprendizagem.

O conjunto de tarefas utilizadas neste estudo € enquadrado nas de natureza essencialmente
investigativa e exploratéria, de modo a permitir o envolvimento do aluno na procura e analise de
padroes.

Para os objetivos mencionados no programa de Matematica, do tema Algebra, tépico Padrées e
regularidades e subtopico Sequéncias e regularidades foi realizada uma cadeia com cinco tarefas.
De referir que estas tarefas sao parte integrante de uma cadeia de tarefas mais extensa (Anexo Il —
A), que engloba ainda os subtdpicos Expressbes numéricas e propriedades das operagbes assim
como proporcionalidade direta. As tarefas escolhidas foram adaptagbes de outras que se encontram
na brochura disponibilizada pela DGIDC em Julho de 2010, realizada por professores de turmas-
piloto do 6° ano de escolaridade ao longo do ano 2009/2010, do livro Padrées no Ensino e
Aprendizagem da Matematica, Propostas Curriculares para o Ensino Basico, de Vale et al (2009) e
das tarefas desenvolvidas por Alvarenga (2006).

As quatro primeiras tarefas propostas foram trabalhadas num bloco de 90 minutos cada e a quinta
tarefa foi trabalhada em dois blocos de 90'. Para o trabalho de investigacdo que aqui se apresenta,
s6 foram analisadas trés das cinco tarefas da referida cadeia. Optou-se assim por n&o incluir neste
estudo a primeira tarefa, Relagbes e regularidades, uma vez que esta ndo abordava os padrbes de
crescimento, assim como a tarefa Tatamis, devido ao niumero de paginas disponivel para a redagéo
do relatério. O quadro seguinte apresenta os objetivos de cada tarefa:

Tarefas da cadeia

Pré-teste

Tarefa 1

Tarefa 2

Tarefa 3

Pos-teste

(i) Determinar o termo
seguinte (ou o anterior) a
um dado termo e ampliar
uma sequéncia
numérica, conhecida a
sua lei de formagZo.

(ii) Determinar termos de
ordens variadas de uma
sequéncia, sendo
conhecida a sua lei de
formag&o.

(iit) Analisar  as
relacbes entre os termos
de uma sequéncia e

indicar uma lei de
formagdo, utlizando a
linguagem natural e
simbdlica.

(i) Determinar o termo
seguinte (ou o anterior) a um
dado termo e ampliar uma
sequéncia numerica,
conhecida a sua lei de
formagao.

(i) Determinar termos de
ordens variadas de uma
sequéncia, sendo conhecida
a sua lei de fomag&o.

(iif) Analisar as relacdes entre
os termos de uma sequéncia
e indicar uma lei de formagao,
utilizando a linguagem natural
e simbdlica.

(i) Determinar o termo seguinte
(ou o anterior) a um dado termo

e ampliar uma sequéncia
numérica, conhecida a sua lei de
formag3o.

(ii) Determinar termos de ordens
variadas de uma sequéncia,
sendo conhecida a sua lei de
formag3o.

(i) Analisar as relagdes entre os
termos de uma sequéncia e
indicar uma lei de formag3o,
utiizando a linguagem natural e
simbdlica.

(iv)Representar simbolicamente
relagdes descritas em linguagem
natural e reciprocamente.

(i) Determinar o termo
seguinte (ou o anterior) a
um dado termo e ampliar
uma sequéncia
numérica, conhecida a
sua lei de formagé&o.

(ii) Determinar termos de
ordens variadas de uma

sequéncia, sendo
conhecida a sua lei de
formag&o.

(iii) Interpretar ~ diferentes
representacbes de uma
relacdo e relaciond-las.

(i) Determinar o termo
seguinte (ou o anterior) a
um dado termo e ampliar
uma sequéncia
numérica, conhecida a
sua lei de formagZo.

(ii) Determinar termos de
ordens variadas de uma
sequéncia, sendo
conhecida a sua lei de
formag3o.

(iif) Analisar  as
relagbes entre os termos
de uma sequéncia e

indcar uma lei de
formagdo, ufilizando a
linguagem natural e
simbdlica.

Quadro 6 — Quadro sintese das tarefas e seus objetivos
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Capitulo V

Resultados do estudo e sua discussao

Este capitulo apresenta-se dividido em quatro secgdes. Na primeira seccao pretende-se descrever
cada uma das aulas realizadas no ambito do presente trabalho, refletindo acerca dos aspetos
algébricos em estudo. As restantes trés secgdes serao dedicadas a descrigédo, analise e discussédo
de cada um dos casos tendo em conta os objetivos de estudo.

5. O desenvolvimento do trabalho na aula

Em todas as tarefas os enunciados foram entregues aos alunos. Em cada uma delas foi efetuada
uma breve introdugao, sendo lido o enunciado, clarificando o que se pretendia fazer.

Tarefa 1 - As tampinhas do Joao

Habitualmente os alunos encontram-se sentados dois a dois, permitindo que cada par de alunos
possa discutir e trocar ideias ajudando-se uns aos outros. Para a realizagdo desta tarefa nao houve
alteracéo a esta organizagao de trabalho.

Apos a entrega da folha da tarefa aos alunos (anexo Il - 1), esta foi apresentada oralmente e com
recurso a projecao e apos algumas explicagdes do que se pretendia, foi estabelecido para tempo de
trabalho, 45 minutos. De seguida seriam apresentados alguns dos trabalhos desenvolvidos pelos
alunos, segundo uma sequéncia definida pelo professor que permitiria discutir os resultados e as
estratégias realizadas.

Os alunos comecaram entio a realizar as suas tarefas calmamente e discutindo entre si as suas
descobertas.

Enquanto a turma ia realizando a tarefa proposta, o investigador deslocava-se pelos grupos, para
tentar perceber algumas das estratégias que estavam a ser utilizadas e também compreender as
principais duvidas ou dificuldades que iam surgindo. Nalguns pares com mais dificuldade em iniciar
a tarefa, tentou colocar questées que auxiliassem os alunos nas suas descobertas, sem lhes dar
respostas. Noutros ainda o investigador reparou que estavam a demorar muito tempo na descoberta
das regularidades por nao existir um numero fixo de descobertas que deveriam fazer. Optou entao
por dizer a todo o grupo turma que deveriam procurar descobrir as regularidades que lhes
permitissem resolver as questdes seguintes.

Outra grande dificuldade que foi encontrada na maioria dos alunos prendia-se com o modo de
registar as descobertas feitas. Apesar da primeira questao da tarefa solicitar a construcao de uma
tabela, varios alunos estavam a optar por n&o realizar essa construgdo cometendo por isso alguns
erros. Optou-se entao por solicitar a atengao de toda a turma, informando-os que tinham de construir
a tabela. Foi o suficiente para, alguns momentos depois, os alunos detetarem os erros cometidos
alcangando entdo alguns resultados. Também se reforcou a ideia de que deviam procurar uma
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forma de registar as descobertas na tabela, quer recorressem a esquemas ou desenhos, quer
recorressem a simbolos matematicos.

Outro aspeto evidenciado por alguns alunos foi a pouca autonomia e confianga no seu trabalho, pois
a cada descoberta realizada solicitavam a presenca do professor para que verificasse se estava
correta.

Apesar desta primeira questdo da tarefa ndo solicitar de forma explicita que os alunos
generalizassem, varios pares, ao descobrir que uma das regularidades da sequéncia A (Fig.4) era
que “fodas as figuras tinham um numero de tampinhas multiplo de trés”, concluiram que bastava
multiplicar por trés para encontrar o nimero de tampinhas de qualquer figura. Este raciocinio foi
usado depois na resposta a questdo nimero dois por estes alunos.

©
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o0 000 8888

Figura 4 - Sequéncia A da tarefa “As tampinhas do Joao”

Também se verificou que alguns pares, na primeira questao, se limitaram a descobrir que eram
sempre “mais trés de figura em figura” — sequéncia A - recorrendo a um raciocinio recursivo. O facto
de usarem uma estratégia recorrendo a este tipo de raciocinio possivelmente impossibilitou-os de
descobrir o numero de tampinhas da figura 8 sem recorrer a figura anterior e consequente
continuacao da tabela, na questao dois. Outros pares ainda, apesar de terem conseguido realizar a
generalizacao “pensando na tabuada do trés”, usaram a tabela para ilustrar/representar as suas
descobertas.

Relativamente a sequéncia B (Fig. 5), foi visivel que a maioria dos pares teve mais dificuldade em
encontrar regularidades. Esta situagdo surge pelo facto da relagdo entre cada uma das figuras da
sequéncia ndo ser proporcional, o que levou a que as estratégias usadas na sequéncia anterior
deixassem de funcionar.

© 00 © 00
OO 0000 0000

Figura 5 - Sequéncia B da tarefa “As tampinhas do Joao”

Alguns alunos contudo, fizeram diversas tentativas, procurando em varias tabuadas resultados que
encaixassem nos valores apresentados pelas figuras. Através desta estratégia, tentativa e erro,
alguns grupos conseguiram descobrir que podiam usar a “tabuada do dois somando sempre mais
um’”. Por outro lado, um dos pares, apés varias tentativas com outras tabuadas voltou a fabuada do
trés. Contudo, os alunos verificaram que tinham de retirar um nimero cada vez maior de tampinhas
em cada figura da sequéncia. A busca desta nova regularidade foi realizada com bastante
entusiasmo e pouco tempo depois afirmavam que “basta multiplicar por trés e depois tirar o nimero



32

da figura anterior”. Os alunos estavam satisfeitos com esta descoberta, mas ainda um pouco
confusos com a figura um:

Prof. - Mas entao segue ou ndo a mesma estratégia das outras figuras da sequéncia?

Aluno - Ndo. Mas funciona, pois a primeira figura tem sé trés tampinhas.”
Este par acabou por ndo avancar, mas voltar-se-ia a este assunto na discussdo em grupo turma.
Para a resposta a questao numero trés usaram a estratégia descoberta e multiplicaram 7 por 3 e
retiraram 7 (a figura anterior) concluindo ser 17 tampinhas.

Quanto aos alunos que recorreram ao raciocinio recursivo na sequéncia A, voltaram a utilizar a
mesma estratégia na sequéncia B e afirmavam que “cresce de dois em dois: 3, 5, 7, 9, 11...”. Estes
alunos recorreram sempre a contagem mais dois em relagéo a figura anterior. Para responder a
questao 3 foram preenchendo a tabela até chegar a figura 8. Acrescentaram ainda que “eram os
numeros impares menos o um’.

Relativamente a muitos dos alunos que usaram a no¢ao de multiplo de um numero na sequéncia A,
conseguindo estabelecer relagdes entre os termos e o total de tampas de cada uma, verificou-se
que procuraram chegar a conclusdes na sequéncia B, procurando novamente atraves de uma
relacdo multiplicativa. Contudo, chegaram ao resultado pretendido por uma aproximag¢do. Ou seja,
perceberam que multiplicando por dois dava o nimero anterior ao numero total de tampas da figura.
O exemplo seguinte demonstra isso mesmo.

“Prof. - Como é que tu olhaste para a sequéncia 3, 5, 7, 9...e viste que podias multiplicar o numero
da figura por dois e depois acrescentar um?
Aluno - Porque o numero da figura vezes dois é o numero anterior ao que estava nas folhas...”

Do lugar o Pedro fez uma intervengéo muito interessante:
“Pedro - E ¢é par. Vai dar sempre par e precisamos de mais alguma coisa para dar impar.”

Estas breves palavras dos alunos revelavam que ambos se encontravam definitivamente a falar
uma linguagem matematica sdlida e baseada em conhecimentos prévios sobre os numeros.
Contudo, ainda se pretendia saber como teria feito a descoberta e quando questionado pelo motivo
pelo qual optou pelo dois e ndo por qualquer outro valor, este respondeu que o colega de carteira
tinha feito variadas experiéncias, limitando-se depois a aproveitar a que Ihe pareceu mais correta.

Finalmente, na questdo 4, tendo os alunos conseguido compreender que na sequéncia B estavam
perante numeros impares, faciimente constataram que a 172 figura nunca podia ter um numero par
de tampinhas, revelando compreenséao da estrutura da sequéncia em estudo.

Tarefa 2 - T’'s em Cubos

A aula teve inicio com a distribuicio da folha da tarefa (anexo Il - 2) e sua proje¢ao no quadro para
se fazer a interpretagdo da mesma. Este momento da aula durou aproximadamente 10 minutos. O
trabalho auténomo dos alunos foi proposto para 45 minutos, ficando os restantes 35 minutos para a
apresentacao dos trabalhos dos alunos e consequente discussao.
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Como ja é habito, enquanto os alunos trabalhavam, o professor foi circulando pela sala para
compreender o impacto inicial da tarefa e se de facto estavam a compreender o que era pretendido.

Muitos dos alunos conversavam entre si, comentando que a tarefa era parecida com a tarefa
anterior, “As tampinhas do Jo&o”. Em simultaneo, alguns afirmaram que também estavam perante
os multiplos de trés, ao que o professor solicitou que apresentassem “provas” organizadas dessa
afirmacéo.

Apos a primeira ronda por entre os grupos e verificando que se encontravam a trabalhar e que
tinham compreendido o que lhes era solicitado, o professor deixou que trabalhassem de forma
auténoma durante uns momentos, limitando-se a observar a turma e os comentarios que iam
surgindo das saudaveis discussdes que ocorriam entre os pares de alunos.

Figura 1 Figura 2 Figura 3
Figura 6 — Padrao da tarefa “T's em cubos”

Passado algum tempo o professor voltou a circular por entre os pares, detendo-se junto a um dos
alunos que Ihe disse que a tarefa “As tampinhas do Jodo” tinha sido importante pois estava a usar a
mesma estratégia e funcionava. Este comentario do aluno foi importante, pois permitia constatar que
as estratégias utilizadas na tarefa anterior estavam a ser consolidadas. Solicitou entdo ao aluno que
explicasse melhor porque tinha a tarefa da aula anterior sido importante para esta nova tarefa:

“Aluno - Eu vi que se fizesse x4 na 22 figura dava 8 e tirei 1, e depois experimentei com as outras e vi
que tirava o nimero da figura anterior. Foi como na tarefa das tampinhas...”

Para auxiliar o seu raciocinio o aluno recorria a um esquema como o da figura seguinte.

:FP La1-p=d
IIHII -

Figura 7 - Estratégia utilizada por um dos alunos

Contudo, a maioria dos alunos descobriu que de figura para figura acrescentavamos 3:
4+3=7,7+3=10, ...

As expressdes mostram que estes alunos raciocinio recursivo. Foi entdo necessario questionar os
alunos se conseguiriam, com base nesta estratégia, saber quantos cubos teria a figura 12 sem fazer
todas as figuras. Um dos alunos compreendeu entao que a estratégia nao lhe permitiria fazer tais
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descobertas, pelo menos sem fazer os “desenhos” todos. O professor solicitou-lhe entdo que
olhasse para as figuras e pensasse noutra forma de contar:

Aluno — “Entdo, como vai de 3 em 3, podemos fazer 3 x 1 = 3 e depois temos de acrescentar 1.”
Prof. — “E sera que funciona sempre?”
Aluno — “Vou ver.”
Pouco tempo apds este didlogo acaba por afirmar que funciona e que é parecido ao da aula
passada.

Verificou-se que apenas um dos grupos ndo conseguiu realizar descobertas matematicas relevantes
e validas para resolver o problema. Terminado o tempo, o professor solicitou entdo que um aluno
fosse ao quadro mostrar de forma fundamentada como resolvera a primeira quest&o.

O aluno recorreu a uma tabela (Fig. 8) e com base nos resultados obtidos verificou que as figuras
aumentavam, no numero de cubos, de 3 em 3. Ao relacionarem o numero da figura com o numero
de cubos de cada uma, concluiram que tendo a quarta figura treze cubos, ndo poderia existir uma
construgdo com 14 cubos.

Figura 8 — Tabela utilizada pelo aluno no quadro

Com base na tabela construida pelo aluno, a restante tarefa foi explorada no quadro, tendo diversos
alunos a oportunidade de ir explicar como tinham pensado.

No final da aula foi percetivel que uma grande parte dos alunos relacionou a figura e a sua posi¢ao
com o numero de cubos necessarios para a sua construgao.

Uma parte significativa da turma conseguiu desenvolver uma generalizagdo. Um desses alunos, de
forma pragmatica descobriu que 3 x n° da figura + 1 funcionava sempre. Ja outros sentiram
necessidade de explorar um pouco mais a tabela, que preencheram com variados valores, para
chegaram as mesmas conclusdes. Quando questionados, estes alunos que recorreram ao
preenchimento mais vasto da tabela, porque o tinham feito, afirmaram que desse modo conseguiam
procurar mais relagdes e ter mais certezas. Confirma-se assim que estes alunos ainda utilizam um
raciocinio recursivo realizando somente generalizagoes locais.

Independentemente de todo o esfor¢co e empenho de exploracéo da tarefa revelado pela turma, um
pequeno grupo de alunos revela ainda uma grande necessidade de recorrer as figuras anteriores, 0
que lhes dificulta depois a generalizagdo global. Contudo, quando solicitados e orientados a
aprofundar as suas ideias e estratégias, conseguiram recorrer a raciocinios que relacionavam a
multiplicagdo com a posigao das figuras e o numero de cubos de cada uma.
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Tarefa 3 - Figuras de figuras

Novamente, a aula teve o inicio com a distribuicdo da folha da tarefa (anexo lll - 3) e projecao no
quadro para se fazer a interpretacao e clarificagdo da mesma. Os alunos trabalharam em pares
como é habitual nas aulas de matematica.

Durante a apresentacao da tarefa e seus objetivos, foi possivel verificar que alguns alunos sentiam
dificuldade na leitura e interpretacao da tabela presente na mesma. O trabalho de interpretacao e
clarificacdo ja habitual no inicio das aulas, revelou-se assim um pouco mais exaustivo do que nas
duas tarefas anteriores, tendo o professor optado por realizar o preenchimento da tabela em grupo
turma com o contributo diversificado dos alunos.

48 A A2 A 8B

Figura 9 — Tabela inicial da tarefa “Figuras de figuras” depois de preenchida em grupo turma

A tabela da figura 9, quando lida da esquerda para a direita na horizontal propde a compreensao
das fragcdes como medida, uma vez que o aluno tem de perceber que a figura inicial € a terca parte
da seguinte e assim sucessivamente. Ja quando lida da direita para a esquerda, de cima para baixo,
as figuras sdo 3 vezes maiores que as anteriores, estando este comportamento das figuras
relacionados com as poténcias de base 3.

Nos aspetos relacionados com os numeros racionais os alunos estavam a ter dificuldade em
compreender que as figuras mais pequenas sado partes ou fragbes das figuras maiores.
Simultaneamente surgiram também dificuldades em representar essas partes.

Foi interessante verificar, apesar de ndo ser completamente inesperado, que muitos alunos nao
estabelecem conexdes dentro da matematica. Apesar do professor tentar nas aulas que as tarefas e
0s problemas propostos aos alunos fagam conexdes dentro da matematica, verifica-se que muitos
dos alunos limitam-se a trabalhar de modo a procurar as respostas aos desafios nos conteldos em
estudo no momento, fazendo pouco uso de alguns conhecimentos adquiridos anteriormente, com
excecdo dos conhecimentos gerais das operacdes basicas. Assim, como a tarefa procura
estabelecer relagdes de medida entre as figuras, e como nas tarefas anteriores os alunos
descobriram sempre numeros inteiros e relacionados com as tabuadas conhecidas, também
orientaram o seu trabalho nesse sentido. Apesar da discussao inicial, para o preenchimento da
tabela, foi importante o questionar de proximidade a alguns alunos, como podemos observar no
seguinte dialogo:
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Prof. — “Afinal, com essa figura, quantas figuras consegues fazer iguais a seguinte? Sera que

consegues fazer uma?”

Aluno — “Nao!

Prof. — “Porqué?”

Aluno — “Porque s6 da para um bocadinho.”

Prof. — “Ok. E que parte é esse bocadinho?”

Aluno — “Um tergo?”

Prof. —“O que achas?”
Revelou-se fundamental colocar questbes como estas, de modo a ajuda-los a conseguir estabelecer
estas relagdes e para que recordassem o trabalho desenvolvido ao longo da sua escolaridade com

0s nUmeros racionais.

Ultrapassada esta dificuldade inicial, o professor continuou a monitorizar o trabalho dos alunos que
continuou a revelar grandes dificuldades, agora na descoberta das poténcias e no modo como as
representar. Grande parte dos alunos conseguiam descobrir as multiplica¢cdes envolvidas, 3 x 3, 3 x
9, 3 x 27, ..., mas ndo conseguiam estabelecer conexdes com as poténcias e sua representacao.
Mais uma vez, teve de ser o professor a orientar nesse sentido, recordando-lhes precisamente o
tépico Poténcias que tinha sido trabalhado no 5° ano e no inicio do 6° ano. Somente a partir deste
momento, alguns alunos comegaram a tentar perceber como se comportavam as poténcias neste
padrao.

5.1. O caso do Pedro
Apresentagao

O Pedro é um aluno muito simpatico, que encara sempre a escola e as suas tarefas com um sorriso
e muita motivacdo. Na entrevista refere que a sua disciplina favorita ¢ a Matematica. E um dos
alunos que frequenta o articulado de musica.

Os seus pais possuem ambos o 12° ano de escolaridade e segundo o mesmo, ambos tentam
ajuda-lo nas suas obrigacdes com a escola. Nos tempos livres gosta de ler, jogar no computador,
navegar na internet e conversar com 0s amigos.

Durante o seu percurso escolar nunca teve nenhuma retengao e gosta de ajudar os seus colegas de
turma a compreender melhor os assuntos e desse modo melhorarem as suas notas. Na aula de
matematica as suas tarefas favoritas envolvem a investigagao e descoberta de relagbes entre os
numeros, segundo 0 mesmo afirma na entrevista.

Na realizacdo de tarefas em sala de aula demonstra uma postura ativa, adotando na maioria das
vezes uma atitude de lider. Nas explora¢cdes em grupo turma é um aluno bastante participativo,
contribuindo constantemente com conjeturas ou estratégias para a resolugao das tarefas propostas.
Ao longo da realizag&o deste trabalho manteve uma grande motivag&o, envolvendo-se ativamente
na consecugao das tarefas que iam sendo propostas.
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5.1.1. O pré-teste

Relativamente a primeira questdo do pré-teste (anexo Il) o Pedro estabeleceu relagbes entre o
numero da figura, o nimero de tridngulos e o numero de palitos pelo que possivelmente, no 5° ano,
encontrava-se ao nivel das Evidéncias da transicdo do pensamento aritmético ao algébrico segundo
categorias propostas por Fiorentini et al. (1993).

Figura 10 — Padrao do pré-teste

Como podemos observar na figura 11, o Pedro ja relacionava o tridangulo com o nimero de palitos
que o compde, percebendo a sua relacdo na sequéncia quando afirma que tem de tirar dois palitos
ao triangulo anterior. Aqui o contexto visual do problema permitiu o aluno realizar observagdes das
figuras e compreender uma regularidade do padréo.

1. Desenha a figera seguinte da sequéneia. Explica _qu.'ll a negra de formagio que
seguisie para a desgohar. /] @ae. & colodan whn il o
Al o do eolne & neliran Serr e oal pedlod A Trigngub
e =

Figura 11 — Resolugdo do Pedro na questdo um do pré-teste

Olhando para o desempenho do Pedro nas questdes 2 e 3, observamos que se limitou a apresentar
por escrito na 2 (Figura 12) uma resposta errada para o numero de palitos da figura da posic¢éo 7.

2. Cuantos tridngulos tem a figura da sequéncia na posicao 77 E quantos pa itos? Term F

triayauics & tern < peiiley -
- 24
7

Figura 12 — Resolugao do Pedro na quest&o dois do pré-teste

Nao foi possivel indentificar o tipo de estratégia que o aluno utilizou, contudo, tendo em conta o
raciocinio que apresentou na questdo anterior, € possivel que tenha utilizado o produto de 7 (o
numero de tridngulos que se colocam ao lado uns dos outros) por 6 (numero de palitos de cada
tridngulo) e retirado 6, ou seja, o aluno considerou um tridngulo como unidade e usou um multiplo
fazendo depois um ajuste, tendo por base uma regularidade que ele proprio descobriu, retirar
sempre dois palitos ao tridangulo anterior. O aluno sabia que tinha de juntar os triangulos e retirar 2
palitos a cada um dos tridngulos antes do ultimo. No entanto, a sua solugéo apresenta um erro que
podera estar relacionada com o calculo dos palitos a retirar deste conjunto de sete tridngulos.
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Em relagdo a questdo 3, o Pedro optou novamente por recorrer a linguagem natural para responder
(Figura 13).

i E pnsswel ter uma figura ccr‘n 85 palitos? Explica a tua resposla,.qmc PPRqe oy
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Figura 13 — Resolugao do Pedro na questéo trés do pré-teste

Neste caso o aluno utilizou a nogao de paridade dos numeros, recorrendo a propriedade de que a
diferenca entre dois nimeros pares & um nimero par. E visivel que o aluno conseguiu compreender
como se relacionavam os numeros que vao compondo o padrdo € uma das suas propriedades,
serem numeros pares. Parece-me importante sublinhar que foi esta estratégia que permitiu
sustentar a ideia que o aluno se encontrava num nivel de transicdo do pensamento aritmético para o
algébrico.

Relativamente as questdes dois e trés desta tarefa (Figuras 12 e 13), e considerando a
fundamentacdo apresentada para o estudo, podemos afirmar que a questdo dois permite uma
generalizacao local. Contudo, no caso da questdo trés ja podemos considerar que permite uma
generalizagao global.

Finalmente na questao quatro, o objetivo era perceber se os alunos generalizavam e como o faziam.
O Pedro acabou por mostrar nesta resposta (Figura 14) bastante coeréncia com todo o seu trabalho
anterior.

4. Se alguém te disser o ndmero de tridngulos, explica como podes dizer-lhe o

nimero de palitos que seriio necessarios Camﬂ podes saber que a tua descrgao
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Figura 14 — Resolucao do Pedro na questao quatro do pré-teste

A sua estratégia passou novamente pelo recurso a linguagem natural. Aqui percebe-se que
compreendeu como se compunham as figuras ao longo do padrdo. Isto ird sustentar ndo s6 a
hipétese de um erro de calculo na questdo dois, como consolidar a ideia do aluno evidenciar de
facto um nivel de pensamento muito préximo do algébrico.

5.1.2. O trabalho envolvendo a exploragao de padroes.
A cadeia de tarefas

Tarefa 1 — As tampinhas do Jodo

Nesta tarefa foi proposto aos alunos que, com base na analise de figuras pertencentes a duas
sequéncias distintas de tampinhas (Figura 15), descobrissem regularidades.
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Figura 15 — Sequéncias da tarefa “As tampinhas do Joao”

O Pedro, assim que recebeu a tarefa, comecou imediatamente a trabalhar com entusiasmo. A
primeira questdo, Que regularidades encontras na sequéncia A? E na B? Constroi uma tabela que
te ajude a organizar os dados, solicitava aos alunos que procurassem regularidades em ambas as
sequéncias ou padrdes, tendo por base a construcdo de uma tabela. Era esta construgdo que iria
permitir que os alunos melhor organizassem o pensamento e consequentemente melhorassem
estratégias para a descoberta de regularidades.

O Pedro organizou a sua tabela para a sequéncia A do seguinte modo:

Figura 16 — Resolugao do Pedro na questdo um da tarefa - sequéncia A

A preocupacao do Pedro em estabelecer relagcdes entre o nimero de tampas e a sua posi¢cao na
sequéncia € evidente no modo como organiza a tabela (Figura 16). Verifica-se também que Ihe foi
significativo a construgéo de uma linha que contemplasse o numero de tampas da linha de baixo de
cada uma das figuras da sequéncia.

Com base neste trabalho o aluno apresentou as seguintes descobertas (anexo V-1B):

- O numero de tampas da figura é sempre multiplo de 3;
- A linha de baixo tem sempre mais uma tampa que o numero da figura;

- De uma figura para a outra acrescenta-se uma tampa na linha de baixo e outras duas, uma
em cada diagonal;

- O numero de tampas é igual ... n°da figura x 3.

Nestas suas descobertas o Pedro deixa claro que relaciona o termo com a sua ordem.
Possivelmente, o facto de ter decomposto a figura em linha de baixo e diagonais tera auxiliado o
aluno a conseguir por fim representar por uma expressao algébrica n° da figura x 3, apesar de ainda
nao existir o recurso a uma simbologia algébrica mais formal. Se no pré-teste o Pedro evidenciou
um nivel de pensamento algébrico de transicdo (entre o aritmético e o algébrico), aqui talvez
possamos afirmar que evidencia um pensamento algébrico mais desenvolvido.
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Na exploragdo em sala de aula, o Pedro referiu que esta relacdo multiplicativa evidenciada na
sequéncia A, era a mais importante para a conclusao de todo o trabalho a realizar na mesma.

De facto, na questao dois, onde se pretendia que os alunos descobrissem o niumero de tampas da
figura da oitava posicao, o Pedro foi muito eficaz, resolvendo, 8 x 3 = 24 tampas, 0 que comprova a
afirmacéo anterior.

Relativamente a sequéncia B (Figura 15), organizou a sua tabela (Figura 17) do seguinte modo:

._..-__.;| ..:: ] :'_ -+

Figura 17 — Resolugao do Pedro na questdo um - sequéncia B

Mais uma vez, a forma como o aluno construiu a tabela para esta sequéncia permite verificar que
existe uma clara preocupagado em procurar estabelecer relagdes entre a posicao da figura com o
numero total de tampas, mas também entre o numero de tampas do que volta a chamar de linha de
baixo e agora com uma nova linha de cima. Existiu de facto uma preocupacdo em decompor a
figura em partes compreensiveis que |he permitissem estabelecer relagdes e desse modo melhor
compreender a sequéncia. Fruto deste trabalho o Pedro apresenta as seguintes descobertas que se
encontram na sua folha de trabalho (anexo V — 1B):

- A linha de baixo tem sempre mais uma tampa que o numero da figura;
- O numero de tampas da linha de cima é igual ao numero da figura;

- O numero de tampas é igual a (n° da figura x 2) + 1.

- Os numeros sao todos impares;

- De figura para figura acrescenta-se uma tampa na linha de baixo e outra na linha de cima;

O aluno continua a manter uma coeréncia muito grande relativamente ao seu trabalho. Apés a
decomposicao das figuras e de as relacionar com as suas posi¢gdes na sequéncia, apresenta uma
expressao algébrica que estabelece relagbes funcionais entre a posi¢do da figura e o total de
tampinhas. Quando questionado na entrevista (anexo VI-1) acerca de todas estas descobertas o
aluno é novamente muito claro e objetivo:

Prof. — Em relagéo a tarefa “As tampinhas do Jodo’, e relativamente a primeira questao, descobriste
que na sequéncia A eram multiplos de trés. Como chegaste a essa conclusédo?

Pedro — Eu olhei para as figuras. Na primeira figura tinha trés. Depois tentei descobrir varias relagées
€ ao contar as tampas vi que eram todos mdultiplos de trés...3, 6, 9, 12, ...

(...)

Prof. — E relativamente a sequéncia B? Descobriste que eram impares, mas descobriste mais
qualquer coisa...que estratégias usaste para fazer essas descobertas?
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Pedro — Na sequéncia B a primeira relagdo que encontrei...a primeira figura era parecidissima com a
primeira figura da sequéncia A. Depois na segunda figura da sequéncia B reparei que foram
acrescentadas mais duas tampas, uma em cada linha e depois formava uma espécie de A. (Ver
figura 15)
Prof. — Mas tu chegaste aqui a uma forma de descobrir o nimero de tampas de qualquer figura da
sequéncia B. Como é que tu pensaste?
Pedro — Na sequéncia B, a linha de baixo tem sempre mais uma tampa que o numero da figura.
Entao, fui fazendo algumas relacbes, fui comparando as figuras que estavam na folha...depois tentei
confirmar com figuras mais a frente, imaginando como é que elas seriam e cheguei a essa
concluséo.
Apesar de manter as ideias apresentadas no trabalho realizado na aula, o Pedro apresenta alguma
dificuldade em aprofundar a explicacdo das suas estratégias. No entanto, é possivel verificar que o
aluno recorre a todo o tipo de estratégias de que dispde para relacionar as descobertas ja efetuadas.
De realgar ainda que o aluno afirma usar a imaginagdo e a criatividade como ferramenta de
exploracdo e descoberta quando explica tentei confirmar com figuras mais a frente, imaginando
como é que elas seriam e cheguei a essa conclusgo. E um facto que o uso da imaginagdo é uma
estratégia poderosa quando pretendemos resolver problemas, pois permite antecipar possiveis

caminhos a seguir, estimar resultados ou prever acontecimentos.

Quando observamos a restante resolugéo da tarefa compreendemos faciimente que a andlise
exaustiva realizada pelo aluno na primeira questdo e as descobertas consequentes, foram
fundamentais para a conclusao do restante trabalho.

Tarefa 2 — T's em cubos

Apos apresentagdo inicial da tarefa (Anexo lll — 2) ao grupo turma, o Pedro, como é seu habito,
comecou imediatamente a trabalhar. Ao longo do tempo o professor foi circulando pela sala de aula
tendo a oportunidade de passar junto do aluno para tentar compreender as suas ideias.

I OFD T

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Figura 18 — Padrao da tarefa “T's em cubos”

Rapidamente se pode constatar que se encontrava a preencher uma tabela semelhante a que tinha
utilizado na aula anterior e a descrever algumas descobertas realizadas. Foi questionado
precisamente acerca disso:

Prof. — A tua tabela é muito parecida com a que fizeste na aula passada...(?)

Pedro — Sim. Ajuda-me a fazer descobertas. Descubro as relagbes entre os numeros...

Prof. — E o que estas a escrever? Nao séo as respostas a tarefa. ..
Pedro — Néo. Isto sdo as minhas descobertas...depois é que vou responder aos problemas.

De fato, na sua producao escrita relativa a primeira questao da tarefa o Pedro apresenta a seguinte
tabela (anexo V —1C):
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Figura 19 — Tabela construida pelo Pedro na tarefa “T’s em cubos”

E interessante verificar que o aluno continua a estabelecer relagdes claras entre o nimero de cubos
de cada figura e a sua posicao na sequéncia. Além disso, também foi importante verificar que o
Pedro apresenta coeréncia nas suas estratégias funcionais, que o levam a repeti-las sempre que se
aperceba que o podem ajudar. Assim como na tarefa As tampinhas do Jodo, o aluno nesta também
acrescentou as suas descobertas por escrito (anexo V — 1C):

- Acrescenta-se +3 cubos de figura para figura;

- Para descobrir o numero de cubos de cada figura existem trés formas:
i) multiplicar o niUmero da figura anterior por 3 e adicionar 4;
ii) multiplicar o numero da figura por 3 e adicionar 1;

iii) multiplicar o nimero da figura por 4 e subtrair o nimero da figura anterior.
- O numero de cubos em cada lado € igual ao numero da figura.

E importante destacar que o Pedro ainda apresenta estratégias que evidenciam o raciocinio
recursivo, quando escreve, Acrescenta-se +3 cubos de figura para figura. No entanto, nas suas
afirmagbes seguintes consegue estabelecer relagdes multiplicativas entre o nimero da figura e o
numero de cubos da sua composigao, evidenciando um pensamento algébrico mais desenvolvido,
realizando uma generaliza¢do global.

Rapidamente se constata que apds estas descobertas, todas as respostas aos desafios da tarefa
ficaram facilitadas (ver anexo V-1C).

De destacar a resposta do Pedro a questao “Consegues representar o nimero de cubos utilizados
na construgdo de cada T através de uma expressdo numérica?”

Figura 20 — Resolu¢do do Pedro na quest&o dois da tarefa “T’s em cubos”

Como podemos observar na figura anterior, o aluno compreendeu e utiliza as descobertas
realizadas no inicio do trabalho. Além disso a sua representacdo destaca-se pelo nivel de
formalismo que apresenta e pelo uso correto da simbologia matematica adequada a resolugéo das
diversas expressdes numeéricas.

As questdes seguintes também mostraram que a analise que realizou no inicio da tarefa, com a
construgao da tabela e o estabelecer de generalizagdes, foram fundamentais.
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Contudo, na entrevista (anexo VI — 1), quando abordado sobre quais as questdes que foram
facilitadas pelo uso da tabela, o aluno refere somente a 1, a 3 e a 4. Ja sobre a questao dois, o aluno
afirma:

Prof — Entao e a dois ndo? O que diz a dois? Consegues representar o numero de cubos utilizados

na construgdo de cada T através de uma expressao numérica... Achas que néo te ajudou?

Pedro — Nao muito.

Prof. — Entdo, como pensaste nessa?

Pedro — Foi mais relacionando uma figura com a outra...

Prof. — Entdo nessa altura olhaste para a figura e ndo para a tabela?

Pedro — S6 olhei para uma coisa na tabela. De figura para figura acrescentavam-se trés cubos e isso

ajudou-me muito.
Nesta resposta ficamos com a ideia que o aluno ainda sente alguma seguranga no raciocinio
recursivo apresentado, acrescenta-se +3 cubos de figura para figura. Contudo, em nenhuma das
suas generalizagées registadas na questdo 5 o aluno recorre a estratégias recursivas. Destacamos
precisamente esta questdo, uma vez que solicitava ao aluno que demonstrasse como poderia saber

0 numero de cubos de uma dada figura, sabendo somente a sua posicéo.
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Figura 21 — Resolugao da questao cinco na tarefa “T’s em cubos”

Na realidade, nas duas primeiras expressées surge o produto por trés. No primeiro caso
relacionando com o numero da ordem da figura anterior e no segundo caso com o numero da
propria figura. E ainda interessante verificar que na sua segunda expressdo, apresenta uma notagéo
bastante proxima da simbologia algébrica tradicional. Possivelmente o facto do préprio professor
utilizar o termo n muitas vezes quando se refere a qualquer numero, tenha influenciado o aluno a
adotar esta mesma notacdo. Na terceira expresséo, verificamos que o aluno estabelece uma
relacdo multiplicativa com o nimero de ordem da figura, mas subtraindo o nimero de ordem da
figura anterior. Em qualquer dos casos o aluno claramente utiliza relagbes funcionais entre os
termos das figuras e o total de cubos que compde cada uma delas.

Tarefa 3 - Figuras de figuras

Na primeira questao desta tarefa (anexo Ill — 3), Completa a tabela com base nos dados fornecidos,
o Pedro nao revelou qualquer dificuldade. Possivelmente, o facto de a tabela (Figura 22) ter sido
explorada e clarificada nos momentos iniciais da aula, tera contribuido para este maior sucesso do
aluno. Vejamos ent&o as suas estratégias nas questdes seguintes.
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Figura 22 — Tabela inicial da tarefa “Figuras de figuras” depois de preenchida em grupo turma

Na segunda questéo, Que regularidades encontras na tabela?, o Pedro desenvolve hovamente um
trabalho bastante exaustivo, demonstrando uma grande capacidade para realizar conexdes dentro
da Matematica e estabelecendo relagdes funcionais que o pudessem ajudar a concluir o seu
trabalho com sucesso. Na entrevista (anexo VI - 1), afirma que foi o preenchimento da tabela que o
ajudou a estabelecer as relagbes entre as figuras:

Prof. — Achas que o preenchimento da tabela te ajudou a descobrir as regularidades que
apresentas?

Pedro - Muito. Ajudou principalmente a perceber a relagdo que existia entre os triangulos unitarios e
o resto das figuras.

As regularidades que o Pedro descobriu e apresentou foram (anexo V — 1D):
- todas as figuras podem ser decompostas em tridngulos unitarios;

- a partir da figura dois, o numero de tridngulos unitarios, pela qual a figura € composta, é
multiplo de trés;

- a forma da figura sera multiplicada por trés para dar a préxima figura;

- as figuras pares sao trapézios, as impares sao triangulos.

Analisando mais detalhadamente as descobertas do aluno, percebemos que este compreendeu e
utilizou a relacdo do tridangulo unitario em todo o padrdo. Uma tabela que o aluno apresenta no seu
trabalho (Figura 23) vem demonstrar precisamente isso. Podemos observar que foi através do
numero de tridngulos unitarios que estabeleceu relagbes com o numero da figura e com a
consequente contagem. Contudo, ha evidéncias do aluno também utilizar um raciocinio recursivo
para estabelecer relagdes entre figuras quando aponta x3 da figura anterior para a seguinte.

Figura 23 — Tabela construida pelo Pedro na tarefa “Figura de figuras”
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O aluno, quando questionado acerca da construgao desta tabela, apesar de utilizar um discurso algo
confuso, refere algumas ideias interessantes (anexo — VI —1):

Prof. - ...no final da tarefa, no lado de tras, apresentas uma tabela. Nas tarefas anteriores tinhas
usado logo uma tabela no inicio. Porque é que aqui s usaste no final?
Pedro - Em primeiro lugar ja tinhamos uma tabela logo no inicio e depois porque era necessario para
descobrir...para...representar a foérmula...ahhh, para descobrir qualquer figura e também para
comprovar a ideia.
A nocdo que a construgdo da tabela inicial foi fundamental € aqui expressa pelo aluno, mas
apresenta a ideia que precisou de mais alguma coisa para investigar a fundo e compreender a
generalizagdo do padrao. Pelo seu discurso podemos sentir a preocupagao do aluno em representar
as suas ideias de modo claro, quando diz comprovar a ideia e simultaneamente o facto de ter

ajudado na descoberta da formula, da generalizagao.

e

Figura 24 - Resolugéo do Pedro na questao quatro, alinea a)

Na questdo quatro da tarefa (ver anexo Ill — 3), podemos observar ao pormenor como o aluno tem o
cuidado de utilizar estratégias que lhe permitam compreender melhor o que vai acontecendo. Nas
restantes alineas dessa mesma questao, o Pedro apresenta respostas coerentes com o raciocinio
que desenvolveu ao longo da realizagao da tarefa. De referir que a alinea ¢ solicitava precisamente
uma “generalizagdo” do comportamento do padrao, ao que o aluno respondeu utilizando uma
representacdo simbdlica muito préxima do formal.

9.4

Figura 25 — Resolugao do Pedro as alineas b) e c) da ultima questao da tarefa “Figura de figuras”

5.1.3. O poés-teste

Ja a frequentar o 7° ano de escolaridade foi solicitado que resolvesse uma tarefa, o pés-teste
(Anexo IV). A tarefa, com uma estrutura muito semelhante ao pré-teste e com os objetivos iguais,
pretende verificar a evolugao que os alunos-caso apresentam.

O Pedro iniciou o seu trabalho realizando uma analise mais detalhada do padréo apresentado, algo
que sempre utilizou ao longo do trabalho que foi desenvolvido no 6° ano. A diferenga reside na
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auséncia de uma tabela que habitualmente construia para o ajudar nessa analise. Nesta situagéo
utilizou a figura e anotagdes junto desta para o ajudar a compreender o mesmo (Anexo V — 1E).
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Figura 26 — Estratégia utilizada pelo Pedro para analisar o padrao

Como podemos observar, o Pedro identifica visualmente o padrao como composto por hexagonos e
hexagonos incompletos. E importante salientar que tem consciéncia que depois do termo um, existe
um dos lados da figura que é partilhado por dois hexagonos. O aluno assume que esse lado
partiihado, na contagem, pertence ao primeiro hexagono e que todos os outros serdo por isso
mesmo incompletos.

. Desenha a figura saguints da sequéncia. Explica qual a regra de ToMmagad que
seguisie para a desanhar {

Figura 27 — Resolugao da questdo um do pos-teste

Tal como na tarefa inicial (pré-teste) o aluno desenhou o quarto termo de forma correta e na sua
justificacdo apresenta a ideia que tinha explorado na analise do padrao. O conhecimento das
caracteristicas dos hexagonos incompletos e o modo como estes partiham um lado sera
fundamental para a realizagcio e compreensao das questdes seguintes.

Quantos hexagonos tem a igura da sequénca Na pos cao 77 E quantos palitos?

Figura 28 — O aluno recorre quer a linguagem natural, quer a linguagem simbdlica

Nesta estratégia apresentada pelo Pedro, podemos observar que comega por descrever como sera
essa figura, apresentando de seguida uma expressao numérica que resolve indicando o numero de
palitos que a mesma tera. A decomposicdo de cada termo do padrdo em elementos para si
compreensiveis € fundamental e permite-lhe compreender e explicar o seu préprio pensamento.
Nesta resposta e estratégia do aluno, ja se consegue compreender que desenvolveu uma
generalizagao de tal modo eficaz que lhe permitira compreender e descobrir o nimero de palitos de
qualquer termo solicitado, generalizagdo global. A sua anadlise do padrao visual € de facto
fundamental, permitindo-lhe alcangar este nivel de sucesso.
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Relativamente a questao 3, o Pedro recorre novamente a decomposi¢cao da figura em um hexagono
e restantes figuras, hexagonos incompletos, e da no¢ao de numero primo, para provar que o 85 ndo
pode ser o nimero de palitos de nenhum termo daquele padrao.

3. E possivel ter uma figura com 85 palitos? Explica a tua resposta.

Figura 29 — Resolugao do Pedro a questao trés do pos-teste

Como o préprio afirma, do total de palitos apresentado retira os 6 do hexagono completo, sobrando
desse modo 79, que identifica como primo, logo nao divisivel pelo nimero de palitos necessarios,
cinco, para construir cada um dos restantes hexégonos incompletos. E muito gratificante verificar a
capacidade que o aluno apresenta no recurso a conhecimentos matematicos variados para resolver
e fundamentar as suas ideias e solucdes. Mais uma vez podemos observar que o aluno apresenta
um raciocinio bem estruturado e fundamentado no trabalho inicial de analise do padrdo, uma vez
que recorre continuamente as suas descobertas para resolver cada uma das questbes que vao
surgindo.

Finalmente na ultima questao da tarefa, que pretende perceber se o aluno consegue generalizar
globalmente, o Pedro, contrariamente ao que vinha sendo habito, recorre a linguagem corrente
suportando-se num exemplo muito proximo, a figura 9, para o demonstrar.

Com base na sua explicacao (Figura 30) e no que ja observamos das suas estratégias anteriores,
podemos certamente afirmar que o Pedro realiza uma generalizagdo distante ou global utilizando
para isso 0s conhecimentos obtidos com as descobertas realizadas na sua analise inicial da
composicao do padrdo. Apesar de recorrer a um exemplo muito préximo, de ordem nove, ou nove
hexagonos como o aluno indica, ndo recorre de forma alguma a uma figura anterior para descobrir o
termo pretendido, estratégia relacionada com o raciocinio recursivo.

4. Se alguém 1 disser o nimero de hexagonos, explica como pUtes dizer-ine O

nimero de palitos que ser8o necessarios. Como podes saber que a tua descricio
ird dar sempre o nimero certo de palitos?

Figura 30 — Resolugéo da questao quatro do pos-teste
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5.1.4. As estratégias utilizadas no trabalho envolvendo a exploragao de padrées

Utilizando as ideias apresentadas por Ponte, Branco e Matos (2009) e Barbosa (2011), e fazendo
uma sintese do exposto anteriormente, podemos afirmar que o Pedro, na tarefa pré-teste utilizou
uma estratégia multiplicativa, estabelecendo como unidade os seis palitos do tridangulo inicial e
procurando depois os multiplos de seis para as restantes figuras — estratégia Termo Unidade (TU).
Além disso, tendo por base o contexto visual do padrao, o aluno compreende que em cada tridangulo
anterior ao ultimo deve retirar dois palitos, tendo para isso de fazer o devido ajuste na resolugéo.
Existe de facto uma comparagdo entre termos consecutivos, identificando as alteragbes que
ocorrem entre eles. Foi também observado que o aluno realiza algumas generalizagdes, utilizando a
linguagem natural para as exprimir — estratégia aditiva (A).

Relativamente as estratégias utilizadas na tarefa 1 da cadeia, o Pedro recorre inicialmente a
estratégias multiplicativas, descobrindo uma regra com base na nogdo de multiplos de 3. Nesta
estratégia o aluno relaciona o termo com a sua ordem. A decomposicao visual da figura tera estado
possivelmente na origem da descoberta da regra geral, estratégia da decomposi¢do dos termos
(DT). Contudo, na segunda sequéncia da tarefa, o aluno compreendeu que o nimero de tampinhas
ndo era multiplo de 3, e que necessitava realizar um ajuste ao resultado, tendo por base a
compreensao de outras regularidades, a linha de baixo tem sempre mais uma tampa que o numero
da figura; o numero de tampas da linha de cima é igual ao numero da figura e de figura para figura
acrescenta-se uma tampa na linha de baixo e outra na linha de cima. Com base nesta diferenca
entre termos consecutivos, o aluno compreende a necessidade de multiplicar por dois e fazer o
ajuste retirando uma unidade — estratégia da diferenga com ajuste (D3). No entanto, além desta
estratégia ha evidéncias do aluno ter utilizado a tentativa e erro (TE), quando afirmou na entrevista
(...) depois tentei confirmar com figuras mais a frente, imaginando como é que elas seriam (...)
(Anexo VI-1).

Na tarefa 2 da cadeia, o aluno inicia o trabalho realizando uma analise do padrao, tirando
conclusdes que ira utilizar como fundamento para a resposta as questdes propostas. Percebe-se
que o aluno decompbe cada figura do padrao em duas partes, a fixa, cubo do centro das figuras, e
os seus lados (que crescem de figura para figura). Com base nesta decomposigao o aluno também
afirma que entre figuras ha mais trés cubos. Se por um lado a decomposicao intencional e funcional
das figuras para a sua melhor compreensao aproximam o aluno da Estratégia da decomposigéo de
termos (DT) que lhe permite descobrir a regra, por outro lado a alusdo ao mais 3 (diferenca de
cubos entre figuras consecutivas) mostra-nos que o aluno também recorreu a comparagéo de
termos consecutivos, estratégia aditiva (A), identificando as alteragdes que ocorrem de umas figuras
par as outras. Possivelmente, através da descoberta da diferenca entre as figuras, e realizando o
ajuste do resultado (cubo fixo do centro das figuras) o aluno descobre o fator multiplicador, utilizando
a estratégia da diferenca (D3), apresentada por Barbosa (2011).

Relativamente a tarefa 3, o aluno decompde cada uma das figuras em tridngulos unitarios e
estabelece relagcdes multiplicativas entre o numero de tridngulos com a posigéo da figura no padréo.
Ao decompor cada uma das figuras em elementos unitarios para realizar comparagbes e
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estabelecer relagdes entre as varias figuras do padrao, alcangando uma regra, podemos considerar
que utilizou a Estratégia da decomposicéo dos termos (DT), que se coaduna perfeitamente com a
estratégia Explicita (E). No entanto, ha evidéncias de que também possa ter utilizado estratégias
recursivas quando realizou a sua prépria tabela, ao perceber que podia multiplicar a figura anterior
por trés para obter o numero de tridngulos da figura seguinte.

Finalmente, na tarefa de pds-teste, o Pedro recorre novamente a Estratégia da decomposi¢cdo dos
termos (DT) do padrdo, demonstrando que a regra geral que desenvolve é também ela derivada da
analise do contexto visual do mesmo, estratégia Explicita (E). De referir que o aluno recorre em
todas as questdes da tarefa ao mesmo raciocinio, apesar de na questdo final apresentar um
exemplo concreto.

Finalizamos com um quadro sintese (quadro 7) das estratégias utilizadas pelo aluno nas diversas
tarefas realizadas ao longo do estudo.

T Ponte, Branco e Matos (2009)
Estratégias utilizadas pelo Pedro

RC A (0] DT Legenda:
C Prt - pré-teste
TU1 T1-Tarefa 1
TU TU2 T2-Tarefa2
TU3 Prt T3-Tarefa 3
_ D1 PoT - Pos-teste
g 0o Evidéncias do pensamento pré-
] algébrico
o D — -
£ Evidéncia da transicao do
@ D3 T2 T,T2 pensamento aritmético ao
algébrico
E T,T3 Evidéncia do pensamento
PoT algébrico mais desenvolvido
TE T

Quadro 7 - Sintese das estratégias utilizadas pelo Pedro ao longo das diversas tarefas

5.1.5. Nivel de pensamento algébrico

Com base na analise realizada ao trabalho do Pedro, e observando o quadro sintese das
estratégias por ele desenvolvidas apresentado no capitulo anterior (Quadro 7), podemos concluir
que existe uma clara evolucao no nivel de pensamento algébrico do aluno.

O Pedro, no trabalho realizado no 5° ano de escolaridade (pré-teste), evidenciava encontrar-se no
nivel de transicdo entre pensamento aritmético e algébrico, segundo Fiorentini et al. (1993). No
entanto, ao longo da cadeia de tarefas, revelou que 0 seu pensamento se encontrava em evolugao.

E precisamente na primeira tarefa da cadeia que o aluno comega a desenvolver estratégias que
comprovam essa evolugao. Apesar de podermos observar, na segunda tarefa da cadeia, que o
aluno ainda recorre a estratégias Aditivas (A) (Ponte, Branco e Matos, 2009) e de ajuste
pertencentes a Diferenca (D) (Barbosa, 2011), nas questbes e tarefas seguintes recorre a ideias e
estratégias que apontam precisamente no sentido de ter alcangado um nivel de pensamento
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algébrico mais desenvolvido. Também na tarefa pés-teste e, apesar de ter desenvolvido uma regra
muito especifica, o aluno volta a apresentar evidéncias de um pensamento algébrico mais
desenvolvido.

Podemos pois concluir que o desenvolvimento destas tarefas no ambito da Algebra escolar, com o
recurso a padrdes visuais de crescimento, levou o aluno a adotar estratégias bastante funcionais,
permitindo-lhe resolver os desafios que foram sendo colocados. A evolugdo do seu nivel de
pensamento algébrico foi positiva, assim como o recurso intencional a diversos conhecimentos
matematicos, levando-o a estabelecer conexdes dentro da disciplina, que se tornaram ferramentas
eficazes de trabalho e de descoberta.

5.2. O caso da Cristina
Apresentagao

A Cristina € uma aluna muito reservada, bastante timida e algo introvertida. A escola e as suas
tarefas sdo encaradas com bastante seriedade, sendo responsavel e organizada. Na entrevista
indica Ciéncias, Matematica e Historia como as suas disciplinas favoritas

No seu percurso escolar ndo teve qualquer retengdo e em sala de aula é uma aluna que participa
naturalmente quando solicitada. Na realizacdo das tarefas demonstra uma postura ativa, dando
inicio aos trabalhos com vontade e motivagdo. No entanto, revela alguma dificuldade em sair da
zona de conforto, ou seja, arrisca pouco nas estratégias, limitando-se a mecanismos mais
tradicionais. A Cristina nos seus tempos livres gosta de conversar com as amigas, ler e ouvir
musica.

5.2.1. O pré-teste

Pela resolugao apresentada pela Cristina na primeira questdo do pré-teste (Figura 31), podemos
observar, pelo desenho realizado, que ha uma consciéncia da sobreposicdo dos triangulos.
Contudo, nao é de todo percetivel se compreendeu a necessidade de retirar dois palitos em cada
um dos tridngulos anteriores ao Ultimo. Na explicagao que produz, utilizando a linguagem corrente,
limita-se a afirmar que acrescentou um triangulo.

Desenha a figura saguinia da sequéncia. Explica qual a regra de formagdo gue
saguiste para a desenhar

Figura 31 - Resolugéo da questdo um do pré-teste



51

No entanto, e de forma surpreendente, a aluna na questao dois (Figura 32) apresenta uma tentativa
de generalizagdo bastante proxima do formal, apresentando a expressao n x 4 + 6, que apesar de
errada permite concluir que na questdo um, a aluna compreendeu uma relagdo multiplicativa entre o
numero de palitos da figura e a sua posicao no padrao. Compreendeu ainda que excetuando o
ultimo tridngulo da figura que teria 6 palitos, todos os anteriores teriam somente 4, o que pode de
algum modo permitir afirmar que ja havia consciéncia deste facto quando na questdo um desenhou
os tridngulos sobrepostos. E ainda visivel que a aluna realizou algumas experiéncias (Figura 32)
para alcancar esta generalizagcdo. Dentro dos parénteses podemos verificar que a aluna comegou
por multiplicar 6 tridngulos por 4, tendo depois acrescentado 1. No entanto, apercebeu-se do erro e
reformulou para 6 x 4 + 6.

2. Quanitos tridngulos tem a figura da sequéncia na posi¢lo T7 E quanios palitos?

he o L8 a. dnucimgallss o 84 30 -L Lidon
BadigatP) ©xXU+6 su mx{{é
(T

Figura 32 - Resolucéo bastante formal a questéo dois do pré-teste

Apbs uma resposta que indicia um raciocinio multiplicativo bastante desenvolvido e formal, a aluna
denota incapacidade para compreender a paridade dos numeros envolvidos no padrao (Figura 33).
A compreensao que os multiplos de quatro sdo sempre par e que a adicao de dois niumeros pares &
sempre um numero par, escapou a compreensdo da Cristina, como podemos verificar pela sua
resposta.

3 E 'pr:rss'iuel ter uma figura com 85 palitos? Explica a tua resposta.

C ..'t.
.‘.Id'l- Yy | 14’ £ L= v LAl Y . o
s

Figura 33 — Resolugao da aluna na questao trés do pré-teste

Contudo, ha uma consciéncia da paridade do nimero 85. Nao foram encontrados mais indicios
neste trabalho para perceber como tera a aluna pensado nesta questao.

Finalmente na questéo final do pré-teste (Figura 34) a aluna mantem o raciocinio apresentado na
questao dois, mas sem conseguir novamente o nivel de formalismo que tinha demonstrado na
questao inicial. A dificuldade de se exprimir através da simbologia matematica mais formal pode
estar na origem dos erros de linguagem cometidos.

4 S& alguém te disser O nimerno dea 'Irh!.ll'lgl.lﬂ'ﬁ axplica como podes direr-lha o

nimero de palitos que serdo necessanos Como podes saber que a lua descricho
ird dar sempre o nimero cerno de paltos?

L oap—dd ofa

Figura 34 - Resolucdo da ultima questao do pré-teste
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No entanto, é visivel que a aluna compreendeu de facto que somente o ultimo tridngulo tem seis
palitos. Como podemos observar pela sua expressao, apesar das igualdades serem incorretas, ? —
1=?x4=7?+ 6, aaluna retira um tridngulo para poder multiplicar os restantes por 4 e com o
resultado obtido adiciona o nUmero de palitos do ultimo tridngulo.

As evidéncias do uso de um raciocinio multiplicativo, permitiu enquadrar a aluna num nivel de
pensamento algébrico mais desenvolvido.

5.2.2. O trabalho envolvendo a exploragao de padroes
A cadeia de tarefas

Tarefa 1 — As tampinhas do Jodo

A primeira questao desta tarefa (Anexo lll - 1) solicitava aos alunos que procurassem regularidades,
em ambas os padrdes (Figura 35), construindo uma tabela que os ajudasse nesse sentido.

Saguncia &

©
© E'JGE' GBEB
0 006 0o

Saquinsa B

© e e e 006
O 000 0006
Figura 35 — Padroes apresentados na tarefa “As tampinhas do Joao”

A Cristina, para responder ao solicitado nesta questao inicial e em relagdo a sequéncia A apresenta
um esquema onde explica a sua descoberta:

A E:'I.- Biciiatioe  de A cfaly !'E:' ﬁ :nr-._q];_-liq_f:-.“___-.t:: _::.:-...Il:__-.‘:
1 ..-' e Al & i n.? :..__ :‘H,.:l_u I
| Bxiitio | Mo NoNk | | S axscy Janz ..
0 ~ o)

Figura 36 - Esquema apresentado pela aluna na questdo um da tarefa

Ha evidéncias que a aluna decompds a figura de modo a perceber que, de figura para figura eram
acrescentadas trés tampinhas, utilizando possivelmente um raciocinio recursivo. Contudo, também
apresenta uma outra estratégia que indicia a compreensdo de uma relagdo multiplicativa,
apresentando ainda uma justificagao que recorre aos exemplos concretos.

O raciocinio multiplicativo utilizado ¢ um indicio que a aluna compreendeu o padrdo em estudo,
estabelecendo relagdes multiplicativas entre o niumero de tampinhas de cada figura e a posi¢éo das
mesmas no padrao. Estas ideias acabam por ser clarificadas pela tabela construida pela aluna e
que podemos observar na figura 37.
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Figura 37 - Tabela apresentada pela aluna em relagédo a sequéncia A da tarefa “As tampinhas do Joao”

De realcar o reforco da nogdo de multiplos do 3 que a aluna faz e o estabelecer de relacdes
multiplicativas entre o numero de ordem das figuras e as tampinhas, na linha superior da tabela.

Na entrevista (Anexo VI — 2) a Cristina refere os multiplos de forma muito segura, denotando que
nunca recorreu a qualquer estratégia aditiva para resolver esta parte da tarefa:
Prof. - Ok. Entao vamos falar um pouco sobre esta tarefa, "As tampinhas do Jodo". Relativamente a
primeira questao descobriste que na sequéncia A, estavamos perante os multiplos do trés...
Cristina - Sim...
Prof. - Como é que chegaste a essa conclusdo? Que estratégias usaste, que ideias tiveste...
Cristina — Primeiro vi que os resultados eram sempre multiplos e depois fui vendo que o niimero da
figura era multiplicando por 3, e fui sempre verificando que dava...
Ja relativamente a sequéncia B (ver figura 35), apesar da aluna recorrer inicialmente a um esquema
explicativo semelhante ao que tinha realizado anteriormente (Figura 38), ndo ha claras evidéncias
de que tenha estabelecido relagbes multiplicativas. No entanto, volta a recorrer a ideia do

acrescenta-se 2 rolhas, o que pode indiciar um raciocinio recursivo.

—1
Mo nsquidntia do B aerastends |
B — e A Jeekhoh o ¥
Cx i - (o
-] = o J

Figura 38 — Esquema de analise da sequéncia B na tarefa “As tampinhas do Jo&do”

Quando questionada na entrevista (Anexo VI — 2) acerca das descobertas realizadas nesta
sequéncia acaba por manter a ideia do acrescentar dois:

Prof. - E relativamente a sequéncia B?...Descobriste que era todos numeros...

Cristina - impares...

Prof. - Como é que tinhas a certeza? Que estratégia usaste para saber que seriam sempre
nuameros impares?

Cristina - la sempre de dois em dois...

"

Figura 39 - Tabela construida para a sequéncia B da tarefa “As tampinha do Joao”
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Mantendo uma estratégia semelhante ao que tinha feito na sequéncia A, apresenta uma tabela
(Figura 39), que também ndo indicia mais do que a sua descoberta da paridade do numero das
tampinhas de cada figura. Ao contrario da tabela anterior (Figura 37) onde acaba por estabelecer
relacées multiplicativas, representadas por esquemas na linha superior da tabela, neste caso limita-
se a apresentar o total de tampas de cada figura e o numero de rolhas que se acrescentaram em
cada figura.

Relativamente a questdo dois da tarefa (Anexo Il — 1), relacionada com a sequéncia A, a aluna
recorre a no¢ao de multiplo de 3 para chegar a conclusdo que na oitava posicao a figura teria 24
tampinhas, como podemos observar na figura seguinte.
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Figura 40 - Resposta a questao dois da tarefa “As tampinhas do Jodo”
Também na entrevista podemos comprovar que a aluna continua a utilizar os multiplos de trés:

Prof - Ok. Na segunda questao, relativa a figura na posigcao oito, que conhecimentos usaste para
resolver?
Cristina - Entao, fui consultar uma tabela que tinha feito e vi que pelo raciocinio que tinha feito antes
ja estava la a resposta...era s6 explicar como eu tinha raciocinado que era o nimero da figura, oitava
figura, que era um multiplo de 3, era o0 24.
Apesar de haver indicios de ter compreendido a relagdo multiplicativa entre os nimeros de ordem
da figura e o nimero de tampinhas, a aluna afirma que recorre inicialmente a tabela previamente
construida para chegar ao resultado e, somente depois, desenvolve a sua representagdo e

justificagdo do modo como pensou.

Ja na questdo trés, esta relacionada com a sequéncia B, a aluna recorre a uma estratégia bem
diferente da que apresentou no inicio da tarefa (Figura 41).
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Figura 41 - Resolugéo da questao trés da tarefa

De facto, nestas estratégias ha evidéncias de um raciocinio multiplicativo, quando a aluna recorre a
nogéo de dobro e quando, recorrendo a linguagem corrente apresenta uma regra geral O nimero
da figura vezes 2 mais 1. Quando questionada sobre como pensou a aluna € muito vaga, ficando a
ideia que utilizou a tabela para observar os valores das figuras e depois por tentativa e erro
desenvolveu a generalizacao:
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Prof. - Ok. E ja agora em relagédo a sequéncia B, que é a terceira questao...dizes que a figura vai ter
17 tampinhas, como descobriste?
Cristina - Foi como na outra...Fui recorrer a tabela e depois expliquei o raciocinio.
Prof. — Pois, mas apresentas aqui uma justificagdo muito interessante. Como pensaste nela?
Cristina — Eu vi na tabela e depois tive de perceber como poderia justificar...entdo fiz umas contas e
vi que dava assim...

E possivel que a aluna tenha finalmente compreendido o padréo quando fez umas contas, depois

de observar os valores na tabela, tendo depois desenvolvido a generalizagao nesse sentido.

Finalmente, e em relagdo a questao quatro, a aluna recorre novamente e de forma muito funcional,
a regra encontrada na questao anterior.

(1#x2) +4-3441=36
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Figura 42 - Resolugéo da questao quatro

Isto indicia que mesmo que so tenho realizado estas descobertas depois da constru¢édo da tabela na
questao um, foram significativas o suficiente para voltar a confiar nas mesmas para fundamentar a
sua resposta na questao final.

De um modo geral, podemos afirmar que a aluna recorreu sempre a estratégias multiplicativas nas
questdes relacionadas com a sequéncia A. Nas questdes relacionadas com a sequéncia B,
comegou por recorrer a um raciocinio recursivo. Contudo, quando solicitada a realizar uma
generalizagdo, na questao 3, a aluna voltou a analisar a tabela que tinha construido e possivelmente
compreendeu uma relagao funcional entre os termos do padrao e o numero de tampinhas, utilizando
novamente a mesma descoberta na questao final.

Tarefa 2 — T's em cubos

Nesta segunda tarefa (Anexo lll) a Cristina comega por responder a primeira questao recorrendo a
linguagem corrente e apresenta um raciocinio recursivo para se fundamentar e justificar a resposta,
numero de cubos da figura anterior + 3.

7 O ||1@||D

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Figura 43 — Padrao visual da tarefa “T's em cubos”
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Figura 44 - Resposta a questao um da tarefa “T’s em cubos”
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Contudo, na questdo dois (Figura 45) o seu raciocinio € claramente multiplicativo e a sua
representacao é bastante formal, tornando curiosa a resposta na primeira questao.

. 2 5 - . 2= 5 X "= d :J..__-' 1 = ® @l
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Figura 45 - Resposta a questao dois recorrendo ao raciocinio funcional

Quando questionada, revela que foi precisamente na questdo dois, utilizando uma estratégia de
tentativa e erro, que descobriu que 3 x n° da figura + 1, funcionava e era mais facil.

Prof. - Na questdo um escreveste, "Nao, porque seguindo a sequéncia do numero de cubos da figura
anterior mais trés, ndo da para fazer 14 cubos." Como pensaste para chegar a esta concluséo?
Cristina - Eu, ahh...no nimero de cubos de cada figura fui acrescentando trés, e depois vi logo que
dava um ndmero maior ou menor...ja ndo me lembro muito bem, mas nunca dava catorze ao somar
trés.

Prof. - Entao a tua estratégia foi ir adicionando até saberes?

Cristina - Sim.

Prof. - Na quest&o dois, apresentas uma expressdo numeérica, com a mesma "estrutura” em todas as
figuras...

Cristina - Sim...

Prof. - Como & que descobriste que esta expressdo funcionava? E que & diferente do "niimero de
cubos da figura anterior mais trés"...

Cristna - E assim, eu vi pelas duas Ultimas..que fui ver..estive a experimentar varias
formas...algumas ndo davam...e cheguei a conclusdo com esta, que tinha 3x o nimero da figura
dava menos, entdo tinha de somar 1...com a outra dava mais trabalho, sempre mais 3...tinha de
estar sempre a somar e esta aqui era mais facil.

Recorde-se que também na tarefa anterior a aluna desenvolveu uma estratégia semelhante. Nessa
altura com base numa tabela que ela prépria construiu. A aluna depois desta segunda questéo ira
recorrer sempre a este raciocinio (Anexo V — 2C), utilizando uma linguagem e representagéo
bastante formais. No entanto, é interessante destacar a facilidade como a aluna consegue, na
questdo quatro (Figura 46), utilizar a expressao geral, mostrando ainda que consegue usar a
operaco inversa. E evidente que a Cristina compreende claramente o significado de cada um dos
elementos da expressao e como opera-los de forma eficaz para obter as respostas que pretende.

3K F41{z33Cubsy ou(R3-1)83=34283=4

Figura 46 — Resolucédo da aluna a questéo quatro da tarefa “T’s em cubos”

Finalmente na ultima questéo, que pretende que o aluno desenvolva uma generalizagédo, a aluna
recorre novamente aos conhecimentos adquiridos ao longo da tarefa e a expresséao geral, ilustrando
dois exemplos:
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Figura 47 - Resposta final da tarefa

Apesar da Cristina ter fundamentado a sua resposta a questdo um, utilizando um raciocinio
recursivo, nas restantes questoes € evidente o recurso a raciocinios multiplicativos, utilizando-os de
forma significativa e funcional. Podemos assim afirmar que existem evidéncias de um pensamento
algébrico bastante desenvolvido.

Tarefa 3 - Figuras de figuras

Na primeira questao desta tarefa (anexo Ill — 3), Completa a tabela com base nos dados fornecidos,
a Cristina nao revelou grandes dificuldades, tendo participado ativamente na sua exploragéo e
construgédo conjunta, no inicio da aula. Recorde-se que perante a dificuldade no preenchimento da
tabela apresentado pela grande maioria dos alunos, o professor optou por explorar e construir
oralmente a mesma (Figura 48), apoiando-se no contributo de todo grupo turma. Observemos entéo
as estratégias utilizadas pela Cristina nas questbes seguintes.
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Figura 48 — Tabela inicial da tarefa “Figuras de figuras” depois de preenchida em grupo turma

Na questdo numero dois, Que regularidades encontras na tabela?, a aluna apresenta algumas
ideias curiosas (Figura 49). Comeca por explicar que a figura anterior esta sempre relacionada com
a figura a seguir. Depois, recorrendo a um esquema visual observa que em cada figura ha 3 da
figura anterior (triplica-se). Esta estratégia, apesar de recorrer a multiplicagdo, apresenta um
raciocinio recursivo, uma vez que a aluna recorre a figura anterior para descobrir, multiplicando por
trés, a figura seguinte. Ainda visualmente a aluna concluiu A figura triplica-se formando um tridngulo
ou um trapézio, compreendendo que cada uma das figuras € composta e formada pelo triplo da
figura anterior, mas que sofre uma alteragdo geométrica formando uma nova figura, que varia entre

tridangulos e trapézios.
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Figura 49 - Parte da resposta da aluna a questao dois da tarefa “Figuras de figuras”

Quando questionada na entrevista sobre estas descobertas a aluna diz:

Prof - Aqui apresentas uma ideia, escreves aqui algo, dizes assim: "A figura triplica-se, formando um

tridngulo ou um trapézio"...queres explicar um pouco melhor esta ideia?

Cristina - Entao...tinha visto, desde a primeira figura que era um “triangulozinho”, depois triplicavam-

se os tridngulos e formava o trapézio. Depois o trapézio triplicava-se, via-se que o préximo tridngulo

estava dividido em trés, trés trapézios e formava um tridngulo...era sempre assim, em sequéncia.

Triplicava-se tridngulo, triplicava-se trapézio...sempre assim, tridangulo, trapézio, tridangulo, trapézio...
Das suas respostas podemos compreender que a aluna tem em conta a primeira figura, o
triangulozinho, que ira ser multiplicado por trés, formando a figura seguinte, que dependendo da
anterior ou € um triangulo ou um trapézio. Apesar de ter percebido que a figura inicial era formada
por um so tridngulo, nesta sua estratégia recorre a um raciocinio recursivo, pois hdo ha evidéncias
de que estabeleca relagcdes funcionais entre o nimero de tridngulos de cada termo e a sua posigao

no padrao.

Contudo, a aluna apresenta ainda uma tabela (Figura 50). Esta representagédo da aluna, evidencia
alguma compreenséao sobre relagdo multiplicativa e consequentemente das poténcias, presentes no
numero de pequenos tridngulos de cada figura da sequéncia. Contudo, ainda ndo podemos afirmar
que ha evidéncias de nao recorrer ao raciocinio recursivo, uma vez que cada expressao pode ser
obtida da figura anterior.
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Figura 50 - Tabela construida pela aluna na quest&o dois da tarefa “Figuras de figuras”

Continuando a analise do trabalho desenvolvido pela Cristina, e relativamente a questao trés (Anexo
[Il — 3), a aluna realizou o seguinte esbogo:
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Figura 51 — Esbogo da aluna para a questao trés da tarefa

Uma vez que a figura contrariava o que tinha afirmado na questao inicial foi-lhe solicitado na
entrevista que explicasse o motivo desta figura.
Prof. - Muito bem. Na questdo 3, que pede que se desenhe a figura 5, apresentas um
paralelogramo...a nivel de tridngulos unitarios ndo estéa correto (?), e ndo segue o teu padrao. Queres
comentar?
Cristina - Pois...eu depois tentei fazer outra figura diferente, para ver se dava e ndo ser sempre
tridngulo/trapézio.
A aluna é algo vaga, mas deixa a ideia de continuar a procurar verificar se a sua descoberta esta de
facto correta. Contudo comete erros.

Finalmente na questao 4, que se procurava perceber se os alunos conseguiam generalizar, verifica-
se que a Cristina volta a apresentar uma expressao bastante formal e reveladora de um raciocinio
funcional. Tal como tinha acontecido nas duas tarefas anteriores a aluna surpreende com evidéncias
de um pensamento algébrico mais desenvolvido, quando até ao momento se limitou a utilizar
estratégias tipicas da transicao entre o pensamento aritmético e o algébrico.
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Figura 52 — Resposta da aluna na questao final da tarefa “Figuras de figuras”

A aluna na entrevista da-nos algumas pistas sobre o assunto:

Prof. - Quando é que compreendeste que a regra geral era 3 elevado ao numero da figura anterior
menos um?

Cristina - Eu acho que foi na altura em que comecei a fazer a tabela...

Prof. - Quando comegaste a preencher esta tabela?

Cristina - Sim.

Prof. - E que esta tabela é diferente desta (a realizada em grupo turma). E uma tabela que
construiste e que recorreste para chegar ai...entdo quando a fizeste compreendeste?

Cristina - Sim... todas as figuras tinham triangulozinhos iguais ao primeiro. Dava para fazer vezes
trés.

A aluna nao esta segura de si. No entanto, o uso de uma tabela por si construida leva a aluna a
procurar aprofundar as suas ideias chegando possivelmente a generalizagéo apresentada. De referir

que a sua ultima afirmagéo Dava para fazer vezes trés, continua a suscitar duvidas, pois remete
novamente para uma estratégia recursiva.

Esta terceira tarefa revela que a aluna continua a usar quer o raciocinio recursivo, quer o raciocinio
multiplicativo e estratégias associadas. Contudo, neste caso especifico, a sua dificuldade em
explicar as respostas dadas, evidenciam que este padrao foi mais complexo que os anteriores.
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E importante referir que na exploragao final da tarefa em grupo turma, o professor optou por solicitar
a Cristina para a apresentar esta sua tabela (Figura 50) e as ideias nela contidas, dada a sua
clareza e simplicidade. De realgar que a representacdo em forma de poténcia para o valor 1, 3, foi
discutido e concluido em grupo turma, pois a aluna nio tinha conseguido, deixando o espaco
inicialmente em branco.

Ao longo dessa discussao final, o professor pode constatar que a grande maioria dos alunos,
incluindo a Cristina, ndo tinham qualquer seguranca na representacdo em forma de poténcia,
preferindo sempre o raciocinio recursivo, ou seja, recorrer a figura anterior para multiplicar por trés: 1
x3,3x3,3x9, ...

5.2.3. O poés-teste

A Cristina no pos-teste apresentou um desempenho bastante semelhante ao que nos vinha
habituando nas tarefas realizadas ao longo do 6° ano (Anexo V — 2E).
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Figura 53 — Padréo do pos-teste

Na tarefa um, quando solicitada que desenhasse a préxima figura do padrdo e explicasse como
tinha procedido, a aluna desenha corretamente e explica que acrescentou cinco palitos e formou
novo hexagono (Figura 54). Ha evidéncias de que compreendeu como se formava cada uma das
partes das figuras do padréo.

Figura 54 — Reposta a primeira questao do pds-teste

Contudo, na questdo dois, para fundamentar a sua resposta recorre a estratégias claramente
aditivas, adicionando 5 palitos a cada nova figura, um raciocinio recursivo (Figura 55).

3. Quantos hexdgoncs tem a figura da sequéncia na posigio 77 E quantos palitos?
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Figura 55 — Reposta a questao dois do pds-teste

A aluna recorre novamente a esta estratégia na questéo trés, como podemos observar na figura
seguinte:
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3. E possivel ter uma figura com 85 palitos? Explica a tua resposta.
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Figura 56 - Resposta da aula a questao trés do pos-teste

A aluna continua a recorrer a figuras conhecidas para obter as que pretende, adicionando sempre
cinco palitos em cada nova figura. A aluna continua a utilizar um raciocinio recursivo.

Contudo, na ultima questao (Figura 57), onde os alunos sao solicitados a descrever uma possivel
generalizagdo a aluna apresenta uma estratégia multiplicativa, desenvolvendo uma generalizagao
global. Também ¢ interessante verificar que a Cristina ndo apresenta um exemplo para fundamentar
a sua descoberta, como era seu habito nas tarefas realizadas no 6° ano.

4. Se alguém te disser o nimero de hexagonos, explica como podes dizer-lhe o
namero de palitos que serfio necessarios. Como podes saber que a tua descrigéao
ird dar sempre o nimero certo de palitos?
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Figura 57 - Resolugéo da questdo final do pds-teste

Podemos ainda observar que a aluna compreendeu que existem palitos que sdo comuns a cada
dois hexagonos e que devem ser retirados. Nao se consegue perceber a ligagdo entre esta
estratégia e a estratégia aditiva utilizada nas questdes anteriores. De referir que a aluna também
nao nos elucida sobre o modo como descobre o nimero de palitos a retirar.

Tal como tinhamos observado ao longo da cadeia de tarefas, a aluna recorre a um raciocinio
recursivo para resolver situagbes bastante préximas, utilizando somente estratégias funcionais
quando Ihe é solicitado que desenvolvesse uma generalizacéo geral.

5.2.4. As estratégias utilizadas no trabalho envolvendo a exploragao de padrées

A Cristina na tarefa pré-teste recorreu, segundo Ponte, Branco e Matos (2009), a uma estratégia de
decomposicdo dos termos (DT), permitindo-lhe compreender a regra de construcdo das varias
figuras do padrao e consequentemente descobrir uma generalizagao funcional que relacionasse as
variaveis. Contudo, ha evidéncias da aluna ter recorrido a fentativa e erro (TE) (Barbosa, 2011), na
questao final.

Relativamente a tarefa As tampinhas do Jo4o, a aluna na sequéncia A, recorre inicialmente a nogao
de multiplos mas acaba por descobrir 0 produto do nimero da figura por trés, estabelecendo assim
uma relagdo funcional entre o numero de ordem das figuras e o numero de tampinhas. Esta &
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claramente uma estratégia da decomposicao de termos (DT). Pode assim ser também enquadrada
na estratégia explicita (E).

No entanto, na segunda sequéncia, a B, a aluna inicia o seu trabalho a recorrer a estratégias
aditivas (A),usando um raciocinio recursivo, mas acaba por descobrir a generalizagcdo através da
tentativa e erro (TE). Nas restantes questbes da tarefa a aluna recorre aos conhecimentos
adquiridos nas descobertas efetuadas nas questbes iniciais, logo de acordo com os raciocinios e
estratégias ja descritas.

Sobre a segunda tarefa, T's em cubos, a Cristina volta a iniciar o trabalho, utilizando um raciocinio
recursivo e uma estratégia aditiva (A). No entanto, na escrita de expressdes matematicas para cada
figura, a aluna, tendo recorrido a estratégia de fentativa e erro (TE), alcanga uma regra geral
funcional. Apds esta descoberta conclui a tarefa com sucesso recorrendo sempre a sua descoberta.

Na tarefa 3, Figuras de figuras, a Cristina demonstra mais dificuldades que nas anteriores, e inicia
novamente o trabalho recorrendo a estratégias aditivas (A), raciocinando de forma recursiva.
Contudo, a aluna decompée cada figura em triangulos unitarios, Estratégia da decomposi¢cdo dos
termos (DT) e possivelmente com base no conhecimento alcangado na construgdo e exploracido de
uma tabela por si criada, desenvolve um novo raciocinio, alcangando uma regra explicita (E) que lhe
permite a generalizagdo. Apesar dos resultados demonstrados a aluna mostrou-se sempre muito
insegura nas suas descobertas.

Finalmente no pods-teste, a aluna volta a recorrer ao raciocinio recursivo nas tarefas de descoberta
de valores das figuras locais, ou seja, termos proximo que permitem o uso eficaz da adigdo. Esta
estratégia € claramente aditiva (A) e recursiva (D1). Contudo, na necessidade de generalizagéo
global da ultima questéo, a Cristina volta a surpreender com uma estratégia de indole multiplicativa
que indicia a decomposigéo dos termos (DT), permitindo-lhe descobrir uma regra funcional (E).

- - Ponte, Branco e Matos (2009)
Estratégias utilizadas pela Cristina

RC A ol DT Legenda:
C Prt - pré-teste
TU1 T1-Tarefa 1
U T2 T2 -Tarefa 2
U3 T3-Tarefa 3
5 D1 T4, PoT PoT - Pos-teste
N
b Evidéncias do pensamento pré-
g D2 T3 per P
§ D algébrico
Evidéncia da transicao do
D3 T2 o s
pensamento aritmético ao algébrico
E T1, T3, PoT Evidéncia do pensamento algébrico
TE T, T2 Prt mais desenvolvido

Quadro 8 - Sintese das estratégias utilizadas pela Cristina ao longo das diversas tarefas
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5.2.5. Nivel de pensamento algébrico

Quando observamos o quadro sintese das estratégias utilizadas pela Cristina ao longo de todo o
estudo, podemos afirmar que desde o 5° até ao 6° ano de escolaridade, o raciocinio da aluna
evidenciava compreensao algébrica das tarefas. Contudo, e apesar de poder ser enquadrada no
nivel de pensamento algébrico mais desenvolvido, também podemos constatar que a aluna recorreu
a estratégias aditivas e ao raciocinio recursivo, muito préprias do nivel de transicao do pensamento
aritmético para o algébrico, ao longo de todo o estudo.

Se recordarmos o desempenho da aluna nas diversas tarefas, podemos verificar que a utilizagao de
estratégias aditivas, relacionadas com o raciocinio recursivo, ocorreu que Ihe era solicitado resolver
questdes proximas, generalizagao local. Contudo, ha evidéncias que a aluna recorreu a estratégias
multiplicativas, estabelecendo relagbes funcionais entre os termos e a sua posicao no padrao,
sempre que lhe foi solicitado o desenvolvimento de generalizagdes gerais. De referir e recordar, que
na terceira tarefa da cadeia a aluna demonstrou muita inseguranga na regra geral que descobriu. A
forte componente multiplicativa desta tarefa, poténcias e relacdo de medida entre os termos do
padrao, pode ter de algum modo ter condicionado o desempenho da aluna.

Ja a frequentar o 7° ano de escolaridade, apesar de ter conseguido generalizar globalmente,
recorrendo a estratégias funcionais, para as generalizagdes a aluna recorre novamente a estratégias
€ raciocinios recursivos.

Como conclusao podemos afirmar que, segundo Fiorentini et al. (1993) e Fiorentini, Fernandes e
Cristévao (2006), a aluna se encontra no terceiro nivel de pensamento algébrico, pois ha claras
evidéncias de utilizar um pensamento algébrico mais desenvolvido, apesar de recorrer a estratégias
do nivel de transi¢ao, nas generalizagdes locais.

5.3. O caso da Teresa
Apresentacao

A Teresa é uma aluna muito simpatica, apesar de bastante timida e introvertida. Encara a escola e
as suas tarefas com bastante seriedade, sendo responsavel e organizada. Na entrevista (Anexo VI —
3) refere que a sua disciplina favorita € Educacéo fisica.

Os seus pais possuem ambos o 9° ano de escolaridade pelo que, segundo a aluna, ja ndo a
conseguem ajudar muito nos trabalhos da escola. No seu percurso escolar ndo teve qualquer
retencdo. E uma aluna pouco participativa na oralidade, mas sempre que solicitada a fazé-lo adota
uma postura responsavel, participando positivamente.

Na realizagdo das tarefas em sala de aula demonstra uma postura muitas vezes passiva,
aguardando pelo apoio dos professores ou colegas para iniciar o trabalho.
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Um pouco ao contrario do que € habitual na aluna, durante a realizagao deste estudo, manteve uma
grande motivacdo, preocupada com a sua prestacdo, tentando envolver-se de modo ativo na
execucao das tarefas que foram sendo propostas. Quando questionada sobre o motivo, a aluna
respondeu que gostava de aulas onde se fizessem investigacgoes.

5.3.1. O pré-teste

Na primeira questao do pré-teste (Anexo V — 3A), a Teresa foi bastante superficial na sua resposta,
demonstrando uma analise deficitaria sobre as figuras que compdem o padrdo e dificuldade em
explicar as suas descobertas.

Figura 58 — Padrao do pré-teste

Assim, podemos verificar (Figura 59) que se limitou a desenhar as figuras que ja eram apresentadas
pelo enunciado, ndo respondendo ao solicitado. Contudo, na resposta que apresenta por escrito,
explicando a regras de formacédo que utilizou, é possivel concluir que a ideia base de como é
formada cada nova figura € compreendida pela aluna, uma vez que indica que o numero de
tridangulos é igual ao numero da figura no padrao.

1. Desenha a figura seguinté da sequéncia. Explica qual a regra de formacio que
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Figura 59 — “A regra de formagado que segui para desenhar foi sempre acrescentar mais um tridangulo por
exemplo figura 20 tem 20 tridngulos”

Relativamente a segunda questao (Figura 60), a Teresa apresenta uma resposta coerente com a
ideia apresentada na questao inicial. Multiplica o numero da figura pelo numero de palitos de cada
tridangulo, tendo possivelmente como base para este raciocinio, o tridngulo inicial que tem seis
palitos. Contudo, a aluna ndo compreendeu que nem todos os triangulos de cada figura do padréo
apresentam seis palitos. O trabalho inicial de analise do padréo revela-se de grande importancia e
neste caso foi possivelmente determinante para o insucesso da aluna na compreensao da regra de
formacao.
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2. Quantos triingulos tem a figura da :nqu&nch na pulu;ln 7? E quantos palitos?
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Figura 60 - Resposta da Teresa a questao dois do pré-teste

Apesar de nao ter conseguido obter uma resposta correta, a aluna mantém a coeréncia na
resolugédo da tarefa e na questao trés (Figura 61), apresenta uma resposta de acordo com as suas
ideias iniciais. Apesar de incorreto, recorre a um raciocinio multiplicativo, no¢gao de muiltiplo de 6,
para resolver e fundamentar a sua reposta, tal como tinha realizado na questao anterior.
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Figura 61 - Recurso a nogéo de multiplo de um nimero.

Finalmente, na ultima questdo da tarefa (Figura 62), a Teresa continua a utilizar o raciocinio
desenvolvido no inicio do trabalho. Apesar do resultado errado, € interessante verificar a facilidade
com que a aluna mantém uma coeréncia de raciocinio, baseado nas suas descobertas.

4. Se alguém te disser o niomero de fridngulos, explica como podes dizer-lhe o
nimero de palilos que serdo necessarios. Como podes saber que a tua descricio
widnrwnpmom:mﬂnnmudapulitoﬂ
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Figura 62 - Recurso novamente a multiplicagao

Em toda a tarefa a aluna recorre a um raciocinio que relaciona o numero de tridangulos de cada
figura com a sua posi¢cao no padrdo. Este raciocinio multiplicativo e funcional enquadra-se nas
estratégias utilizadas pelos alunos que se encontram em niveis de pensamento algébrico mais
desenvolvido. Contudo, € importante ndo esquecer que a aluna nao foi capaz de analisar com rigor
as figuras do padréo, ndo compreendendo que apds a primeira figura, somente um dos triangulos
apresentava seis palitos. Esta estratégia, decomposicdo das figuras do padrdao, é de facto
importante para conseguir compreender melhor como se comporta o préprio padrdo. A variagcao
observada no numero de palitos de figura para figura, leva a que as figuras deixam de ser
proporcionais entre si, algo que a aluna n&o percebeu. Alheia a este detalhe, a Teresa utilizou a
nogédo de multiplos do seis para resolver os problemas propostos. Ponte, Branco e Matos (2009),
referem precisamente que este € um dos erros comuns nos alunos.

Assim, tendo por base a analise realizada, considerou-se que existiam evidéncias que a aluna se
encontrava num nivel de pensamento entre o aritmético e o algébrico.
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5.3.2. O trabalho envolvendo a exploragao de padroes
A cadeia de tarefas

Tarefa 1 — As tampinhas do Jodo

A primeira questao desta tarefa (anexo Ill - 1), Que regularidades encontras na sequéncia A? E na
B? Constréi uma tabela que te ajude a organizar os dados., solicitava aos alunos que procurassem
regularidades em ambas as sequéncias ou padrdes (Figura 63), construindo uma tabela que os
ajudasse nesse sentido.
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Figura 63 — Padroes apresentados na tarefa “As tampinhas do Joao”

A Teresa apresenta a seguinte tabela para a sequéncia A (Anexo V — 3B):
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Figura 64 — “Descobrimos que na 32 figura é o 3° mdltiplo da tabuada do 3 e o0 segundo o 2° da tabuada do 3 é
sempre assim’

A alusao aos mudltiplos de trés leva-nos a acreditar que a aluna utilizou uma estratégia multiplicativa,
tendo como unidade o primeiro termo. Além disso, na sua explicagdo por escrito afirma na 32 figura
€ 0 3° multiplo da tabuada do 3, a segunda é o 2° mdltiplo da tabuada do 3, é sempre assim. Esta
descricdo da sua estratégia parece demonstrar que a aluna estabeleceu relacdes entre a posicéo
das figuras e o numero de tampas que compde cada uma delas. A constatagdo deste pormenor
durante a resolugao da tarefa, levou o professor, durante a exploragdo em grupo, a solicitar que a
aluna fosse ao quadro explicar a turma as suas ideia, numa tentativa de melhor tentar compreender
como teria pensado. Até porque so tinha construido a tabela até a terceira posicao.

Apos a conclusédo da construgcao da tabela no quadro, um aluno perguntou a Teresa como tinha
descoberto 0 3, 0 6 e 0 9, ao que esta Ihe respondeu que tinha contado as tampas das figuras
presentes no enunciado da tarefa. Na realidade, ndo se consegue com base nesta resposta
perceber se a aluna compreendeu de facto a relagéo entre a posi¢cdo da figura e o nUmero de
tampas da mesma ou se recorre a um raciocinio recursivo. Contudo, quando questionada se tinha
descoberto mais alguma regularidade, a aluna acaba por dizer que tinha verificadoque 3=3x1,06
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=3 x2,e09 =3 x 3, apontando claramente da coluna das posi¢bes das figuras para a coluna dos
resultados, acabando depois por completar a tabela, como podemos ver na figura 65

Figura 65 - Esquema da tabela construida pela aluna no quadro, depois de completada.

Com estas explicacdes finais da Teresa, podemos afirmar que ha evidéncias de a aluna
compreender a relagdo multiplicativa entre a posi¢ao da figura e o nimero de tampas da mesma.

Também na entrevista (Anexo VI - 3) a Teresa mantém a ideia de multiplos de trés, de acordo com o
que tinha apresentado na sua resolugao e discutido em sala de aula:

Prof. - ... em relacéo a tarefa As tampinhas do Jodo, e relativamente a primeira questéo, que podes
recordar qual era, descobriste que na sequéncia A eram mdultiplos de 3. Como é que chegaste a
essa concluséo?

Teresa - Porque eu pensei na tabuada do 3, entdo, como ia sempre de 3 em 3 e estava sempre na
tabuada do 3...

Prof. - Estavam sempre na tabuada do 3, certo? Mas porque te lembraste da tabuada do 3?

Teresa - Porque estive a contar as tampinhas e depois reparei que ia sempre de 3 em 3,
acrescentava sempre mais 3 tampas. Entdo cheguei a concluséo que eram muiltiplos de trés.

E interessante verificar que a aluna apresenta a contagem e o acrescentava sempre mais trés,
como estratégias que a auxiliaram a perceber que estava perante os multiplos de trés. Apesar de

concluir tratar-se de uma estrutura multiplicativa, a aluna recorreu a contagem da diferenga de
tampas entre as figuras para o conseguir compreender, um raciocinio recursivo.

Na segunda questdo, que solicitava aos alunos que descobrissem o nimero de tampas da oitava
figura e explicassem como tinham pensado, a Teresa apresenta o seguinte:
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Figura 66 - Resolugdo da Teresa na segunda questao da tarefa

Nesta resposta a aluna evidencia a compreensao e generalizagdo das ideias apresentadas na
questao inicial, uso dos multiplos de trés para descobrir a oitava figura do padréo.

Relativamente a sequéncia B, a Teresa apresentou dificuldades acrescidas, tendo somente
compreendido e descoberto que o numero de tampas de cada figura era impar.
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Figura 67 - Tabela construida pela Teresa para a sequéncia B

A utilizacdo de estratégias aditivas para a descoberta de relagdes numericas que a aluna utilizou na
sequéncia B, levou a aluna a afirmar o seguinte na entrevista (Anexo VI - 3):
Prof. - E relativamente a sequéncia B? Disseste que eram todos impares...como é que tinhas a
certeza que eram todos impares?
Teresa - Porque fiz... vi que trés era impar e depois o cinco ia ser também, e como acrescentava-se
sempre mais duas tampas, e ia ser de 2 em 2, entao eram sempre numeros impares.
Mais uma vez a aluna utiliza uma estratégia aditiva, recorrendo a um raciocinio recursivo, para
encontrar uma regularidade, todos 0s numeros da sequéncia sdo impares. Ha claras evidéncias que
a aluna necessita conhecer o termo anterior para conseguir descobrir 0 seguinte, ou seja, utiliza um
raciocinio recursivo.

Para resolver a questao 3, que solicita que descubram quantas tampinhas tera a figura na posicao
oito, a aluna volta a evidenciar o recurso a um raciocinio recursivo, quando afirma acrescentamos
sempre 2 tampas a figura anterior (Fig. ...). Contudo ndo apresenta qualquer expressao de
contagem.
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Figura 68 - Resolugéo da Teresa a questdo trés da tarefa

E importante salientar que a aluna evidencia conseguir verificar a razoabilidade do resultado obtido
com base na sua descoberta, dado que termina a sua explicagcdo com um aparte, para fazer
numeros impares. Ainda sobre esta questdo a aluna respondeu do seguinte modo na entrevista
(Anexo VI - 3):

Prof. - ... E na terceira questao? Consegues explicar melhor como descobriste?
Teresa - Eu contei...estive a contar, com a Cheila, a Cheila ajudou-me, ela contava e eu marcava o0s
numeros na folha...
Prof. - Sim. Mas contaram como? Comegavam no primeiro, 3...
Teresa - Como eu ja tinha chegado que aqui era sete, entdo nos acrescentavamos mais dois...entao
ela ia contando e eu ia apontando na folha.

Ha de facto evidéncias do raciocinio recursivo, uma vez que a aluna, iniciando a sua estratégia na

ultima figura conhecida, vai contando de dois em dois até alcangar a figura pretendida.

Podemos afirmar que existem indicios que a aluna ndo conseguiu estabelecer relagbes entre os
termos do padrdo e o numero de tampas que os compunham. Apesar da descoberta da paridade
dos numeros, a aluna ndo conseguiu aprofundar a sua analise e tentar de algum modo desenvolver
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uma generalizacdo. E possivel que o uso de estratégias aditivas, com base no raciocinio recursivo
utilizado, sejam o motivo para ndo conseguir estabelecer relagbes funcionais nesta sequéncia.
Destaca-se ainda que na questao final, a aluna recorre novamente a paridade dos numeros para
obter uma resposta correta (Figura 69).
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Figura 69 - Resolugéo da Teresa na questao quatro da tarefa

Tarefa 2— T’s em cubos

Apos clarificar os objetivos da tarefa (Anexo Ill — 2) com o grupo turma, o professor comegou a
circular pela sala entre os alunos, e em especial junto dos alunos caso, para se ir inteirando dos
seus desenvolvimentos. A Teresa partiu logo para a resolugdo das questdes da tarefa, ndo
realizando grande analise ao padréo (Figura 70), mas também sem conseguir avancgar na tarefa.
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Figura 70 — Padréo visual da tarefa “T's em cubos”

Apenas conseguiu encontrar uma regularidade, acrescenta-se sempre mais trés cubos (Figura 71).
Com base nesta descoberta, a aluna na primeira questao da tarefa apresentou a sua resolugao com
0 apoio de uma tabela que ndo nos mostra novas descobertas.

Figura 71 - Resolugéo da questdo um da tarefa “T's em cubos”

Quando questionada na entrevista sobre esta resposta, afirmou o seguinte:

Prof. - Na questao um dizes “N&o, porque na sequéncia acima apresentada acrescenta-se sempre
mais trés cubos”, certo? Como é que descobriste esta regularidade? Como é que pensaste?

Teresa - Entdo eu contei os cubos, aqui estavam 4...depois 4 + 3 sdo 7, entdo eu vi que
acrescentava-se mais trés...

Prof. - E bastou-te fazer esta experiéncia?

Teresa - Nao, depois também vi se nesta também dava...

Prof. - Ok. Ent4o foste fazendo sempre com adi¢ées?

Teresa - Sim.

Podemos concluir que a Teresa recorreu a um raciocinio recursivo para a busca e exploracéo das
regularidades no padrdo. Na continuidade do trabalho, na questao dois a aluna tinha de facto feito
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as expressdes 4+0=4, 4+3=7, 7+3=10, para cada figura, mostrando novamente que recorre a
estratégias associadas ao raciocinio recursivo semelhantes as que tinha afirmado na entrevista.

Ao longo da aula, quando o professor se apercebeu que a aluna se limitava a recorrer a adi¢des
abordou-a, perguntando-lhe se conseguiria saber quantos cubos teria a figura 12 (questdo 3) sem
fazer as adicdes para todas as figuras. A aluna, apds um olhar de duvida inicial, acabou por
compreender que ndo iria conseguir. Foi-lhe entdo solicitado que olhasse para as figuras e tentasse
descobrir outra forma de contar:

Teresa -“Entdo, como vai de 3 em 3, podemos fazer 3 x 1 = 3 e depois temos de acrescentar 1.”
Prof. — Porqué?

Teresa — Para dar 4.

Prof. — “E sera que funciona sempre?”

Teresa — “Vou ver.”

Pouco depois acaba por afirmar que funciona e que é parecido a da aula passada.

Na questao trés, a Teresa constréi uma tabela (Figura 72) onde apresenta expressbes que
relacionam o numero da figura com o total de cubos. Com base na construgéo desta tabela a aluna
responde corretamente a questdo 4 (Figura 73), ndo apresentando outro tipo de estratégia de
pensamento.

o — = [ Figura 72 - Tabela construida pela aluna na
; : ' questao trés da tarefa “T’s em cubos”

Finalmente na questao cinco (Figura 73), a aluna apresenta uma regra que estabelece as relacdes
multiplicativas entre os termos e o nimero de cubos de cada figura.
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Figura 73 - Resolugéo das questdes quatro e cinco da tarefa “T's em cubos”
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Contudo, quando questionada sobre estas estratégias a aluna revelou que tinha tido bastante
dificuldade e s6 com a ajuda do professor as tinha ultrapassado (Anexo VI — 3).

A linguagem a que recorre nesta Ultima questao da tarefa sera possivelmente uma consequéncia
das conclusdes obtidas da aula anterior e da discuss&o que decorreu ao longo da aula. E positivo
observar que a aluna utiliza contextos escolares prévios para compreender o trabalho que vai
realizando, significando alguma possivel evolugdo na compreensao algébrica das tarefas por parte
da aluna.

Podemos entdo afirmar que nesta tarefa a Teresa recorreu a um raciocinio recursivo, o que
possivelmente Ihe dificultou a descoberta de uma generalizagao global. Contudo, quando solicitada
a aprofundar as suas ideias e estratégias, conseguiu recorrer a estratégias que relacionavam a
posicdo das figuras e o numero de cubos de cada uma de forma funcional, recordando e
estabelecendo comparagbes com as descobertas realizadas na tarefa anterior.

Tarefa 3 - Figuras de figuras

Recordando que a Teresa recorre com regularidade a estratégias de cariz aditivo, e tendo em conta
que a tarefa Figuras de figuras (Anexo Ill — 3) envolve conhecimentos que se baseiam em contextos
multiplicativos (fragcbes e poténcias), foi percetivel no decorrer da aula, que exigiria um salto
qualitativo muito grande por parte da aluna para conseguir concluir com sucesso a tarefa.
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Figura 74 — Tabela inicial da tarefa “Figuras de figuras” depois de preenchida em grupo turma

Quando o professor circulou junto da Teresa verificou que esta ainda se encontrava com problemas
em compreender a tabela, mesmo apds a sua exploragdo e preenchimento, efetuados no inicio da
aula (Figura 74). Assim, foi necessario colocar algumas questoes:

Prof. — Esta figura “sdo” trés da anterior? (Preenchimento da tabela na horizontal).
Teresa— Né&o...

Prof. — Entdo? E maior ou menor?

Teresa — Menor.

Prof. — Ok. Entao que parte é?

Teresa — Metade?

Prof. — Pode ser metade? Olha bem para as figuras. ..

Teresa— Néo...€ um tergo.
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Prof. — Ok. Entdo e agora ndo consegues continuar a estabelecer relagbes entre as restantes
figuras? O que fizeste na vertical ndo te ajuda?
A aluna apresentou bastantes dificuldades em compreender a relacao de medida quando a unidade
€ maior que o objeto a ser medido.

Apobs o didlogo a aluna construiu uma tabela onde colocou as contagens dos tridngulos unitarios,
apresentando ainda mais duas colunas, uma com expressdes relacionadas com as poténcias e
outra com a sua representagao simbalica (Figura 75).

Figura 75 - Tabela construida pela aluna na tarefa “Figuras de figuras”

Contudo, quando questionada na entrevista (Anexo VI — 3) de como tinha pensado, a aluna afirma
que nao é fruto do seu trabalho, mas antes das discussdes que foram ocorrendo na aula.

Prof. - Preencheste aqui uma tabela, com contagens e com umas representacbes...como é que

chegaste a estes resultados?

Teresa — Primeiro contei os tridngulos pequenos e quando o professor me ajudou fiz as contas e

desenhei as figuras...

Prof. — Mas tens aqui depois umas expressées, como pensaste?

Teresa - Isso foi depois, quando estava no quadro...eu hdo consequi fazer...
O recurso a estratégias aditivas e raciocinio recursivo tera sido, possivelmente, o que impediu a
aluna de conseguir estabelecer relagdes funcionais entre a posi¢cdo das figuras € o nimero de
tridangulos unitarios. A sua resposta a questéo dois (Figura 76) mostram precisamente a dificuldade
em encontrar relagbes e regularidades na sequéncia em estudo, limitando-se a descobrir

visualmente que as diagonais da tabela apresentavam sempre o mesmo numero.

Figura 76 - Resposta da aluna a questao dois da tarefa “Figuras de figuras”

Quando analisamos as restantes respostas dadas pela aluna (Figura 77), conclui-se que nao
conseguiu estabelecer qualquer tipo de generalizagao local ou global nesta tarefa, cometendo
inclusive erros de calculo.

Figura 77 — Resposta da aluna as questées trés e quatro da tarefa “Figuras de figuras”
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A conclusao da tarefa foi efetuada pela aluna, em simultdneo com a exploragdo em grupo no final da
aula, como a mesma afirma em entrevista (Anexo VI — 3):

Prof. — Ok. E entao queres falar um pouco sobre as tuas outras respostas?

Teresa — Professor...essas respostas foram feitas depois do professor dar algumas
dicas...multipliquei sempre por trés até dar...mas ndo percebi...sé percebi quando foi explicado na
turma toda...

Com base na analise efetuada podemos afirmar que a aluna nido estabeleceu qualquer relacado
entre as figuras do padrdo e a sua posi¢cao, nao tendo por isso desenvolvido qualquer estratégia
funcional, limitando-se a efetuar a contagem dos tridngulos unitarios das varias figuras.

5.3.3. O poés-teste

A Teresa, na primeira questao do pds-teste (Anexo V — 3E) é muito sucinta, havendo indicios de ter
percebido que os hexagonos partilham um lado (palito) na sua construcao, que tera consequéncias
na contagem do total dos palitos.

1. Desenha a figura seguinte da sequéncia. Explica qual a regra de formagdo que
seguiste para a desenhar,
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Figura 78 - Resolugéo da questdo um do pds-teste

Na segunda questao da tarefa a aluna apresenta a sua resposta utilizando a linguagem natural,
recorrendo ainda a uma expressao numeérica para efetuar o calculo. Apesar das igualdades néo
serem corretas, a aluna ja parece demonstrar compreender que os lados comuns aos hexagonos
(Figura 79) devem ser tidos em conta na contagem dos palitos.

2. Quantos hexagonos tem a figura da sequéncia na posigao 77 E quantos palitos?
[
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Figura 79 - Resolugéo da quest&o dois do pds-teste

Apesar da expressao numérica 7 x 6 = 42 — 1 = 41, apresentar o menos um, podendo ser um palito
que a aluna pretenda retirar, por compreender que existe a necessidade de realizar algum acerto, na
sua explicagao por escrito ndo o refere. De qualquer modo, € evidente que a aluna ndo decompde a
figura de modo a compreender que, por exemplo, todas as figuras tém cinco palitos e somente a
final tem seis, 6 x 5 + 6. Ou que, temos sempre figuras de cinco palitos e no final podemos adicionar
o palito final para fechar a figura, 7 x 5+1.

Na questao seguinte, a Teresa mantém o seu raciocinio e responde do seguinte modo:
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3. E possivel ter uma figura com 85 palitos? Explica a tua resposta.
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Figura 80 - Resposta a questao trés do pos-teste

A aluna aqui volta a compreender cada uma das figuras do padrdo composta por hexagonos e
utiliza a proporcionalidade nos multiplos de seis para resolver o problema. No entanto, quando na
questao quatro (Figura 81) é solicitado que descreva uma regra geral, surpreende-nos com uma
outra estratégia.
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Figura 81 - Estratégia de resolugao para a questao quatro do pos-teste

Ha uma diferenca significativa na abordagem desta questdo, quando comparado com as
estratégias utilizadas nas questdes anteriores. Vejamos como pode ser reveladora de um
raciocinio mais elaborado.

Nos trés exemplos que apresenta, multiplica por 6 a ordem da figura e vai retirando um
numero diferente de palitos. Tudo parece indicar que na segunda figura retira um palito porque
ha um lado comum, na terceira figura retira dois, porque ha dois lados comuns. Teria sido
interessante perceber como teria a aluna feito o quarto termos e um termo de ordem n, uma
vez que este raciocinio leva a uma generalizagdo, n x 6 - (n-1). Contudo, devido a diversos
fatores ndo houve oportunidade para tal.

Ainda assim, esta estratégia final que a aluna apresenta, leva-nos agora a questionar se na
questao dois, quando indica a expressao 7 x 6 = 42 — 1 = 41, nao seria ja uma tentativa para
explicar esta sua ideia final, tendo trocado um possivel — 6, que seria 0 numero da figura anterior,
por — 1, o Ultimo hexagono, nao se apercebendo que deste modo cometeria um erro na contagem.

Apesar dos erros cometidos na utilizagdo inadequada do sinal de igual, a aluna parece assim
evidenciar um pensamento algébrico bastante mais desenvolvido. Como ja foi referido, teria sido
interessante aprofundar esta ideia com a aluna através de uma entrevista.

5.3.4. As estratégias utilizadas no trabalho envolvendo a exploragao de padrées

No pré-teste a Teresa considera um termo da sequéncia como unidade, o de ordem um, e vai
utilizando multiplos para responder as varias questoes da tarefa. Podemos pois considerar que a
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aluna utiliza a estratégia termo unidade sem ajuste (TU1), segundo as categorias apresentadas por
Barbosa (2011). Contudo, quando utilizamos as categorias apresentadas por Ponte, Branco e Matos
(2009), verificamos através dos erros cometidos pela aluna, também ja identificados pelos autores,
que podemos enquadrar na estratégia do objeto inteiro (Ol). De facto, a inexisténcia de
proporcionalidade entre os termos da sequéncia levaram a Teresa a uma generalizagao incorreta.

Relativamente as estratégias utilizadas pela Teresa na tarefa “As tampinhas do Joao”, verificou-se
que na sequéncia A, a aluna recorreu inicialmente a uma estratégia aditiva (A), para compreender
que estava perante os multiplos de trés, mas depois afirma que, na 37 figura é o 3° mdltiplo da
fabuada do 3, a segunda é o 2° mdltiplo da tabuada do 3, é sempre assim, mostrando ter
compreendido que ha uma correspondéncia entre a ordem da figura e o multiplo da mesma ordem,
estratégia da decomposi¢cdo dos termos (DT). A sua explicagdo no quadro, com recurso a
expressoes algébricas, também ajudou ao investigador a reforgar esta sua analise (Figura 65).

Com base na sua descoberta, na questao dois, a aluna recorre a uma expressao numérica 3 x 8 =
24, explicando depois por escrito a ideia que tinha precisamente descoberto na questao anterior,
estratégia explicita (E).

Ja relativamente a sequéncia B, a aluna revelou bastantes dificuldades para compreender as
regularidades presentes no padrdo e utilizou o pensamento recursivo através de uma estratégia
aditiva (A), ou segundo as categorias apresentadas por Barbosa (2011), estratégia recursiva (D1).
Neste padrédo a aluna ndo consegue alcangar nenhuma generalizagéo global.

Continuando a analisar as estratégias utilizadas pela Teresa, agora na tarefa dois, verificou-se que
volta a utilizar o raciocinio recursivo, contando o niumero de cubos de cada figura do padrdo e
percebendo que acrescenta 3 cubos de termo para termo, estratégia aditiva (A). Somente apos
apoio individualizado a aluna conseguiu explorar mais profundamente o padrao, fazendo varias
experiéncias para confirmar a generalizagao, tentativa e erro (TE), tendo compreendido a relagao
multiplicativa entre termos e numero de cubos envolvidos.

A tarefa trés da cadeia foi com toda a certeza a mais problematica para a Teresa. As exigéncias de
capacidades e raciocinios multiplicativos da tarefa foram certamente decisivos para que a aluna nao
tenha alcangado sucesso na sua resolugdo. Uma vez mais, a aluna recorreu a estratégias de
contagem, impedindo-a de compreender as relagdes multiplicativas e de medida entre os termos do
padrdo. Nesta tarefa podemos mesmo afirmar que a aluna se limitou a realizar contagens (C) e a
desenhar alguns termos da sequéncia (RC). Assim, voltamos a observar um retroceder no tipo de
estratégias utilizadas.

Por ultimo, no pés-teste, a Teresa utiliza numa primeira fase estratégias que indiciam a utilizagao do
raciocinio multiplicativo, uma vez que contabiliza o numero de palitos de um hexagono, considerado
o termo unidade, utilizando depois mdltiplos desse valor para obter o niUmero de palitos das figuras
dos termos seguintes (TU1). Contudo, tudo indica que, devido ao facto dos termos ndo serem
proporcionais entre si, a aluna comete erros, como foi observado na questao trés. Erros tipicos nos
alunos que utilizam a Estratégia do objeto inteiro (Ol), segundo Ponte, Branco e Matos (2009).
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Porém, na questao final da tarefa, apresenta estratégias que indiciam um outro tipo de trabalho,
outro tipo de estratégia. Na analise percebemos que continua a utilizar os multiplos de seis, tendo
em conta o numero de lados do hexagono (aspeto visual), para determinar qualquer outro termo do
padrdo, subtraindo de seguida o termo de ordem anterior. Para ilustrar a sua regra a aluna
apresenta trés exemplos locais, cometendo no entanto, erros de linguagem na utilizagéo do sinal de
igual. Ha algumas evidéncias que ja tenha tentado desenvolver esta estratégia na questao dois.

Na categorizagdo apresentada por Ponte, Branco e Matos (2009), é possivel que a aluna tenha
utilizado a estratégia da decomposicdo dos termos (DT), ou segundo Barbosa (2011), explicita (E),
uma vez que descobre uma regra geral funcional.

Ponte, Branco e Matos (2009)
Estratégias utilizadas pela Teresa
RC A ol DT Legenda:
C 3 Prt— pré-teste
T1-Tarefa 1
TU1 Pl’t, PoT T2-Tarefa 2
T3-Tarefa 3
TU TU2 PoT — Pos-teste
= TU3
8
= D1 T T
8
2 idénci 6-
kS . 02 Evidéncias do E)er?samento pré
algébrico
Evidéncia da transicdo do
D3 o s
pensamento aritmético ao algébrico
E ™ PoT Evidéncia dg pensamen.to algébrico
mais desenvolvido
TE T2 PoT

Quadro 9 - Sintese das estratégias utilizadas pela Teresa ao longo das diversas tarefas

5.3.5. Nivel de pensamento algébrico

Quando observamos o quadro sintese das estratégias utilizadas pela Teresa ao longo de todo o
estudo, podemos afirmar que desde o 5° até ao 6° ano de escolaridade, o raciocinio da aluna
evidenciava alguma compreensdo algébrica das tarefas. Contudo, e apesar de poder ser
enquadrada no nivel que evidéncia a transi¢do do pensamento aritmético para o algébrico, também

podemos constatar que a aluna recorreu com bastante frequéncia a estratégias aditivas e ao
raciocinio recursivo.

O raciocinio multiplicativo € o raciocinio envolvido em situagcbes de multiplicacdo, diviséo,
proporcionalidade e também em todo o trabalho com fragdes. Se recordarmos o desempenho da
aluna na tarefa “Figura de figuras”, que envolvia poténcias e fragbes, conseguimos perceber que
estaremos perante o caso de uma aluna que encara a multiplicacdo como a adicdo sucessiva de
parcelas iguais, impedindo-a de melhor desenvolver estratégias funcionais no estudo dos padrdes.
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A frequentar o 7° ano de escolaridade a aluna continua a realizar decomposicbes pouco
clarificadoras da construgéo das figuras do padrdo. A aluna volta a recorrer & nogdo de multiplo de
um numero, tendo por base o aspeto visual das figuras do padrdo, nomeadamente o primeiro termo,
mas comete erros com a utilizagdo inadequada do sinal de igual. Ponte, Branco e Matos (2009),
Cavalcanti e Santos (2009) e Bandarra (2011), associam este tipo de erro a alunos no nivel de
transicao entre o aritmético e o algébrico.

Contudo, no final da tarefa apresentou uma estratégia diferente, que culmina numa generalizagao
global, mostrando evidéncias de um raciocinio funcional, que lhe trouxe algum sucesso nos
resultados obtidos.

Como conclusao, podemos afirmar que a aluna ainda se encontra no segundo nivel de pensamento
algébrico, segundo Fiorentini et al. (1993) e Fiorentini, Fernandes e Cristévao (2006), uma vez que
apresenta evidéncias de transicdo do pensamento aritmético ao algébrico, quer por utilizar as
estratégias tipificadas, quer por cometer os erros também relacionados com este nivel. No entanto,
e tendo em conta as estratégias utilizadas no pos-teste, ha evidéncias que a aluna se encontra em
evolugdo, aproximando-se do nivel de pensamento algébrico mais desenvolvido.
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Capitulo VI

Conclusoes e recomendacgoes

Este capitulo comeca por apresentar uma analise comparativa do trabalho realizado pelos trés
alunos-caso participantes no estudo. Seguem-se as principais conclusdes, provenientes da analise
sobre os dados recolhidos, procurando sempre ir ao encontro do objetivo do estudo e das questdes
de investigagéo delineadas no inicio. Finalmente, é realizada uma breve reflexdo, que incidira sobre
o0 modo como se desenvolveu, assim como algumas recomendagdes para futuras investigagcoes.

Analise comparativa dos casos

Depois de analisar o trabalho desenvolvido pelo Pedro, Cristina e Teresa ao longo das diferentes
tarefas, pré-teste no 5° ano, cadeia de tarefas no 6° e pds-teste no 7°, é possivel afirmar que
demonstraram sempre interesse e empenho na sua resolugéo. Contudo, o tipo de estratégias e o
nivel de raciocinio que utilizaram nao foi sempre o mesmo. Estas diferengas trouxeram também
variagdes na seguranga com que enfrentaram as novas tarefas propostas.

A relagdo encontrada entre o tipo de raciocinio utilizado, recursivo ou funcional, com a descoberta
de uma generalizagao, fosse esta local ou global, esteve em destaque. Ha evidéncias que o tipo de
raciocinio utlizado pelos alunos influencia as escolhas das estratégias e das opgdes de pensamento
exploratorio para a abordagem dos problemas propostos.

O Pedro, apesar de ter utilizado no pré-teste estratégias relacionadas com a transigéo entre o
pensamento aritmético e o algébrico, conseguiu estabelecer uma generalizacdo geral, ainda que
tenha cometido alguns erros possivelmente ligados as contagens. Para descrever o seu
pensamento e as suas estratégias o aluno optou pelo uso da linguagem corrente. Por outro lado,
Cristina, apresentou logo estratégias relacionadas com o raciocinio multiplicativo, estabelecendo
relacdes funcionais entre as variaveis. Ja para a ilustracdo das suas ideias, utilizou uma
representacdo algébrica mais formal, tendo em algumas questées cometido erros de linguagem,
possivelmente devido ao facto de nao atribuir ao sinal de igual o sentido de equivaléncia, tal como
descrito nos trabalhos apresentados por Cavalcanti e Santos (2009), e Kieran (1992), citado por
Ponte, Branco e Matos (2009). Por outro lado, a Teresa, apesar de ter utilizado estratégias que
indiciam a transigdo entre o pensamento aritmético e o algébrico, cometeu erros relacionados com
contagem, indiciando uma compreensdo dos multiplos de um numero como adigbes sucessivas.
Recorde-se também que no pré-teste, a aluna, evidenciou nio ter realizado uma analise
aprofundada das figuras do padrdo em estudo, ndao compreendendo que nao existia
proporcionalidade entre os seus termos.

Tal como o Pedro, a Teresa recorreu com regularidade a linguagem corrente para explicar o seu
raciocinio, mas sempre que se sentiu confiante nas descobertas realizadas, optou pela simbologia
matematica mais formal para as ilustrar. De referir que tal como a Cristina, cometeu alguns erros
associados ao uso do sinal de igual, sem compreender a sua nogao de equivaléncia (Cavalcanti e
Santos, 2009; Kieran, 1992, citado por Ponte, Branco e Matos, 2009).
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No que as tarefas da cadeia diz respeito, o Pedro demostrou uma clara evolugao nas estratégias
utilizadas e no tipo de pensamento algébrico desenvolvido. Apesar de nas duas primeiras tarefas,
antes de alcancar a generalizagéo global, ter recorrido a raciocinios do nivel de transicao, na tarefa
final e no pds teste, o uso exclusivo de raciocinios multiplicativos funcionais e estratégias
relacionadas evidenciaram uma evolugao para o nivel de pensamento algébrico mais desenvolvido.
De referir ainda que em todas as tarefas utilizou tabelas, que o ajudaram a descobrir e estabelecer
relacbes funcionais entre variaveis dependentes e independentes, demonstrando um estudo
aprofundado das figuras de cada padrdo, procurando sempre encontrar regularidades que lhe
facilitaram o trabalho na generalizagao.

A Cristina, neste conjunto de tarefas, continuou a desenvolver estratégias ligadas a um pensamento
algébrico mais desenvolvido e manteve o uso de uma linguagem matematica mais formal. Contudo,
em todas as tarefas, evidenciou recorrer ao raciocinio recursivo, principalmente nos padrées em que
os termos n&o eram proporcionais entre si. Também ficou patente, que apesar do uso deste tipo de
raciocinio no inicio das tarefas, a aluna terminou as mesmas evidenciando o uso de raciocinios
funcionais, apesar de cometer alguns erros. A aluna, ao contrario do Pedro que optou quase sempre
por decompor as figuras, estudando as suas alteragdes, utilizou estratégias de tentativa e erro para
procurar generalizar. Ja a Teresa, recorreu bastante a estratégias relacionadas com o raciocinio
recursivo. Em muitas situagdes, a aluna sé conseguiu compreender e desenvolver uma regra geral
ap6s didlogo e debate quer com o professor, quer depois com o grupo turma. Apesar de revelar um
nivel de pensamento ainda na transicdo entre o aritmético e o algébrico, a Teresa tentou utilizar,
quase sempre, representacdes mais formais para explicar os seus raciocinios. De destacar, que a
tarefa “Figuras de figuras” se revelou bastante complexa para a aluna, que nao alcangou os
objetivos minimos pretendidos para a mesma sem ajuda do professor ou colegas. Possivelmente, o
facto de se apoiar maioritariamente em estratégias aditivas e no raciocinio recursivo, impediram-na
de compreender um padrao com caracteristicas multiplicativas muito particulares.

No pos-teste o Pedro recorreu novamente a estratégias bastante elaboradas e indiciadoras de um
pensamento algébrico mais desenvolvido. Contudo, revela uma diferenga em relagédo as estratégias
apresentadas na cadeia, nao utilizando qualquer tabela para efetuar o estudo do padro. Desta vez,
recorreu a anotagdes nas préprias figuras, evidenciado ter realizado a sua decomposigao e analise,
0 que lhe permitiu compreender como eram construidas. Relativamente a representacdo, o aluno
volta a recorrer a linguagem corrente, socorrendo-se sempre de exemplos concretos para auxiliar a
sua explicagao.

A Cristina, que ao longo da cadeia de tarefas tinha utlizado estratégias relacionadas com o
raciocinio multiplicativo com frequéncia, volta a utilizar nas primeiras questdes do pds-teste
estratégias recursivas, adicionando o numero de palitos de figura para figura, nas primeiras
questdes. Contudo, termina o trabalho utilizando uma estratégias funcional, alcangando uma
generalizagao global do padrao.

Tal como o Pedro, recorre a linguagem corrente para explicar os seus procedimentos e raciocinios e
socorre-se de expressdes numeéricas para complementar e reforgar as suas descobertas.
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A Teresa por seu lado, nas questdes iniciais do pds-teste utiliza estratégias recursivas, havendo
algumas evidéncias de procurar relagdes entre o numero de hexagonos de cada figura e o numero
de posicao do termo do padrdao. Nas questbes seguintes, voltam a existir evidéncias do uso de
estratégias multiplicativas, quando tenta relacionar o nimero de palitos de cada figura com a sua
posicao no padrao, recorrendo aos multiplos de seis. Ainda assim, possivelmente por se encontrar
num nivel de pensamento ainda de transicdo, entre aritmético e algébrico, comete alguns erros
relacionados com a composicdo das figuras. No entanto, termina a tarefa recorrendo a estratégias
que indiciam um nivel de compreensao bastante desenvolvido, contrariando um pouco a hipotese
de ndo ter realizado uma andlise adequada ao modo como as figuras do padréo sédo construidas,
mostrando evidéncias de ter alcangado uma generalizagao global.

Para expressar as suas ideias e conclusdes, utiliza a linguagem corrente e socorre-se com alguma
frequéncia a expressbes matematicas mais formais, apesar de cometer erros relacionados com a
incompreenséo do sinal de igual como equivaléncia (Cavalcanti e Santos, 2009; Kieran, 1992, citado
por Ponte, Branco e Matos, 2009).

Podemos entao concluir que o Pedro, apesar de ter iniciado o estudo no nivel de transicao, que ao
longo das primeiras tarefas o levou a recorrer pontualmente a estratégias aditivas, demonstrou uma
evolucido positiva no nivel de pensamento algébrico, tendo-se refletido na sua escolha cada vez
mais objetiva no tipo de estratégias funcionais para a resolucao das situagdes propostas. O aluno
evidencia assim ter alcangado o nivel de pensamento algébrico mais desenvolvido.

Ja a Cristina manteve ao longo do estudo um nivel de pensamento algébrico mais desenvolvido,
tendo demonstrado algumas insegurangas pontuais, que a levaram a recorrer ao raciocinio
recursivo sempre que sentiu necessidade. No caso da Teresa, as evidéncias ao longo do estudo
situam-na num nivel de transicdo do pensamento aritmético ao algébrico. No entanto, no pds-teste
foi possivel observar que a aluna revela uma compreensdo da tarefa ao nivel do pensamento
algébrico mais desenvolvido, mas neste estudo ja n&o foi possivel analisar a consisténcia dessa
possivel evolugéo.

Niveiz d= penzamento
algébnco segundo
Fiorentiniet al. (1993) & Pré-teste Tarefa 1 Tarefa 2 Tarefa 3 Pés-teste
Fiorentini, Femandes &
Cristéwdo (2006)

Ewidéncia do
pensamento algébrco & .
mais desenvohido — ,. - < ”.“‘ -

Evidéncia da transigio
do pensamento FTLLLL A "
antmético ao algébnco . -

b,

(

.‘
8.
(’\

(

(
X
.,

Ewdéncias do
pensamento pré-
akyébrico

- Caso do Pedro
- Caso da Cristina
@::ssnnnofy -Casoda Teresa

Figura 82 - Esquema sintese da evolugao do nivel de pensamento algébrico dos alunos de acordo
com o tipo de estratégias utilizadas ao longo das tarefas
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Conclusoes

O facto de um aluno, num estudo exploratério de padrdes, iniciar sempre o trabalho através de
estratégias recursivas revela que, além de ndo sentir confianga nas estratégias multiplicativas, o seu
raciocinio possivelmente ainda se encontra ao nivel da aritmética. Este tipo de raciocinio, eficaz em
muitas outras situagdes, torna-se um entrave no desenvolvimento do pensamento algébrico do
aluno, uma vez que interfere com a capacidade de compreender e efetuar generalizagdes funcionais
e globais na exploracao de padrdes.

A passagem de um raciocinio aritmético para um raciocinio multiplicativo e funcional, ao longo do
primeiro ciclo do Ensino Basico, estendendo-se ao inicio do segundo ciclo, encontra-se ligado a
forma como os alunos observam os numeros e os relacionam entre si, € ainda como decompdem
um numero em partes funcionais. Se um aluno observa o dobro de dois como a soma de dois com
dois, possivelmente tera dificuldade em perceber que na sequéncia 3, 5, 7, 9, encontrara o dobro
dos numeros naturais acrescentando sempre um. Por outro lado, se ja tiver compreendido que 2 é o
dobro de 1, 4 o dobro de 2, 6 o dobro de 3, mais facilmente podera compreender a generalizagao
global para este padréo.

Contudo, nao devemos esquecer que os padrdes utilizados para este estudo sdo padrdes visuais, e
que a decomposicao dos termos neste tipo de tarefas facilita o estabelecer de relagdes entre as
variaveis, potenciando a descoberta da generalizagdo global. Vale e Pimentel (2005), num estudo
sobre a exploragdo de padrdes, chegaram a conclusdo que a maioria dos alunos que utilizam
unicamente abordagens numeéricas demonstram dificuldades na resolucdo das tarefas propostas,
n&o conseguindo alcangar uma generalizagdo global ou obtendo uma generalizagéo errada.

Neste trabalho, o Pedro foi, dos trés casos, o que melhor se dispds a desconstruir os termos e a
criar tabelas facilitadoras da busca de regularidades nos padrées em estudo. As tabelas, criadas
pelo aluno, aludiam de facto ao modo como ele préprio percecionava visualmente o padrdao em
estudo e como o relacionava com os valores envolvidos. Assim, apoiado pela exploragéo visual,
conseguiu decompor os valores envolvidos, recorrendo depois a estratégias multiplicativas que lhe
permitiram relacionar os termos do padrao e o numero de elementos que constituia cada uma das
figuras.

Por outro lado, nem a Cristina nem a Teresa evidenciam de forma tdo objetiva e segura a
exploragao visual das figuras dos padrdes em estudo. De facto, estas alunas privilegiaram o recurso
a estratégias numéricas em detrimento de outro tipo de abordagem, tendo cometido erros nas
contagens e nas generalizagbes encontradas. Nos padrdes que ndo apresentavam
proporcionalidade entre termos, por exemplo, utilizaram estratégias relacionadas com o raciocinio
recursivo, ou seja, recorriam a figura anterior para obter a seguinte. Estas abordagens sao tipicas
dos alunos que se encontram nos primeiros niveis de pensamento algébrico (Ponte, Branco e
Matos, 2009; Barbosa, 2011).

As diferengas na escolha de estratégias, permite-nos estabelecer uma relagao muito estreita entre o
nivel de pensamento algébrico e o tipo de compreensdo dos padrdes em estudo, que em ultima
instancia parece ditar a escolha das estratégias para a sua exploragao.
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Relativamente a forma como representaram as suas descobertas, quer a Cristina, quer a Teresa,
apresentaram alguns problemas de linguagem, cometendo erros na utilizacdo do sinal de igual,
considerando-o como operador (Falkner, Levi & Carpenter, 1999, citados por Bandarra, 2011;
Cavalcanti e Santos, 2009). Autores como Ponte, Branco e Matos (2009), assim como Cavalcanti e
Santos (2009), referem que grande parte do trabalho tipicamente efetuado nos primeiros anos de
escolaridade, leva os alunos a compreender o sinal unicamente do ponto de vista de efefuar uma
operacdo. O objetivo do sinal torna-se exclusivamente aritmético. Kieran (1992), citada por Ponte,
Branco e Matos (2009), apresenta duas formas de encarar o sinal de igual, processual e estrutural.
O processual encontra-se ligado ao pensamento aritmético e o estrutural ligado ao pensamento
algébrico. Se por um lado o modo processual esta relacionado e marcado pelo calculo, no caso do
estrutural, como o nome indica € marcado pela atencéo as estruturas e relagcdes onde se baseiam.

Sabemos que as duas alunas que apresentaram estes erros também evidenciaram utilizar com
alguma frequéncia raciocinios recursivos, baseados em estratégias aditivas ou de contagem, ndo
compreendendo a estrutura multiplicativa dos padrées em estudo. Ja no caso do Pedro, este erro
nunca ocorreu. Tal como nos foi possivel constatar, o aluno evoluiu do nivel de pensamento
algébrico de transigdo para o ultimo nivel de pensamento algébrico proposto por Fiorentini et al
(1993) e Fiorentini, Fernandes e Cristévao (2006).

Trabalhos realizados por Falkner, Levi e Carpenter, (1999), citados por Ponte, Branco e Matos
(2009), assim como Bandarra (2011), indicam que € necessario propor situagdes aos alunos que
desenvolvam a nogao de equivaléncia das expressées em ambos os lados do sinal de igual.

Assim, respondendo a primeira questdo do estudo, Qual a compreensédo algébrica revelada pelos
alunos na resolug¢éo de tarefas envolvendo a exploragdo de padrées?, é possivel afirmar que os trés
alunos evidenciaram compreensao algébrica das tarefas propostas, embora em diferentes niveis de
pensamento algébrico. Além disso, foram encontradas diferengas no tipo de estratégias utilizadas
pelos alunos, no modo como registaram e representaram as suas descobertas e consequentemente
nas generalizacdes alcangadas, principalmente nos padrées n&o proporcionais.

Relativamente a questao dois, Que estratégias utilizam na busca de generalizagbes?, tudo parece
indicar que existe uma relagao entre os dois tipos de raciocinio, o recursivo e o funcional e o tipo de
estratégias desenvolvidas para o estudo exploratério de padrdes.

O Pedro recorreu quase sempre ao raciocinio funcional, com uma clara opgao pelas estratégias
multiplicativas, conseguindo por isso estabelecer relagcdes entre as variaveis dos padrbes e
alcancando as generalizagdes globais. Ja vimos que, em todas as tarefas da cadeia, optou por
construir tabelas exploratérias € em alguns casos por descrever de forma minuciosa o
comportamento dos padrdes, ndo s do ponto de vista numeérico, como também visual.

Ja a Cristina, apesar de ter utilizado regularmente estratégias multiplicativas, sé desenvolveu tabelas
quando era solicitado pela propria tarefa e poucas vezes evidenciou uma decomposigao intencional
dos termos do padrdo. Foi ainda constatado que a aluna, nos padrbes onde nao existia
proporcionalidade entre os termos, optou inicialmente por estratégias recursivas e somente mais
tarde, através de estratégias de tentativa e erro conseguiu desenvolver generalizagbes globais.
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A Teresa, que como pudemos constatar ainda recorre muito ao raciocinio recursivo, optou por utilizar
com bastante frequéncia as estratégias aditivas e de contagem. Da mesma forma, que a Cristina, a
aluna criou tabelas somente quando solicitado, limitando-se a utiliza-las para organizar os dados,
recorrendo quase sempre aos valores ja conhecidos para descobrir os seguintes. Nao evidenciou
estratégias de decomposigao e analise dos termos dos padroes.

Finalmente, respondendo a questdo 3. Em que nivel de generalizagdo se encontram?, podemos
afirmar que, segundo os niveis do pensamento algébrico apresentados por Fiorentini et al. (1993) e
Fiorentini, Fernandes e Cristévao (2006), tanto o Pedro como a Cristina se encontram no nivel de
pensamento algébrico mais desenvolvido. O Pedro, quando se iniciou este estudo encontrava-se no
nivel de transicao, mas ao longo de todo este trabalho revelou ter evoluido positivamente. Quer as
suas estratégias quer o raciocinio evidenciado apontam no sentido de se encontrar no ultimo nivel
de pensamento algébrico.

Ja a Cristina, que no pré-teste evidenciou encontrar-se no nivel de pensamento algébrico mais
desenvolvido, foi revelando ao longo do trabalho alguns aspetos deficitarios. Recorreu como ja
vimos a algumas estratégias tipicas do nivel de transicdo e cometeu erros comuns a esse mesmo
nivel. No entanto, em todas as tarefas conseguiu realizar uma generalizacio global, pelo que se
pode considerar que se encontra no nivel de pensamento algébrico mais desenvolvido.

Relativamente a Teresa, iniciou o trabalho evidenciando encontrar-se no nivel de transicdo.
Contudo, ao longo de todo o trabalho, somente em situagbes pontuais apresentou estratégias
funcionais tipicas do ultimo nivel de pensamento algébrico. Apesar de ter realizado um trabalho
interessante no pos-teste, ainda comete erros tipicos do nivel de pensamento de transicdo. Assim,
apesar de haver evidéncias de estar a evoluir, a aluna ainda se encontra no nivel de transigéo entre
0 pensamento aritmético e o algébrico.

Mais uma vez, podemos afirmar e concluir que existe uma relagdo muito préxima entre o tipo de
raciocinio apresentado pelos alunos e as estratégias por si escolhidas para realizar as tarefas
propostas e desenvolver generalizagdes. O Pedro que se encontra num nivel de pensamento
algébrico bastante desenvolvido, foi 0 que melhor realizou uma decomposicao visual dos termos dos
padrdes em estudo, e através das tabelas por si criadas, usando estratégias funcionais, consegui
realizar generalizagdes globais. A Cristina, que apesar de se encontrar num nivel de pensamento
algébrico superior, ndo evidenciou fazer uma exploragao visual tdo minuciosa como o Pedro, optou
por recorrer em alguns casos a estratégias recursivas. Finalmente, a Teresa, que se encontra ainda
num nivel de transicdo entre o pensamento aritmético e o algébrico, optou quase sempre por
estratégias aditivas e relacionadas com o raciocinio recursivo.
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Reflexao final e recomendagodes

No final deste estudo, é chegado o momento de realizar uma reflexao critica sobre o trabalho
desenvolvido, procurando tomar consciéncia do seu impacto a nivel pessoal e a nivel profissional.

A escolha das tarefas, assim como as opgbes tomadas estiveram sempre ligadas a ideia de
caracterizar e interpretar da melhor forma possivel o trabalho dos alunos na exploracéo de padrdes
visuais de crescimento, tentando assim compreender como desenvolvem o pensamento algébrico.

Dadas as caracteristicas e complexidade das questdes do estudo, considera-se que a metodologia
de investigacdo adotada foi adequada, dado que permitiu descrever com detalhe o trabalho que os
alunos desenvolveram ao longo das tarefas propostas. Ainda assim, devido as suas caracteristicas,
torna-se claro que as conclusdes obtidas neste estudo ndo podem ser generalizadas a todos os
alunos. Seria importante que se desenvolvessem novos estudos, com alunos de niveis de ensino
distintos.

O papel do professor, que também assumiu o de investigador, ficou certamente enriquecido devido
as constantes reflexbes que o desenrolar do trabalho propiciou. A analise das estratégias dos
alunos, assim como as suas explicagbes em sala de aula e nas entrevistas individuais, foram
preponderantes para uma melhor compreensao de como os alunos se desenvolvem ao nivel do
pensamento algébrico.

O presente estudo vem mostrar que as tarefas apresentadas nesta proposta curricular podem
influenciar o desenvolvimento do nivel de pensamento algébrico dos alunos. Além disso, mostram
uma faceta da Matematica mais apelativa e simultaneamente mais verdadeira, uma vez que
estabelece conexdes naturais entre varios conteudos abordados ao longo da escolaridade.

Em relagao ao trabalho dos alunos destaca-se a forma entusiastica com aceitaram e se envolveram
com as tarefas propostas, mostrando o lado real da sua curiosidade e desejo de chegar mais longe
na Matematica. Seria interessante prolongar o estudo ao longo do 3° ciclo, envolvendo estes alunos
em tarefas cada vez mais complexas, de modo a estabelecer relagbes com o trabalho aqui descrito.
Ainda assim, os resultados encontrados sugerem que € necessario continuar a apostar em tarefas
de cariz exploratério, na investigacdo de padrdes visuais, levando os professores a adotar
metodologias que auxiliem os estudantes na desconstrugéo e reconstrugcdo dos padrdes e dos seus
termos, potenciando assim o estabelecer de relagdes funcionais entre as variaveis. E importante
referir que este trabalho deve iniciar-se no primeiro ciclo e acompanhar o aluno em todo o trabalho
de exploragao de padrdes ao longo do 2° ciclo. Também o desenvolvimento da compreenséo do
significado de equivaléncia do sinal de igual deve ser trabalhado objetivamente e amplamente
discutido pelos alunos desde o inicio da sua escolaridade.

Em sintese, considera-se que esta investigagao contribuiu firmemente para o desenvolvimento
humano do investigador, que atualmente observa o ensino da Matematica de uma forma mais global
e humana, tentando diariamente melhorar a sua pratica letiva.
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Anexo | — Quadros de caracterizagao da turma

1. Distribuicao dos alunos na turma por género e idade

Idade dos alunos

90

10 11 12 13 Total
Rapazes
1 9 1 1 12
2
o Raparigas
5 parg 2 13 1 0 16
(O)
Total 3 22 2 1 28
2. Habilitagées dos Encarregados de Educagao
Habilitagoes N° de EE %
4° Ano 3 10,7
6° Ano 3 10,7
9° Ano 10 35,7
10° Ano 1 3,6
12° Ano 8 28,6
Licenciatura 3 10,7
28 100%

3. Alunos com retengao

Trés dos 28 alunos que constituem a turma apresentam retencées no seu percurso escolar.

4. Alunos com planos de recuperag¢ao no ano lectivo 2009/2010

Oito dos 28 alunos que constituem a turma tiveram plano de recuperacdo a disciplina de

Matematica.

5. Alunos abrangidos pelo Dec.Lei n.°3/2008 de 7 de Janeiro — Educagao Especial

Enquadrada na turma encontra-se uma crian¢ga com adequagbes do processo ensino e de

aprendizagem e acompanhamento em psicologia. Esta aluna frequenta um dos dois blocos

semanais da disciplina.
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Anexo Il - Enunciado do pré-teste

Construgdes com palitos

O Vitorino gosta muito de fazer figuras com pecas. Ontem fez uma sequéncia de
figuras;

1. Desenha a figura seguinte da sequéncia. Explica qual a regra de formacgao que seguiste
para a desenhar.

2. Quantos tridngulos tem a figura da sequéncia na posicao 7? E quantos palitos?

3. E possivel ter uma figura com 85 palitos? Explica a tua resposta.

4. Se alguém te disser o nimero de triangulos, explica como podes dizer-lhe o nimero de
palitos que serdo necessarios. Como podes saber que a tua descri¢do ird dar sempre o
numero certo de palitos?
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Anexo lll - A — Planificagao da Unidade
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Anexo lll - 1 — Tarefa “As tampinhas do Joao”

O Jodo gosta de fazer sequéncias com padrdes engracados com as suas tampinhas. Hoje fez duas

sequéncias e tentou descobrir em qual delas precisa de mais tampinhas.

Sequéncia A

2

& = 4%
=
%f%%%&% %%%%ﬁ%%%ﬁ% %%g?:% %%%%%%

Sequéncia B

{%%i% i%%%%% %%%{%%%%

1. Que regularidades encontras na sequéncia A? E na B? Constrdi uma tabela que te ajude a
organizar os dados.

2. Descobre quantas tampinhas sdo necessarias para construir a 82 figura da sequéncia A.
Explica como pensaste.

3. Descobre quantas tampinhas sdo necessarias para construir a 82 figura da sequéncia B.
Explica como pensaste.

4. Airma do Jodo disse-lhe que precisaria de 38 tampinhas para a 172 figura da sequéncia B.
O Jodo discordou imediatamente. Explica por que razdo o Joao discorda.
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Anexo lll - 2 — Tarefa “T’s em cubos”

A Joana estava a construir T’s com pequenos cubos, como podes observar na figura que se
segue:

L

Figura 1 Figura 2 Figura 3

A sua amiga Rita, assim que viu o que ela estava a fazer, comecou a colocar-lhe algumas
questodes:

1. Consegues construir um T utilizando 14 cubos?

2. Consegues representar o niumero de cubos utilizados na construcdode cada T

através de uma expressdo numérica?

Quantos cubos precisas para o T da posi¢do 12°?

Se continuasses a sequéncia, em que posicdo ficaria o T com 22 cubos?

5. Descobre uma forma de saber o nimero de cubos necessarios para construir um T
sabendo apenas a sua posicdo na sequéncia.

B w

Ajuda a Joana a responder as perguntas da sua amiga, explicando sempre como
pensaste.
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Anexo lll - 3 — Tarefa “Figura de figuras

Considera a sequéncia a seguir indicada:

Figurai  Figura2  Figura 3 Figura4  Figura5

s = A AN

1 — A tabela seguinte relaciona as diversas figuras entre si. Completa a tabela com base nos dados

fornecidos:
A & = A AN
A 1

FAYAN
A 3 G
oA '

2 — Que regularidades encontras na tabela?

3 — Esboga a figura 5.
4 — Por quantosAé composta a figura :

a) 7?
b) 10?
C) n?

Apresenta sempre o teu raciocinio.
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Anexo IV — Enunciado do pos-teste

Construgdes com palitos

O Vitorino gosta muito de fazer figuras com palitos. Ontem fez uma sequéncia de figuras. Em
cada lado da figura usa um palito.

DL

1 2 3

1. Desenha a figura seguinte da sequéncia. Explica qual a regra de formacdo que seguiste
para a desenhar.

2. Quantos hexagonos tem a figura da sequéncia na posicao 7? E quantos palitos?
3. E possivel ter uma figura com 85 palitos? Explica a tua resposta.

4. Se alguém te disser o nimero de hexagonos, explica como podes dizer-lhe o niumero
de palitos que serdo necessarios. Como podes saber que a tua descri¢ao ira dar sempre
o numero certo de palitos?
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Anexo V — 1A — Produc¢ao do Pedro no pré-teste

Construgdes com palites

O Vitorino gosta muile de fazer figuras com pegas. Ontem fez uma sequéncia de

iguras,
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i tenion.

Quantos. tnéngutns tem a figura dT sequéncia na posigdo 77 E quanics palitos? e, -
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Anexo V — 1B - Producgao do Pedro na tarefa “As tampinhas do Joao”
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Anexo V — 1C — Producgao do Pedro na tarefa “T’s em cubos”
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Anexo V — 1D — Producgéao do Pedro na tarefa “Figuras de figuras”
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Anexo V — 1E — Producgao do Pedro no pés-teste

Construgdes com palitos

O Vitorino gosta muito de fazer figuras com palites. Ontem fez uma sequéncia de
figuras. Emeﬂaladudaﬁgmuuwnpaiﬁo
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Anexo V — 2A — Producao da Cristina no pré-teste

Construgoes com palitos

O Vitorino gosta muito de fazer figuras com pecas. Ontem fez uma sequéncia de

B R AR
TR

1. Desenha a figura seguinte da sequéncia. Explica qual a regra de formagac que
seguiste para a desenhar.

J j o 4 R o - -
3 k : e A nogks La 0GBt
MM ety b i'\"‘“‘y‘.rn :

2. Quantos tridangulos tem a figura da sequéncia na posigao 77 E quantos palitos?

RS Tow. <8 6 iuamﬂm@q o &Y 30 Mc{: )

(bxvimaAd) ©6xU+6ou mxq+6
(e _
3. E possivel ter uma figura com 85 palitos? Explica a tua resposla.

S LA, P ANQL ¢ _ltn UL ‘Inﬂfcm.

4 Se alguém te disser o numerc de triangulos, explica como podes dizer-lhe o
numero de palitos que serao necessarios. Como podes saber que a tua descricéo
ira dar sempre o nimero certo de palitos?

BS Eoion o T
Wi o g 7ﬂc\1 fm"'?e#_,,_e._ s i
7 —%l- 75('-(;4[?,-” 5 ﬂﬂ)

-
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Anexo V — 2B - Producgao da Cristina na tarefa “As tampinhas do Joao”
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Anexo V — 2C — Producao da Cristina na tarefa “T’s em cubos”

T:A Seen Ca b
i

Wee _}@1 Abesimd® o 2oouintiz & o 0 do cubsd Ja ﬂ-&f-‘-’c
vibien 3 mas d fem dader Com 1Y Cubso.

a A 2ApWAISe MaamiTUea 27 3 R P de !,'Wc. + 1= moheuss.

Ex33X1441 749 cubes
3 ¥ 3 41=10 cubss
5444 - 12 Cubos

3 X34 s 22 eaibine

3X1341= 3 ¥ Cuboa

4
3IXF+12Q3cCubss ou(3-1)83:=23433=4

5 3 X a®da figwe 41 = ar dt Cuban

Exg
3 X {o 44284

3IXA6+1 - f0
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Anexo V — 2D - Producao da Cristina na tarefa “Figuras de figuras”
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Anexo V — 2E - Producgao da Cristina no poés-teste

Construgdes com palitos

O Vitorino gosta muito de fazer figuras com palitos Ontem fez uma sequéncia de
figuras. Em cada lado da figura usa um palito.

S GSLTTIE
e - &

1. Desenha a figura seguinte da sequéncia. Explica qual a regra de formagao que
seguiste para a desenhar.
P A o e eh) mgra db fnmcsso quo Mgt
y Y \‘" i | fohe draurmhen ’m T
[ ey 5 {J-}oa 'fwanc Hren

WEN i
\'/_/' \\ o \ \ : hae X6'poma »

2. Quantos hexagones tem a figura da sequéncia na posicio 77 E quantos palitos?
R 2 ) fome do dsquarcsa e Ja iy o f 4 § harelpomas o Jalids,

Tern 36
ai454645 = 36 fulides

5’9“?}!@“"‘{“‘31&100 af4emn36 v 52 (e 7t

3. E possivel ter uma figura com 85 palitos? Explica a tua resposta.
Xem Jogld 364545 45 +545¢6 154585154515 > 36
1* 8262 46" 1°02°4% 10°15° 16" 12718 19

4. Se alguém te disser o nimero de hexagonos, explica como podes dizer-lhe ©
numero de palitos que ser@o necessarios. Comao podes saber que a tua descngao

iréi dar sempre © nimero certo de paktos?
1! So afgusm mo dino miming do haregmma s

@ m'oi, UFQ’WX 6 - o.,_!‘l‘ %_”mqm@n;t’cm

eru' S
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Anexo V — 3A — Producao da Teresa no pré-teste

Construgdes com palitos

O Vitorino gosta muito de fazer figuras com pegas. Ontem fez uma sequéncia de

P AOR TR
BT ETess

3] 7] El
1. Desenha a figura seguinte da sequéncia. Explica qual a regra de formagao que
seguiste para adeasenhar» ; A\
s N
gy | / \,_ /ﬁ o _\\
L 4 :C&fk?n 4

k

e84 feo

“ ;
o o alne PROWL IO AoXRa ¥y X AU e SRS
o A lsen O Qe TR {

naedv. ¥ K - A o -

\ ¥ v - L IJ
- - 1 [ - “dr ] & ar ) T : A
A i - 2 " alele, & n A leapsi o

ety AP Titt-fu.-. Ja ~' A S J

L

2. Quantos tridngulos tem a figura da sequéncua na posi¢ao. 77 E quantos palitos?
11

L
A Bovoy oh smcparan b (o¥ges T Jem ¥ Aecromnon -

¢xg ) A A posgas ¥ e (2 e

- 3. E possivel ter uma figura com 85 palitos? Explica a tua resposla.

},"w f’f’?‘f‘“ BS moo @ '4 l':: ;]J.- -

4. Se alguém te disser o numerc de tridngulos, explica como podes dizer-he o
numero de palitos que serao necessarios. Como podes saber que a tua descrigdo
m’a dar sempre o numero certo de pamos?

{ J RGN R , . |1 .fl "'. pp N", % !
._._.n.,\ f‘\c’r 4{‘:[\) % Yo ‘%"W Pl 7, :P t (YA 7 © ke A @ Muap .\‘.:11 .
\J -

rm‘%ﬁa ) .1}\ B man ;L"C‘ ot f‘;, ‘1 -4
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Anexo V — 3B - Producgao da Teresa na tarefa “As tampinhas do Joao”
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Anexo V — 3C — Producgao da Teresa na tarefa “T’s em cubos”
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Anexo V - 3D - Producao da Teresa na tarefa “Figuras de figuras”
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Anexo V - 3E — Producgéao da Teresa no pos-teste
Construgdes com palitos G ol

O Vitorino gosta muito de fazer figuras com palitos. Ontem fez uma sequéncia de
figuras. Em cada lado da figura usa um palito.
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1. Desenha a figura seguinte da sequéncia. Explica qual a regra de formagao que
seguiste para a desenhar,
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Anexo VI — 1- Entrevistas do Pedro
Transcricao da entrevista do Pedro sobre a tarefa 1

Professor - Como te chamas?

Aluno - Pedro.

P — Qual a tua disciplina favorita?

A — Matematica.

P — Quais os tipos de tarefas que mais gostas de realizar em Matematica?

A — Tudo o que tenha a ver com a relagéo entre numeros.

P — Em relagao a tarefa “As tampinhas do Joao”, e relativamente a primeira questdo, descobriste que
na sequéncia A eram multiplos de trés. Como chegaste a essa conclusao?

A — Eu olhei para as figuras. Na primeira figura tinha trés. Depois tentei descobrir varias relagbes e ao
contar as tampas vi que eram todos multiplos de trés...3, 6, 9, 12, ...

P — Contaste que a primeira figura eram trés, e com a segunda como fizeste?

A — Contei a linha de baixo e depois as restantes...

P — E viste que eram?...

A — Eram seis.

P — E relativamente a sequéncia B? Descobriste que eram impares, mas descobriste mais qualquer
coisa...que estratégias usaste para fazer essas descobertas?

A — Na sequéncia B a primeira relagdo que encontrei...a primeira figura era parecidissima com a
primeira figura da sequéncia A. Depois na segunda figura da sequéncia B reparei que foram
acrescentadas mais duas tampas, uma em cada linha e depois formava uma espécie de A.

P — Mas tu chegaste aqui a uma forma de descobrir 0 numero de tampas de qualquer figura da
sequéncia B. Como é que tu pensaste?

A — Na sequéncia B, a linha de baixo tem sempre mais uma tampa que o nimero da figura. Entéo, fui
fazendo algumas relagdes, fui comparando as figuras que estavam na folha...depois tentei confirmar
com figuras mais a frente, imaginando como é que elas seriam e cheguei a essa concluséo.

P — Muito bem. Na segunda questao, relativamente a figura na posi¢ao oito, que conhecimentos usaste
para resolver o problema?

A — Na sequéncia A, o numero de tampas tinhas sempre de ser multiplo de trés...eu comecei a pensar,
na figura um tempos trés tampas, € trés vezes a figura, o nimero da figura...depois na figura dois
pensei da mesma maneira, trés vezes dois, que via dar seis...e depois por ai fora.

P — Na terceira questdo descobriste que a figura vai ter 17 tampas. Queres explicar melhor como
pensaste para chegar a essa conclusao?

A — Sim...fui discutir com os meus colegas porque estavamos a tentar chegar a um consenso, porque
estdvamos a tentar descobrir sem desenhar a figura. Entdo comegamos a pensar: se noés
multiplicarmos o numero da figura por dois e acrescentarmos mais um ira dar o nimero de tampas.

P — Quantas tentativas fizeram para chegar a essa conclusdo?

A — Foram trés. Primeiro tentamos multiplicar por trés e retirar, mas dava nimeros muito grandes. E
entdo fomos reduzindo até dar dois.

P — Relativamente a quarta questao - “A irma do Joéo disse-lhe que precisaria de 38 tampinhas para a
172 figura da sequéncia B. O Jodo discordou imediatamente. Explica por que razdo o Jodo discorda” —
queres explicar as tuas conclusdes?

A — A primeira coisa que me veio a cabeca foi: a irma do Jodo disse que eram trinta e oito e este € um
numero par, nao podia ser. Depois tentei descobrir outra forma de chegar a essa mesma conclusao.

P — O que achaste de toda esta tarefa?

A — Foi divertida, em primeiro lugar. Depois acho que me ajudou na minha organizagéo do trabalho...a
pensar em como a relagcdo entre os niumeros podem ser especiais € como coisas que parecem tao
dificeis séo tdo simples.

P — Achas que o uso de tabelas ajuda?

A — Acho. Em determinadas situagcdes acho. Quando sdo muitos dados para organizar, acho que a
tabela é a melhor opgéo. Mas também e pode...uma pessoa que consiga organizar muitos dados na
sua cabecga...

P — Pensando na tarefa toda, onde achas que sentiste mais dificuldades?

A — A um determinado ponto, a tentar descobrir mais relagdes, cada vez tornava-se mais dificil...porque
noés nao temos um numero de relagdes definido, temos de descobrir...e nao sabemos quando parar.

P — E onde te sentiste mais confortavel?

A — Foi na segunda questéao e na terceira.

P — Gostavas de dizer mais alguma coisa sobre este tipo de tarefas?
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A — Que podiamos fazer mais vezes.
P — Vamos fazer mais vezes. Obrigado Pedro, para ja é tudo.

Transcrigao da entrevista do Pedro sobre a tarefa 2

Professor — Ola Pedro.

Aluno - Ola stor.

P — O que ¢é que representa esta tabela que tu apresentaste?

A — A tabela representa basicamente a organizagdo das nossas ideias. Construi esta tabela para
conseguir pensar em mais coisas ao mesmo tempo.

P — E que coisas € que pensaste?

A — Principalmente o nimero de cubos, consoante o nimero das figuras e a comparagéo de cubos de
lado para lado.

P — Lado para lado como? Queres explicar melhor o que ¢é isso de lado para lado? Por exemplo aqui
(aponto para a imagem da tarefa).

A — Humm...existe um cubo, para cada lado do cubo central.

P — Entao e quando dizes comparacgéo de figuras de lado para lado é s6 aqui nesta é entre esta e esta?
A — Sim, é entre cada figura, e também o nimero da figura.

P — Ok. Relacionas nao s6 a figura mas entre as figuras.

A — Sim.

P — E a tabela ajudou-te a resolver que questbes?

A — A um principalmente. Depois...ahh...também a trés e a quatro.

P — Entdo e a dois ndo? O que diz a dois? Consegues representar o nimero de cubos utilizados na
construgcdo de cada T através de uma expressao numeérica... Achas que nao te ajudou?

A — Nao muito.

P — Entédo, como pensaste nessa?

A — Foi mais relacionando uma figura com a outra...

P — Entédo nessa altura olhaste para a figura e ndo para a tabela?

A — S6 olhei para uma coisa na tabela. De figura para figura acrescentavam-se trés cubos e isso
ajudou-me muito.

P — Entao néo foi totalmente resolvido com a tabela mas ajudou-te qualquer coisa, é isso?

A — Sim.

P — Entao, que seguranga te deu a tabela nesta tarefa?

A — Se eu nao tivesse feito a tabela, qualquer dado que eu perdesse, podia causar um dano na tarefa
inteira.

P — Ok. Muito bem. E ja quase para terminar...quais foram entdo as dificuldades que sentiste na
resolugao desta tarefa? Ou, onde é que sentiste mais dificuldades?

A — Eu acho que foi, principalmente, depois de descobrir uma expressao numérica tem graga €
descobrir mais...

P — E achaste que depois da primeira se tornou mais dificil?

A —Sim...

P — Ok. Obrigado pelos teus esclarecimentos, foram muito importantes.

A — De nada professor.

Transcrigado da entrevista do Pedro sobre a tarefa 3

Professor — Ola Pedro. Vamos ver o que fizeste nesta tarefa?

Aluno — Ola professor. Sim, claro.

P — Entdo...achas que o preenchimento da tabela da tarefa, te ajudou a descobrir as regularidades que
apresentas?

A — Muito. Principalmente a perceber...a relagao que existia entre os tridngulos unitarios e o resto das
figuras.

P - Quando resolveste esta tarefa a que conhecimentos, ou descobertas anteriores, recorreste para
afirmar "As figuras pares sao trapézios e as impares sao triangulos, que é aqui uma das tuas
descobertas?

A - Ahhh...eu reparei nisso ao olhar, principalmente para a tabela e ao descobrir outra regularidade que
era, a forma da figura anterior era multiplicada por trés, para formar a préxima figura.

P - A préxima figura, muito bem...no final da tarefa, no lado de tras, apresentas uma tabela. Nas tarefas
anteriores tinhas usado logo uma tabela no inicio. Porque é que aqui s6 usaste no final?
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A - Em primeiro lugar ja tinhamos uma tabela logo no inicio e depois porque era necessario para
descobrir...para...representar a férmula...ahhh, para descobrir qualquer figura e também para
comprovar a ideia.

P - Ok. Entao o teu objetivo era depois de fazer as descobertas mostrar que aquilo funcionava, é isso?
A - Sim.

P - Quando é que compreendeste que a regra geral era trés elevado a n...trés elevado ao numero da
figura anterior, ou trés elevadoan —1?

A - Ahh...foi quando realizei a 4...

P - A questao numero 47?

A - Sim, que era necessario. E quando comecei a olhar para a tabela e a ver que tudo podia ser
divisivel por trés ou que eram multiplos de trés.

P - Ok. Que dificuldades é que sentiste na resolugao desta tarefa?

A - Nao senti muitas.

P - Se comparares com a tarefa anterior...a tarefa dos cubos?

A - S6 a Unica coisa que nao estava habituado era a ter este tipo de tabela no inicio.

P - E achas que fez alguma confusdo ou acabou por ajudar?

A - Acabou por ajudar...
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Anexo VI - 2- Entrevistas da Cristina
Transcrigcdo da entrevista da Cristina sobre a tarefa 1

Professor - Como é que te chamas?

Aluna - Cristina.

P - Cristina. Qual a tua disciplina favorita?

A - Ahhh...é assim, Ciéncias, Matematica e Historia

P - Ciéncias, Matematica e Historia, ok. E dessas tens alguma preferida?

A - Em alguns aspetos eu gosto de uma, em outros aspetos gosto de outra.

P - Quais os tipos de tarefas que mais gostas de fazer, realizar em Matematica?

A - Hummm...assim tipo estas...os problemas...

P - De descoberta?

A - Sim...

P - Ok. Entdo vamos falar um pouco sobre esta tarefa, "As tampinhas do Joao". Relativamente a
primeira questao descobriste que na sequéncia A, estavamos perante os multiplos do trés...

A-Sim...

P - Como é que chegaste a essa conclusdo? Que estratégias usaste, que ideias tiveste...

A — Primeiro vi que os resultados eram sempre multiplos e depois fui vendo que o numero da figura era
multiplicando por 3, e fui sempre verificando que dava...

P - Entao multiplicado por trés dava sempre o total de tampinhas...foi isso?

A — Sim.

P - E relativamente a sequéncia B?...Descobriste que era todos numeros...

A - Impares...

P - Como é que tinhas a certeza? Que estratégia usaste para saber que seriam sempre numeros
impares?

A - la sempre de dois em dois...

P - Mas os multiplos de dois também "andam" de dois em dois € ndo sdo impares...ndo pensaste em
mais nada?

A - Foi a ver os numeros impares que eu sei, verifiquei, pela sequéncia...

P - Ok. Na segunda questao, relativa a figura na posic¢ao oito, que conhecimentos usaste para resolver?
A - Entao, fui consultar uma tabela que tinha feito e vi que pelo raciocinio que tinha feito antes ja estava
la a resposta...era sé explicar como eu tinha raciocinado que era o nimero da figura, oitava figura, que
era um multiplo de 3, era o 24.

P - Ok. E ja agora em relagao a sequéncia B, que é a terceira questao...dizes que a figura vai ter 17
tampinhas, como descobriste?

A - Foi como na outra...Fui recorrer a tabela e depois expliquei o raciocinio.

P — Pois, mas apresentas aqui uma justificagdo muito interessante. Como pensaste nela?

A — Eu vi na tabela e depois tive de perceber como poderia justificar...entdo fiz uma contas e vi que
dava assim...

P - Muito bem. E em relagédo a quarta questdo? Queres falar um pouco mais sobre a tua resposta?

A - Entdo nessa...primeiro fui verificar se ela estava certa...fui ver a tabela como tinha pensado e depois
Vi pelas contas que era um numero impar mas nao era o que ela tinha dito...

P - Mas percebeste que o 38 era par?

A - Pois, também por causa dessa razao...

P - Mas em qual das ideias pensaste primeiro?

A - Porque 0 38 ndo era um nuamero impar...

P - Certo. O que achaste desta tarefa?

A - Foi facil...

P - Achaste que era uma tarefa facil?

A - Em algumas coisas se calhar tinhamos de ter mais raciocinio, mas foi facil.

P - E consegues dizer onde & que sentiste mais dificuldades?

A - Hummm...as tabelas foram faceis...as descobertas...a dois também foi facil...se calhar a ultima, para
verificar...

P - Entao foi na verificagdo que sentiste mais dificuldade...

A - Sim.

P - E onde te sentiste mais confortavel?

A - Nas tabelas.

P - Porqué?

A - Porque era uma sequéncia facil, era facil descobrir os numeros.
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P - Ok Cristina, muito obrigado pela tua participacao.
A - De nada.

Transcrigao da entrevista da Cristina sobre a tarefa 2

Professor - Ola Cristina. Vamos falar um pouco sobre a tarefa dois, "T's em cubos".

Aluna - Sim.

P - Na questdo um escreveste, "Nao, porque seguindo a sequéncia do numero de cubos da figura
anterior mais trés, ndo da para fazer 14 cubos." Como pensaste para chegar a esta conclusao?

A - Eu, ahh...no nimero de cubos de cada figura fui acrescentando trés, e depois vi logo que dava um
numero maior ou menor...ja ndo me lembro muito bem, que nunca dava catorze ao somar trés.

P - Entao a tua estratégia foi ir adicionando até saberes?

A - Sim.

P - Na questdo dois, apresentas uma expressdo numérica, com a mesma "estrutura" em todas as
figuras...

A - Sim...

P - Como é que descobriste que esta expressao funcionava? E que é diferente do "niimero de cubos da
figura anterior mais trés"...

A - E assim, eu vi pelas duas ultimas...que fui ver...estive a experimentar varias formas...algumas nao
davam...e cheguei a conclusdo com esta, que tinha 3x o niumero da figura dava menos, entéo tinha de
somar 1...com a outra dava mais trabalho, sempre mais 3...tinha de estar sempre a somar e esta aqui
era mais facil.

P - Muito bem. De modo geral depois usaste sempre essa estratégia e funcionou, certo?

A - Certo.

P - Ok. Entdo consegues dizer que dificuldades sentiste na resolucdo desta tarefa?

A - Humm...eu depois que descobri a sequéncia foi mais facil...o mais dificil foi descobrir a sequéncia,
porque depois ajudou em todas.

P - Entao depois de descobrires a regras usaste sempre e tornou-se facil, é isso?

A - Sim.

P - Ok. Entéo sobre esta tarefa esta tudo esclarecido. Obrigado.

Transcrigao da entrevista da Cristina sobre a tarefa 3

Professor - Ola Cristina, vamos falar sobre a tarefa trés "Figuras de figuras"?

Aluna - Sim.

P - Achas que o preenchimento da tabela te ajudou a descobrir as regularidades que apresentas?

A - Ajudou-me.

P - Queres falar um pouco sobre isso? Recordaste como é que te ajudou?

A - Aqui na representacdo, ajudou um bocado na 5...mas depois nas outras ndo me lembro muito bem
como € que tinha sido, como é que tinha pensado...s6 sei que tinha ajudado.

P - Certo. Ajudou-te bastante na resolugéo da tarefa, na descoberta das regularidades.

A-Sim.

P - Aqui apresentas uma ideia, escreves aqui algo, dizes assim: "A figura triplica-se, formando um
tridngulo ou um trapézio"...queres explicar um pouco melhor esta ideia?

A - Entdo...tinha visto, desde a primeira figura que era um “triangulozinho”, depois triplicavam-se os
tridangulos e formava o trapézio. Depois o trapézio triplicava-se, via-se que o proximo tridngulo estava
dividido em trés, trés trapézios e formava um tridngulo...era sempre assim, em sequéncia. Triplicava-se
tridngulo, triplicava-se trapézio...sempre assim, tridngulo, trapézio, tridngulo, trapézio...

P - Muito bem. Na questdo 3, que pede que se desenhe a figura 5, apresentas um paralelogramo...a
nivel de tridngulos unitarios nao esta correto (?), e ndo segue o teu padrdo. Queres comentar?

A - Pois...eu depois ai tentei fazer outra figura diferente, para ver se dava e nao ser sempre
triangulo/trapézio.

P - Ok. Querias ver se outras figuras poderiam ser formadas.

A —Sim...

P - Quando é que compreendeste que a regra geral era 3 elevado ao numero da figura anterior menos
um?

A- Eu acho que foi na altura em que comecei a fazer a tabela...
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P - Quando comegaste a preencher esta tabela?

A - Sim.

P - E que esta tabela é diferente desta (a realizada em grupo turma). E uma tabela que construiste e
que recorreste para chegar ai...entdo quando a fizeste compreendeste?

A - Sim... todas as figuras tinham triangulozinhos iguais ao primeiro. Dava para fazer vezes trés.

P - Que aspetos da tabela é que achas que foram fundamentais para as tuas descobertas?

A - Se calhar a construgado das tabelas ajudaram muito a conseguir pensar e descobrir...

P - Muito bem. De um modo geral, que dificuldades é que sentiste na resolu¢ao desta tarefa?

A - Acho que foi mais na construgdo desta tabela...porque eu primeiro ndo estava a perceber muito
bem. Pensava que era de uma maneira, mas depois percebi que eram sempre os numeros
menores...depois ndo senti mais dificuldades.

P - E depois de perceberes como se construia a tabela ja ndo sentiste mais dificuldades?

A - Depois as coisas comegaram a ser mais faceis.

P - Cristina, obrigado pela tua disponibilidade.

A - Ok stor. Boa tarde.
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Anexo VI - 3- Entrevistas da Teresa
Transcrigcdo da entrevista da Teresa sobre a tarefa 1

Professor - Vou comegar por perguntar como te chamas?

Teresa - Teresa.

P - Teresa. E vais responder agora a estas perguntas de uma forma descontraida e ndo tens de
responder s6 porque eu estou aqui ou porque sou eu a perguntar. Qual a tua disciplina favorita?

T - Educagéo fisica.

P - Educagéo fisica, sim senhor...Quais os tipos de tarefas que mais gostas de realizar em Matematica?
T - Investigagoes...

P - Tarefas de investigacdo...entdo, em relagdo a tarefa As tampinhas do Jodo, e relativamente a
primeira questao, que podes recordar qual era, descobriste na sequéncia A que eram multiplos de 3,
como € que chegaste a essa conclusao?

T - Porque eu pensei na tabuada do 3, entdo, como ia sempre de 3 em 3 e estava sempre na tabuada
do 3...

P - Estavam sempre na tabuada do 3, certo? Mas porque te lembraste da tabuada do 37?

T - Porque estive a contar as tampinhas e depois reparei que ia sempre de 3 em 3, acrescentava
sempre mais 3 tampas. Entdo cheguei a conclusdo que eram multiplos de trés.

P - Multiplos de trés...E relativamente a sequéncia B, disseste que eram todos impares...como é que
tinhas a certeza que eram todos impares?

T - Porque fiz, vi que 3 era impar e depois 0 5 e 7 também, e como acrescentava-se sempre mais duas
tampas, e ia ser de 2 em 2, entdo eram sempre numeros impares.

P - Sempre nimeros impares...a tua estratégia foi contar? E verificar que eram sempre mais duas?

T - Sim

P - Certo? Na segunda questado, e relativamente a figura na posigdo oito, o que era pedido, que
conhecimentos usaste para resolver esse problema?

T - A tabuada do 3...e como era a oitava figura eu multipliquei vezes trés porque tinha dito aqui que era
a tabuada do trés.

P - E relativamente a sequéncia B? Disseste que eram todos impares...como € que tinhas a certeza que
eram todos impares?

T - Porque fiz... vi que trés era impar e depois o cinco ia ser também, e como acrescentava-se sempre
mais duas tampas, € ia ser de 2 em 2, entdo eram sempre numeros impares.

P — Entdo contaste...E na terceira questdo? Consegues explicar melhor como descobriste?

T - Eu contei...estive a contar, com a Cheila, a Cheila ajudou-me, ela contava e eu marcava os numeros
na folha...

P - Sim. Mas contaram como? Comegavam no primeiro, 3...

T - Como eu ja tinha chegado que aqui era sete, entdo nds acrescentdvamos mais dois...entdo ela ia
contando e eu ia apontando na folha.

P - E relacionavam o numero de tampinhas com o niumero da posigéo, & isso?

T - Sim.

P - Ok. E em relagéo a quarta questdo? Queres falar mais um pouco sobre a tua resposta?

T - Entdo eu como tinha visto aqui que eram numeros impares, reparei que 38 era um numero par
entdo nao podia ser...

P - Porque tinha de ser um nimero impar...

P - O que é que achaste desta tarefa?

T - Achei que foi giro, fazer as descobertas...

P - Onde é que sentiste mais dificuldade?

T - Eu acho que nesta tarefa eu ndo senti grandes dificuldades, mas se calhar...na sequéncia B, eram
ndmeros primos...eu n&o estava a perceber muito bem como & podia chegar...

P - A Cheila estava a dizer que eram numeros primos, e tu reparaste que alguns ndo eram primos...
qual foi o primeiro nimero que tu reparaste que nao era primo?

A — Ja ndo me lembro...

P — Nao faz mal. Entao, dificuldades achas que nao sentiste muito, e onde é que te sentiste mais
confortavel?

T - Nesta, na quatro e nas descobertas da sequéncia A.

P — Para ja é tudo. Obrigado pela tua participagéo.
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Transcrigao da entrevista da Teresa sobre a tarefa 2

P - Ola Teresa, boa tarde. Entdo, vamos falar um pouco sobre a tarefa nimero dois, T's em cubos.

A — Esta bem.

P - Ora bem. Na questdao um, dizes "Nao, porque na sequéncia acima apresentada acrescenta-se
sempre mais trés cubos”, certo? Como é que descobriste esta regularidade? Como pensaste?

A - Entao, eu contei os cubos, aqui estavam 4, depois, 4 mais 3 sdo 7...entdo vi que acrescentava-se
mais trés...

P - E bastou-te fazer esta experiéncia?

A - Nao. Depois eu também vi se nesta também dava...

P — Ok. Entao foste sempre fazendo por adicdes, certo?

A - Sim.

P - Apresentas ainda uma tabela...e aqui outra...mas em relacdo a esta. O que é que significa a tabela e
como € que te ajudou?

A - Ent3do...ajudou-me a perceber melhor...aqui estavam 4...e se eu nao tivesse tinha sempre de estar a
contar...assim nao me esquecia dos numeros.

P - Ahh...ajudou-te a registar de forma a ser mais rapido na contagem, é isso?

A - Sim.

P - E aqui esta outra tabela?

A - Entao, esta foi para ver o nimero de cubos, na trés.

P - Ah. Serviu para responder a questao seguinte.

A - Sim.

P - Este padrao aqui, é ligeiramente diferente deste, certo?

A - Sim.

P - Como é que conseguiste estabelecer esta relagdo?

A - Foi com a ajuda do stor.

P - Fizeste com base na ajuda do professor...mas compreendeste?

A - Depois sim...depois da ajuda...

P - Entao diz-me, que dificuldades sentiste na realizagdo desta tarefa?

A - Uhhmmm, foi quando o professor disse para procurar outra forma...eu estava com dificuldades em
descobrir isto (3 x figura + 1)...

P - Tu aqui estavas a adicionar, certo? E depois?

A - Depois o professor perguntou se as ideias da aula passada n&o podiam ajudar e entdo eu fiz x 3 e
somava mais um cubo.

P - Ok. Aqui entao ja relacionas...o que é este nimero? O 2,0 3, ...

A - E o nimero da figura.

P - Ok Teresa, obrigado pela tua sinceridade.

Transcrigdo da entrevista da Teresa sobre a tarefa 3

P - Ola Teresa. Vamos falar um pouco sobre a tarefa "Figura de figuras".

A - Sim.

P - Estas recordada de qual era a tarefa?

A - Sim.

P - Preencheste aqui uma tabela, com contagens e com umas representacdes...como é que chegaste a
estes resultados?

A — Primeiro contei os tridngulos pequenos e quando o professor me ajudou fiz as contas e desenhei as
figuras...

P — Mas tens aqui depois umas expressdes, como pensaste?

A - Isso foi depois, quando estava no quadro...eu ndo consegui fazer...

P — Ok. Tudo bem. Depois, na questado dois tu dizes assim: "Nas diagonais para o lado direito € sempre
0 mesmo numero"...

A — Sim... digo...

P - Achas que esta regularidade te ajudou na resolugcdo das questdes seguintes?

A - Acho que ndo...

P — Ok. E entao queres falar um pouco sobre as tuas outras respostas?

A — Professor...essas respostas foram feitas depois do professor dar algumas dicas...multipliquei
sempre por trés até dar...mas nao percebi...s6 percebi quando foi explicado na turma toda...
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P - Que dificuldades sentiste entdo nesta tarefa?

A - Foi na tabela...

P - No preenchimento da tabela...porqué, qual foi a dificuldade?

A - Porque eu ndo estava a perceber...porque eu metia aqui isto (tridngulos) sdo 3 destes e ndo metia
1/3...eu pensava que era para por quantos destes havia aqui...

P - Até podia ser assim...mas depois ficaria a tabela igual na horizontal e na vertical...como lidavas com
estas fragbes? O que significam?

A - Pois...ficava...professor, eu ndo consegui fazer nada nesta tarefa...era muito dificil e eu pensava que
era soO para contar o numero de tridngulos de cada figura...

P - Ok. Nao ha problema. Obrigado pela tua participagéo e sinceridade.

A - Sim professor.



