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«A matemática não é apenas números, e sim envolve letras e
toda a capacidade que o ser humano conseguir expressar.»

François Viète
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Introdução

A Álgebra Linear constitui uma das áreas fundamentais da Matemática, desempe-
nhando um papel central em diversas áreas do conhecimento, em particular na Engenharia
Informática. O estudo das suas estruturas e métodos fornece ferramentas essenciais para
a modelação, análise e resolução de problemas de natureza cientí�ca e tecnológica.

Este livro de exercícios foi elaborado com o objetivo de complementar o estudo teórico
da unidade curricular de Álgebra Linear do curso de Licenciatura em Engenharia Infor-
mática, proporcionando aos estudantes um leque diversi�cado de tipologias de exercícios
e problemas para consolidar conceitos, desenvolver capacidades de raciocínio matemático
e adquirir destreza na aplicação dos métodos estudados.

O conteúdo encontra-se organizado em cinco capítulos principais. O primeiro capítulo,
Lógica e Cálculo Proposicional, é relativo aos fundamentos do raciocínio matemático
formal, abordando proposições, conectivos lógicos, tabelas de verdade, equivalências ló-
gicas e argumentos. O segundo capítulo, Vetores, trabalha os conceitos fundamentais
relacionados com vetores e operações vetoriais.

No terceiro capítulo, Matrizes e Sistemas de Equações Lineares e Determinan-

tes, são exploradas as técnicas de manipulação matricial, a resolução de sistemas lineares
e o papel dos determinantes na análise de propriedades algébricas. O quarto capítulo,
Espaços Vetoriais e Valores e Vetores Próprios, promove o estudo das estruturas
abstratas que generalizam o conceito de vetor, incluindo subespaço, base e dimensão, bem
como os conceitos de valores próprios e vetores próprios.

Por �m, o capítulo de Transformações Lineares é dedicado às aplicações lineares
entre espaços vetoriais e as suas principais propriedades. São exploradas as representa-
ções matriciais das transformações lineares, bem como as transformações lineares planas,
evidenciando a ligação entre os conceitos algébricos e a sua interpretação geométrica.

No início de cada capítulo encontram-se exercícios resolvidos, de seguida exercícios
propostos, de desenvolvimento, e exercícios de escolha múltipla. Alguns dos exercícios
propostos têm disponível uma proposta de resolução em vídeo (basta clicar no link). Em
seguida são apresentadas as soluções de todos os exercícios. No �nal de cada capítulo o
estudante pode encontrar aplicações dos conteúdos do capítulo e é proposto um desa�o
relacionado com as aplicações.

Espera-se que esta coleção de exercícios constitua um recurso útil para a aprendizagem
autónoma, para a preparação de avaliações e para o aprofundamento dos conhecimentos em
Álgebra Linear, incentivando uma compreensão sólida dos conceitos e das suas aplicações.





Exercícios Resolvidos

1. Simpli�que as seguintes proposições, usando as propriedades de proposições.

(a) ∼ p ∧ (p → p);

Resolução: ∼ p ∧ (p → p) ≡ ∼ p ∧ (∼ p ∨ p) ≡ ∼ p ∧ V ≡ ∼ p.

(b) [(∼ p∨ ∼ q) ∧ q] ∧ [∼ (p∨ ∼ p)];

Resolução: [(∼ p∨ ∼ q) ∧ q]∧[∼ (p∨ ∼ p)] ≡ [(∼ p ∧ q) ∨ (∼ q ∧ q)]∧[∼ V ] ≡

[(∼ p ∧ q) ∨ F ] ∧ F ≡ [∼ p ∧ q] ∧ F ≡ F.

(c) ∼ [(p → q)∧ ∼ (∼ p ∨ q)] ∧ (p∨ ∼ p).

Resolução: ∼ [(p → q)∧ ∼ (∼ p ∨ q)] ∧ (p∨ ∼ p) ≡∼ [(p → q)∧ ∼ (p → q)] ∧

V ≡∼ F ∧ V ≡ V ∧ V ≡ V.

2. Indique, justi�cando, se a proposição (p ↔ q)∨ ∼ p é uma tautologia, uma contra-
dição ou nenhuma delas.

Recorde que:

• Tautologia é uma proposição com valor lógico verdade, quaisquer que sejam os
valores lógicos das proposições que a integram.

• Contradição é uma proposição com valor lógico falso, quaisquer que sejam os
valores lógicos das proposições que a integram.

Resolução: Começamos por construir a tabela de verdade da seguinte proposição:
(p ↔ q)∨ ∼ p.

p q ∼ p p ↔ q (p ↔ q)∨ ∼ p
V V F V V
V F F F F
F V V F V
F F V V V

A proposição (p ↔ q)∨ ∼ p não é uma tautologia nem uma contradição, pois
podemos observar pela tabela de verdade acima que (p ↔ q)∨ ∼ p não é logicamente
equivalente a verdadeiro nem a falso.



3. Sejam p, q e r proposições.

(a) Mostre que p → (q → r) ≡ (p ∧ q) → r.

Resolução: Mostrar que p → (q → r) ≡ (p ∧ q) → r consiste em veri�car que
p → (q → r) e (p ∧ q) → r assumem sempre o mesmo valor lógico.

p q r q → r p → (q → r) p ∧ q (p ∧ q) → r
V V V V V V V
V V F F F V F
V F V V V F V
V F F V V F V
F V V V V F V
F V F F V F V
F F V V V F V
F F F V V F V

Pode veri�car-se pela quinta e sétima colunas da tabela de verdade acima que
as proposições p → (q → r) e (p ∧ q) → r assumem sempre o mesmo valor
lógico. Consequentemente, p → (q → r) ≡ (p ∧ q) → r.

(b) Analise a validade do seguinte argumento: p → (q → r),∼ r ⊢ q →∼ r.

Recorde que: Um raciocínio ou argumento é uma a�rmação em que um
dado grupo de proposições P1, P2, ..., Pn, a que chamamos de premissas
(ou hipóteses) tem como consequência uma proposição Q, a que chamamos de
conclusão (ou tese) e denota-se por:

P1, P2, ..., Pn ⊢ Q.

O raciocínio P1, P2, ..., Pn ⊢ Q é válido se Q é verdadeira sempre que P1, P2,
..., Pn forem verdadeiras.

Resolução: Começamos por construir a tabela de verdade que contém as pre-
missas e a conclusão que constituem o argumento.

p q r q → r p → (q → r) ∼ r q →∼ r
V V V V V F F
V V F F F V V
V F V V V F V
V F F V V V V
F V V V V F F
F V F F V V V
F F V V V F V
F F F V V V V

Observa-se pela tabela de verdade acima que sempre que as premissas são verdadeiras
(assinalado a verde) a conclusão também é verdadeira (assinalado a azul), logo o
argumento é válido.



4. Seja A = {2, 4, 6, 8, 10}. Determine o valor lógico de cada uma das seguintes propo-
sições:

(a) ∀x ∈ A ∀y ∈ A, x+ y é par;

Resolução: A proposição é verdadeira. De facto, quaisquer que sejam os ele-
mentos x, y pertencentes a A tem-se que x e y são pares. Como a soma de dois
números pares é um número par, conclui-se então que x+ y é par.

(b) ∃x ∈ A ∀y ∈ A, x+ y ≤ 15.

Resolução: A proposição é verdadeira. De facto, existe pelo menos um elemento
x pertencente a A tal que qualquer que seja o elemento y pertencente a A
considerado x+y é menor ou igual a 15. Basta considerar, por exemplo, x = 2.

5. Sejam A = {2, 4, 6} e B = {10, 20, 30}. Considere as seguintes proposições:

i) ∀x ∈ A ∃y ∈ B, x divide y;

ii) ∀x ∈ A ∀y ∈ B, x+ y é ímpar;

iii) ∃x ∈ A ∀y ∈ B, x+ y ≥ 36.

(a) Negue cada uma das proposições acima apresentadas.

i) ∀x ∈ A ∃y ∈ B, x divide y;

Resolução: ∃x ∈ A ∀y ∈ B, x não divide y.

ii) ∀x ∈ A ∀y ∈ B, x+ y é ímpar;

Resolução: ∃x ∈ A ∃y ∈ B, x+ y é par.

iii) ∃x ∈ A ∀y ∈ B, x+ y ≥ 36.

Resolução: ∀x ∈ A ∃y ∈ B, x+ y < 36.

(b) Determine o valor lógico de cada uma das proposições obtidas nas alíneas an-
teriores.

Resolução: A proposição ∃x ∈ A ∀y ∈ B, x não divide y é falsa. De facto,
qualquer que seja o x pertencente a A existe pelo menos um elemento y perten-
cente a B tal que x divide y. Para x = 2, tem-se que 2 divide 10; para x = 4,
tem-se que 4 divide 20 e para x = 6, tem-se que 6 divide 30.

A proposição ∃x ∈ A ∃y ∈ B, x + y é par é verdadeira. De facto, existe pelo
menos um elemento x pertencente a A e um elemento y pertencente a B cuja
soma de ambos seja um número par. Podemos considerar, por exemplo, x = 2
e y = 10 obtendo-se x+ y = 12 que é par.

A proposição ∀x ∈ A ∃y ∈ B, x + y < 36 é verdadeira. De facto, qualquer
que seja o elemento x pertencente a A que consideremos, existe pelo menos um
elemento y pertencente a B, por exemplo y = 10, tal que x+ y < 36.



Exercícios Propostos

1. Supondo que os valores lógicos de p, q e r são, respetivamente, V, F e V , determine
o valor lógico de cada uma das seguintes proposições.

(a) (∼ q ∧ q) ∨ r.

(b) ∼ p → r.

(c) p ∨ (∼ q → r). VÍDEO

(d) p → (q → r).

2. Considere que p ∧ r é uma tautologia e p → q é uma contradição.

Indique, justi�cando, o valor lógico das seguintes proposições:

(a) p ∧ q ∧ r. (b) p ∨ (q ∧ r). (c) (q → p) ∧ r.

DICA: Pelo enunciado p ∧ r é uma taulogia o que permite obter o valor lógico de
p e o valor lógico de r. Sabendo o valor lógico de p e que p → q é uma contradição
obtém o valor lógico de q. Daqui em diante o exercício resolve-se de forma análoga
ao exercício 1.

3. Simpli�que as seguintes proposições, usando as propriedades de proposições.

(a) p ∧ (p → p). (b) q ∧ ∼ (p ∧ q).

(c) ∼ [(∼ p∧ ∼ q) ∧ q] ∧ [∼ (p∨ ∼ p)]. (d) ∼ [(p → q)∧ ∼ (∼ p ∨ q)] ∧ (p∨ ∼ p). VÍDEO

(e) p ∨ (p ∧ q). VÍDEO (f) [p ∧ (p ∨ q)] →∼ p.

(g)∼ p → ((∼ p ∨ q) → (p ∧ q)). (h) [[∼ (p ∧ q) ∨ q]∧ ∼ r] → (r∧ ∼ p).

4. Veri�que que as seguintes proposições são tautologias.

(a) ∼ (q → p) ↔ (∼ p ∧ q).

(b) (p → (q ∧ p)) ↔ (q ∨ ∼ p). VÍDEO

(c) [(p → q) ∧ (q → r)] → (p → r).

DICA: Este exercício pode ser resolvido por dois processos distintos:

1. Por simpli�cação, usando as propriedades de proposições, tem que obter que a
proposição dada é logicamente equivalente a verdadeiro;

2. Recorrendo a uma tabela de verdade onde a coluna correspondente à expressão
dada apenas tem o valor lógico de verdadeiro.

5. Sejam p, q e r proposições.

(a) Mostre, através de uma tabela de verdade, que p → q ≡∼ p ∨ q.

(b) Veri�que que o argumento p, p → q,∼ q ∨ r ⊢ r é válido. VÍDEO

https://youtu.be/lu7yMj_8Phs
https://youtu.be/bdm9zDLUWqw
https://youtu.be/sNKXa7bR3sA
https://youtu.be/TOJKc0k41nQ
https://youtu.be/03ZrlxcWPKY


6. Sejam p, q e r proposições elementares.

(a) Usando as propriedades de proposições, simpli�que [(p → q) ∧ (∼ q)] → (∼ q)
e mostre que é independente dos valores lógicos de p e de q.

DICA: Note que, a proposição composta ser independente dos valores lógicos
de p e de q signi�ca que terá de ser uma tautologia ou uma contradição.

(b) Analise a validade do argumento: p ∨ (q ∧ r), (p ∨ q) → r ⊢ p∨ ∼ r.

7. Sejam P , Q e R as seguintes proposições compostas.

P : p1 ↔ p2; Q : p4 → p1; R : p1 → p3.

(a) Veri�que se o argumento P , Q e ∼ p2 ⊢ ∼ p4 é válido.

(b) Considerando as proposições elementares p1 e p3 de�nidas por:

p1 : A é ortogonal e p3 : A é invertível, com A ∈ Mn×n (R)

escreva em linguagem corrente, na forma mais simpli�cada a negação da pro-
posição R.

8. Sejam p, q e r proposições elementares e P a proposição composta de�nida por:

P : [(∼ p ∨ r) ∧ (p ∨ r)]∧ ∼ (p∨ ∼ q)

(a) Simpli�que a proposição P.

(b) Considerando que a proposição P é verdadeira e que as proposições p, q e r são
de�nidas por:

p : "O João pratica andebol";
q : "O João pratica basquetebol";
r : "O João pratica ciclismo".

Indique as modalidades que o João pratica.

9. Sejam A = {−5, 10,−15, 20,−25}. Considere as seguintes proposições:

i) ∀x ∈ A, ∃y ∈ N, x+ y = 0;

ii) ∃x ∈ A, ∀y ∈ N, xy é ímpar;

iii) ∃x, y ∈ A, 2x = y;

iv) ∀x, y ∈ A, x+ y ≤ 30.

(a) Determine o valor lógico de cada uma das proposições acima apresentadas,
justi�cando convenientemente.

(b) Escreva, na forma mais simpli�cada, a negação de cada uma das proposições
acima apresentadas.



Exercícios de Escolha Múltipla

Nos exercícios seguintes deve selecionar a única opção correta.

1. Sejam A = {1, 3, 5, 7, 9}. Das proposições seguintes identi�que a proposição com
valor lógico verdade.

(A) ∀x ∈ A, x ≤ 0;

(B) ∃x ∈ A, x é par;

(C) ∃x, y ∈ A, xy é par;

(D) ∀x, y ∈ A, x+ y ≥ 2.

2. Sejam A = {−5, 10,−15, 20,−25}. Das proposições seguintes identi�que a proposi-
ção com valor lógico falso.

(A) ∀x ∈ A, ∃y ∈ N, x+ y = 0;

(B) ∃x ∈ A, ∀y ∈ N, xy é par;

(C) ∃x ∈ A, ∃y ∈ N, xy > 0;

(D) ∀x ∈ A, ∀y ∈ N, xy ∈ Z.

3. Considere a a�rmação: �Eu vou de carro se estiver a chover.”

A negação da a�rmação é dada por:

(A) Se não estiver a chover eu vou de carro;

(B) Não está a chover e eu vou de carro;

(C) Não está a chover e eu não vou de carro;

(D) Está a chover e eu não vou de carro.

4. Considere p, q e r, tais que p ∧ q e r → p são ambas proposições falsas. Qual das
seguintes proposições é uma contradição:

(A) (p ∧ r) → q;

(B) p → (q ∧ r);

(C) (p ∧ r) ↔ (q ∨ r);

(D) (p ∨ r) ↔ (q ∨ r).

5. Sejam p e q proposições. Então, ∼ (p → q) ∨ (∼ p ∨ q) é:

(A) logicamente equivalente a p;



(B) logicamente equivalente a q;

(C) uma tautologia;

(D) uma contradição.

6. Considere as seguintes proposições p, q e r de�nidas por:

p : "O Clube X ganha o campeonato";

q : "O Clube Y ganha o campeonato";

r : "O Clube Z ganha o campeonato".

Admitindo como verdadeira a proposição

∼ [∼ p ∨ (∼ q → r)] ,

indique qual dos clubes ganha o campeonato:

(A) nenhum;

(B) o clube X;

(C) o clube Y ;

(D) o clube Z.

7. Sejam p, q e r proposições elementares. Sabendo que (p∧ ∼ q) ↔ r é uma tautologia
e que r ∨ p é uma contradição, conclui-se que:

(A) (p ∨ q) ≡ F ;

(B) q ≡ V ;

(C) (∼ p ∨ q) ≡ V ;

(D) (p∧ ∼ q) ↔ r ⊢∼ q é um argumento válido.

8. Considere as proposições:

p : Está a chover; q : O sol está a brilhar; r : Está calor.

Qual das seguintes a�rmações representa, em linguagem corrente, a negação da
proposição:

(∼ p ∧ q) → r.

(A) Se está a chover e o sol não está a brilhar então não está calor;

(B) O sol está a brilhar e não está a chover nem está calor;

(C) Se está a chover ou o sol não está a brilhar então não está calor;

(D) Se está a chover e o sol não está a brilhar então não está calor.



9. Sejam p e q proposições elementares. A proposição:

∼ [q ∧ (p∨ ∼ q)] ∧ q

é equivalente a:

(A) p∧ ∼ q;

(B) q ∧ p;

(C) q ∧ ∼ p;

(D) ∼ p∧ ∼ q.

10. Considere as seguintes proposições p, q e r de�nidas por:

p : "O José já fez uma viagem à China";

q : "O José já fez uma viagem aos Estados Unidos";

r : "O José fez uma viagem à Tailândia".

Sabendo que a proposição (∼ p ∧ q) →∼ (p ∨ r) é falsa, o José esteve em qual, ou
quais, destes países:

(A) O José esteve na China e esteve na Tailândia;

(B) O José esteve apenas na China;

(C) O José esteve apenas na Tailândia;

(D) O José esteve nos Estados Unidos e esteve na Tailândia.

11. Sabendo que P ≡ (∼ p → q) ∧ (∼ q) é uma tautologia pode concluir-se que a pro-
posição composta

∼ [(∼ p) ∧ r] ↔ q

é logicamente equivalente a:

(A) r;

(B) ∼ r;

(C) V ;

(D) F.

12. Considere p, q e r proposições elementares tais que p∨q é uma tautologia . Considere
ainda a proposição P de�nida por:

P : [(∼ p∧ ∼ q) ∨ r] ∨ [(p ∧ r) ∧ (∼ p∨ ∼ r)] .

A simpli�cação de ∼ (P →∼ P ) é:



(A) ∼ P ;

(B) P ;

(C) V ;

(D) F.

13. Considere as seguintes premissas de um argumento lógico:

∼ q; ∼ p ∨ q; r → p.

(A) o argumento é válido se a conclusão for r;

(B) o argumento é válido se a conclusão for p ∧ r;

(C) o argumento é válido se a conclusão for ∼ q → r;

(D) o argumento não é válido se a conclusão for r.

14. Considere p, q e r as seguintes proposições compostas:

p : p1 ↔ p2; q : p1 → p3; r : p4 → p1.

O argumento

(A) p, r, ∼ p2 ⊢ ∼ p4 não é válido;

(B) p, r, ∼ p2 ⊢ (p4 ↔ q) é válido;

(C) p, r, ∼ p2 ⊢ (p4 ∧ q) é válido;

(D) p, r, ∼ p2 ⊢ ∼ p4 é válido.

15. Considere o seguinte argumento lógico: ∼ q, p ∨ q, r → p ⊢ r. Podemos a�rmar que:

(A) O argumento é válido pois na tabela de verdade associada ao argumento temos
uma linha em que permissas são verdadeiras e a conclusão também é verdadeira.

(B) O argumento não é válido porque podemos ter a conclusão verdadeira mas as
permissas falsas.

(C) O argumento é válido pois sempre que as permissas são verdadeiras a conclusão
também o é.

(D) O argumento não é válido pois na tabela de verdade associada ao argumento
temos uma linha em que permissas são verdadeiras e a conclusão é falsa.



Soluções dos Exercícios Propostos

1. (a) V .

(b) V .

(c) V .

(d) V .

2. (a) −
(b) −
(c) −

3. (a) F . (b) V . (c) V .

4. xx
(a) p. (b) q ∧ ∼ p.
(c) F . (d) V .

(e) p. (f) ∼ p.

(g)p. (h) r.

5. (a) Sejam p e q as proposições dadas. Considere a seguinte tabela de verdade:

p q ∼ p p → q ∼ p ∨ q
V V V F V
V F F F F
F V V V V
F F V V V

Pode veri�car-se pela quarta e quinta colunas da tabela de verdade acima que
as proposições p → q e ∼ p ∨ q assumem sempre o mesmo valor lógico. Conse-
quentemente, p → q ≡∼ p ∨ q.

(b) r ≡ V.

6. (a) V .

(b) O raciocínio não é válido.

7. (a) O raciocínio é válido.

(b) A é ortogonal e A não é invertível.

8. (a) r∧ ∼ p ∧ q.



(b) O João pratica basquetebol e ciclismo mas não pratica andebol.

9. (a) i) F, considerando x = 10, a condição x+ y = 0 só é verdadeira para y = −10,
que não representa um número natural;

ii) F ; considerando x = 20, a condição xy = 20y = 2 (10y) representa um
número par;

iii) V ; como o quanti�cador utilizado é o existe, basta considerar x = 10 e
y = 20 e obtém-se 2x = y;

iv) F ; como o quanti�cador utilizado é o para todo, a proposição tem de ser
válida para quaisquer dois elementos de A. Note-se que a proposição é
falsa pois considerando x = y = 20 obtém-se x+ y = 40 > 30.

(b) i) ∃x ∈ A, ∀y ∈ N, x+ y ̸= 0;

ii) ∀x ∈ A, ∃y ∈ N, xy é par;

iii) ∀x, y ∈ A, 2x ̸= y;

iv) ∃x, y ∈ A, x+ y > 30.



Soluções dos Exercícios de Escolha Múltipla

1. D.

2. A.

3. D.

4. C.

5. B.

6. C.

7. B.

8. B.

9. C.

10. D.

11. D.

12. B.

13. B.

14. D.

15. D.



Aplicações

Álgebra Booleana, portas lógicas e circuitos...

A álgebra booleana é uma área da matemática que estuda as operações lógicas entre
valores binários (0 e 1). Esta área é bastante utilizada na eletrónica digital para a cons-
trução e análise de circuitos elétricos. Tudo começou no século XIX com o matemático
britânico George Boole (1815-1864). Boole, em 1856 apresentou um sistema matemático
de análise lógica conhecido como álgebra de Boole. Este sistema matemático foi apresen-
tado na sua obra An Investigation of the Laws of Thought (Uma Investigação Sobre as
Leis do Pensamento).

Em 1937, Claude E. Shannon, que estudou matemática e engenharia elétrica na Uni-
versidade de Michigan, nos Estados Unidos, provou na sua tese de mestrado, que a álgebra
booleana podia ser usada para solucionar problemas de circuitos de telefonia com relés
(um dispositivo eletromecânico). A publicação do seu trabalho Symbolic Analysis of Relay
and Switching, praticamente introduziu na área tecnológica o campo da eletrónica digital.

Esse ramo da eletrónica utiliza nos seus sistemas um pequeno grupo de circuitos elétri-
cos compostos por componentes eletrónicos como resistores, capacitores, diodos, transís-
tores e outros elementos que podem ser usados para controlar o �uxo de corrente elétrica.
Esses componentes podem ser conectados em várias con�gurações para criar circuitos que
realizam tarefas especí�cas. A álgebra booleana é usada para simpli�car a análise e o
projeto desses circuitos, reduzindo funções booleanas complexas a funções booleanas mais
simples. Uma função booleana pode ser representada por uma equação ou caracterizada
pela sua tabela verdade. Mas uma função booleana também pode ser representada de
forma grá�ca, onde cada operador está associado a um símbolo especí�co, permitindo o
seu imediato reconhecimento visual. Estes símbolos são conhecidos por portas lógicas.

Cada variável booleana pode assumir um de dois valores possíveis, os quais podem ser
denotados por [F, V ] (falso ou verdadeiro), [H,L] (high and low) ou ainda [0, 1]. Usaremos
aqui a notação [0, 1], a qual é utilizada na área da eletrónica digital.

As portas lógicas básicas incluem a operação E, designada por multiplicação lógica e
denotada por ”.”, a operação OU, designada por adição lógica e denotada por ” + ” e a
complementação, designada por negação ou inversão e denotada por ∼ A ou A e estas
podem ser combinadas para criar funções lógicas mais complexas.

O símbolo da porta E é apresentado na �gura seguinte:

O símbolo da porta OU é apresentado na �gura seguinte:



A porta que simboliza a operação complementação é conhecida como inversor. Como
a operação complementação só pode ser realizada sobre uma variável (ou sobre o resultado
de uma sub expressão), o inversor só possui uma entrada e, obviamente, uma saída. Caso se
queira complementar uma expressão, é necessário obter-se primeiramente o seu resultado,
para só depois aplicar a complementação. O símbolo do inversor é mostrado na �gura
seguinte:

Considere agora o seguinte circuito:

Note que a função lógica correspondente a F é dada por

F (A,B,C) = ((A ·B) + (A) + C)) · (A) + C).

Desa�o

Simpli�que a expressão anterior recorrendo às propriedades da Álgebra de Boole. Re-
presente o circuito correspondente à simpli�cação e compare com o circuito anterior.



Demonstração: uma questão polémica

Existe alguma controvérsia em relação à de�nição de demonstração e esta controvérsia
já não é recente:

"Não deveria existir nenhum desacordo acerca da demonstração matemática. Todo a
gente olha com inveja a suposta unanimidade dos matemáticos; mas de facto existe uma
controvérsia consideravelmente grande na matemática. Os matemáticos puros negam as
demonstrações dos matemáticos aplicados, enquanto que os lógicos, por sua vez, repudiam
as dos matemáticos puros. Os logicistas desprezam as demonstrações dos formalistas e al-
guns intuicionistas rejeitam com desdém as demonstrações de logicistas e formalistas."(p.
21) Imre Lakatos (1987), ¾Que es que lo que prueba una prueba matematica?

A Lógica está presente em diversas técnicas de demonstração. Re�ram-se alguns dos
métodos de demonstração que envolvem o uso da lógica: demonstração por contrarrecí-
proco, demonstração por redução ao absurdo, demonstração por dupla-implicação, entre
outras.

Demonstração

� Por contra-recíproco: (p ⇒ q) ⇔ (∼ q ⇒∼ p);

� Por redução ao absurdo: ∼ (p ⇒ q) ⇔ (p∧ ∼ p);

� Por dupla implicação: (p ⇔ q) ⇔ [(p ⇒ q) ∧ (q ⇒ p)].



Desa�o

1. Demonstre, por contrarrecíproco, que:

Se um número natural n não é divisível por 3, então não é divisível por 15.

2. Demonstre, por redução ao absurdo, que:

∀n ∈ N, n2 é par ⇒ n é par .

3. Demonstre, usando a dupla implicação, que:

Dados A e B conjuntos, A ⊆ B se e só se A ∩B = ∅.





Exercícios Resolvidos

1. Sejam −→u = (1, 0, 2) , −→v = (0, 1,−2) e −→w = (2,−1, 2) vetores de R3.

(a) Calcule, se possível:

i. −→u • −→v • −→w ;

Resolução: O produto interno entre os vetores −→u , −→v e −→w não está de�nido
pois −→u • −→v ∈ R, −→w ∈ R3 e não está de�nido o produto interno entre um
escalar e um vetor. Portanto, não é possível calcular a expressão −→u •−→v •−→w .

ii. −→u ∧ −→v ;
Resolução:

−→u ∧ −→v = (1, 0, 2) ∧ (0, 1,−2) =

∣∣∣∣∣∣
i j k
1 0 2
0 1 −2

∣∣∣∣∣∣
=

(∣∣∣∣ 0 2
1 −2

∣∣∣∣ ,− ∣∣∣∣ 1 2
0 −2

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ 1 0
0 1

∣∣∣∣)
= (0× (−2)− 1× 2,− (1× (−2)− 0× 2) , 1× 1− 0× 0)

= (−2, 2, 1) .

Observação: Note-se que −→u ∧ −→v ⊥−→u e −→u ∧ −→v ⊥−→v .

iii. proj−→v
−→w ∧ ∥−→u − 2−→v ∥ .

Resolução: O produto externo entre a projeção vetorial de −→w sobre −→v e a
norma de (−→u − 2−→v ) não está de�nido porque proj−→v

−→w ∈ R3, ∥−→u − 2−→v ∥ ∈
R e não está de�nido o produto externo entre um vetor e um escalar.
Portanto, não é possível calcular a expressão proj−→v

−→w ∧ ∥−→u − 2−→v ∥ .

(b) Calcule:

i. os cossenos diretores do vetor −→w ;

Resolução: Os cossenos diretores do vetor −→w são os escalares cos(∢(−→w , êi)),
i = 1; 2; 3 dados por:

cos(∢(−→w , êi)) =
wi

∥−→w ∥
i = 1; 2; 3.

Assim,

cos(∢(−→w , ê1)) =
2

9
;

cos(∢(−→w , ê2)) = −1

9
;

cos(∢(−→w , ê1)) =
2

9
.

Observação: Os cossenos diretos de um vetor são as coordenadas do seu
versor.



ii. o comprimento da projeção vetorial do vetor −→v sobre o vetor −→w ;

Resolução: O comprimento da projeção vetorial do vetor −→v sobre o vetor
−→w , denotado ∥proj−→w−→v ∥, é dado por:

∥proj−→w−→v ∥ =
|−→v • −→w |
∥−→w ∥

.

Assim,

∥proj−→w−→v ∥ =
|(0, 1,−2) • (2,−1, 2)|

∥(2,−1, 2)∥

=
|0× 2 + 1× (−1) + (−2)× 2|√

22 + (−1)2 + 22

=
|0− 1− 4|√
4 + 1 + 4

=
|−5|√

9

=
5

3
.

iii. o cosseno do ângulo formado pelos vetores −→v e −→w ;

Resolução: O cosseno do ângulo formado pelos vetores −→v e −→w é dado por:

cos (∡ (−→v ,−→w )) =
−→v • −→w

∥−→v ∥ ∥−→w ∥
.

Da alínea anterior temos

−→v • −→w = −5 e ∥−→w ∥ = 3.

Donde resulta que,

cos (∡ (−→v ,−→w )) =
−→v • −→w

∥−→v ∥ ∥−→w ∥
=

−5

∥(0, 1,−2)∥ × 3

=
−5

3×
√

02 + 12 + (−2)2

=
−5

3
√
0 + 1 + 4

=
−5

3
√
5

= −
√
5

3
.

iv. o volume do paralelepípedo formado pelos vetores −→u , −→v e −→w .

Resolução: O volume do paralelepípedo formado pelos vetores −→u , −→v e −→w
é dado por:

V ol (−→u ,−→v ,−→w ) = |−→u ∧ −→v • −→w | .



Da alínea (a) ii., temos

−→u ∧ −→v = (−2, 2, 1)

e portanto,

V ol (−→u ,−→v ,−→w ) = |(−2, 2, 1) • (2,−1, 2)|
= |(−2)× 2 + 2× (−1) + 1× 2|
= |−4− 2 + 2| = |−4|
= 4.

2. Considere os vetores −→u = (α, 1, 1), −→v = (1, β, 1) e os pontos P = (1, 2, 1) e
Q = (1,−2, 4) de R3.

(a) Determine os vetores unitários paralelos ao vetor
−→
PQ.

Para este exercício apresentamos duas resoluções alternativas.

Resolução 1: Os vetores unitários paralelos a
−→
PQ são o versor de

−→
PQ e o seu

simétrico. Para simpli�cação da notação denotemos −→a =
−→
PQ. Assim, preten-

demos calcular â e −â.

Note-se que,

−→a =
−→
PQ = Q− P = (1,−2, 4)− (1, 2, 1) = (1− 1,−2− 2, 4− 1) = (0,−4, 3) .

Como ∥−→a ∥ =
√
16 + 9 = 5, então â =

−→a
∥−→a ∥ = 1

5
(0,−4, 3) =

(
0,−4

5
, 3
5

)
.

Portanto os vetores pretendidos são: −→a =
(
0,−4

5
, 3
5

)
e −−→a =

(
0, 4

5
,−3

5

)
.

Resolução 2: Pretende-se determinar os vetores unitários, isto é, com norma

igual a 1 que são paralelos a
−→
PQ. Por de�nição, como são paralelos a

−→
PQ são

da forma:
k
−→
PQ = (0,−4k, 3k) ,

para algum k ∈ R.

Agora, como são vetores unitários tem-se:

∥(0,−4k, 3k)∥ = 1 ⇔
√
16k2 + 9k2 = 1

⇔
√
25k2 = 1

⇔
√
25
√
k2 = 1

⇔ 5 |k| = 1 ⇔ k = ±1
5
.

Portanto os vetores pretendidos são:
(
0,−4

5
, 3
5

)
e
(
0, 4

5
,−3

5

)
.



(b) Determine os valores de α e β tais que:

i. os vetores 2−→u e −−→v sejam colineares;

Resolução: 2−→u || − −→v ⇔ 2−→u ∧ −−→v =
−→
0 .

Ora, 2−→u ∧ −−→v =

∣∣∣∣∣∣
i j k
2α 2 2
−1 −β −1

∣∣∣∣∣∣ =
(∣∣∣∣ 2 2

−β −1

∣∣∣∣ ,− ∣∣∣∣ 2α 2
−1 −1

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ 2α 2
−1 −β

∣∣∣∣)
= (−2 + 2β,− (−2α + 2) ,−2αβ + 2)

= (−2 + 2β, 2α− 2,−2αβ + 2) .

Portanto, 2−→u ∧ −−→v =
−→
0 ⇔ (−2 + 2β, 2α− 2,−2αβ + 2) = (0, 0, 0) ⇔

−2 + 2β = 0
2α− 2 = 0
−2αβ + 2 = 0

⇔


β = 1
α = 1
−2 + 2 = 0

.

Conclusão: os vetores 2−→u e −−→v são colineares quando α = β = 1.

Observação: Alternativamente, note-se que:

2−→u || − −→v ⇔ 2−→u ∧ −−→v =
−→
0 ⇔ −2 (−→u ∧ −→v ) =

−→
0 ⇔ −→u ∧ −→v =

−→
0 .

Ou seja, veri�car se 2−→u e −−→v são colineares é equivalente a veri�car se −→u
e −→v são colineares.

ii. o vetor −→v seja perpendicular ao eixo dos yy e a projeção vetorial de −→u
sobre −→v seja um vetor unitário.

Resolução: Do facto de −→v ser perpendicular ao eixo dos yy resulta:

−→v ⊥ ĵ ⇔ −→v • ĵ = 0.

Como ĵ = (0, 1, 0), tem-se:

−→v • ĵ = 0 ⇔ (1, β, 1) • (0, 1, 0) = 0 ⇔ 0 + β + 0 = 0 ⇔ β = 0.

Por outro lado, pretende-se que a projeção vetorial de −→u sobre −→v seja um
vetor unitário. Portanto:

∥proj−→v −→u ∥ = 1 ⇔ |−→u • −→v |
∥−→v ∥

= 1.

Como β = 0, tem-se: −→u • −→v = (α, 1, 1) • (1, 0, 1) = α + 0 + 1 = α + 1.

Também, ∥−→v ∥ = ∥(1, 0, 1)∥ =
√
12 + 02 + 12 =

√
2.



Portanto, ∥proj−→v −→u ∥ = 1 ⇔ |α+1|√
2

= 1 ⇔ |α + 1| =
√
2

⇔ α + 1 =
√
2 ∨ α + 1 = −

√
2

⇔ α = −1 +
√
2 ∨ α = −1−

√
2.

Concluímos assim que o vetor −→v é perpendicular ao eixo dos yy e simul-
taneamente a projeção vetorial de −→u sobre −→v é um vetor unitário quando
α ∈

{
−1−

√
2,−1 +

√
2
}
e β = 0.

(c) Considerando α = 2, determine o valor de β de modo que os vetores −→u , −→v e
−→
PQ sejam complanares.

Resolução:

−→u , −→v e
−→
PQ complanares ⇔ −→u ∧ −→v •

−→
PQ = 0 ⇔

∣∣∣∣∣∣
i j k
2 1 1
1 β 1

∣∣∣∣∣∣ • (0,−4, 3) = 0

⇔
(∣∣∣∣ 1 1

β 1

∣∣∣∣ ,− ∣∣∣∣ 2 1
1 1

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ 2 1
1 β

∣∣∣∣) • (0,−4, 3) = 0

⇔ (1− β,− (2− 1) , 2β − 1) • (0,−4, 3) = 0

⇔ 4 + 6β − 3 = 0 ⇔ β = −1
6
.

Conclusão: −→u , −→v e
−→
PQ são complanares quando β = −1

6
.

3. Sejam −→u , −→v e −→w vetores de R3 tais que −→u é perpendicular com −→v , −→v é paralelo
com −→w e ∥−→u ∥ = 2 ∥−→v ∥ = 3 . Simpli�que a expressão:

−→u • 2−→v + ∥−→v ∧ (2−→u − 3−→w )∥ .

Resolução:

−→u • 2−→v + ∥−→v ∧ (2−→u − 3−→w )∥ = 2 (−→u • −→v ) + ∥−→v ∧ (2−→u ) +−→v ∧ (−3−→w )∥
= 0 + ∥2 (−→v ∧ −→u )− 3 (−→v ∧ −→w )∥, pois −→u ⊥ −→v

=
∥∥∥2 (−→v ∧ −→u )− 3.

−→
0
∥∥∥, pois −→v ∥ −→w ⇔ −→v ∧ −→w =

−→
0

= |2| ∥−→v ∧ −→u ∥
= 2 ∥−→v ∥ ∥−→u ∥ sin (∢ (−→v ,−→u ))

= 2 ∥−→v ∥ ∥−→u ∥ sin
(
π
2

)
, porque −→u ⊥ −→v

= 2× 3
2
× 3× 1, pois ∥−→u ∥ = 2 ∥−→v ∥ = 3

= 9.



4. Dados −→u e −→v vetores de R3, demonstre a igualdade de Lagrange:

∥−→u ∧ −→v ∥2 = ∥−→u ∥2 ∥−→v ∥2 − (−→u • −→v )
2
.

Resolução: Denotemos θ = ∡ (−→u ,−→v ) .

Observemos que

(−→u • −→v )
2
= (∥−→u ∥ ∥−→v ∥ cos θ)2 = ∥−→u ∥2 ∥−→v ∥2 cos2 θ.

Assim, tem-se:

∥−→u ∥2 ∥−→v ∥2 − (−→u • −→v )
2

= ∥−→u ∥2 ∥−→v ∥2 − (∥−→u ∥ ∥−→v ∥ cos θ)2

= ∥−→u ∥2 ∥−→v ∥2 − ∥−→u ∥2 ∥−→v ∥2 cos2 θ

= ∥−→u ∥2 ∥−→v ∥2 (1− cos2 θ)

= ∥−→u ∥2 ∥−→v ∥2 sin2 θ, pois sin2 θ + cos2 θ = 1.

Agora reparemos que:

∥−→u ∧ −→v ∥2 = (∥−→u ∥ ∥−→v ∥ sin θ)2 = ∥−→u ∥2 ∥−→v ∥2 sin2 θ.

Concluímos assim que: ∥−→u ∧ −→v ∥2 = ∥−→u ∥2 ∥−→v ∥2 − (−→u • −→v )
2.



Exercícios Propostos

1. Sejam −→u = (3,−2), −→v = (5,−1) e −→w = (−1, 7) vetores de R2.

(a) Determine os vetores unitários paralelos a −→v .
(b) Calcule o valor das seguintes expressões:

i. −→u • (8−→v +−→w ) ;

ii. ∥(−→u • −→w )−→w ∥ ;
iii. (∥−→u ∥−→v ) • −→w .

2. Considere os vetores −→u = (−1, 0, 2), −→v = (2, 1,−1) e os pontos P = (0,−1,−1) e
Q = (2,−2,−1) de R3.

(a) Calcule os cossenos diretores do vetor
−→
PQ.

(b) Calcule o versor do vetor
−→
PQ e compare os resultados obtidos com os da alínea

anterior. O que pode concluir?

(c) Veri�que se os vetores −→u e
−→
PQ são colineares. VÍDEO

(d) Determine os vetores unitários −→w tais que −→w é ortogonal a −→u e a −→v . VÍDEO

(e) Decomponha o vetor −→u como a soma de dois vetores, −→w1 e −→w2 tais que −→w1 é

paralelo a −→v e −→w2 é ortogonal a −→v . VÍDEO

(f) Calcule o volume do paralelepípedo de�nido pelos vetores −→u , −→v e
−→
PQ.

3. Sejam −→u = (0, 3, 1), −→v = (1,−1, 1) e −→w = (k − 1, 0, 2k) vetores de R3.

(a) Calcule, se possível:

i. −→u ∧ −→v ;
ii. (−→u + 2−→v ) • ∥−→u −−→v ∥.

(b) Determine a área do triângulo de�nido pelos vetores −→u e −→v . VÍDEO

(c) Determine o(s) valor(es) de k de modo que:

i. a projeção vetorial de −→w sobre (−→u +−→v ) seja um vetor unitário;

ii. os vetores −→u , −→v e −→w sejam complanares.

4. Sejam −→u = (−2, 1, 2), −→v = (0,−3, 1) e −→w = (0, k, 1− k) vetores de R3.

(a) Calcule os cossenos diretores de −→u .

(b) Calcule a projeção escalar do vetor −→v sobre o vetor −→u .

https://youtu.be/4z8xKQV2_UE
https://youtu.be/IUMWlb3Chx0
https://youtu.be/FhSfBNGI768
https://youtu.be/l8knZX8FLek


(c) Determine o(s) valor(es) de k de modo que:

i. os vetores (−→u − 2−→v ) e −→w sejam perpendiculares; VÍDEO

ii. o volume do paralelepípedo de�nido pelos vetores −→u , −→v e −→w seja igual a

6 unidades. VÍDEO

5. Sejam −→u = (1,−1, 0), −→v = (2, α, 0) e −→w = (4, 5, β) vetores de R3.

(a) Determine o(s) vetor(es) paralelo(s) ao vetor −→u com comprimento 7.

(b) Determine o valor de α de modo que ∥ −→u ∧ −→w ∥= 9.

(c) Determine os valores de α e β de modo que os vetores −→u , −→v e −→w sejam
complanares e −→u e −→v sejam perpendiculares.

6. Sejam −→u = (2,−3, 3), −→v = (0, α,−1) e −→w = (−1, 0, β) vetores de R3.

(a) Calcule, se possível:

i. 3−→u ∧ ∥2−→u − 3−→v ∥;
ii. −→v ∧ (2−→w ).

(b) Mostre que, para α = −1, ||proj3−→v 2−→u || = 0.

(c) Determine o(s) valor(es) de α e de β, de modo que ||−→w || =
√
5 e a área do

paralelogramo de�nido pelos vetores −→v e −→w seja igual a uma unidade.

(d) Comente a a�rmação: �Para α = β = 2, o volume do paralelepípedo de�nido
pelos vetores −→u , −→v e −→w é igual a oito unidades”.

7. Sejam −→u = (1, 2,−2), −→v = (1, 1, 0) e −→w = (k, 2k + 2, 0) vetores de R3.

(a) Determine os vetores unitários paralelos a −→u .

(b) Calcule o ângulo entre os vetores −→u e −→v .

(c) Mostre que os vetores (−→u ∧ −→v ) e proj−→v
−→
2u são perpendiculares.

(d) Determine o(s) valor(es) de k de modo que a área do triângulo de�nido pelos
vetores −→v e −→w seja igual a 1 unidade.

8. Sejam −→u , −→v , −→w e −→z vetores de R3 tais que −→v é perpendicular a −→w , −→z é paralelo a
−→u , ∢(−→u ,−→v ) =

2π

3
e ∥−→u ∥ = ∥−→v ∥ = 2. Determine, se possível, o valor das seguintes

expressões:

(a) (−→u +−→v ) • (−→u ∧ −→v • −→v ); VÍDEO

(b) ∥proj−→v (−→u +−→w )∥; VÍDEO

(c) 3−→u ∧ ∥proj−→v −→u ∥; VÍDEO

https://youtu.be/d1nK1aILnKc
https://youtu.be/rHSEjPYwgqQ
https://youtu.be/IJcbLjm31sk
https://youtu.be/DtSZIs6OdDc
https://youtu.be/FONP2ZfRIos


(d) ∥−→u ∧ (−→z + 2−→v )∥. VÍDEO

9. Sejam −→a ,
−→
b , −→c ∈ R3, tais que ∥−→a ∥ = 2, ∢

(−→a ,
−→
b
)
=

π

6
e
−→
b é um vetor unitário.

As seguintes a�rmações são todas verdadeiras. Justi�que.

(a)
∥∥∥−→a ∧

(−→a − 2
−→
b
)∥∥∥ = 2;

(b)
−→
b ∧ −→a •

(−→c − 2
−→
b
)
= −−→a ∧

−→
b • −→c .

10. Sejam −→u ,−→v e −→w vetores não nulos de R3. Mostre que:

(a) se os vetores −→u ,−→v e −→w são complanares então −→u ∧ −→v é perpendicular a
(−→w + proj−→v

−→u ) .

(b) se os vetores −→u e −→v são perpendiculares então ∥−→u +−→v ∥ = ∥−→u −−→v ∥.

11. Sejam −→a e
−→
b vetores de R3 tais que ∥−→a ∥ = 2,

∥∥∥−→b ∥∥∥ = 6 e ∡(−→a ,
−→
b ) =

π

2
. Calcule:∥∥∥−→a ∧

−→
b
∥∥∥+

−→
b •

(
3−→a −

−→
b
)
.

12. Sejam −→u e −→v vetores de R3 tais que ∢(−→u ,−→v ) =
π

4
, ∥−→v ∥ = 2 e −→u é unitário.

Mostre que: ∥proj−→v −→u ∥+ ∥−→u ∧ −→v ∥ =
3
√
2

2
.

13. Sejam −→u , −→v e −→w vetores de R3 tais que −→u = 2−→v , ∢(−→u ,−→w ) =
π

3
, −→v e −→w

são unitários.

Mostre que: proj−→u
−→w + (−→u ∧ −→v ) = 1

4
−→u .

14. Sejam −→u e −→v vetores não nulos R3 tais que −→u = −→u1 +
−→u2, com

−→u1 = proj−→v
−→u .

Mostre que −→u2 é um vetor perpendicular a −→v .

15. Considerando um triângulo com os lados de�nidos pelos vetores−→a ,
−→
b e−→c = −→a −

−→
b ,

com −→a e
−→
b vetores de R3 não nulos e não paralelos. Mostre que:

∥−→c ∥2 = ∥−→a ∥2 +
∥∥∥−→b ∥∥∥2

− 2 ∥−→a ∥
∥∥∥−→b ∥∥∥ cos(∢(−→a ,

−→
b )).

https://youtu.be/PTbAfHA5ZZw


16. Indique o valor lógico das a�rmações seguintes, justi�cando convenientemente.

(a) Se −→u e −→v são vetores não nulos de R3, então: ∥−→u +−→v ∥2 = ∥−→u ∥2+2∥−→u ∥∥−→v ∥+
∥−→v ∥2.

(b) Consideremos −→u ,−→v e −→w vetores de R3 com −→u ̸= −→
0 . Se −→u • −→v = −→u • −→w ,

então −→v = −→w . VÍDEO

(c) Sejam −→u ,−→v e −→w vetores de R3. Se −→u é ortogonal a ambos −→v e −→w , então −→u
é ortogonal a α−→v + β−→w para quaisquer escalares α e β.

https://youtu.be/MZzy5_El42c


Exercícios de Escolha Múltipla

Nos exercícios seguintes deve selecionar a única opção correta.

1. Considere em R3 os vetores e os pontos de�nidos por:

−→u = (0, 1,−1) ; −→v = (−2, 0, 2) ; P = (1,−1, 3) e Q = (1, 1, 1) .

(A) os vetores −→u e
−→
PQ são perpendiculares;

(B) os vetores −→u e
−→
PQ são paralelos;

(C) os vetores −→v e
−→
PQ são perpendiculares;

(D) os vetores −→v e
−→
PQ são paralelos.

2. Considere em R3 os vetores −→u = (0, 1,−2),−→v = (0, 2,−2) e −→w = (2, 0, 2).

(a) Das seguintes expressões, indique aquela que não está de�nida:

(A) ∥−→u ∥−→v ;
(B) −→u • −→v + −→w ;

(C) −→u +−→v ∧ −→w ;

(D) proj−→v
−→u +−→v ∧ −→w .

(b) O ângulo entre os vetores −→v e −→w , ∡ (−→v ,−→w ), é igual a:

(A)
2π

3
; (B)

π

3
; (C) − π

3
; (D) − π

2
.

(c) A área do triângulo de�nido pelos vetores −→u e −→w é igual a:

(A) 2
√
6; (B) 2; (C) 4; (D)

√
6 .

3. Sejam −→a e
−→
b vetores de R3 tais que −→a •

−→
b = −3; ∥−2−→a ∥ =

√
8 e

∥∥∥−→b ∥∥∥ =
√
6.

Então o ângulo ∢
(−→a ,

−→
b
)
é igual a:

(A)
π

6
; (B)

π

3
; (C)

2π

3
; (D)

5π

6
.



4. Considere em R3 os vetores não nulos −→a ,
−→
b e −→c tais que −→a = −3

−→
b ;

−→
b ⊥ −→c ;

−→
b e

−→c são vetores unitários.

A expressão ∥(−→c ∧ −→a ) ∧ −→c ∥ tem valor igual a:

(A) 3; (B) 1; (C) 0; (D) − 3.

5. Sejam −→u , −→v e −→w vetores de R3 tais que −→u é perpendicular a −→v . Então:

(A) 3−→u • proj−→v −→w = 0;

(B) 3−→u • proj−→v −→w =
−→
0 ;

(C) 3−→u • proj−→v −→w = 3;

(D) 3−→u • proj−→v −→w não está de�nido.

6. Sejam −→u e −→v vetores de R3 tais que −→u é paralelo a −→v . Então:

(A) ∥−→u ∧ 2−→v ∥ ∧ proj−→v
−→u = −→v ;

(B) ∥−→u ∧ 2−→v ∥ ∧ proj−→v
−→u = 2−→v ;

(C) ∥−→u ∧ 2−→v ∥ ∧ proj−→v
−→u =

−→
0 ;

(D) ∥−→u ∧ 2−→v ∥ ∧ proj−→v
−→u não está de�nido.

7. Sejam −→u , −→v e −→w vetores de R3 tais que −→u ∧ −→v • −→w = 7.

A expressão (−→u ∧ −→v +−→u ∧ −→w ) • −→v é igual a:

(A) 14; (B) 7; (C) − 7; (D) 0.

8. Considere em R3 os vetores −→u = (0, 1,−1),−→v = (2, 0, 2) e −→w = (α,−2, β).

(a) Qual dos seguintes vetores tem norma igual a 3 e é perpendicular ao vetor −→v ?

(A) −→a = (−1, 1, 1);

(B)
−→
b = (1, 2,−2);

(C) −→c = (1, 2,−1);

(D)
−→
d = (2, 1,−2).

(b) Considere α = 2. Qual(quais) o(s) valor(es) de β de modo que o volume do
paralelepípedo de�nido por −→u , −→v e −→w seja igual a 8?

(A) β = 0 ∨ β = −8;
(B) β = −8;
(C) β = 0;
(D) β = 0 ∨ β = 8.



9. Considere em R3 os vetores −→u = (2, 1,−1),−→v = (1,−2, 2) e −→w = (α, 1, β).

(a) A projeção escalar do vetor −→u sobre o vetor −→v é igual a:

(A) − 2

3
; (B)

2

3
; (C) − 2

9
; (D)

2

9
.

(b) Os vetores −→u e −→w são perpendiculares se:

(A) α = 0 ∧ β = 0; (B) α = 2 ∧ β = 1;
(C) α = −2 ∧ β = −1; (D) α = 0 ∧ β = 1.

(c) Os vetores −→u , −→v e −→w são complanares se:

(A) α ∈ R ∧ β = 0; (B) α = −1 ∧ β = 0;
(C) α = 0 ∧ β = −1; (D) α ∈ R ∧ β = −1.

10. Sejam −→u = (2, 0, 0) e −→v = (3, 2k, 1) vetores de R3. O(s) valor(es) de k de modo que
a área do triângulo formado pelos vetores −→u e −→v seja igual a 3 é (são):

(A) k = −2 ∨ k = 2;

(B) k = −
√
2 ∨ k =

√
2;

(C) apenas k = 2;

(D) apenas k =
√
2.

11. Sejam −→u e −→v vetores de R3 tais que −→v é unitário, ∥−→u ∥ = 4 e
∢ (−→u ,−→v ) = 2π

3
.

A expressão ∥proj−→v −→u ∥ é igual a:

(A)
−1

2
; (B)

1

2
; (C) 2; (D) − 2 .

12. Sejam −→u e −→v vetores de R3 tais que: ∥−→u ∥ = 2, ∥−→v ∥ = ∥−→u ∧ −→v ∥ = 4 e
π

2
≤ ∢ (−→u ,−→v ) ≤ π.

A expressão −→u • (3−→u −−→v )

(A) é igual a 12− 4
√
3;

(B) é igual a 6− 4
√
3;

(C) é igual a 6 + 4
√
3;

(D) não está de�nida.



Soluções dos Exercícios Propostos

1. (a) v̂ =
(

5
√
26

26
,−

√
26
26

)
ou −v̂ =

(
−5

√
26

26
,+

√
26
26

)
.

(b) i. 119;

ii. 85
√
2;

iii. −12
√
13.

2. (a) cos
(
∡
(−→
PQ, ê1

))
= 2

√
5

5
, cos

(
∡
(−→
PQ, ê2

))
= −

√
5
5

e cos
(
∡
(−→
PQ, ê3

))
= 0.

(b) P̂Q =
(

2
√
5

5
,−

√
5
5
, 0
)
. Os cosenosdiretores de um vetor são as coordenadas do

seu versor.

(c) −→u e
−→
PQ não são colineares.

(d) ŵ =
(
−

√
14
7
, 3

√
14

14
,−

√
14
14

)
ou −ŵ =

(√
14
7
,−3

√
14

14
,
√
14
14

)
.

(e) −→u = −→w1 +
−→w2 onde −→w1 =

(
−4

3
,−2

3
, 2
3

)
e −→w2 =

(
1
3
, 2
3
, 4
3

)
.

(f) V ol
(−→u ,−→v ,

−→
PQ

)
= 7.

3. (a) i. −→u ∧ −→v = (4, 1,−3);

ii. Não é possível determinar o valor da expressão dada uma vez que o produto
interno só se encontra de�nido entre vetores. Na expressão dada o produto
interno apresenta-se entre um vetor, resultante da soma de −→u com 2−→v e
um escalar, resultante da norma da subtração de −→u com −→v .

(b) Atriângulo (
−→u ,−→v ) =

√
26
2
.

(c) k = −2;

(d) i. k = 2
√
2+1
5

∨ k = −2
√
2+1
5

.

4. (a) cos (∡ (−→u , ê1)) = −2
3
, cos (∡ (−→u , ê2)) =

1
3
e cos (∡ (−→u , ê3)) =

2
3
.

(b) ∥proj−→u −→v ∥ = 1
3
.

(c) i. k = 0;

ii. k = 0 ∨ k = 3.

5. (a) 7û =
(

7
√
2

2
,−7

√
2

2
, 0
)
ou −7û =

(
−7

√
2

2
, 7

√
2

2
, 0
)
.

(b) β = 0.

(c) β = 0 ∧ α = 2.



6. (a) i. Não é possível determinar o valor da expressão dada uma vez que o produto
vetorial só se encontra de�nido entre vetores. Na expressão dada o produto
vetorial apresenta-se entre um vetor, resultante da multiplicação do escalar
3 pelo vetor −→u e um escalar, resultante da norma da subtração de 2−→u por
3−→v ;

ii. (2αβ, 2, 2α) .

(b) −
(c) α = 0 ∨ β ± 2.

(d) A a�rmação é falsa. O volume do paralelepípedo de�nido pelos vetores −→u , −→v
e −→w é igual a onze unidades”.

7. (a) û =
(
1
3
, 2
3
,−2

3

)
ou −û =

(
−1

3
,−2

3
, 2
3

)
.

(b) ∡ (−→u , v̂) = π
4
.

(c) −
(d) k = −4 ∨ k = 0.

8. (a) A expressão dada não se encontra de�nida pois o produto interno só se encontra
de�nido entre vetores. Na expressão dada o produto interno apresenta-se entre
um vetor, resultante da soma de −→u com −→v e um escalar, resultante do produto
escalar entre o vetor resultante do produto vetorial entre −→u e −→v que tem
prioridade, e o vetor −→v ;

(b) ∥proj−→v (−→u +−→w )∥ = 1;

(c) A expressão dada não se encontra de�nida pois o produto vetorial só se encontra
de�nido entre vetores. Na expressão dada o produto vetorial apresenta-se entre
um vetor, resultante da multiplicação do escalar 3 pelo vetor −→u e um escalar,
representado por ∥proj−→v −→u ∥;

(d) ∥−→u ∧ (−→z + 2−→v )∥ = 4
√
3.

9. −→v =
(

1
2
, 0,±

√
3
2

)
.

10. (a) −
(b) −

11. −

12. −24

13. −

14. −



15. −

16. −

17. (a) A a�rmação é falsa. ∥−→u +−→v ∥2 = ∥−→u ∥2 + 2−→u • −→v + ∥−→v ∥2.
(b) A a�rmação é falsa. Apresentemos um contra-exemplo: seja −→u = (1, 1, 1),

−→v = (2,−2, 2) e −→w = (−2, 2, 2). Neste caso, resulta que −→u • −→v = −→u • −→w = 2
e −→v ̸= −→w .

(c) A a�rmação é verdadeira. Seja −→u • (α−→v + β−→w ) = α (−→u • −→v ) + β (−→u • −→w ).
Uma vez que −→u é ortogonal a −→v e que −→u é ortogonal a −→w , −→u • −→v = 0 e
−→u • −→w = 0 pelo que −→u • (α−→v + β−→w ) = 0, donde resulta que −→u é ortogonal a
α−→v + β−→w para quaisquer escalares reais α e β.



Soluções dos Exercícios de Escolha Múltipla

1. B.

2. (a) B.

(b) A.

(c) D.

3. D.

4. A.

5. D.

6. C.

7. A.

8. (a) D.

(b) D.

9. (a) B.

(b) D.

(c) D.

10. B.

11. C.

12. A.



Aplicações

Programação em Python para o cálculo de áreas e volumes

Cálculo da área do paralelogramo formado por dois vetores não paralelos de R3

A utilização de vetores no cálculo da área de um paralelogramo oferece uma abordagem
geométrica e�ciente para resolver este problema. Recordemos que a área do paralelogramo
pode ser calculada multiplicando o comprimento da base pela altura. Consideremos o
paralelogramo [ABCD] formado pelos vetores −→a e

−→
b representado na �gura seguinte:

A área do paralelogramo é então dada por:

A[ABCD] = base× altura =
∥∥∥−→AB∥∥∥ ·

∥∥∥−−→DE
∥∥∥

Note que no triângulo retângulo [ADE] temos a seguinte relação:

sin θ =

∥∥∥−−→DE
∥∥∥∥∥∥−−→AD∥∥∥ ⇔

∥∥∥−−→DE
∥∥∥ = sin θ ·

∥∥∥−−→AD∥∥∥
Logo a área do paralelogramo é dada por:

A[ABCD] =
∥∥∥−→AB∥∥∥ ·

∥∥∥−−→DE
∥∥∥ = ∥−→a ∥ ·

∥∥∥−→b ∥∥∥ · sin(−→a ,
−→
b ) =

∥∥∥−→a ∧
−→
b
∥∥∥

Resumindo, se −→a e
−→
b são vetores que representam os lados adjacentes de um paralelo-

gramo, então a área do paralelogramo pode ser dada pelo comprimento do vetor resultante
do produto vetorial −→a ∧

−→
b :

A[ABCD] =
∥∥∥−→a ∧

−→
b
∥∥∥

Esta abordagem oferece uma alternativa para o cálculo da área de um paralelogramo,
proporcionando uma compreensão visual e intuitiva da geometria envolvida.



Note ainda que as áreas dos triângulos [ABD] e [BCD] são iguais a metade da área
do paralelogramo [ABCD]:

A[ABD] = A[BCD] =

∥∥∥−→a ∧
−→
b
∥∥∥

2

O recurso a vetores é vantajoso dado que pode ser aplicado a uma variedade de proble-
mas geométricos, facilitando a expansão para contextos tridimensionais mais complexos.

Implementação do cálculo da área do paralelogramo em Python

Vamos agora implementar o cálculo da área de um paralelogramo em Python. Para tal
vamos recorrer à biblioteca NumPy que permite trabalhar com vetores, proporcionando as
ferramentas necessárias para calcular o produto externo "np.cross" e o seu comprimento
"np.linalg.norm".

Para calcular a área de um paralelogramo usando vetores em Python, usaremos a
seguinte abordagem:

1. De�nir dois vetores que representem dois lados adjacentes do paralelogramo.

2. Calcular o produto externo entre esses dois vetores, obtendo-se um vetor perpendi-
cular ao plano do paralelogramo.

3. Calcular a norma do vetor obtido no ponto 2. obtendo-se à área do paralelogramo.

Apresenta-se agora um exemplo da implementação do cálculo da área do paralelogramo
em Python. Neste exemplo concretizamos o cálculo para o paralelogramo de�nido pelos ve-
tores
−→u = (1, 0, 2) e −→v = (0, 1,−2) de R3.



Cálculo do volume do paralelepípedo formado por três vetores não complanares de R3

Recordemos que o volume do paralelepípedo pode ser calculado multiplicando a área
da base pela sua altura. Consideremos o paralelepípedo formado pelos vetores −→a ,

−→
b e −→c

representado de seguida:

O volume do paralelepípedo pode ser calculado pela fórmula:

V olume = |−→a ∧
−→
b • −→c |

ou seja, o módulo do produto misto entre os vetores −→a ,
−→
b e −→c .



Desa�o

Faça a dedução desta formúla para o cálculo do volume do paralelepípedo formado por
três vetores não complanares de R3.

Implemente o cálculo do volume do paralelepípedo em Python.





Matrizes e Sistemas de Equações Lineares

Exercícios Resolvidos

1. Sejam A, B e C as matrizes reais de�nidas por:

A =

 2 0 0
1 1 1
1 1 0

, B =

 0
2
2

 e C =

[
2 1 0
0 −1 1

]
.

(a) Calcule, se possível, (A− 2 I3)C
T .

Resolução: Dado que as matrizes A e I3 são matrizes de ordem 3 podemos
realizar a operação A−2I3, cujo resultado é uma matriz de ordem 3. Por outro
lado, CT é a transposta da matriz C e portanto é uma matriz de dimensão
3 × 2. Como o número de colunas de A − 2I3 é igual ao número de linhas de
CT podemos efetuar a multiplicação (A− 2I3)C

T . Assim,

(A− 2I3)C
T =

 2 0 0
1 1 1
1 1 0

− 2

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

[
2 1 0
0 −1 1

]T

=

 2 0 0
1 1 1
1 1 0

+

 −2 0 0
0 −2 0
0 0 −2

 2 0
1 −1
0 1



=

 0 0 0
1 −1 1
1 1 −2

 2 0
1 −1
0 1



=

 0 0
1 2
3 −3

 .

(b) Usando eliminação gaussiana, reduza a matriz A1 = [A | B] à sua forma esca-
lonada por linhas e indique a característica de A1.

Resolução: A matriz A1 = [A | B] é a matriz:

 2 0 0 0
1 1 1 2
1 1 0 2

 .



Um processo de eliminação gaussiana que permite reduzir a matriz A1 à sua
forma escalonada por linhas é o seguinte:

 2 0 0 0
1 1 1 2
1 1 0 2

 −−−−−→
L1 ↔ L2

 1 1 1 2
2 0 0 0
1 1 0 2

 −−−−−−−−−−−−→
L2 → L2 − 2L1

L3 → L3 − L1

 1 1 1 2
0 −2 −2 −4
0 0 −1 0

 = A′.

Como A′ está na forma escalonada por linhas tem-se: car (A1) = car (A′) = n.o

de pivots de A′ = 3.

(c) Analise a dependência linear das linhas e colunas da matriz A1 de�nida na
alínea anterior.

Resolução: A matriz A1 da alínea anterior tem 3 linhas e 4 colunas. Uma vez
que, pela alínea anterior, a característica da matriz A1 é 3, podemos concluir
que:

� as linhas da matriz A1 são linearmente independentes pois car (A1) = 3 =
n.o de linhas de A1;

� as colunas da matriz A1 são linearmente dependentes pois car (A1) = 3 <
4 = n.o de colunas de A1.

2. Considere as seguintes matrizes reais

A =

 2 −1 0
1 0 2
0 0 −3

 e B =

 0 1 −2
−1 2 −4
0 0 1

 .

(a) Calcule a característica da matriz A e justi�que se A é invertível.

Resolução: 2 −1 0
1 0 2
0 0 −3

 −−−−−→
L1 ↔ L2

 1 0 2
2 −1 0
0 0 −3

 −−−−−−−−−−→
L2 → L2 − 2L1

 1 0 2
0 −1 −4
0 0 −3

 = A′.

Tem-se: car (A) = car (A′) = no pivots (A′) = 3.

Conclusão: Como car (A) = 3 = ordem (A), então a matriz A é invertível.

(b) Veri�que se a inversa de A é a matriz B.

Resolução: Para veri�car se a inversa de A é a matriz B basta realizar o produto
AB. Se AB = I3 concluímos que a inversa de A é a matriz B, caso contrário
concluímos que B não é a inversa de A.



AB =

 2 −1 0
1 0 2
0 0 −3

 0 1 −2
−1 2 −4
0 0 1



=

 0 + 1 + 0 2− 2 + 0 −4 + 4 + 0
0 + 0 + 0 1 + 0 + 0 −2 + 0 + 2
0 + 0 + 0 0 + 0 + 0 0 + 0− 3



=

 1 0 0
0 1 0
0 0 −3

 ̸=

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 = I3.

Logo B não é a inversa de A.

Observação: Note-se que realizamos o produto AB mas alternativamente podia
realizar-se o produto BA.

3. Considere o sistema de equações lineares AX = B, cuja matriz ampliada é dada
por:

[A | B] =

 1 3 α 1
0 α 2 2α
0 0 α2 − α α

 ,

onde α é um parâmetro real. Classi�que o sistema em função do parâmetro α.

Resolução: Cálculos auxiliares:

α2 − α = 0 ⇔ α (α− 1) = 0 ⇔ α = 0 ∨ α = 1.

Classi�cação do sistema em função do parâmetro α:

� α ̸= 0 ∧ α2 − α ̸= 0 ⇔ α ̸= 0 ∧ (α ̸= 0 ∧ α ̸= 1) ⇔ α ̸= 0 ∧ α ̸= 1 :
car (A) = car ([A | B]) = 3 = n.o variáveis
∴ o sistema é possível e determinado.

� α = 1 :
car (A) = 2 ̸= 3 = car ([A | B])
∴ o sistema é impossível.

� α = 0 :
car (A) = car ([A | B]) = 2 ̸= 3 = n.o variáveis
∴ o sistema é possível e indeterminado com grau de indeterminação 3− 2 = 1.



4. Sejam A, B e X matrizes reais invertíveis de ordem n tais que B é inversa de AT .

Determine a matriz X que é solução da equação matricial:

(A−1XT −BT )−1 = A.

Resolução: Como a matriz B é a matriz inversa de AT então:

B =
(
AT

)−1 ⇔ B =
(
A−1

)T ⇔ BT = A−1

Assim,
(A−1XT −BT )−1 = A ⇔

[
(A−1XT − A−1)−1

]−1
= A−1

⇔ A−1XT − A−1 = A−1

⇔ A−1XT = A−1 + A−1

⇔ AA−1XT = A (2A−1)

⇔ InX
T = 2AA−1

⇔ XT = 2In

⇔
(
XT

)T
= 2ITn

⇔ X = 2In



Exercícios Propostos

1. Considere as matrizes reais A,B,C,D e E de ordens respetivamente iguais a 4× 3,
3× 2, 3× 4, 4× 2 e 3× 3. Determine quais das seguintes expressões matriciais estão
de�nidas. Para as que estão de�nidas, indique a dimensão da matriz resultante.

(a) ABD.

(b) (ATCT + E)B.

(c) (CTE − 2A)T .

(d) (AC)T + 3A.

(e) CDBT − ET .

2. Seja A uma matriz real do tipo m×(m+7) e B uma matriz real do tipo n×(13−n).
Determine os possíveis valores para m e n sabendo que estão de�nidos os produtos

AB e BA. VÍDEO

3. Considere as seguintes matrizes reais:

A =

 −1 3 −2
0 1 −1
2 −5 4

 e B =

 1 2 1
2 0 1
2 −1 1

.
(a) Determine:

i. a primeira linha da matriz A+B;

ii. a segunda coluna da matriz BA;

iii. a terceira linha da matriz A2.

(b) Veri�que se a inversa da matriz A é a matriz B.

RECORDE: Uma matriz A de ordem n diz-se invertível se existir uma matriz
B de ordem n tal que

AB = In e BA = In.

A matriz B designa-se por inversa da matriz A e representa-se por A−1.

4. Considere uma matriz antissimétrica A ∈ M4×4(R), uma matriz ortogonal B ∈
M4×4(R) e as matrizes reais

C =


0 −2
1 0
1 3
0 0

 e D =


−1 1 2 0
2 2 2 −2
0 4 2 0

−3 3 6 0

.

https://youtu.be/M06pR5uVl-Y


(a) Determine a matriz (DC)T − CT .

(b) Calcule a característica da matriz D.

(c) Determine a solução da equação matricial Y T + 3D = B(ATB)T + AT .

5. Considere as matrizes reais

A =

 1 0 1
0 −1 2
1 2 −3

, B =

 0 2
1 1
0 3

 e C =

 −1 2 −4 0
2 0 2 1

−1 2 α β

.
(a) Calcule se possível:

i. AAT ; VÍDEO

ii. 2BTA+ AT . VÍDEO

(b) Indique, justi�cando, se a matriz A veri�ca alguma(s) das seguintes proprieda-

des: simetria, antissimetria e ortogonalidade. VÍDEO

(c) Analise a dependência linear das linhas e colunas da matriz C em função do

parâmetros reais α e β. VÍDEO

6. Seja A ∈ Mm×n(R) com linhas L1, L2, . . . , Lm. Mostre que as linhas L1, L2, . . . , Lm

da matriz A são linearmente dependentes se e só se pelo menos uma das linhas de
A é combinação linear das restantes.

7. Sejam A,B,C,On ∈ Mn×n (R) tais que A é ortogonal, C é antissimétrica e On é a
matriz nula de ordem n.

Mostre que A (CBA+ C)T +BTC + AC = On.

8. Seja A uma matriz invertível de ordem n.

Mostre que a inversa de A é única.

9. Sejam A,B ∈ Mn×n(R). Mostre que:

Se A é invertível e B é ortogonal então car(AB) = n. VÍDEO

10. Admita que In designa a matriz identidade de ordem n e On a matriz nula de ordem
n e A designa uma matriz de ordem n tal que:

A2 − 3A+ 2In = On.

Mostre que A é invertível e obtenha a sua matriz inversa.

https://youtu.be/GnSfONZ9b00
https://youtu.be/l4xM_VbEpAY
https://youtu.be/YLT5qTftJ0w
https://youtu.be/NFb1vZskZUo
https://youtu.be/lF2mmEnGkQY


11. Sejam A e B duas matrizes invertíveis de ordem n e X uma matriz de ordem n.
Resolva, se possível, a equação matricial:

(X − A)2 = (X − A) X + B.

12. Sejam A, B ∈ Mn×n (R) matrizes invertíveis tais que B é a matriz inversa de AT .

Determine a matriz X que é solução da equação matricial: VÍDEO

(
A−1XT −BT

)−1
= A.

13. Sejam A,B e X matrizes invertíveis de ordem n tais que A é uma matriz anti-
simétrica e B é uma matriz ortogonal. Resolva a seguinte equação matricial:(

X−1B
)−1

+
(
ATB + A

(
BT

)−1
)T

= In.

14. Utilizando o método de eliminação Gaussiana classi�que e, se possível, resolva os
seguintes sistemas de equações lineares.

(S1) :


x+ y + w − 2 = z
2x+ y + w = 1 + z
x+ 2w = 5− 2y + 2z
x− y + z = 1

e (S2) :


x+ 2y − z = 2
2x+ 6y + 3z = 4
3x+ 8y + 2z = 10

.

RECORDE: Seja AX = B um sistema de equações lineares.

O método de eliminação de Gauss consiste em efetuar operações elementares sobre
as linhas da matriz ampliada [A|B] de forma a obter a sua forma escalonada por
linhas [A′|B′].

O sistema representado pela matriz [A′|B′], obtida pela condensação é equivalente
ao sistema representado por [A|B].

15. Determine os valores dos parâmetros reais α e β para os quais o seguinte sistema
tem solução. 

x− 2y + 2z = 1
y + 2z = 0
−x+ y = −1
αz = β + 1

.

16. Discuta a natureza dos seguintes sistemas de equações lineares em função dos parâ-
metros reais a e b.

(S1) :


x+ ay = b
x+ (a+ 2)y − 2az = 0
−2y + (a− 1)z = 2b+ 2

e (S2) :


x− ay − z = b
2y + az = 0
2x− 2ay + az = 2b
4y + 2az = b

.

https://youtu.be/3PiWVvLKZcg


17. Classi�que, em função do parâmetro real α, o sistema de equações lineares AX = B,
cuja matriz ampliada é dada por:

[A | B] =

 1 3 α
0 α 2
0 0 α2 − α

∣∣∣∣∣∣
1
2α
α

 .

18. Considere as matrizes reais A, B, C e X de�nidas por:

A =


1 α 0
0 2 α
2 2α α
1 α 0

 , B =


1
1
β
β

 , C =

 1 2 0
0 2 1
−1 −2 −1

 e X =


x
y
z
w

 .

(a) Para que valores de α as colunas da matriz A são linearmente independentes?

(b) Classi�que o sistema de equações lineares AX = B em função dos parâmetros
α e β;

(c) Resolva o sistema de equações lineares AX = B para α = β = 1;

(d) Determine a última linha da matriz inversa de C.

19. Considere as matrizes reais A, B, C e X de�nidas por:

A =

 2 1 α− 1
4 3 2α
−2 −1 α2 − α

 , B =

 0
1

α− 1

 , C =

[
0 1 2
0 5 5

]
e X =

 x
y
z

 .

(a) De que tipo deve ser a matriz Y, de modo que a expressão matricial

Y A2B − CB

esteja bem de�nida?

(b) Classi�que o sistema de equações lineares AX = B em função do parâmetro α;

(c) Indique para que valores de α as colunas da matriz A são linearmente indepen-
dentes;

(d) Resolva o sistema de equações lineares AX = B para α = −2;

(e) Considere α = 0. Determine o elemento da 2a linha e 3a coluna da matriz in-
versa de A.

20. Considere as seguintes matrizes reais:

A =

 1 2 0
0 2β + 4 1
−1 −2 β

, B =

 −β
2β

β − α

, C =

[
1 2 1
2 −1 1

]
e X =

 x
y
z

 .



(a) Analise a dependência linear das linhas e colunas das matrizes A e C;

(b) Analise as matrizes A e C quanto à invertibilidade;

(c) Classi�que o sistema de equações lineares AX = B para todos os valores de α

e de β; VÍDEO

Nas alíneas seguintes considere α = β = −1.

(d) Determine a solução do sistema AX = B;

(e) Resolva a equação matricial AY =
(
CTCAT

)T
.

21. Indique o valor lógico das a�rmações seguintes, justi�cando convenientemente.

(a) Se A e B são matrizes ortogonais de ordem n então AB é uma matriz ortogonal;

(b) Para quaisquer matrizes A,B ∈ Mn×n(R) tem-se que (A+B)2 = A2+2AB+B2;

(c) Para quaisquer matrizes A,P ∈ Mn×n(R) tais que A é simétrica, a matriz
P TAP é simétrica;

(d) Sejam A,B e C matrizes reais não nulas de ordem n. Se AB = AC então
B = C;

(e) Se A e B são duas matrizes invertíveis de ordem n então A+ B é uma matriz

invertível; VÍDEO

(f) Se um sistema de n equações lineares com n incógnitas tiver duas equações que
são múltiplas uma da outra, então o sistema será impossível;

(g) Todo o sistema de equação lineares homogéneo com mais incógnitas que equa-
ções tem in�nitas soluções.

https://youtu.be/3yOskoQ2qtU
https://youtu.be/02lhgA9x86c


Exercícios de Escolha Múltipla

Nos exercícios seguintes deve selecionar a única opção correta.

1. Considere as matrizes reais

A =

 0 2
1 1
0 3

 e B =

[
−1 −4 0
−1 1 3

]
.

Podemos a�rmar que:

(A) AB =

 2 2 6
2 5 3
3 3 9

;
(B) AB =

 −2 2 6
−2 −3 3
−3 3 9

;
(C) AB =

[
0 −4 0
−2 1 9

]
;

(D) AB =

[
−4 −6
1 8

]
.

2. Sejam A e B matrizes reais do tipo m× n. A expressão AAT −B:

(A) é uma matriz m× n;

(B) é uma matriz n×m;

(C) é uma matriz m× n se e só se m = n;

(D) não está de�nida.

3. Seja A uma matriz do tipo (m + 4) ×m e B uma matriz real do tipo n × (8 − n).
Sabendo que estão de�nidos os produtos ATB e BAT , os possíveis valores para m e
n são:

(A) m = 2 ∧ n = 6;

(B) m = 6 ∧ n = 10;

(C) m = −2 ∧ n = 2;

(D) m = −6 ∧ n = −2.



4. Considere a matriz real

A =


1 0 β 0
0 2 0 −α
α 0 3 0
0 α 0 4

 .

Podemos a�rmar que:

(A) se α = −β, então A é uma matriz antissimétrica;

(B) se α = β = 0, então A é uma matriz escalar;

(C) se α = β, então A é uma matriz simétrica;

(D) se α = 0, então A é uma matriz triangular superior.

5. Considere as matrizes reais A =

[
1 1
0 1

]
e B =

[
−1 0
0 k

]
. As matrizes A e B

são comutáveis para:

(A) k = −1;

(B) k = 1;

(C) k = 0;

(D) k ∈ R.

6. Considere a matriz real

A =


2 1 3 4 4
0 α α− 1 1 0
0 0 0 1 4
0 0 0 0 β

 .

(A) Se α = 1 e β ̸= 0, então as linhas de A são linearmente dependentes;

(B) Se α = 0 e β ̸= 0, então car (A) = 3;

(C) Se α ̸= 0 e β ̸= 0, então as colunas de A são linearmente independentes;

(D) Se α = 0 e β = 0, então car (A) = 3.

7. Considere a matriz real A =

 1 0 5 0
0 2 0 3
0 0 0 α + 4

 .

Podemos a�rmar que:

(A) se α = 0, então car(A) = 3 e A é uma matriz invertível;

(B) se α = 0, então car(A) = 2 e A não é invertível;

(C) se α = −4, então car(A) = 2 e A é uma matriz invertível;



(D) se α ̸= −4, então car(A) = 3 e A não é invertível.

8. Considere as matrizes reais

A =

 1 −1 −1
0 1 |k − 4|
−1 −1 0

 e B =

 1 1 0
−1 −1 −1
1 2 1

.
O(s) valor(es) de k de modo que a matriz A seja a inversa de B é (são):

(A) apenas k = −1;

(B) apenas k = 5;

(C) k = 3 ∨ k = 5;

(D) k = −1 ∨ k = 5.

9. Sejam A e B matrizes de ordem n tais que A é simétrica e B é ortogonal. Seja X a
matriz invertível que satisfaz a equação matricial

BTA+
(
X−1B

)T
= −B−1AT .

Então a solução da equação é dada por:

(A) X = 2 (A−1)T ;

(B) X = −1

2
(A−1)T ;

(C) X = −2 (AT )−1;

(D) X =
1

2
(AT )−1.

10. Considere o sistema de equações lineares S de parâmetros a e b :

S =


x+ 4y + z = 1

x+ 2ay + (1 + 2a) z = 6
x+ 4y + 9z = b

.

O sistema é possível e indeterminado para:

(A) a = 3 e b = 9;

(B) a = 3 e b = 11;

(C) a = 2 e b = 9;



(D) a = 2 e b = 11.

11. Considere o sistema de equações lineares AX = B, cuja matriz ampliada é dada
por:

[A | B] =

 1 0 2 1
0 α 4 0
0 0 α2 − α 2

 ,

onde α é um parâmetro real. Podemos a�rmar que:

(A) se α = 0, então car (A) = car ([A | B]) e o sistema é possível;

(B) se α = 1, então car (A) = car ([A | B]) = 3 e o sistema é possível e determinado;

(C) se α = 2, então car (A) = 2 e o sistema é possível e indeterminado;

(D) se α ̸= 0 e α ̸= 1, então car (A) = car ([A | B]) = 3 e o sistema é possível e
determinado.



Soluções dos Exercícios Propostos

1. (a) A expressão matricial não está de�nida;

(b) A expressão matricial não está de�nida. A matriz resultante é do tipo 3× 2;

(c) A expressão matricial não está de�nida. A matriz resultante é do tipo 3× 4;

(d) A expressão matricial não está de�nida;

(e) A expressão matricial não está de�nida. A matriz resultante é do tipo 3× 3.

2. m = 3 e n = 10.

3. (a) i. L1 =
[

0 5 −1
]
;

ii. C2 =
[

0 1 0
]T

;

iii. L3 =
[

6 −19 17
]
;

(b) A inversa da matriz A é a matriz B pois BA = I3.

4. (a) (DC)T − CT =

[
3 3 5 9
10 2 3 24

]
;

(b) A característica da matriz D é igual a 3;

(c) Y =


3 −6 0 9

−3 −6 −12 −9
−6 −6 −6 −18
0 6 0 0

 ;

5. (a) i. AAT =

 2 2 −2
2 5 −8
−2 8 14

;
ii. A expressão 2BTA+ AT ;

(b) A matriz A é simétrica:

(c) As linhas da matriz C são linearmente dependentes quando α = −4 ∧ β = 0.
As linhas da matriz C são linearmente independentes quando α ̸= −4∨ β ̸= 0.

6. −

7. −



8. −

9. −

10. A−1 = −1

2
A(A− 3In).

11. X = A−BA−1.

12. X = BAT + In.

13. X = B.

14. S1: car (A) = car ([A | B]) = 3 ̸= 4 = n.o variáveis.
∴ o sistema é possível e indeterminado com grau de indeterminação 4− 3 = 1;

S2: car (A) = 2 ̸= car ([A | B]) = 3.
∴ o sistema é impossível.

15. O sistema tem solução quando:

� α = 0 ∧ β = −1 :
car (A) = car ([A | B]) = 2 ̸= 3 = n.o variáveis.
∴ o sistema é possível e indeterminado com grau de indeterminação 3− 2 = 1;

� α ̸= 0 ∧ β ∈ R :
car (A) = car ([A | B]) = 3 = n.o variáveis.
∴ o sistema é possível e determinado.

16. Classi�cação do sistema em função dos parâmetros reais a e b:

S1:

� a = −1 ∧ b = −2 :
car (A) = car ([A | B]) = 2 ̸= 3 = n.o variáveis.
∴ o sistema é possível e indeterminado com grau de indeterminação 3− 2 = 1;

� a = −1 ∧ b ̸= −2 :
car (A) = 2 ̸= car ([A | B]) = 3.
∴ o sistema é impossível;

� a ̸= −1 ∧ b ∈ R :
car (A) = car ([A | B]) = 3 = n.o variáveis.
∴ o sistema é possível e determinado.

S2:

� a = −2 ∧ b = 0 :
car (A) = car ([A | B]) = 2 ̸= 3 = n.o variáveis.
∴ o sistema é possível e indeterminado com grau de indeterminação 3− 2 = 1;



� a = −2 ∧ b ̸= 0 :
car (A) = 2 ̸= car ([A | B]) = 3.
∴ o sistema é impossível;

� a ̸= −2 ∧ b = 0 :
car (A) = car ([A | B]) = 3 = n.o variáveis.
∴ o sistema é possível e determinado;

� a ̸= −2 ∧ b ̸= 0 :
car (A) = 3 ̸= car ([A | B]) = 4.
∴ o sistema é impossível.

17. Classi�cação do sistema em função do parâmetro real α:

� α = 0 :
car (A) = car ([A | B]) = 2 ̸= 3 = n.o variáveis.
∴ o sistema é possível e indeterminado com grau de indeterminação 3− 2 = 1;

� α = 1 :
car (A) = 2 ̸= car ([A | B]) = 3.
∴ o sistema é impossível;

� α ̸= 0 ∧ α ̸= 1 :
car (A) = car ([A | B]) = 3 = n.o variáveis.
∴ o sistema é possível e determinado.

18. (a) α ̸= 0;

(b) Classi�cação do sistema em função dos parâmetros reais α e β:

� α = 0 ∧ (β = 2 ∨ β = 1) :
car (A) = 2 ̸= car ([A | B]) = 3.
∴ o sistema é impossível;

� α = 0 ∧ (β ̸= 2 ∧ β ̸= 1) :
car (A) = 2 ̸= car ([A | B]) = 3.
∴ o sistema é impossível;

� α ̸= 0 ∧ β = 1 :
car (A) = car ([A | B]) = 3 = n.o variáveis.
∴ o sistema é possível e determinado;

� α ̸= 0 ∧ β ̸= 1 :
car (A) = 3 ̸= car ([A | B]) = 4.
∴ o sistema é impossível.

(c) C.S.= {(0, 1,−1)};

(d) C−1 =

 0 −1 −1
0.5 0.5 0.5
−1 0 −1

 ;



19. (a) A matriz Y é do tipo 2× 3;

(b) Classi�cação do sistema em função do parâmetro real α:

� α = 1 :
car (A) = car ([A | B]) = 2 ̸= 3 = n.o variáveis.
∴ o sistema é possível e indeterminado com grau de indeterminação 3− 2 = 1;

� α = −1 :
car (A) = 2 ̸= car ([A | B]) = 3.
∴ o sistema é impossível;

� α ̸= −1 ∧ α ̸= 1 :
car (A) = car ([A | B]) = 3 = n.o variáveis.
∴ o sistema é possível e determinado.

(c) As colunas da matriz A são linearmente independentes quando α ̸= −1∧α ̸= 1;

(d) C.S.= {(−3, 3,−1)};
(e) a23 = 2.

20. (a) As linhas/colunas da matriz A são linearmente dependentes quando β = −2 ∨
β = 0. As linhas/colunas da matriz A são linearmente independentes quando
β ̸= −2 ∧ β ̸= 0. As linhas da matriz C são linearmente independentes. As
colunas da matriz C são linearmente dependentes;

(b) A matriz A é invertível quando β ̸= −2 ∧ β ̸= 0. A matriz C não é invertível;

(c) Classi�cação do sistema em função dos parâmetros reais α e β:

� β = −2 ∧ α = −4 :
car (A) = car ([A | B]) = 2 ̸= 3 = n.o variáveis.
∴ o sistema é possível e indeterminado com grau de indeterminação 3− 2 = 1;

� β = −2 ∧ α ̸= −4 :
car (A) = 2 ̸= car ([A | B]) = 3.
∴ o sistema é impossível;

� β = 0 ∧ α = 0 :
car (A) = car ([A | B]) = 2 ̸= 3 = n.o variáveis.
∴ o sistema é possível e indeterminado com grau de indeterminação 3− 2 = 1;

� β = 0 ∧ α ̸= 0 :
car (A) = 2 ̸= car ([A | B]) = 3.
∴ o sistema é impossível;

� β ̸= −2 ∧ β ̸= 0 ∧ α ∈ R :
car (A) = car ([A | B]) = 3 = n.o variáveis.
∴ o sistema é possível e determinado.

(d) C.S.= {(2,−1

2
,−1)};



(e) Y =

 5 0 3
0 5 1
3 1 2

 ;

21. (a) Verdadeiro;

(b) Falso. Considere, por exemplo, A =

[
1 0
0 −1

]
e B =

[
0 1

−1 0

]
;

(c) Verdadeiro;

(d) Falso. Considere, por exemplo, A =

[
1 0
0 0

]
, B =

[
0 0
0 −1

]
e C =

[
0 0
0 1

]
;

(e) Falso. Considere, por exemplo, A =

[
1 0
0 1

]
e B =

[
−1 0
0 −1

]
;

(f) Falso. O sistema pode ser possível e indeterminado;

(g) Verdadeiro.



Soluções dos Exercícios de Escolha Múltipla

1. B;

2. C;

3. A;

4. D;

5. A;

6. D;

7. D;

8. C;

9. B;

10. D;

11. D.



Determinantes

Exercícios Resolvidos

1. Sejam A e B as matrizes reais de�nidas por:

A =

 2 0 0
1 1 1
1 1 0

 e B =

 0
2
2

.
(a) Usando o teorema de Laplace, calcule o determinante de A.

Resolução: Aplicando o teorema de Laplace, por exemplo, à 1 linha da matriz
A, temos:

|A| =

∣∣∣∣∣∣
2 0 0
1 1 1
1 1 0

∣∣∣∣∣∣
= 2×

(
(−1)1+1

∣∣∣∣ 1 1
1 0

∣∣∣∣)+ 0×
(
(−1)1+2

∣∣∣∣ 1 1
1 0

∣∣∣∣)+ 0×
(
(−1)1+3

∣∣∣∣ 1 1
1 1

∣∣∣∣)
= 2× (1× 0− 1× 1) + 0 + 0

= −2.

Observação: Alternativamente, podia-se aplicar o teorema de Laplace a qual-
quer outra linha ou coluna da matriz A. Note-se, no entanto, que a aplicação
à 1 linha e a aplicação à 3 coluna são as menos trabalhosas pois são as que
envolvem mais zeros.

(b) Calcule, se possível, a matriz dos complementos algébricos de A e a matriz
inversa de A.

Resolução: Pela alínea anterior, |A| = −2 ̸= 0 logo a matriz A é invertível.
Assim, podemos calcular a matriz inversa de A.

A matriz dos complementos algébricos de A é dada por:

AC =



+

∣∣∣∣ 1 1
1 0

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣ 1 1
1 0

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣ 1 1
1 1

∣∣∣∣
−
∣∣∣∣ 0 0
1 0

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣ 2 0
1 0

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣ 2 0
1 1

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ 0 0
1 1

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣ 2 0
1 1

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣ 2 0
1 1

∣∣∣∣


=

 −1 1 0
0 0 −2
0 −2 2





A matriz inversa de A é dada por:

A−1 =
1

|A|
Adj (A) =

1

|A|
(
AC

)T
=

1

−2

 −1 1 0
0 0 −2
0 −2 2

T

= −1

2

 −1 0 0
1 0 −2
0 −2 2


=

 0.5 0 0
−0.5 0 1
0 1 −1

 .

(c) Usando a regra de Cramer, calcule a última componente da solução do sistema
de equações lineares AX = B.

Resolução: Pela alínea (a), |A| = −2 ̸= 0 e portanto, o sistema de equações lineares

AX = B, com X =
[
x y z

]T
, é possível e determinado. Logo o sistema AX = B

tem uma única solução, a qual pode ser obtida aplicando a regra de Cramer.

Visto que nesta alínea é pedido unicamente o cálculo da última componente da
solução do sistema, esta é obtida pela regra de Cramer da seguinte forma:

z =

∣∣∣∣∣∣
2 0 0
1 1 2
1 1 2

∣∣∣∣∣∣
|A|

=
0

−2
= 0

Nota: O determinante que se encontra no numerador é zero porque as linhas são
L.D., reparemos que L2 = L3.

2. Sejam A e B as matrizes reais de�nidas por:

A =

 a b c
d e f
g h i

 e B =


a 2c b c
0 −1 −1 0
g 2i h i
d 2f e f

.
Sabendo que |A| = k, mostre que |B| = k.



Resolução:

|B|= 0 + (−1) (−1)2+2

∣∣∣∣∣∣
a b c
g h i
d e f

∣∣∣∣∣∣+ (−1) (−1)2+3

∣∣∣∣∣∣
a 2c c
g 2i i
d 2f f

∣∣∣∣∣∣+ 0, teorema de Laplace
aplicado à 2a linha

= (−1) (+1)

∣∣∣∣∣∣
a b c
g h i
d e f

∣∣∣∣∣∣+ (−1) (−1)

∣∣∣∣∣∣
a 2c c
g 2i i
d 2f f

∣∣∣∣∣∣ , este segundo determinante é zero
porque C2 = 2C3 (colunas L.D.)

= (−1)

−

∣∣∣∣∣∣
a b c
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣
 trocando as linhas L2 com L3

(o que faz com que se troque o sinal no determinante)

= +

∣∣∣∣∣∣
a b c
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣ = |A| = k.



Exercícios Propostos

1. Considere as seguintes matrizes:

A =

[
5 −2

−3 4

]
, B =

 2 1 1
1 1 1
0 1 0

, C =

 1 2 1
−2 0 4
−1 −3 −2

 e

D =

 1 −1 0
0 0 1

−1 2 −1

.
(a) Calcule o determinante das matrizes A,B,C e D;

(b) Calcule o determinante da matriz BC e compare-o com |B| · |C|;
(c) Compare |B| com

∣∣BT
∣∣;

(d) Veri�que se |B + C| = |B|+ |C|;
(e) Mostre que D é a inversa da matriz B. Compare |B| com |B−1|.

2. Use o teorema de Laplace para calcular o determinante das seguintes matrizes reais:

A =

 1 1 −2
0 −1 1

−3 −2 −2

, B =


−1 1 2 1
2 2 2 −2
0 4 2 0

−3 3 0 0

 e C =


a b c d

−a b c d
−a −b c d
−a −b −c d

.

VÍDEO

3. Considere a matriz real de ordem três dada por A =

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 .

(a) Identi�que os termos da matriz A, as permutações a eles associadas e os respe-
tivos sinais;

(b) Calcule, usando a de�nição de determinante, o valor do determinante de A;

(c) Considere a11 = a12 = a13 = 1, a21 = a32 = a23 = 3, a31 = a33 = 2 e a22 = −2.
Veri�que se a matriz A é invertível.

https://youtu.be/f3DIhIy1awY


4. Sabendo que

∣∣∣∣∣∣
a b c
1 0 1
4 3 2

∣∣∣∣∣∣ = 3, determine:

(a)

∣∣∣∣∣∣
−2a −2b −2c
−2 0 −2
−8 −6 −4

∣∣∣∣∣∣ ;
(b)

∣∣∣∣∣∣
1 0 1
a b c

3a+ 4 3b+ 3 3c+ 2

∣∣∣∣∣∣ ;
(c)

∣∣∣∣∣∣
2a 2 8
3c 3 6
b 0 3

∣∣∣∣∣∣ .
5. Considere uma matriz A ∈ Mn×n(R) e as seguintes matrizes reais:

B =

 2 1 −1
4 3 0

−2 −1 0

 e C =


1 2 3 4
0 1 2 3
0 0 1 2
0 0 0 1

.
(a) Determine as matrizes:

i. Adj(B) e Adj(C);

ii. B−1 e C−1;

(b) Mostre que:

Se A é invertível, então Adj(A) é invertível e (Adj(A))−1 =
A

|A|
;

(c) Calcule (Adj(B))−1.

6. Considere o seguinte sistema de equações lineares.

S =


x− y + 2z = 1

−x+ 3y − 2z = −2
2x− y + 3z = 2

.

(a) Usando determinantes, mostre que o sistema é possível e determinado;

DICA: Recorde que um sistema AX = B, de n equações com n incógnitas, tem
uma única solução se e só se det(A) ̸= 0.

(b) Determine, usando a regra de Cramer, a solução do sistema. VÍDEO

https://youtu.be/mVZT-tczXZ4


7. Considere as matrizes reais A, B e X de�nidas por:

A =


1 0 0 0
1 −1 0 0
0 1 2 0
1 0 1 −1

 , B =


2
0
0
0

 e X =


x
y
z
w

 .

Usando a regra de Cramer, determine a solução y do sistema de equações lineares
AX = B.

8. Considere a matriz real A =


k + 1 −2 0 4
0 1 −3 0
k −1 0 2
0 2 2 0

 .

(a) Mostre que o determinante de A é igual a 16k − 16;

(b) Indique, justi�cando, para que valores de k:

i. as linhas de A são linearmente independentes;
ii. a matriz A não é invertível;

(c) Considerando k = 0, calcule a primeira linha da inversa da matriz A. VÍDEO

9. Sejam −→u = (u1, u2, u3),
−→v = (v1, v2, v3) e

−→w = (w1, w2, w3) vetores de R3.

Mostre que: −→u ∧ −→v • −→w =

∣∣∣∣∣∣
u1 u2 u3

v1 v2 v3
w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣ .
10. Sejam A, B, C ∈ M5×5(R) tais que |A| = 3, B é a matriz que se obtém de A trocando

a primeira e a quarta linhas e C é ortogonal. Mostre que | − AC(AC)TB−1| = 3.

VÍDEO

11. Sejam A e B matrizes de ordem n tais que A é antissimétrica e B é ortogonal. Seja
X a matriz invertível que veri�ca a equação matricial:

(X−1B)−1 +
(
ATB + A(BT )−1

)T
= In.

Mostre que |X| = ±1.

12. Indique o valor lógico das a�rmações seguintes, justi�cando convenientemente.

(a) Existe uma matriz real triangular superior com determinante igual a −3;

(b) Se A e B são matrizes reais de ordem 3 tais que |A| = −2 e |B| = 3, então
|2ATB−1| = −4

3
;

(c) Se A e B são matrizes reais de ordem 5 tais que |A| = 2 e |B| = 4, então
| − ATB−1A| = 1.

https://youtu.be/B53ywZxZ64w
https://youtu.be/RJdgGj-icjk?si=A0ZrN17ByEaiuk5a


Exercícios de Escolha Múltipla

1. Considere a matriz A =

 1 0 2
3 2 1
0 1 3

. O determinante da matriz A é igual a:

(A) 10;

(B) 11;

(C) 12;

(D) 13.

2. Considere a matriz B =


1 2 0 2
3 0 2 1
3 1 0 1
0 2 1 3

. O determinante da matriz B é igual a:

(A) −15;

(B) −5;

(C) 0;

(D) 15.

3. Sejam A e B as matrizes reais de�nidas por:

A =

 a b c
d e f
g h i

 e B =

 2g 2h 2i
d e f
2a 2b 2c

.
Sabendo que det(A) = k, o det(B) é:

(A) −4k;

(B) 4k;

(C) −2k;

(D) 2k.

4. Considere a matriz real A de�nida por:

A =

 2 1 −1
4 3 0
−2 −1 0

 .

O valor do elemento da linha 2 e da coluna 3 da matriz adjunta de A é igual a:



(A) 0;

(B) 4;

(C) 2;

(D) −4.

5. Seja A a matriz

A =

 4 3 4
2 1 5
3 3 2

 .

Os complementos algébricos a21 e a31 da matriz A são respetivamente:

(A) −6 e 11;

(B) −6 e −11;

(C) 6 e 11;

(D) 6 e −11.

6. O determinante de uma matriz real D, de ordem 4, de modo que:

det
[(
−2D2D−1

)T]
seja igual a 10 é:

(A) −5;

(B) 5;

(C) −5

8
;

(D)
5

8
.

7. Considere a matriz real A de�nida por

A =

 0 k k
1 0 1
k 1 0

 .

Para k = 1 a terceira linha da matriz inversa de A é dada por:

(A)

[
1

2

1

2

1

2

]
;

(B)

[
−1

2

1

2
0

]
;



(C)

[
1

2

1

2
−1

2

]
;

(D)

[
1

2

1

2
0

]
.

8. Considere as seguintes matrizes invertíveis:

A =

 1 1 2
0 1 0
4 4 7

 , B =

 1 0 0
0 1 0
2 0 1

 e C = A
(
(BA)−1A

)−1
.

(a) As entradas da matriz inversa de A, A−1, são:

(A) a−1
11 = −7 e a−1

33 = −3;

(B) a−1
11 = −7 e a−1

33 = −1;

(C) a−1
11 = −5 e a−1

33 = −3;

(D) a−1
11 = −5 e a−1

33 = −1.

(b) A entrada da matriz C é igual a:

(A) c31 = 5;

(B) c31 = 6;

(C) c31 = 7;

(D) c31 = 8.

(c) Considere o sistema de equações lineares AX = B, cuja matriz ampliada é
dada por:

[A | B] =

 1 2 1 4
2 3 2 8
1 1 2 6

 .

Sabendo que o determinante da matriz A é igual a −1, podemos a�rmar que a
componente z da solução do sitema AX = B é igual a:

(A) −14.

(B) −2.

(C) 2.

(D) 14.

(d) Considere o sistema AX = B onde a matriz A é dada por A =

 1 2 1
2 3 1
1 3 2

.
Com base no determinante da matriz A podemos a�rmar que:



(A) o sistema AX = B é possível e determinado.

(B) o sistema AX = B é possível e indeterminado.

(C) o sistema AX = B é ímpossivel.

(D) nenhuma das a�rmações anteriores é verdadeira.



Soluções dos Exercícios Propostos

1. (a) |A| = 14, |B| = −1, |C| = 2 e |D| = −1;

(b) |BC| = −2 e |B| × |C| = −1× 2 = −2;

(c) |B| = −1 e |BT | = −1;

(d) |B + C| = −9 e |B|+ |C| = −1 + 2 = 1;

(e) |B| = −1 e |B−1| = −1.

2. |A| = 7, |B| = −48 e |C| = 2abcd.

3. (a) Termo positivo 1: a11a22a33, permutação (123), sinal positivo;
Termo positivo 2: a12a23a31, permutação (231), sinal positivo;
Termo positivo 3: a13a21a32, permutação (312), sinal positivo;

Termo negativo 1: a13a22a31, permutação (321), sinal negativo;
Termo negativo 2: a11a23a32, permutação (132), sinal negativo;
Termo negativo 3: a12a21a33, permutação (213), sinal negativo.

(b) det(A) = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31 − a11a23a32 − a12a21a33;

(c) Como |A| = 0, a matriz A não é invertível;

4. (a) −24;

(b) −3;

(c) −18.

5. (a) i. Adj(B) =

 0 1 3
0 −2 −4
2 0 2

 e Adj(C) =


1 −2 1 0
0 1 −2 1
0 0 1 −2
0 0 0 1

;

ii. B−1 =

 0 −0.5 −1.5
0 1 2
−1 0 −1

 e C−1 =


1 −2 1 0
0 1 −2 1
0 0 1 −2
0 0 0 1

;
(b) -

(c) (Adj(B))−1 =

 −1 −0.5 0.5
−2 −1.5 0
1 0.5 0

.
6. (a) -

(b) C.S.= {(3
2
,−1

2
,−1

2
)}.



7. y = 2.

8. (a) -

(b) i. k ̸= 1;

ii. k = 1;

(c)
[

1 0 −2 0
]
.

9. -

10. -

11. -

12. (a) Verdadeiro. Por exemplo:

 1 0 0
0 1 0
0 0 −3

;
(b) Falso. |2ATB−1| = −16

3
;

(c) Falso. | − ATB−1A| = −1.



Soluções dos Exercícios de Escolha Múltipla

1. A;

2. (a) B;

(b) D;

(c) D;

3. C;

4. D;

5. C;

6. (a) B;

(b) B.



Exercícios Complementares
Matrizes e Sistemas de Equações Lineares/Determinantes

Exercícios Resolvidos

1. Sejam A, B, C e X as matrizes reais de parâmetros a e b de�nidas por:

A =

 a 1 1
−1 a 1
−1 −1 a

, B =

 0
−b
b

, C =

 1 −1 0
0 1 −1
1 0 a

 e X =

 x
y
z

.
(a) Mostre que |A| = a (a2 + 3).

Resolução: Pela regra de Sarrus,

|A| =
(
a3 + 1− 1

)
− (−a− a− a) = a3 + 3a = a

(
a2 + 3

)
.

(b) Justi�que para que valores reais de a a matriz A é:

i. antissimétrica;

Resolução: Recordemos a de�nição de matriz antissimétrica:

A é antissimétrica se e só se AT = −A.

AT = −A ⇔

 a 1 1
−1 a 1
−1 −1 a

T

= −

 a 1 1
−1 a 1
−1 −1 a



⇔

 a −1 −1
1 a −1
1 1 a

 =

 −a −1 −1
1 −a −1
1 1 −a

 ⇔ a = −a ⇔ a = 0.

Conclusão: A é antissimétrica quando a = 0.

Observação: Da de�nição de matriz antissimétrica resulta que A é antis-
simétrica quando aij = −aji para todos os i, j = 1, 2, 3 se i ̸= j e aij = 0
se i = j.

ii. invertível.

Resolução: A é invertível ⇔ |A| ≠ 0.

Cálculos auxiliares:

|A| = 0 ⇔ a (a2 + 3) = 0, pela alínea (a)
⇔ a = 0 ∨ a2 = −3.

Como a matriz A é real, a ∈ R e portanto a condição a2 = −3 é impossível.
Assim, |A| = 0 quando a = 0. Logo A é invertível quando a ̸= 0.



(c) Usando o método de eliminação de Gauss, classi�que o sistema de equações
lineares CX = B em função dos parâmetros a e b.

Resolução: Começemos por aplicar o método de eliminação de Gauss à matriz
ampliada [C | B]: 1 −1 0 0

0 1 −1 −b
1 0 a b

−−−−−−−−→
L3→L3−L1

 1 −1 0 0
0 1 −1 −b
0 1 a b

−−−−−−−−→
L3→L3−L2

 1 −1 0 0
0 1 −1 −b
0 0 a+ 1 2b

 .

Classi�cação do sistema CX = B em função dos parâmetros a e b:

Se a ̸= −1 ∧ b ∈ R : car (C) = 3
car (C | B) = 3
n.o var. = 3

 Sistema possível determinado (S.P.D.) .

Se a = −1 ∧ b ̸= 0 : car (C) = 2
car (C | B) = 3

}
Sistema impossível (S.I.) .

Se a = −1 ∧ b = 0 : car (C) = 2
car (C | B) = 2
n.o var. = 3

 Sistema possível indeterminado (S.P.I.) e
grau de indeterminação G.I. = 3− 2 = 1.

Nas alíneas seguintes considere a = 1.

(d) Mostre que AC − 2I3 = O3.

Resolução:

AC − 2I3 =

 1 1 1
−1 1 1
−1 −1 1

 1 −1 0
0 1 −1
1 0 1

− 2

 1 0 0
0 1 0
0 0 1



=

 1 + 0 + 1 −1 + 1 + 0 0− 1 + 1
−1 + 0 + 1 1 + 1 + 0 0− 1 + 1
−1 + 0 + 1 1− 1 + 0 0 + 1 + 1

−

 2 0 0
0 2 0
0 0 2



=

 2 0 0
0 2 0
0 0 2

−

 2 0 0
0 2 0
0 0 2

 =

 0 0 0
0 0 0
0 0 0

 = O3.

(e) Determine a matriz inversa de A.

Para esta alínea apresentamos três resoluções alternativas.

Resolução 1: Cálculo da inversa de A tendo por base a alínea anterior:



AC − 2I3 = O3 ⇔ AC = 2I3 ⇔ A

(
1

2
C

)
= I3.

Logo, A−1 = 1
2
C =

 1
2

−1
2

0
0 1

2
−1

2
1
2

0 1
2

 .

Resolução 2: Cálculo da inversa de A usando determinantes.

Pela alínea (a): |A| = a (a2 + 3) = 1× 4 = 4, porque a = 1.

AC =



(−1)1+1

∣∣∣∣ 1 1
−1 1

∣∣∣∣ (−1)1+2

∣∣∣∣ −1 1
−1 1

∣∣∣∣ (−1)1+3

∣∣∣∣ −1 1
−1 −1

∣∣∣∣
(−1)2+1

∣∣∣∣ 1 1
−1 1

∣∣∣∣ (−1)2+2

∣∣∣∣ 1 1
−1 1

∣∣∣∣ (−1)2+3

∣∣∣∣ 1 1
−1 −1

∣∣∣∣
(−1)3+1

∣∣∣∣ 1 1
1 1

∣∣∣∣ (−1)3+2

∣∣∣∣ 1 1
−1 1

∣∣∣∣ (−1)3+3

∣∣∣∣ 1 1
−1 1

∣∣∣∣



=

 +(1− (−1)) − (−1− (−1)) + (1− (−1))
− (1− (−1)) + (1− (−1)) − (−1− (−1))
+ (1− 1) − (1− (−1)) + (1− (−1))

 =

 2 0 2
−2 2 0
0 −2 2

 .

Adj (A) =
(
AC

)T
=

 2 −2 0
0 2 −2
2 0 2

 .

Logo, A−1 = 1
|A| × Adj (A) = 1

4
×

 2 −2 0
0 2 −2
2 0 2

 =

 1
2

−1
2

0
0 1

2
−1

2
1
2

0 1
2

 .

Resolução 3: Cálculo da inversa de A usando o processo de condensação.

[A | I3] =

 1 1 1 1 0 0
−1 1 1 0 1 0
−1 −1 1 0 0 1

−−−−−−→L2→L2+L1

L3→L3+L1

 1 1 1 1 0 0
0 2 2 1 1 0

0 0 2 1 0 1

−−−−−−→L2→L2−L3

L1→L1− 1
2
L3

 1 1 0 1
2

0 −1
2

0 2 0 0 1 −1
0 0 2 1 0 1

−−−−−−→L1→L1− 1
2
L2

 1 0 0 1
2

−1
2

0

0 2 0 0 1 −1

0 0 2 1 0 1

−−−−→L2→ 1
2
L2

L3→ 1
2
L3

 1 0 0 1
2

−1
2

0
0 1 0 0 1

2
−1

2

0 0 1 1
2

0 1
2

 = [I3 | A−1] .



(f) Considere b = 2. Usando a regra de Cramer, determine o valor da segunda
componente da solução do sistema de equações lineares CX = B.

Resolução:

|C| =

∣∣∣∣∣∣
1 −1 0
0 1 −1
1 0 1

∣∣∣∣∣∣ = (1 + 0 + 1)− (0 + 0 + 0) = 2 ̸= 0.

Pela regra de Cramer, y =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 -2 −1
1 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
|C| = 0

2
= 0.

Nota: O determinante que se encontra no numerador é zero porque as colunas
são L.D., reparemos que C3 = 2C2.



Exercícios Propostos

1. Considere as seguintes matrizes reais:

A =

 −1 3 −2
0 1 −1
2 −5 4α

, B =

 0
1
−β

, C =

 1 2 1
2 0 1
2 −1 1

 e X =

 x
y
z

 .

(a) Indique, justi�cando, se o produto ABBT está de�nido;

(b) Usando o teorema de Laplace, veri�que que |A| = −4α + 3;

(c) Para que valores de α as linhas da matriz A são linearmente independentes?
Justi�que convenientemente a resposta;

(d) Classi�que o sistema de equações lineares AX = B para todos os valores de α
e de β;

Nas alíneas seguintes considere α = β = 1.

(e) Mostre que a inversa de A é a matriz C;

(f) Usando a alínea anterior, determine a matriz dos complementos algébricos de
A;

(g) Usando o método da matriz inversa, calcule a solução do sistema AX = B.

2. Sejam α e β parâmetros reais e A, B, C e X as matrizes reais de�nidas por:

A =

 1 0 −1
0 1 0
−1 0 α

 , B =

 2 −1
−1 0
0 2

 , X =

 x
y
z

 e C =

 β
β
β

 .

(a) De que tipo deve ser a matriz D de modo que a operação matricial

DATBD +BT

esteja bem de�nida?

(b) Calcule a matriz ATB −B;

(c) Analise a dependência linear das linhas e colunas da matriz B;

(d) Para que valores de α a matriz A é invertível?

(e) Classi�que o sistema de equações lineares AX = C em função dos parâmetros
α e β;

(f) Considere α = 2 ∧ β = 1;



i. Determine a inversa da matriz inversa de A;

ii. Recorra ao método da matriz inversa para resolver o sistema AX = C.

3. Considere A ∈ M3×4(R), B ∈ M3×1(R) e as seguintes matrizes reais

C =


−1 3 −2 2
0 1 −1 1
0 −2 0 0
0 2 0 1

, D =


3
5
0
2

 e X =


x
y
z
w

 .

(a) Indique, justi�cando, se o produto A(CD)T está de�nido;

(b) Determine a característica da matriz C;

(c) Veri�que se as matrizes A e C são invertíveis, justi�cando convenientemente a
resposta;

(d) Calcule, se possível, a segunda linha da inversa da matriz C;

(e) Usando a regra de Cramer, determine a componente y da solução do sistema
CX = D;

(f) Complete, justi�cando convenientemente, as seguintes frases:

i. Se car(A) = car([A|B]) = 3 então o sistema AX = B é . . . .

ii. Se car(A) = 2 e car([A|B]) = 3 então o sistema AX = B é . . . .

4. Considere as seguintes matrizes reais:

A =

 2 −2 0
0 2a 0
−2 2 a− 3

, B =

 1
5
b

 e X =

 x
y
z

 .

(a) Usando o teorema de Laplace, veri�que que |A| = 4a(a− 3);

(b) Para que valores de a as linhas da matriz A são linearmente independentes?
Justi�que convenientemente a resposta;

(c) Classi�que o sistema de equações lineares AX = B para todos os valores de a
e b;

(d) Considere a = b = 2.

i. Usando, se possível, a regra de Cramer calcule o valor da componente z da
solução do sistema AX = B;

ii. Calcule a segunda linha da inversa da matriz A;

iii. Considerando C uma matriz invertível de ordem 3, determine a matriz Y
que satisfaz a equação matricial CY TA−1 = C + CA−1;

iv. Considere duas matrizes reais D e E de ordem 3 tais que |D| = 2 e onde
E é a matriz que se obtém de D trocando a segunda e a terceira linhas.
Mostre que |2EDTA−1| = 4.



Soluções dos Exercícios Propostos

1. (a) O produto ABBT está de�nido e a matriz resultante é uma matriz do tipo
3× 3.

(b) -

(c) α =
3

4
.

(d) Classi�cação do sistema em função dos parâmetros reais α e β:

� α = 3
4
∧ β = −1 :

car (A) = car ([A | B]) = 2 ̸= 3 = n.o variáveis.
∴ o sistema é possível e indeterminado com grau de indeterminação 3− 2 = 1.

� α = 3
4
∧ β ̸= −1 :

car (A) = 2 ̸= car ([A | B]) = 3.
∴ o sistema é impossível.

� α ̸= 3
4
∧ b ∈ R :

car (A) = car ([A | B]) = 3 = n.o variáveis.
∴ o sistema é possível e determinado.

(e) -

(f) AC =


−1 −2 −2
−2 0 1
−6 −6 −6
−1 −1 −1

.
(g) C.S.= {(1,−1,−2)}.

2. (a) A matriz D é do tipo 2× 3.

(b) ATB −B =

 0 −2
0 0

−2 2α− 1

.
(c) As linhas da matriz B são linearmente dependentes e as colunas da matriz B

são linearmente independentes.

(d) α ̸= 1.

(e) Classi�cação do sistema em função dos parâmetros reais α e β:

� α = 1 ∧ β = 0 :
car (A) = car ([A | B]) = 2 ̸= 3 = n.o variáveis.
∴ o sistema é possível e indeterminado com grau de indeterminação 3− 2 = 1.



� α = 1 ∧ β ̸= 0 :
car (A) = 2 ̸= car ([A | B]) = 3.
∴ o sistema é impossível.

� α ̸= 1 ∧ β ∈ R :
car (A) = car ([A | B]) = 3 = n.o variáveis.
∴ o sistema é possível e determinado.

(f) i. A−1 =

 2 0 1
0 1 0
1 0 1

.
ii. X =

 3
1
2

.
3. (a) A(CD)T não está de�nido.

(b) car(C) = 4.

(c) A matriz A não é invertível pois não é uma matriz quadrada. A matriz C é
invertível pois car(C) = 4 = número de linhas da matriz quadrada.

(d)
[

0 0 −0.5 0
]
.

(e) y = 0.

(f) i. car (A) = car ([A | B]) = 3 ̸= 4 = n.o variáveis.
∴ o sistema AX = B é possível e indeterminado com grau de indeterminação 4− 3 = 1.

ii. car (A) = 2 ̸= car ([A | B]) = 3.
∴ o sistema AX = B é impossível.

4. (a) -

(b) As linhas da matriz A são linearmente independentes quando |A| ≠ 0, ou seja,
quando a ̸= 0 ∧ a ̸= 3.

(c) Classi�cação do sistema em função dos parâmetros reais a e b:

� a = 0 ∧ b ∈ R :
car (A) = 2 ̸= car ([A | B]) = 3.
∴ o sistema é impossível.

� a = 3 ∧ b = −1 :
car (A) = car ([A | B]) = 2 ̸= 3 = n.o variáveis.
∴ o sistema é possível e indeterminado com grau de indeterminação 3− 2 = 1.

� a = 3 ∧ b ̸= −1 :
car (A) = 2 ̸= car ([A | B]) = 3.
∴ o sistema é impossível.

� a ̸= 0 ∧ a ̸= 3 ∧ b ∈ R :
car (A) = car ([A | B]) = 3 = n.o variáveis.
∴ o sistema é possível e determinado.



(d) i. z − 3.

ii.
[

0 1
4

0
]
.

iii. Y =

 3 0 −2
−2 5 2
0 0 0

.
iv. -



Aplicações

Criptogra�a com Matrizes

Na criptogra�a, um dos principais objetivos é proteger mensagens de forma que apenas
o destinatário correto consiga decifrá-las. Matrizes e operações associadas, como sistemas
de equações lineares e determinantes, desempenham um papel importante na codi�cação
e descodi�cação de mensagens.

Uma matriz pode ser usada para transformar uma mensagem num formato codi�cado.
Por exemplo, cada letra de uma dada mensagem pode ser representada numericamente,
por exemplo, do seguinte modo:

A = 1, B = 2, ..., Z = 26.

Assim, a mensagem é então convertida num vetor de números, que será multiplicado
por uma matriz chave, o que permitirá obter uma versão codi�cada da mensagem original.

Exemplo 1:

Suponhamos que pretendemos codi�car a palavra "RI". Começamos por atribuir va-
lores numéricos a cada letra. Assim,

I = 9, R = 18.

Podemos agora transformar esta mensagem num vetor coluna:

mensagem original =

[
18
9

]
.

Escolhemos agora uma matriz chave 2 × 2. Esta matriz tem de ser invertível para
que a mensagem possa ser decifrada,

matriz chave =

[
3 1
2 5

]
.

Multiplicamos agora a matriz chave pelo vetor da mensagem:

codi�cação =

[
3 1
2 5

]
×

[
18
9

]
=

[
3× 18 + 1× 9
2× 18 + 5× 9

]
=

[
63
81

]
.

A mensagem codi�cada é assim, apresentada pelo vetor:

mensagem codi�cada =

[
63
81

]
.



Descodi�cação usando Matrizes Inversas e Determinantes

Para descodi�car uma mensagem é necessário inverter a matriz chave. A matriz
chave só é invertível se o seu determinante for diferente de zero. Assim, comecemos por
calcular o determinante da matriz chave. Para facilitar designemos esta matriz por A.
O seu determinante é dado por:

det(A) = 3× 5− 1× 2 = 15− 2 = 13 ̸= 0.

Como o det(A) ̸= 0, A admite inversa.
Calculemos agora a inversa da matriz A:

A−1 =
1

13

[
3 1
2 5

]
=

 5
13

− 1
13

− 2
13

3
13

.
Para obtermos a mensagem original, temos agora de multiplicar a matriz codi�cada

pela matriz inversa de A, A−1. Obtemos assim o vetor coluna com a mensagem original
(veri�que!):

mensagem original =

[
18
9

]
.

O que corresponde à palavra "RI".

Exemplo 2:

Pretende-se descodi�car a mensagem composta por várias letras. Consideremos, por
exemplo, a palavra "ADEUS". Neste exemplo, é necessário construir uma matriz maior
para codi�car a mensagem original e depois descodi�car essa mesma mensagem, resolvendo
um sistema de equações lineares. Consideramos uma matriz 3 × 3 para codi�car grupos
de três letras. Assim, comecemos por converter cada letra num valor numérico:

A = 1, D = 4, E = 5, U = 21, S = 19.

Dividimos a mensagem em grupos de três letras e obtemos os vetores colunas corres-
pondentes:

Vetor 1 =

 1
4
5

, Vetor 2 =

 21
19
0

.
Note que o segundo vetor contém um 0 no �nal para completar o vetor 3× 1.
Escolhemos agora uma matriz chave 3 × 3 no processo de codi�cação. Designemos

esta matriz por A. Recordemos que esta matriz tem de ser invertível para que a mensagem
possa ser decifrada,



matriz chave : A =

 2 3 1
2 5 1
1 −1 2

.
Multiplicamos agora cada vetor pela matriz chave, A, para obtermos a codi�cação:

• Para o Vetor 1:

codi�cação 1 =

 2 3 1
2 5 1
1 −1 2

 ×

 1
4
5

 =

 2× 1 + 3× 4 + 1× 5
2× 1 + 5× 4 + 1× 5
1× 1− 1× 4 + 2× 5

 =

 19
27
7

.
• Para o Vetor 2:

codi�cação 2 =

 2 3 1
2 5 1
1 −1 2

 ×

 21
19
0

 =

 2× 21 + 3× 19 + 1× 0
2× 21 + 5× 19 + 1× 0
1× 21− 1× 19 + 2× 0

 =

 99
137
2

.
A mensagem codi�cada �nal é composta pelos vetores:

Vetor 1 =

 19
27
7

, Vetor 2 =

 99
137
2

.
Para descodi�car a mensagem original, precisamos de calcular a inversa da matriz A.
Recorrendo à teoria dos determinantes, A−1 obtém-se:

A−1 =


11
6

−7
6

−1
3

−1
2

1
2

0

−7
6

5
6

2
3

.
De seguida, multiplicamos a inversa da matriz chave, A−1, pelos vetores codi�cados,

Vetor 1 eVetor 2, para obtermos os valores numéricos da matriz original, respetivamente:

• Mensagem descodi�cada 1:

Mensagem descodi�cada 1 = A−1 ×

 19
27
7

 =

 1
4
5

.
• Mensagem descodi�cada 2:

Mensagem descodi�cada 2 = A−1 ×

 99
137
2

 =

 21
19
0

.
Convertendo de volta as letras: 1 → A, 4 → D, 5 → E, 21 → U e 19 → S.

Obtemos assim a mensagem original "ADEUS".



Desa�o

Uma empresa de segurança precisa de codi�car mensagens con�denciais que serão
enviadas entre diferentes departamentos. Para garantir que apenas as pessoas autorizadas
conseguem decifrar as mensagens foi decidido usar uma matriz 4 × 4 como chave de
codi�cação. Essa matriz permitirá codi�car mensagens com quatro letras.

Construa um exemplo com duas palavras utilizando uma matriz 4× 4. Descodi�que a
mensagem para garantir que o método utilizado permite obter a mensagem original.





Exercícios Resolvidos

1. Considere, em R3, os vetores a = (1,−1, 1), b = (1, 1, 3) e c = (0, k, 1) e o subespaço
vetorial S = {(x, y, z) ∈ R3 : z − y − 2x = 0}.

(a) Calcule uma base para S e mostre que S tem dimensão igual a 2.

Resolução:

S = {(x, y, z) ∈ R3 : z = y + 2x}

= {(x, y, y + 2x) : x, y ∈ R}

= {(x, 0, 2x) + (0, y, y) : x, y ∈ R}

= {x (1, 0, 2) + y (0, 1, 1) : x, y ∈ R}

= [(1, 0, 2) , (0, 1, 1)] .

Logo os vetores (1, 0, 2) e (0, 1, 1) geram o subespaço vetorial S.

Vamos agora ver se os vetores (1, 0, 2) e (0, 1, 1) são linearmente independentes:

α (1, 0, 2) + β (0, 1, 1) = (0, 0, 0) ⇔


α = 0
β = 0
2α + β = 0

⇔


α = 0
β = 0
0 = 0

obtém-se a solução trivial, logo os vetores são linearmente independentes.

Conclusão: BS = {(1, 0, 2) , (0, 1, 1)} é uma base para S e dimS = #Bs = 2.

(b) Mostre que B = {a, b} é uma base para S.

Resolução:

1. B ⊂ S

a = (1,−1, 1) ∈ S, pois 1− (−1)− 2× 1 = 0.

b = (1, 1, 3) ∈ S, pois 3− 1− 2× 1 = 0.

2. #B = 2 = dimS.

3. a e b são linearmente independentes.

α (1,−1, 1) + β (1, 1, 3) = (0, 0, 0) ⇔


α + β = 0
−α + β = 0
α + 3β = 0

⇔


α = −β
−−−
−−−

⇔


−−−
− (−β) + β = 0
−β + 3β = 0

⇔


−−−
2β = 0
2β = 0

⇔


α = 0
β = 0
0 = 0

obtém-se a solução trivial, logo a e b são linearmente independentes.

Por 1., 2. e 3. podemos concluir que B = {a, b} é uma base para S.



(c) Obtenha as componentes do vetor u = (1,−3,−1) na base B = {a, b}.

Resolução:

u = αa+ βb ⇔ (1,−3,−1) = α (1,−1, 1) + β (1, 1, 3)

⇔


α + β = 1
−α + β = −3
α + 3β = −1

⇔


α = 1− β
−−−
−−−

⇔


−−−
−1 + β + β = −3
1− β + 3β = −1

⇔


−−−
β = −1
β = −1

⇔


α = 1− (−1)
−−−
−−−

⇔


α = 2
β = −1
0 = 0

.

Portanto u = 2a− b = (2,−1)B.

(d) Determine o valor de k de modo que c pertença ao subespaço vetorial gerado
por a e b.

Para este exercício apresentamos duas resoluções alternativas.

Resolução 1: Pela alínea (b), B = {a, b} é uma base para S. Logo B gera S,
isto é, [a, b] = S.

Então c ∈ [a, b] ⇔ c = (0, k, 1) ∈ S ⇔ 1− k − 2× 0 = 0 ⇔ k = 1.

Resolução 2:

c ∈ [a, b] ⇔ c = αa+ βb

⇔ (0, k, 1) = α (1,−1, 1) + β (1, 1, 3)

⇔


α + β = 0
−α + β = k
α + 3β = 1

⇔


α = −β
−−−
−−−

⇔


−−−
β + β = k
−β + 3β = 1

⇔


−−−
2β = k
2β = 1

⇔


−−−
−−−
β = 1

2

⇔


α = −1

2

k = 1
−−−

⇔


α = −1

2

k = 1
β = 1

2

.

Conclusão: Para k = 1 tem-se c = −1
2
a+ 1

2
b, portanto c ∈ [a, b] quando k = 1.

2. Considere, emM1×3 (R), o subespaço vetorial S =
{[

a b c
]
∈ M1×3 (R) : a− b = 0

}
e os vetores:

u =
[
2 2 0

]
, v =

[
2 3 0

]
, w =

[
0 0 2

]
.

(a) Calcule uma base para S e mostre que S tem dimensão igual a 2.



Resolução:

S =
{[

a b c
]
∈ M1×3 (R) : a− b = 0

}
=

{[
a b c

]
∈ M1×3 (R) : a = b

}
=

{[
b b c

]
: b, c ∈ R

}
=

{
b
[
1 1 0

]
+ c

[
0 0 1

]
: b, c ∈ R

}
=

[[
1 1 0

]
,
[
0 0 1

]]
.

Logo os vetores u1 =
[
1 1 0

]
e u2 =

[
0 0 1

]
geram S.

Vamos veri�car se u1 e u2 são linearmente independentes.

αu1 + βu2 = O1×3 ⇔ α
[
1 1 0

]
+ β

[
0 0 1

]
=

[
0 0 0

]
⇔


α = 0
α = 0
β = 0

é S.P.D. (sistema possível e determinado)

Logo u1 e u2 são L.I..

Deste modo BS = {u1, u2} é uma base para S e dimS = #BS = 2.

(b) A partir do conjunto B = {u, v, w}, determine uma base para S.

Resolução: Como v =
[
2 3 0

]
/∈ S, porque 2 ̸= 3 (a ̸= b), então devemos

retirar de B o vetor v.

Obtemos assim o conjunto B′ = {u,w} .

1. B′ ⊂ S porque

{
u ∈ S
w ∈ S

.

De facto, u =
[
2 2 0

]
∈ S porque 2 = 2 (a = b) e

w =
[
0 0 2

]
∈ S porque 0 = 0 (a = b) .

2. #B′ = 2 = dimS.

3. Dados α, β ∈ R, tem-se que:

αu+ βw = O1×3 ⇔ α
[
2 2 0

]
+ β

[
0 0 2

]
=

[
0 0 0

]
⇔


2α = 0
2α = 0
2β = 0

⇔


α = 0
α = 0
β = 0

é S.P.D.

Portanto B′ é L.I..

Por 1., 2. e 3. concluímos que B′ = {u,w} é uma base para S.

(c) Calcule o subespaço vetorial U = [u, v, w].

Resolução: Seja, U = [u, v, w] = {t ∈ M1×3 (R) : t = αu+ βv + γw}.



Tem-se,

t = αu+ βv + γw ⇔
[
a b c

]
= α

[
1 1 0

]
+ β

[
1 2 0

]
+ γ

[
0 0 2

]
⇔

⇔


α + β = a
α + 2β = b
γ = c

↪→

 1 1 0 a
1 2 0 b
0 0 2 c

−−−−−−−−−→
L2 → L2 − L1

 1 1 0 a
0 1 0 b− a
0 0 2 c

 .

Reparemos agora que a matriz e a matriz ampliada possuem a mesma caracte-
rística. Logo o sistema é sempre possível, quaisquer que sejam os valores de a,
b e c ∈ R, portanto U = [u, v, w] = M1×3 (R) .

3. Considere, em M2×2(R), o subespaço vetorial S e os vetores u1, u2 e u3 de�nidos
por:

S =

{[
a b
c d

]
∈ M2×2(R) : b− c = 0

}
,

u1 =

[
k + 1 1
1 4

]
, u2 =

[
1 0
0 2

]
e u3 =

[
0 1
1 0

]
.

(a) Mostre que a dimensão de S é igual a 3.

Resolução:

S =

{[
a b
c d

]
∈ M2×2(R) : b− c = 0

}

=

{[
a b
c d

]
∈ M2×2(R) : b = c

}

=

{[
a c
c d

]
: a, c, d ∈ R

}

=

{[
a 0
0 0

]
+

[
0 c
c 0

]
+

[
0 0
0 d

]
: a, c, d ∈ R

}

=

a

[
1 0
0 0

]
︸ ︷︷ ︸

v1

+ c

[
0 1
1 0

]
︸ ︷︷ ︸

v2

+ d

[
0 0
0 1

]
︸ ︷︷ ︸

v3

: a, c, d ∈ R

 .

Logo v1, v2 e v3 geram S.

Vamos agora veri�car se v1, v2 e v3 são linearmente independentes.



α

[
1 0
0 0

]
+ β

[
0 1
1 0

]
+ γ

[
0 0
0 1

]
=

[
0 0
0 0

]
⇔


α = 0
β = 0
β = 0
γ = 0

Obtém-se a solução trivial, logo v1, v2 e v3 são linearmente independentes.

Conclusão: BS = {v1, v2, v3} =

{[
1 0
0 0

]
,

[
0 1
1 0

]
,

[
0 0
0 1

]}
é uma base de

S e dim S = #BS = 3.

(b) Para que valor(es) de k, u1 é combinação linear de u2 e u3?

Resolução: u1 é combinação linear de u2 e u3 se e só se u1 = αu2 + βu3, com
α, β ∈ R.

u1 = αu2 + βu3 ⇔
[
k + 1 1
1 4

]
= α

[
1 0
0 2

]
+ β

[
0 1
1 0

]

⇔


α = k + 1
β = 1
β = 1
2α = 4

⇔


−−−
β = 1
−−−
α = 2

⇔


k = 1
β = 1
−−−
α = 2

Para k = 1 tem-se u1 = 2u2 + u3, portanto u1 é combinação linear de u2 e u3

quando k = 1.

(c) Considerando k = −1, justi�que se algum dos seguintes conjuntos é base de S:

A1 = {u2, u3} e A2 = {u1, u2, u3} .

Resolução: Como dim S = 3, qualquer base de S é constituída por 3 vetores.
Assim, A1 = {u2, u3} não pode ser base de S pois #A1 = 2 ̸= 3 = dim S.

A2 = {u1, u2, u3}. Dado que dim S = 3 = #A2, tem-se que A2 é uma base para
S se veri�car as seguintes condições: u1, u2, u3 ∈ S e u1, u2, u3 são linearmente
independentes.

• u1 =

[
0 1
1 4

]
∈ S pois veri�ca a condição b− c = 0, de facto 1− 1 = 0;

u2 =

[
1 0
0 2

]
∈ S pois 0− 0 = 0;

u3 =

[
0 1
1 0

]
∈ S pois 1− 1 = 0.



• α

[
0 1
1 4

]
+ β

[
1 0
0 2

]
+ γ

[
0 1
1 0

]
=

[
0 0
0 0

]
⇔


β = 0
α + γ = 0
α + γ = 0
4α + 2β = 0

⇔


−−−
−−−
−−−
α = 0

⇔


β = 0
γ = 0
−−−
α = 0

Obtém-se a solução trivial, logo u1, u2 e u3 são linearmente independentes.

Conclusão: A2 é uma base de S.

(d) Indique, justi�cando, o valor lógico da seguinte a�rmação:

�Se A ∈ S então a matriz A é simétrica”.

Resolução: Seja A ∈ M2×2 (R) e suponhamos que A ∈ S. Então,

A =

[
a b
c d

]
, com b− c = 0, ou seja, b = c.

Assim, A =

[
a c
c d

]
e nestas condições AT =

[
a c
c d

]
= A, ou seja, A é

simétrica.

Conclusão: A a�rmação é verdadeira.

4. Considere o subconjunto S = {(x, y, z, w) ∈ R4 : x = |y| ∧ z = 0} de R4.

Mostre que S não é subespaço vetorial de R4.

Para este exercício apresentamos duas resoluções alternativas.

Resolução 1: Apresentamos um Contra-Exemplo:

Consideremos, u = (1, 1, 0, 0) e v = (1,−1, 0, 0). Note-se que u e v pertencem
a S. No entanto, u + v = (2, 0, 0, 0) /∈ S. Portanto S não veri�ca a condição
∀u, v ∈ S, u+ v ∈ S e consequentemente não é subespaço vetorial de R4.

Resolução 2: Apresentamos um Contra-Exemplo:

Consideremos, u = (1, 1, 0, 0) ∈ S e λ = −1 ∈ R. Reparemos que λu = (−1,−1, 0, 0) /∈
S. Portanto S não veri�ca a condição ∀λ ∈ R, ∀u ∈ S, λu ∈ S e consequentemente
não é subespaço vetorial de R4.

5. Considere a seguinte matriz real:

A =


0 1 1 0
0 0 2 0
0 1 −1 0
2 −2 −2 1

 .



Admita que |A− λI4| = λ (λ+ 2) (λ− 1)2, com λ ∈ R.

(a) Determine os valores próprios de A e a sua multiplicidade algébrica.

Resolução: Cálculo dos valores próprios de A :

λ é valor próprio de A se e só se λ é solução de |A− λI4| = 0.

|A− λI4| = 0 ⇔ λ (λ+ 2) (λ− 1)2 = 0

⇔ λ = 0 ∨ λ+ 2 = 0 ∨ (λ− 1)2 = 0
⇔ λ = 0 ∨ λ = −2 ∨ λ = 1 ∨ λ = 1.

Logo os valores próprios de A são λ1 = 0, λ2 = −2 e λ3 = 1.

As suas multiplicidades algébricas são ma (0) = ma (−2) = 1 e ma (1) = 2.

(b) Determine o subespaço próprio associado ao maior valor próprio de A.

Resolução: O maior valor próprio de A é λ3 = 1.

Cálculo dos vetores próprios de A associados ao valor próprio λ3 = 1 :

v é vetor próprio de A associado a λ se e só se v é solução não nula de
(A− λI4) v = O4×1.

(A− 1I4) v = O4×1 ⇔




0 1 1 0
0 0 2 0
0 1 −1 0
2 −2 −2 1

−


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1





x
y
z
w

 =


0
0
0
0



⇔


−1 1 1 0
0 −1 2 0
0 1 −2 0
2 −2 −2 0




x
y
z
w

 =


0
0
0
0



⇔


−x+ y + z = 0
−y + 2z = 0
y − 2z = 0
2x− 2y − 2z = 0

⇔


x = y + z
y = 2z
−−−−−
−−−−−

⇔


x = 3z
y = 2z
z ∈ R
w ∈ R

Logo os vetores próprios de A associados ao valor próprio λ3 = 1 são da forma:

(3z, 2z, z, w) ∈ R4\ {0R4} .

Portanto, o subespaço próprio associado ao valor próprio λ3 = 1 é:

S (1) = {(3z, 2z, z, w) : z, w ∈ R} .



(c) Indique, justi�cando, a multiplicidade geométrica de todos os valores próprios
de A.

Resolução: Sabemos que:

1 ≤ mg (λ) ≤ ma (λ) ,

para qualquer valor próprio λ.

Como ma (λ1) = ma (λ2) = 1, pela alínea (a), podemos concluir que mg (λ1) =
mg (λ2) = 1.

Relativamente a λ3 = 1 tem-se 1 ≤ mg (1) ≤ 2. Daqui nada se pode concluir.
Sabemos ainda que mg (1) = dimS (1) . É então necessário calcular dimS (1) .

Cálculo da dimensão do subespaço vetorial S (1) :

S (1) = {(3z, 2z, z, w) : z, w ∈ R}

= {(3z, 2z, z, 0) + (0, 0, 0, w) : z, w ∈ R}

= {z (3, 2, 1, 0) + w (0, 0, 0, 1) : z, w ∈ R}

= [(3, 2, 1, 0) , (0, 0, 0, 1)] .

Logo os vetores (3, 2, 1, 0) e (0, 0, 0, 1) geram o subespaço vetorial S (1).

Vejamos agora se os vetores (3, 2, 1, 0) e (0, 0, 0, 1) são linearmente independen-
tes:

α (3, 2, 1, 0) + β (0, 0, 0, 1) = (0, 0, 0, 0) ⇔


3α = 0
2α = 0
α = 0
β = 0

⇔


0 = 0
0 = 0
α = 0
β = 0

obtém-se a solução trivial, logo os vetores são linearmente independentes.

Conclusão: BS(1) = {(3, 2, 1, 0) , (0, 0, 0, 1)} é uma base para S (1) e portanto
dimS (1) = #BS(1) = 2. Logo, mg (1) = dimS (1) = 2.



Exercícios Propostos

1. Considere, em R3, e os vetores u1 = (−1,−2, 0), u2 = (−1, 2,−4), u3 = (2, 4, 0) e o
subespaço vetorial S = {(x, y, z) ∈ R3 : 2x− y + z = 0}.

(a) Veri�que se u3 é combinação linear de u1 e de u2. VÍDEO

(b) Os vetores u1, u2 e u3 são linearmente independentes? Justi�que. VÍDEO

(c) Determine uma base para S.

(d) Justi�que que A = {u1, u2} é também uma base de S.

2. Considere, em R4, o subespaço vetorial S = {(x, y, z, w) ∈ R4 : y = 2x ∧ w = 0} e
os vetores u1,u2, u3 de�nidos por:

u1 = (−1,−2, 2, 0) , u2 = (0, 0, 1, 0) e u3 = (1, 2, 0, 0) .

(a) Mostre que:

i. dim S = 2; VÍDEO

ii. B = {u1, u2} é uma base de S. VÍDEO

(b) Determine as componentes do vetor u3 na base B da alínea anterior. VÍDEO

3. Considere os vetores u1 = (2, a, 0), u2 = (a, 6,−2) e u3 = (1, a, 0) de R3.

(a) Determine os valores de a para os quais A = {u1, u2, u3} é uma base de R3.

VÍDEO

(b) Considerando a = 0, calcule na forma mais simpli�cada, o subespaço vetorial

gerado por u1, u2 e u3. VÍDEO

4. Sejam t, u, v e w vetores de R3 e S o subespaço vetorial de R3 dados por:

t = (2, 0, 0), u = (4, 1,−2), v = (8, 2, k + 2), w = (8, 7, 6) e

S = {(x, y, z) ∈ R3 : x− 4y = 0 ∧ 4y + 2z = 0} .

(a) Mostre que os vetores t, u e v são linearmente independestes.

(b) Calcule uma base para S e mostre que a dimensão de S é igual a 1.

(c) Determine o valor de k de modo que [u, v] = S.

(d) Para k = −2, determine as coordenadas do vetor w na base {t, u, v} de R3.

https://youtu.be/xupDZtwcOTs
https://youtu.be/B7m2AY9Z5dI
https://youtu.be/RrDSe7xxPso
https://youtu.be/lpeXx5TNN9Q?si=s27L5DuGcWg85IyP
https://youtu.be/b_76ocDKbAM
https://youtu.be/CDhM-XTIq4w
https://youtu.be/TXlwYf59npE


5. Seja S o subespaço vetorial de M1×3 (R) de�nido por:

S =
{[

a b c
]
∈ M1×3 (R) : 5a− b+ 2c = 0

}
.

(a) Calcule uma base para S e mostre que a dimensão de S é igual a 2.

(b) Mostre que o conjunto B =
{[

−1 −1 2
]
,
[
0 4 2

]}
é uma base para S.

(c) Determine as coordenadas do vetor v =
[
1 5 0

]
na base de S apresentada

na alínea anterior.

6. Considere os vetores u1, u2, u3 e o subespaço vetorial S de M2×2(R) de�nidos por:

u1 =

[
1 3
1 −1

]
, u2 =

[
0 0
−2 2

]
, u3 =

[
0 1
1 −1

]
e

S =

{[
a b
c d

]
∈ M2×2(R) : b = 3a ∧ d = −c

}
.

(a) Mostre que:

i. os vetores u1, u2 e u3 são linearmente independentes;

ii. dim S = 2.

(b) A partir do conjunto A = {u1, u2, u3} indique, justi�cando, uma base para S.

(c) Calcule, na forma mais simpli�cada possível, o subespaço vetorial gerado por
u1 e u3.

7. Veri�que se S = {A ∈ M2×2(R) : AT = −A} é um subespaço vetorial real de
M2×2(R).

8. Mostre que o conjunto

S =

{[
a b
c d

]
∈ M2×2(R) : b = a− d ∧ c = a+ d

}
é um subespaço vetorial real de M2×2(R).

9. Considere a matriz real A =

 0 −2 2
−2 0 −2
2 −2 0

 .

(a) Mostre que λ = −2 é um valor próprio de A. VÍDEO

(b) Determine o conjunto dos vetores próprios associados ao valor próprio λ = −2.

VÍDEO

(c) Determine o subespaço próprio associado ao valor próprio λ = −2 e calcule a

dimensão deste subespaço. VÍDEO

https://youtu.be/fu372nN8hqQ
https://youtu.be/N2w6TROkKQc
https://youtu.be/bGQ6mXJpls8


10. Considere a matriz real A =

 1 −2 0
2 −3 0
2 −4 −2

 .

(a) Mostre que o polinómio característico de A é p(λ) = (−2− λ)(λ+ 1)2.

(b) Determine os valores próprios de A e indique as suas multiplicidades algébricas.

(c) Determine a multiplicidade geométrica do menor valor próprio da matriz A.

(d) Determine k de modo que (0, k,−6) seja vetor próprio de A.

11. Considere a matriz real A de�nida por:

A =


1 0 0 0
1 −1 0 0
0 1 2 0
1 0 1 −1

 .

(a) Determine os valores próprios da matriz A e indique as suas multiplicidades
algébricas.

(b) Mostre que o menor valor próprio tem multiplicidade geométrica igual a 1.

(c) Indique as multiplicidades geométricas dos restantes valores próprios de A.

12. Considere a matriz A =

1 1 1
0 2 1
0 2 3

, cujos valores próprios são λ1 = 1 e λ2 = 4.

(a) Mostre que u = (1, 1, 2) é um vetor próprio de A associado ao valor próprio
λ2 = 4.

(b) Sabendo que a multiplicidade algébrica do valor próprio λ1 = 1 é igual a 2
indique, justi�cando, a multiplicidade geométrica do valor próprio λ2 = 4.

(c) Indique, justi�cando, três vetores próprios de A associados ao valor próprio
λ1 = 1. É possível escolher os três vetores linearmente independentes?

13. Seja A ∈ Mn×n(R). Mostre que λ = 0 é um valor próprio de A se e só se A não é
invertível.

14. Seja A ∈ M4×4(R) tal que:

car(A) = 3; Au =
[
3 6 −3 0

]T
onde u =

[
−1 −2 1 0

]T
;

S =
{
v ∈ R4 : (A+ 2I4) v = O4×1

}
tem dimensão igual a 2.

(a) A matriz A é invertível? Justi�que convenientemente a resposta.



(b) Indique, justi�cando, os valores próprios de A e as respetivas multiplicidades
algébrica e geométrica.

VÍDEO

15. Seja A ∈ Mn×n(R) uma matriz invertível.

Mostre que se v é um vetor próprio de A associado ao valor próprio λ, então v é um
vetor próprio de A−1 associado ao valor próprio 1

λ
.

16. Seja A ∈ M4×4 (R) uma matriz com valores próprios λ1 = 0, λ2 = 1 e λ3 = 2 para a
qual o subespaço próprio associado ao valor próprio λ3 = 2 é dado por:

S(2) =
{
(x, y, z, w) ∈ R4 : x+ z = 2y ∧ w = 0

}
.

(a) Calcule uma base para S(2) e mostre que a dimensão de S(2) é igual a 2.

(b) Indique, justi�cando, a multiplicidade algébrica dos valores próprios de A e o
polinómio característico de A.

(c) Considere os vetores u1 = (1, 0,−1, 0), u2 = (0, 1, 2, 0) e u3 = (2, 3, 4, 0) de R4.

i. Mostre que B = {u1, u2} é uma base de S(2).

ii. Obtenha as componentes do vetor u3 na base B da alínea anterior.

iii. Usando as alíneas anteriores, veri�que que o vetor u3 é um vetor próprio
de A associado ao valor próprio λ3 = 2.

17. Considere o subespaço vetorial S de R4 e a matriz A ∈ M4×4(R) de�nidos por:

S =
{
(x, y, z, w) ∈ R4 : y − 2w = 0 ∧ z + 2w = 0

}
e A =


1 2 3 2
0 2 3 4
0 0 3 4
0 0 0 1

 .

(a) Mostre que a dimensão de S é igual a 2.

(b) Veri�que se o vetor (7, 6,−6, 3) pertence ao subespaço gerado pelos vetores
u = (1, 2,−2, 1) e v = (0,−4, 4,−2).

(c) Indique os valores próprios de A e as respetivas multiplicidades algébricas.

(d) Mostre que o subespaço próprio associado ao valor próprio λ = 1 é igual a S.

18. Considere a matriz A =

3 3 3
3 3 3
3 3 3

.
(a) Veri�que que λ = 0 é um valor próprio de A.

(b) Mostre que o subespaço próprio associado ao valor próprio λ = 0 da matriz A
é:

S(0) =
{
(x, y, z) ∈ R3 : x+ y + z = 0

}
.

https://youtu.be/opcvjVNvplE


(c) Determine uma base e a dimensão de S(0).

(d) Comente a seguinte a�rmação: �A multiplicidade algébrica do valor próprio
λ = 0 é igual a 1”.

(e) Veri�que se algum dos seguintes conjuntos A1 e A2 é uma base para S(0).

A1 = {(1,−1, 0) ; (1, 0,−1) ; (0,−1, 1)} e A2 = {(3, 0,−3) ; (2,−1,−1)}.

19. Considere o subespaço vetorial S de R4 e a matriz M ∈ M4×4(R) de�nidos por:

S =
{
(x, y, z, w) ∈ R4 : x− y + w = 0 ∧ z − 4w = 0

}
e M =


1 1 0 −1
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 2 −6

 .

(a) Mostre que a dimensão de S é igual a 2.

(b) Veri�que que A = {(2, 3, 4, 1) ; (−1,−1, 0, 0)} é uma base para S.

(c) Determine as componentes do vetor w = (2, 0,−8,−2) na base A da alínea
anterior.

(d) Calcule os valores próprios de M .

(e) Mostre que o subespaço próprio associado ao valor próprio λ = 2 é igual a S.

20. Indique o valor lógico das a�rmações seguintes, justi�cando convenientemente.

(a) Se V é um espaço vetorial de dimensão n, então quaisquer (n − 1) vetores de
V são linearmente independentes.

(b) Se B = {a, b, c, d} é uma base de um espaço vetorial R4, então o conjunto
C = {b− a, 2a+ b, 2c− a, d} é uma base de R4.

(c) Existe uma matriz real de ordem 4 que possui λ = 3 como único valor próprio.

(d) Se λ é um valor próprio de uma matriz A de ordem n, então λ2 é um valor
próprio de A2.

(e) S =
{[

a b c
]
∈ M1×3(R) : a = 0 ∧ c = b+ 1

}
é um subespaço vetorial real de

M1×3(R).



Exercícios de Escolha Múltipla

1. Qual dos seguintes conjuntos é formado por vetores deM2×2(R) linearmente independentes?

(A)

{[
1 0
0 2

]
,

[
0 0
2 2

]
,

[
1 0
−2 0

]}
.

(B)

{[
1 1
1 1

]
,

[
0 0
0 0

]
,

[
0 0
5 5

]}
.

(C)

{[
1 1
0 2

]
,

[
3 3
0 6

]}
.

(D)

{[
2 0
0 0

]
,

[
0 2
0 0

]
,

[
0 0
0 1

]
,

[
2 2
1 1

]}
.

2. O vetor

[
−k 2k
−1 7

]
é combinação linear dos vetores

[
1 −2
3 −1

]
e

[
−1 2
1 3

]
quando

k for igual a:

(A) −3.

(B) 3.

(C) −2.

(D) 2.

3. Considere o subespaço vetorial S de R4 de�nido por:

S =
{
(x, y, z, w) ∈ R4 : x− y + w = 0 ∧ z − 4w = 0

}
.

Podemos a�rmar que:

(A) A = {(4, 6, 8, 2) ; (−2,−2, 0, 0) ; (2, 4, 8, 2)} é uma base para S.

(B) A = {(2, 2, 0, 0)} é uma base para S.

(C) A = {(2, 3, 2, 1) ; (1, 1, 0, 0)} é uma base para S.

(D) A = {(2, 3, 4, 1) ; (−1,−1, 0, 0)} é uma base para S.

4. Considere o subespaço vetorial gerado pelo vetores u = (3, 0,−3) e v = (2,−1,−1).

Podemos a�rmar que:

(A) (−2, 0, 4) pertence ao subespaço vetorial gerado por u e v.

(B) (1,−2, 1) pertence ao subespaço vetorial gerado por u e v.

(C) (1, 0,−2) pertence ao subespaço vetorial gerado por u e v.



(D) (2,−2, 2) pertence ao subespaço vetorial gerado por u e v.

5. Sejam u, v e w vetores de M1×3 (R) e S o subespaço vetorial de M1×3 (R) de�nidos
por:

u =
[
2 4 1

]
, v =

[
0 0 −2

]
e w =

[
2 k2 0

]
;

S =
{[

a b c
]
∈ M1×3 (R) : b− 2a = 0

}
.

Então:

(A) para k = 2, o conjunto {3v, w} é uma base para S.

(B) para k = 2, o conjunto {u, 3v, w} é uma base para S.

(C) para k = 1, o conjunto {3v, w} é uma base para S.

(D) para k = 1, o conjunto {u, 3v, w} é uma base para S.

6. Considere, em R4, o conjunto {a, b, c, d} de vetores linearmente dependentes. Então:

(A) {a, b, c} é um conjunto de vetores linearmente dependentes.

(B) pelo menos um dos quatro vetores escreve-se à custa dos restantes.

(B) a, b, c e d geram R4.

(D) {a, b, d} é um conjunto de vetores linearmente independentes.

7. Sejam S um subespaço vetorial de M2×2(R) com dimS = 3 e {a, b, c, d} um conjunto
de vetores de S. Então:

(A) {a, c} é uma base de S.

(B) {a, b, c, d} é uma base de S.

(C) {a, b, c} é um conjunto de vetores geradores de S.

(D) {a, b, c, d} é um conjunto de vetores linearmente dependentes.

8. Considere S um subespaço vetorial de M2×2(R) dado por:

S =

{
A =

[
x y
z w

]
∈ M2×2(R) : 2x− y + w = 0 ∧ z = 0

}
e os vetores u =

[
1 2
0 0

]
, v =

[
0 1
−2 0

]
e w =

[
1 1
0 1

]
. Podemos concluir que:

(A) {u, 3v} é uma base de S.

(B) {u, v, w} é uma base de S.

(C) {u,w} é uma base de S.

(D) {u, 2v, w} é um conjunto de vetores linearmente dependentes.



9. Sejam v1, v2 e v3 vetores não nulos de um espaço vetorial E tais que:

E = [v1, v2, v3], v1 + 2v2 = 0E e v3 /∈ [v1, v2].

Então:

(A) os vetores v2 e v3 são linearmente independentes.

(B) os vetores v2 e v3 são linearmente dependentes.

(C) dim(E) = 3.

(D) dim(E) = 1.

10. Seja V um espaço vetorial real de dimensão n. Então:

(A) Quaisquer (n− 1) vetores de V são linearmente independentes.

(B) Quaisquer (n+ 1) vetores de V geram V .

(C) Quaisquer (n+ 1) vetores de V são linearmente dependentes.

(D) Qualquer conjunto com n vetores de V forma uma base para V .

11. Considere o subconjunto S de R4 de�nido por:

S =
{
(x, y, z, w) ∈ R4 : x = 0 ∨ w = 0

}
.

Podemos a�rmar que:

(A) S é um subespaço vetorial de R4.

(B) S não é subespaço vetorial de R4 porque 0R4 /∈ S.

(C) S não é subespaço vetorial de R4 porque ∃u, v ∈ S, u+ v /∈ S.

(D) S não é subespaço vetorial de R4 porque ∃λ ∈ R, ∃u ∈ S, λu /∈ S.

12. Considere o subconjunto S de M2×2(R) de�nido por:

S =

{[
a b
c d

]
∈ M2×2(R) : b = a ∧ c = d

}
.

Podemos a�rmar que:

(A) S é um subespaço vetorial de M2×2(R).
(B) S não é subespaço vetorial de M2×2(R) porque 02×2 /∈ S.

(C) S não é subespaço vetorial de M2×2(R) porque ∃u, v ∈ S, u+ v /∈ S.

(D) S não é subespaço vetorial de M2×2(R) porque ∃λ ∈ R,∃u ∈ S, λu /∈ S.



13. Considere a matriz A ∈ M3×3(R) de�nida por:

A =

 1 1 1
0 2 1
0 2 3

 .

Podemos a�rmar que:

(A) 4 é valor próprio de A.

(B) 0 é valor próprio de A.

(C) −1 é valor próprio de A.

(D) −4 é valor próprio de A.

14. Considere a matriz A ∈ M3×3(R) de�nida por:

A =

 3 −1 −3
0 3 0
0 −1 0

 .

Podemos a�rmar que:

(A) (2, 1,−3) é um vetor próprio de A associado ao valor próprio 3.

(B) (−2,−3, 1) é um vetor próprio de A associado ao valor próprio 3.

(C) (0, 3,−3) é um vetor próprio de A associado ao valor próprio 3.

(D) (−3, 3, 0) é um vetor próprio de A associado ao valor próprio 3.

15. Considere a matriz real A =

 −6 0 0
0 2 3
0 1 4

.
(a) Podemos concluir que:

(A) 5 é valor próprio de A com multiplicidade geométrica 2.

(B) 1, 2, 5 e −6 são os valores próprios de A.

(C) 5 é valor próprio de A com multiplicidade algébrica 1.

(D) 2 e 5 são os valores próprios de A.

(b) O conjunto dos vetores próprios de A associados ao valor próprio 1 é:

(A) {(0,−3z, 0) : z ∈ R} .
(B) {(0,−3z, z) : z ∈ R} .
(C) {(0,−3z, 0) : z ∈ R} \ {(0, 0)} .
(D) {(0,−3z, z) : z ∈ R} \ {(0, 0)} .



16. Seja A ∈ M3×3(R) tal que |A| = 16. Considerando que o subespaço próprio associado
ao valor próprio λ = 4 tem dimensão 2, conclui-se que:

(A) ma(4) = 3.

(B) 2 e 4 são os valores próprios de A.

(C) tr(A) = 8.

(D) 1 e 4 são os valores próprios de A.

17. Seja A ∈ M3×3(R) tal que |A| = 25. Considerando que o subespaço próprio associado
ao valor próprio λ = 5 tem dimensão 2, conclui-se que:

(A) ma(5) = 3.

(B) mg(1) = 1.

(C) tr(A) = 10.

(D) A não é invertível.



Soluções dos Exercícios Propostos

1. (a) u3 = −2u1, logo u3 é combinação linear de u1 e de u2.

(b) Os vetores u1, u2 e u3 não são linearmente independentes pois a equação:

αu1 + βu2 + γu3 = (0, 0, 0)

admite outras soluções para além da solução trivial, por exemplo, α = 2, β = 0
e γ = 1.

(c) BS = {(1, 0,−2), (0, 1, 1)}.
(d) #A = dimS = 2, u1 e u2 pertencem a S pois veri�cam a condição que de�ne

S e, por último, u1 e u2 são linearmente independentes. Logo A é uma base de
S.

2. (a) i. −
ii. −

(b) u3 = (−1, 2)B.

3. (a) A é uma base de S quando a ̸= 0.

(b) S = [u1, u2, u3] =
{
(x, y, z) ∈ R3 : z = −y

3

}
.

4. (a) −
(b) BS = {(4, 1,−2)}, pelo que dimS = 1.

(c) k = −6.

(d) α = −10 ∧ β = −3 ∧ γ = 5.

5. (a) BS =
{[

1 5 0
]
,
[
0 2 1

]}
, pelo que a dimS = 2.

(b) −
(c) v = (1, 0)BS

.

6. (a) i. −
ii. −

(b) BS = {u1, u2}, pois #BS = dimS = 2, u1 e u2 pertencem a S pois veri�cam a
condição que de�ne S e, por último, u1 e u2 são linearmente independentes.

(c) S = [u1, u3] =

{[
x y
z w

]
∈ M2×2(R) : z = −2x+ y ∧ w = 2x− y

}
.



7. S é um subespaço vetorial real de M2×2(R).

8. −

9. (a) −
(b) Os vetores próprios de A associados ao valor próprio λ = −2 são da forma:

(y − z, y, z) ∈ R3\ {0R4} .

(c) S (−2) = {(y − z, y, z) : y, z ∈ R} . dimS(−2) = 2.

10. (a) −
(b) λ1 = −2 ∨ λ2 = −1 ∨ λ3 = −1, como tal ma(−2) = 1 e ma(−1) = 2.

(c) mg(−2) = 1.

(d) K = 0.

11. (a) λ1 = −1 ∨ λ2 = −1 ∨ λ3 = 1 ∨ λ4 = 2, como tal ma(−1) = 2, ma(1) = 1 e
ma(2) = 1.

(b) −
(c) mg(1) = 1 e mg(2) = 1.

12. (a) −
(b) mg(4) = 1 pois mg(4) ≤ ma(4) = 1.

(c) Por exemplo, (1, 0, 0), (2, 0, 0) e (0,−1, 1). Não é possível escolher os três
vetores linearmente independentes pois dimS(1) = 2.

(d)

13. −

14. (a) A matriz A não é invertível pois car(A) = 3 < ordem de A = 4.

(b) Os valores próprios de A são: λ1 = −3∨λ2 = −2∨λ3 = 0, como talma(−3) = 1,
ma(−2) = 2 e ma(0) = 1. Deste modo, mg(−3) = 1, mg(−2) = 2 e mg(0) = 1.

15. −

16. (a) BS = {(2, 1, 0, 0), (−1, 0, 1, 0)}, pelo que dimS = 2.

(b) ma(0) = 1, ma(1) = 1 e ma(2) = 2. Deste modo, p(λ) = |λ(λ− 1)(λ− 2)|.

i. −
ii. u3 = (2, 3)B.

iii. −



17. (a) −
(b) O vetor (7, 6,−6, 3) pertence ao subespaço gerado pelos vetores u e v.

(c) λ1 = 1 ∨ λ2 = 2 ∨ λ3 = 3, como tal ma(1) = 2, ma(2) = 1 e ma(3) = 1.

(d) −

18. (a) −
(b) −
(c) BS(0) = {(−1, 1, 0), (−1, 0, 1)}, pelo que dimS(0) = 2.

(d) A a�rmação é falsa uma vez que dimS(0) = 2 = mg(0) ≤ ma(0).

(e) A1 não é uma base de S(0) pois dimS(0) = 2 ̸= #A1 = 3. A2 é uma base
de S(0) pois (3, 0,−3) e (2,−1,−1) pertencem a S(0) pois veri�cam a con-
dição que de�ne S(0) e, por último, (3, 0,−3) e (2,−1,−1) são linearmente
independentes. Logo A2 é uma base de S(0).

19. (a) −
(b) −
(c) w = (−2,−6)A.

(d) λ1 = −6 ∨ λ2 = 1 ∨ λ3 = 2 ∨ λ4 = 2.

(e) −

20. (a) A a�rmação é falsa. Num espaço vetorial de dimensão n, quaisquer n+1 vetores
são sempre linearmente dependentes. Mas quaisquer n+ 1 vetores não têm de
ser linearmente independentes. Por exemplo, se um deles for o vetor nulo, o
conjunto é dependente.

(b) A a�rmação é verdadeira. Pela de�nição de vetores linearmente independentes,
veri�ca-se que C é uma base de R4.

(c) A a�rmação é verdadeira. Considere-se, por exemplo, a matriz A = 3I4. O
único valor próprio de A é λ = 3, com multiplicidade algébrica 4.

(d) A a�rmação é verdadeira. Se λ é valor próprio de A, então existe v ̸= 0 tal que
Av = λv. Então, A2v = A(Av) = A(λv) = λAv = λ(λv) = λ2v. Logo, λ2 é
valor próprio de A2.

(e) A a�rmação é falsa. Para S ser um subespaço vetorial tem de conter o vetor
nulo. O vetor nulo

[
0 0 0

]
veri�ca a primeira condição que de�ne S mas

não veri�ca a segunda, pois 0 ̸= 0 + 1. Deste modo, o vetor nulo não pertence
a S, o que permite concluir que S não é subespaço vetorial de M1×3 (R).



Soluções dos Exercícios de Escolha Múltipla

1. D.

2. B.

3. D.

4. B.

5. A.

6. B.

7. D.

8. D.

9. A.

10. C.

11. C.

12. A.

13. A.

14. B.

15. (a) C.

(b) D.

16. D.

17. B.



Aplicações

Decomposição em Valores Singulares - SVD

A decomposição SVD é importante na Engenharia Informática porque permite simpli-
�car e analisar dados de forma e�ciente. É utilizada, por exemplo, na:

� compressão de dados: guardar menos informação sem perder muita qualidade
(ex.: imagens e vídeo);

� redução de dimensionalidade: eliminar variáveis redundantes e manter apenas
a informação essencial;

� machine learning: melhorar modelos, reduzir ruído e acelerar cálculos;

� sistemas de recomendação: encontrar padrões escondidos entre utilizadores e
itens;

� remoção de ruído: separar informação relevante de erros nos dados.

A decomposição em valores/vetores próprios é usada na compressão de dados (SVD)

Os valores próprios e vetores próprios permitem identi�car as direções mais importan-
tes de uma transformação matricial. Para uma matriz A, um vetor próprio v satisfaz:

Av = λv

onde:

� λ é o valor próprio;

� v é o vetor próprio.

O vetor mantém a direção e apenas muda de escala.

A decomposição SVD (Singular Value Decomposition) é uma generalização desta ideia.
A decomposição SVD fatoriza qualquer matriz A ∈ Rm×n (m ≥ n) na forma

A = USV T

onde:

� U ∈ Rm×m e V ∈ Rn×n são matrizes ortogonais com colunas ortonormais;

� S ∈ Rm×n é uma matriz diagonal que contém os valores singulares



σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σm ≥ 0

com

S =


σ1 0 · · · 0
0 σ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · σm

 .

As colunas de U e V são, respetivamente, os vetores singulares à esquerda e à direita,
enquanto os valores singulares indicam quanta informação ou energia cada componente
transporta.

Os valores singulares estão relacionados com os valores próprios de ATA:

σi =
√

λi

Na compressão de dados, muitos valores singulares são muito pequenos e podem ser
ignorados sem alterar muito a informação original. Assim, a matriz pode ser aproximada
por:

A ≈ UkSkV
T
k

usando apenas os k maiores valores singulares. A SVD ajuda assim a comprimir os
dados e remover ruído.

Exemplo de Decomposição SVD

Considere a matriz

A =

(
3 1
1 3

)
Pretende-se escrever A na forma

A = USV T

1. Calcular ATA

Como A é simétrica:

AT = A

Logo,

ATA =

(
3 1
1 3

)(
3 1
1 3

)
=

(
10 6
6 10

)



2. Calcular os valores próprios de ATA

Resolvemos:

det(ATA− λI) = 0 ⇔
∣∣∣∣10− λ 6

6 10− λ

∣∣∣∣ = 0 ⇔ (10− λ)2 − 36 = 0 ⇔ λ2 − 20λ+ 64 = 0.

Da resolução da equação sai que os valores próprios são:

λ1 = 16, λ2 = 4.

3. Calcular os valores singulares

Os valores singulares são:

σi =
√

λi

Logo,

σ1 =
√
16 = 4; σ2 =

√
4 = 2.

Assim,

S =

(
4 0
0 2

)
.

4. Calcular a matriz V

Os vetores próprios de ATA formam as colunas de V .

Para λ1 = 16 tem-se:

(ATA− 16I)v1 = O2×1

Note que:

ATA− 16I =

(
−6 6
6 −6

)
Resolvendo o sistema obtem-se:

v1 =

(
1
1

)
Normalizando tem-se:

1√
2

(
1
1

)
Para λ2 = 4 tem-se:

(ATA− 4I)v2 = O2×1



Note que:

ATA− 4I =

(
6 6
6 6

)
Resolvendo o sistema obtem-se:

v2 =

(
1
−1

)
Normalizando tem-se:

1√
2

(
1
−1

)
Logo,

V =
1√
2

(
1 1
1 −1

)
5. Calcular a matriz U

Resolvendo a equação matricial A = USV T (note que V é uma matriz ortogonal portanto
V −1 = V T ) tem-se:

U = AV S−1

Neste exemplo obtém-se:

U =
1√
2

(
1 1
1 −1

)
6. Resultado �nal

A decomposição SVD é:

A = USV T

ou seja, (
3 1
1 3

)
=

1√
2

(
1 1
1 −1

)(
4 0
0 2

)
1√
2

(
1 1
1 −1

)
Como 4 > 2, a primeira direção contém mais informação.
Na compressão de dados, poderíamos aproximar a matriz usando apenas o maior valor

singular:

A ≈ U1S1V
T
1

reduzindo a quantidade de informação armazenada.



Desa�o

Considere a matriz real:

A =

2 0 0
0 1 0
0 0 0.5

 .

1. Para analisar a decomposição SVD e interpretar a compressão de dados, responda
às alíneas seguintes:

(a) calcule ATA e determine os seus valores próprios;

(b) a partir dos valores próprios determinados na alínea anterior, determine os
valores singulares de A;

(c) construa a matriz diagonal S;

(d) determine as matrizes V e U ;

(e) escreva a decomposição SVD:

A = USV T

2. Se quiser comprimir a matriz mantendo apenas σ1 e σ2, qual a perda de informação
esperada?

3. O que aconteceria à compressão se o terceiro valor singular fosse exatamente zero?





Exercícios Resolvidos

1. Considere a transformação linear T : M2×2 (R) → R3 de�nida por:

T

([
a b
c d

])
= (a+ b, b+ c, c+ d).

(a) Determine o núcleo de T, N (T ).

Resolução:

N(T ) =

{[
a b
c d

]
∈ M2×2(R) : T

([
a b
c d

])
= 0R3

}
Uma vez que

T

([
a b
c d

])
= 0R3 ⇔ (a+ b, b+ c, c+ d) = (0, 0, 0) ⇔

⇔


a+ b = 0
b+ c = 0
c+ d = 0

⇔


a = −b
c = −b
d = −c

⇔


a = −b
c = −b
d = b

∴ N(T ) =

{[
−b b
−b b

]
∈ M2×2(R) : b ∈ R

}
.

(b) Sabendo que dim N (T ) = 1, indique, justi�cando, se T é sobrejetiva.

Resolução: Aplicando o teorema das dimensões à transformação linear T tem-se

dimM2×2(R) = dimN(T ) + dim Im(T ) ⇔
⇔ 4 = 1 + dim Im(T ) ⇔
⇔ dim Im(T ) = 3.

Conclusão: dim Im(T ) = 3 = dimR3. Portanto, T é sobrejetiva.

(c) Veri�que se w = (−1, 1, 0) pertence à imagem de T .

Resolução: Pela alínea anterior T é sobrejetiva, ou seja, Im(T ) = R3.

Como o vetor w = (−1, 1, 0) pertence a R3 e Im(T ) = R3, conclui-se que
(−1, 1, 0) pertence a Im(T ).



2. Considere as transformações lineares planas:

• cisalhamento (fator α = 2) na direção do eixo dos xx, Cx;

• rotação por um ângulo de 90o em torno da origem, R90o .

(a) Determine as expressões gerais e as matrizes canónicas das transformações li-
neares Cx e R90o .

Resolução: Matriz canónica de Cx : MCx =

[
1 2
0 1

]
.

Cálculos auxiliares:[
1 2
0 1

] [
x
y

]
=

[
x+ 2y

y

]
(x, y)↗ ↘ (x+ 2y, y)

Expressão geral de Cx : Cx : R2 −→ R2

(x, y) 7−→ (x+ 2y, y) .

Matriz canónica de R90o : MR90o
=

[
cos 90o − sin 90o

sin 90o cos 90o

]
=

[
0 −1
1 0

]
.

Cálculos auxiliares:[
0 −1
1 0

] [
x
y

]
=

[
−y
x

]
(x, y)↗ ↘ (−y, x)

Expressão geral de R90o : R90o : R2 −→ R2

(x, y) 7−→ (−y, x) .

(b) Determine a expressão geral e a matriz canónica da transformação linear T
de�nida pela composição da rotação R90o após o cisalhamento Cx.

Resolução: T = R90o ◦ Cx.

Então MT = MR90o
×MCx =

[
0 −1
1 0

]
×
[
1 2
0 1

]
=

[
0 −1
1 2

]
.

Cálculos auxiliares:[
0 −1
1 2

] [
x
y

]
=

[
−y
x

]
(x, y)↗ ↘ (−y, x+ 2y)

Expressão geral de T : T : R2 −→ R2

(x, y) 7−→ (−y, x+ 2y) .



Exercícios Propostos

1. Considere a aplicação T : M1×4(R) −→ R4 de�nida por:

T
([
x y z w

])
= (0, x+ y, 0, z − x) .

(a) Prove que T é uma transformação linear.

(b) Veri�que se u1 =
[
−2 2 −2 3

]
e u2 =

[
3 −3 −3 3

]
pertencem ao núcleo

de T . VÍDEO

(c) Determine o núcleo de T . VÍDEO

(d) Veri�que se v1 = (0, 2, 0, 2) e v2 = (1, 1, 0, 1) pertencem à imagem de T .

VÍDEO

(e) Determine a imagem de T . VÍDEO

(f) Estude a transformação T quanto à injetividade e à sobrejetividade. VÍDEO

2. Seja T : M2×2(R) −→ R3 de�nida por:

T

([
x y
z w

])
= (2x, x, 3z) .

(a) Mostre que o núcleo de T é dado por N(T ) =

{[
0 y
0 w

]
: y, w ∈ R

}
.

(b) Determine um base de N(T ) e indique a dimensão de N(T ).

(c) O que pode concluir sobre a injetividade de T .

(d) Determine a matriz canónica de T .

(e) Veri�que se o vetor v = (5, 0, 0) pertence à imagem de T .

(f) Justi�que se T é ou não sobrejetiva.

3. Considere as transformações lineares T1 : M1×3 (R) −→ R2 e T2 : R2 −→ M3×1 (R)
tais que T1 e MT2 , matriz canónica de T2 são, respetivamente, de�nidas por:

T1

([
a b c

])
= (b, a− 2c) e MT2 =

 1 0
1 1
0 1

 .

(a) Calcule o núcleo de T1, N (T1), e veri�que que dimN (T1) = 1.

(b) T1 é injetiva? Justi�que.

https://youtu.be/UPWzCCDiMIo
https://youtu.be/kDjW-NAu-z4
https://youtu.be/4awrOy_51R4
https://youtu.be/h4h8l3L-2Q8
https://youtu.be/E8AAKd3srn4


(c) Veri�que que a expressão geral de T2 é dada por:

T2 (x, y) =

 x
x+ y
y

 .

(d) Sejam u1 =

 2
3
1

 e u2 =

 −3
−1
2

 . Quais dos vetores u1 e u2 pertencem à

imagem de T2?

(e) Veri�que se T2 é sobrejetiva.

4. Considere a transformação linear T : R3 −→ M2×2 (R), de�nida por:

T (x, y, z) =

[
x+ y y − z
y − z −y − x

]
.

(a) Determine uma base para o núcleo de T, N (T ), e indique a dimensão de N (T ) .

(b) Veri�que se

[
1 0
0 2

]
∈ Im (T ) .

(c) Analise a injetividade e a sobrejetividade de T.

5. Seja T : R3 → M1×3 (R) uma transformação linear tal que:

T (0, 0, 1) =
[
1 0 0

]
, T (0, 1, 1) =

[
0 0 1

]
e T (1, 1, 1) =

[
0 1 −1

]
.

(a) Determine:

i. T (x, y, z);

ii. o núcleo e a imagem de T .

(b) Estude a transformação T quanto à injetividade e à sobrejetividade.

(c) Determine a matriz canónica de T .

(d) A transformação linear T é invertível?

(e) De�na a transformação inversa de T .

6. Sejam T : E −→ F uma transformação linear, A = {u, v, w} uma base de E e
B = {a, b, c} uma base de F .

(a) Enuncie o teorema das dimensões. VÍDEO

(b) Mostre que T é injetiva se e só se T é sobrejetiva. VÍDEO

(c) Admitindo que T é injetiva, veri�que se {T (u− v), T (v + w), T (w)} é uma base

de F . VÍDEO

https://youtu.be/n0wp7nyJT0c
https://youtu.be/rvkLANRQUtg
https://youtu.be/NIT37prpKGU


7. Considere as transformações lineares planas T : R2 −→ R2 e V : R2 −→ R2 de�nidas
por:

T (x, y) = (x, 5y) e V (x, y) = (−y, x) ,

respetivamente.

(a) Classi�que as transformações lineares planas T e V . VÍDEO

(b) De�na a transformação linear H = T ◦V e indique a matriz canónica associada

a H. VÍDEO

8. Considere as transformações lineares planas: simetria em relação à reta y = x, Sy=x

e uma rotação em torno da origem de 90◦, R90◦ .

(a) Obtenha a matriz canónica e a expressão geral de Sy=x e R90◦ .

(b) Identi�que a transformação linear plana que resulta da composição R90◦ ◦Sy=x.

9. Considere o triângulo cujos vértices são os pontos O = (0, 0), A = (2, 0) e B = (2, 2)
e sejam T1, T2 e T3 as transformações lineares planas de�nidas, respetivamente, por:

T1(x, y) = (y, x)

e pelas matrizes canónicas:

M2 =

[
2 0
0 2

]
e M3 =

[
0 1

−1 0

]
.

(a) Classi�que T1, T2 e T3.

(b) Represente geometricamente as três �guras (F1, F2 e F3) por aplicação sucessiva
das transformações T1, T2 e T3 ao triângulo de vértices O, A e B.

(c) Caracterize a transformação linear que permite transformar diretamente o tri-
ângulo de vértices O, A e B na �gura F3.

10. Considere no plano o retângulo de vértices O = (0, 0), P = (2, 0), Q = (0, 3) e
R = (2, 3).

(a) Obtenha as matrizes canónicas e de�na as transformações lineares planas:

i. R90◦ : R2 −→ R2; rotação no plano do ângulo 90◦ em torno da origem;

ii. Hy : R2 −→ R2; homotetia ou mudança de escala em relação ao eixo dos
yy com α = 2 (ampliação).

(b) Represente geometricamente a imagem por Hy ◦R90◦ do retângulo enunciado.

(c) Comente a a�rmação: �A transformação linear Hy ◦R90◦ não é invertível”.

https://youtu.be/oyzkJuIXtes
https://youtu.be/gvrl_KTjASc


11. Sejam f , g e h as transformações lineares planas de�nidas por:

f (x, y) = (y, x) , g (x, y) =
(
x,

y

2

)
e h (x, y) = (−x,−y) .

(a) Classi�que f , g e h e determine a matriz canónica associada a cada uma delas.

(b) Determine a transformação linear plana T = f ◦ g ◦ h. Represente geome-
tricamente o resultado da aplicação de T ao retângulo de�nido pelos pontos
O = (0, 0), P = (4, 0), Q = (0, 2) e R = (4, 2).

(c) Comente a a�rmação: �A transformação linear T não é invertível”.

12. Sejam T : M2×2(R) −→ R2 e S : R2 −→ R2 as transformações lineares de�nidas
por:

T

([
a b
c d

])
= (a+ 2b− c, a− d) e S (x, y) =

(
x

2
−

√
3

2
y,

√
3

2
x+

y

2

)
.

(a) Determine o núcleo de T .

(b) Sabendo que a dimensão do núcleo de T é igual a 2, analise T quanto à injeti-
vidade e à sobrejetividade.

(c) Identi�que a transformação linear plana S.

(d) Considere no plano o triângulo de vértices O = (0, 0), P = (2, 0) e Q = (0, 2).
Represente geometricamente a imagem por S do triângulo enunciado.

(e) Determine as matrizes canónicas de T e de S.

(f) De�na, se possível, as transformações lineares T−1 e T ◦ S. No caso de não ser
possível, justi�que convenientemente a sua resposta.

13. Sejam T : M1×3(R) −→ R2 e S : R2 −→ R2 as transformações lineares de�nidas
por:

T
([
a b c

])
= (a+ 2b− c, a− b) e S (x, y) = (3y, x) .

(a) Veri�que que o vetor u =
[
2 2 6

]
pertence ao núcleo de T .

(b) Determine a imagem de T .

(c) Analise T quanto à injetividade e à sobrejetividade.

(d) Represente geometricamente o resultado da aplicação de S ao retângulo de�nido
pelos pontos O = (0, 0), P = (2, 0), Q = (0, 1) e R = (2, 1).

(e) Determine a matriz canónica de T ◦ S.

14. Indique o valor lógico das a�rmações seguintes, justi�cando convenientemente.

(a) A aplicação f : R2 −→ R2 de�nida por f (x, y) = (2x, y2) é uma transformação
linear.



(b) Sejam E e F espaços vetoriais e 0E e 0F os seus elementos neutros, respetiva-
mente. Se T : E −→ F é uma aplicação tal que T (0E) = 0F então T é uma
transformação linear.

(c) Seja T : R3 −→ M1×3(R) uma transformação linear. Se T é sobrejetiva então
T é injetiva.

(d) Para qualquer transformação linear T : M2×3(R) −→ R2, a dimensão do núcleo
de T é inferior ou igual a 4.

(e) Seja T : E −→ F uma transformação linear. Se a matriz MT não é invertível
então T não é bijetiva.

15. Sejam E e F espaços vetoriais de dimensão �nita e T : E −→ F uma transformação
linear. Mostre que se dim(E) > dim(F ) então T não é injetiva.



Exercícios de Escolha Múltipla

1. Considere a transformação linear T : R3 → M1×3 (R) de�nida por:

T (x, y, z) = [x+ y 2x+ 2y 2z + y − x].

Podemos a�rmar que:

(A) (2,−2, 1) ∈ N(T ).

(B) (1,−1, 0) ∈ N(T ).

(C) (−1, 1,−1) ∈ N(T ).

(D) (1,−1, 2) ∈ N(T ).

2. Considere a transformação linear T : R4 → R3 de�nida por:

T (x, y, z, w) = (x− z, 2x+ y, w + y + 2x) .

Podemos a�rmar que:

(A) T é injetiva.

(B) dim(N(T )) = 1.

(C) dim(N(T )) = 2.

(D) dim(N(T )) = 3.

3. Seja T : M4×2 (R) → R10 uma transformação linear. Admitindo que B = {u, v} é
uma base de Im(T ), podemos concluir que:

(A) T é injetiva.

(B) T é sobrejetiva.

(C) dimN(T ) = 6.

(D) dimN(T ) = 8.

4. Qual das transformações lineares planas não representa uma re�exão?

(A) T (x, y) = (−x,−y).

(B) U(x, y) = (−x, 0).

(C) V (x, y) = (y, x).

(D) R(x, y) = (x,−y).



5. Considere a transformação linear plana T : R2 → R2 de�nida por
T (x, y) = (−y, x). Podemos a�rmar que:

(A) T é uma re�exão em relação à reta y = x.

(B) T é uma re�exão em relação à origem O.

(C) T é uma rotação no plano de π em torno da origem.

(D) T é uma rotação no plano de
π

2
em torno da origem.

6. Qual das seguintes transformações lineares planas representa uma rotação em torno
da origem?

(A) F (x, y) =
(

1
2
x+

√
3
2
y,

√
3
2
x− 1

2
y
)
.

(B) G(x, y) =
(

1
2
x+

√
3
2
y,

√
3
2
x+ 1

2
y
)
.

(C) H(x, y) =
(
−1

2
x−

√
3
2
y,

√
3
2
x− 1

2
y
)
.

(D) I(x, y) =
(

1
2
x−

√
2
2
y,

√
2
2
x+ 1

2
y
)
.

7. Sejam T1 e T2 as transformações lineares planas cujas matrizes

canónicas associadas são M1 e M2, respetivamente, dadas por: M1 =

[
0 1
1 0

]
e

M2 =

[
0 −1
−1 0

]
. A transformação linear plana T2 ◦ T1 é uma:

(A) Re�exão em relação à origem.

(B) Re�exão em relação ao eixo dos xx.

(C) Re�exão em relação à reta y = x.

(D) Rotação no plano de
π

2
em torno da origem.

8. Considere as transformações lineares planas T : R2 → R2 dada por T (x, y) = (x, 3y)
e V : R2 → R2 dada por V (x, y) = (−x,−y). A matriz canónica da transformação
linear plana H = T ◦ V é dada por:

(A) MH =

[
−1 0
0 −3

]
.

(B) MH =

[
1 0
0 −3

]
.

(C) MH =

[
−1 0
0 3

]
.

(D) MH =

[
1 0
0 3

]
.



Exercícios Complementares
Espaços Vetoriais/Transformações lineares

Exercícios Resolvidos

1. Considere a transformação linear T : R3 −→ M1×3 (R) cuja matriz canónica é:

MT =

 1 1 0
0 0 0
0 0 1

 .

(a) Considere que os valores próprios da matriz MT são λ1 = 0 e λ2 = 1.

i. Calcule os vetores próprios associados ao valor próprio λ2 = 1 de MT .

Resolução: v é vetor próprio de MT associado a λ se e só se v é solução não
nula de (MT − λI3) v = O3×1.

(MT − 1I3) v = O3×1 ⇔

 1− 1 1 0
0 0− 1 0
0 0 1− 1

 x
y
z

 =

 0
0
0


⇔

 0 1 0
0 −1 0
0 0 0

 x
y
z

 =

 0
0
0

⇔


y = 0
−y = 0
0 = 0

⇔


y = 0
x, z ∈ R
−−−

S.P.I..

Logo os vetores próprios de MT associados ao valor próprio λ2 = 1 são:

(x, 0, z) ∈ R3 \ {(0, 0, 0)} .

ii. Sabendo que a multiplicidade geométrica do valor próprio λ2 = 1 de MT é
igual a 2, veri�que se a matriz MT é diagonalizável.

Resolução: MT é diagonalizável se e só se ma (λ) = mg (λ) , para qualquer
valor próprio λ de MT .

Se os valores próprios da matriz MT são λ1 = 0 e λ2 = 1 então ma (0) ≥ 1
e ma (1) ≥ 1.

Mas como mg (1) = 2 então ma (1) ≥ 2, porque 1 ≤ mg (1) ≤ ma (1) .

Como
∑

λi
ma (λi) = 3 = ordem (A), então ma (0) = 1, ma (1) = 2.

Deste modo: ma (0) = 1 = mg (0) e

ma (1) = 2 = mg (2) .

Logo MT é diagonalizável.



(b) Mostre que a expressão geral da transformação linear T é de�nida por:

T (x, y, z) =
[
x+ y 0 z

]
.

Resolução: Cálculos auxiliares: 1 1 0
0 0 0
0 0 1

 x
y
z

 =

 x+ y
0
z


(x, y, z)↗ ↘ [ x+ y 0 z

]
Logo a expressão geral de T é: T : R3 −→ M1×3 (R)

(x, y, z) 7−→
[
x+ y 0 z

]
.

(c) Veri�que se o vetor w =
[
1 0 1

]
pertence à imagem de T .

Resolução: w ∈ Im(T ) ⇔ ∃v ∈ R3 : T (v) = w.

T (x, y, z) =
[
1 0 1

]
⇔
[
x− y 0 z

]
=
[
1 0 1

]
⇔


x+ y = 0
0 = 0
z = 1

⇔
x = −y
−−−
z = 1

.

Como o sistema é possível (indeterminado) então w ∈ Im (T ) . Reparemos que
T (v) = w, para todo o v ∈ R3 da forma v = (−y, y, 1).

(d) Calcule o núcleo de T , N (T ), e mostre que N (T ) tem dimensão igual a 1.

Resolução: N(T ) = {(x, y, z) ∈ R3 : T (x, y, z) = O1×3} .

T (x, y, z) =
[
0 0 0

]
⇔
[
x− y 0 z

]
=
[
0 0 0

]
⇔


x+ y = 0
0 = 0
z = 0

⇔
x = −y
−−−
z = 0

.

Portanto, N (T ) = {(x, y, z) ∈ R3 : x = −y ∧ z = 0}.

Vamos agora calcular uma base para N (T ) :

N (T ) = {(−y, y, 0) : y ∈ R}

= {y (−1, 1, 0) : y ∈ R}

= [(−1, 1, 0)] .



Logo o vetor (−1, 1, 0) gera o subespaço vetorial N (T ).

Como (−1, 1, 0) ̸= 0R3 então (−1, 1, 0) é linearmente independente.

Conclusão: BN(T ) = {(−1, 1− 0)} é uma base para N (T ). Portanto, tem-se
dimN (T ) = #BN(T ) = 1.

(e) Veri�que se T é invertível.

Para esta questão apresentamos duas resoluções alternativas.

Resolução 1: T é invertível ⇔ MT é invertível.

Como MT tem uma linha nula |MT | = 0 e portanto MT não é invertível.
Consequentemente T não é invertível.

Resolução 2: T é invertível ⇔ T é bijetiva.

Como dimN (T ) = 1 ̸= 0 então T não é injetiva e consequentemente não é
bijetiva. Logo T não é invertível.



Exercícios Propostos

1. Considere o subespaço vetorial S de R4 e a transformação linear
T : R4 −→ M1×2(R) de�nidos por:

S =
{
(x, y, z, w) ∈ R4 : x− w = 0

}
e T (x, y, z, w) =

[
x− w −x+ w

]
.

(a) Calcule uma base para S e mostre que a sua dimensão é igual a 3.

(b) Mostre que o núcleo de T , N(T ), é o subespaço vetorial S.

(c) Veri�que se os vetores w1 = (2, 0, 1, 2) e w2 = (3,−1, 0, 3) geram o subespaço
N(T ).

(d) Mostre que o vetor u =
[
2 2

]
não pertence à imagem de T .

(e) A transformação T é sobrejetiva? Justi�que convenientemente a resposta.

2. Sejam S o subespaço vetorial de M1×4(R) de�nido por:

S =
{[

x y z w
]
∈ M1×4(R) : x+ y = 0 ∧ z − x = 0

}
e T : M1×4(R) −→ R4 a aplicação de�nida por

T
([
x y z w

])
= (0, x+ y, 0, z − x) .

(a) Calcule uma base para S e indique a sua dimensão.

(b) Determine o núcleo de T , N(T ), e mostre que N(T ) = S.

(c) Indique, justi�cando, para que valor(es) de a o conjunto

A =
{[

1 −1 1 a
]
,
[
−2 2 a 3

]}
é uma base de N(T ).

(d) Analise a transformação T quanto à injetividade e à sobrejetividade.

3. Considere o subespaço vetorial S de M1×3(R) e a transformação linear
T : R3 −→ M1×3(R) de�nidos por:

S =
{[

a b c
]
∈ M1×3(R) : a+ c = 0

}
e T (x, y, z) =

[
x+ z y − z −x− z

]
.

(a) Calcule uma base para S e mostre que a sua dimensão é igual a 2.

(b) Mostre que a imagem de T , Im(T ), é o subespaço vetorial S.

(c) Veri�que se o vetor v =
[
2 0 −2

]
gera o subespaço Im(T ).



(d) Determine para que valor(es) de k o vetor w = (−2, k, 2) pertence ao núcleo de
T .

(e) A transformação T é injetiva? Justi�que convenientemente a resposta.

4. Sejam u, v e w vetores de R3 e T : M2×2(R) −→ R3 a transformação linear de�nidos
por:

u = (1, 0, 0), v = (3,−1, 2) e w = (2, 2, k)

e

T

([
a b
c d

])
= (a+ d, c− b,−2c+ 2b) .

(a) Determine o valor do parâmetro real k de modo que u, v e w sejam linearmente
independentes.

(b) Considerando k = −4, determine o subespaço vetorial real S gerado por u, v e
w e justi�que que a sua dimensão é igual a 2.

(c) Considere o subespaço vetorial real S da alínea anterior.

i. A partir do conjunto {u, v, w} indique uma base B para S.

ii. A partir da base B da alínea anterior, indique uma base para R3.

(d) Determine uma base para o núcleo de T , N(T ).

(e) Veri�que se o vetor r = (1, 2,−4) ∈ Im(T ).

(f) Indique, justi�cando, se T é injetiva e se é sobrejetiva.

(g) Determine a matriz canónica de T .

5. Sejam T1, T2 e T3 as transformações lineares planas cujas matrizes canónicas asso-
ciadas são M1, M2 e M3, respetivamente, de�nidas por:

M1 =

[
−1 0
0 −1

]
, M2 =

[
3 0
0 1

]
e M3 =

[
0 −1
1 0

]
.

(a) Mostre que u = (1, 1) e v = (−1, 2) são vetores próprios da matriz M1 associa-
dos ao valor próprio λ = −1.

(b) Determine a multiplicidade geométrica do valor próprio λ = −1.

(c) De�na e classi�que as transformações lineares planas T1, T2 e T3.

(d) De�na a transformação linear plana T4 = T3 ◦ T2 ◦ T1.

(e) Considere no plano o quadrado de vértices O = (0, 0), P = (2, 0), Q = (0,−2)
e R = (2,−2). Represente geometricamente a imagem por T4 do quadrado
enunciado.



6. Considere a transformação linear T : R3 −→ M1×3(R) cuja matriz canónica é:

MT =

1 2 0
0 2 0
0 2 3

 .

(a) Calcule os valores próprios da matriz MT .

(b) Determine as multiplicidades algébricas e geométricas dos valores próprios de
MT .

(c) Veri�que que T (x, y, z) =
[
x+ 2y 2y 2y + 3z

]
.

(d) Determine a imagem de T , Im(T ).

(e) A transformação T é invertível? Justi�que convenientemente a sua resposta.

7. Prove que se T : E −→ F é uma transformação linear então N(T ) é um subespaço
vetorial de E.

8. Sejam E e F espaços vetoriais e T : E −→ F uma transformação linear. Mostre que
a imagem de T , Im(T ), é um subespaço vetorial de F .



Soluções dos Exercícios Propostos

1. (a) −
(b) u1 ∈ N(T ) ∧ u2 /∈ N(T ).

(c)
N(T ) =

{[
x −x x w

]
: x,w ∈ R

}
.

(d) u1 ∈ Im(T ) ∧ u2 /∈ Im(T ).

(e) Im(T ) = {(0, a, 0, b) : a, b ∈ R}.
(f) T não é injectiva nem sobrejetiva.

2. (a) −
(b)

BN(T ) =

{[
0 1
0 0

]
,

[
0 0
0 1

]}
, logo dimN(T ) = 2.

(c) T não é injetiva pois dimN(T ) = 2 ̸= 0.

(d)

MT =

 2 0 0 0
1 0 0 0
0 0 3 0

 .

(e) v /∈ Im(T ).

(f) T não é sobrejetiva.

3. (a)
N(T ) =

{[
2c 0 c

]
: c ∈ R

}
.

Como BN(T ) =
{[

2 0 1
]}

, dimN(T ) = 1.

(b) T não é injetiva pois dimN(T ) = 1 ̸= 0.

(c) −
(d) u1 ∈ Im(T ) ∧ u2 ∈ Im(T ).

(e) T não é sobrejetiva.

4. (a) BN(T ) = {(−1, 1, 1)}, logo dimN(T ) = 1.

(b) O vetor dado não pertence à imagem de T .

(c) T não é injectiva nem sobrejetiva.

5. (a) i. T (x, y, z) =
[
z − y x y − 2x

]
ii. N(T ) = {(0, 0, 0)}. Im(T ) = M1×3 (R).



(b) T é injectiva e sobrejetiva.

(c)

MT =

 0 −1 1
1 0 0

−2 1 0

 .

(d) Como T é injectiva e sobrejetiva logo T é invertível.

(e) T−1(
[
a b c

]
) = (b, c+ 2b, a+ c+ 2b).

6. (a) −
(b) −
(c) −

7. (a) T é uma ampliação de fator 5 em relação ao eixo yy. V é uma rotação no plano
do ângulo 90◦ em torno da origem.

(b) H : R2 −→ R2, onde H(x, y) = (−y, 5x). A matriz canónica associada a H é
de�nida por:

MH =

[
0 −1
5 0

]
.

8. (a) A matriz canónica associada a Sy=x, MS, é de�nida por:

MS =

[
0 1
1 0

]
.

Sy=x : R2 −→ R2, onde Sy=x(x, y) = (y, x).

A matriz canónica associada a R90◦ , MR, é de�nida por:

MR =

[
0 −1
1 0

]
.

R90◦ : R2 −→ R2, onde R90◦(x, y) = (−y, x).

(b) A transformação linear plana que resulta da composição R90◦ ◦ Sy=x é uma
simetria em relação ao eixo dos yy.

9. (a) T1 : R2 −→ R2, onde T1(x, y) = (y, x). T1 representa uma simetria em relação
à reta y = x.

T2 : R2 −→ R2, onde T2(x, y) = (2x, 2y). T2 representa uma ampliação de fator
2 em relação à origem.

T3 : R2 −→ R2, onde T3(x, y) = (y,−x). T3 representa uma rotação de ângulo
270◦ em torno da origem.

(b) O triângulo de vértices O, A e B é de�nido por:



x

y

O(0, 0) A(2, 0)

B(2, 2)

Apliquemos agora a transformação T1 ao triângulo anterior:

x

y

O′(0, 0)

A′(0, 2) B′(2, 2)

A aplicação da transformação T2 à �gura anterior resulta na �gura:

x

y

O′′(0, 0)

A′′(0, 4) B′′(4, 4)

A aplicação da transformação T3 à �gura anterior resulta na �gura:

x

y

O′′′(0, 0) A′′′(4, 0)

B′′′(4,−4)



(c) T = T3 ◦ T2 ◦ T1 : R2 −→ R2, onde T (x, y) = (2x,−2y). T é a composição de
uma simetria em relação ao eixo dos xx seguida de uma ampliação em relação
à origem de razão 2.

10. (a) i. A matriz canónica associada a R90◦ , MR, é de�nida por:

MR =

[
0 −1
1 0

]
,

R90◦ : R2 −→ R2, onde R90◦(x, y) = (−y, x).
ii. A matriz canónica associada a Hy, MHy , é de�nida por:

MHy =

[
1 0
0 2

]
,

Hy : R2 −→ R2, onde Hy(x, y) = (x, 2y).

(b) A imagem geométrica do retângulo dado pela transformação Hy ◦R90◦ é:

x

y

O′(0, 0)

P ′(0, 4)

Q′(−3, 0)

R′(−3, 4)

(c) A matriz canónica associada a Hy ◦R90◦ , M , é de�nida por:

M =

[
0 −1
2 0

]
.

Como o det(M) = 2 ̸= 0, a transformação é invertível.

11. (a) f representa uma simetria em relação à reta y = x. A matriz canónica associada
a f é de�nida por:

Mf =

[
0 1
1 0

]
.

g representa uma redução em relação ao eixo dos yy de razão 1
2
. A matriz

canónica associada a g é de�nida por:

Mg =

[
1 0
0 1

2

]
.

h representa uma rotação no plano de ângulo 180◦ em torno da origem. A
matriz canónica associada a h é de�nida por:



Mh =

[
−1 0
0 −1

]
.

(b) T : R2 −→ R2, onde T (x, y) =
(
−y

2
,−x

)
.

x

y

O′ = (0, 0)

P ′ = (0,−4)

Q′ = (−1, 0)

R′ = (−1,−4)

(c) A matriz canónica associada a T = f ◦ g ◦ h é de�nida por:

MT =

[
0 −1

2

−1 0

]
.

Como o det(MT ) = −1

2
̸= 0, a transformação é invertível.

12. (a)

N(T ) =

{[
a b

a+ 2b a

]
: c ∈ R

}
.

(b) T não é injetiva mas T é sobrejetiva.

(c) S é uma rotação no plano de ângulo 60◦ em torno da origem.

(d) A imagem por S do triângulo enunciado é:

x

y

O′(0, 0)

P ′(1,
√
3)

Q′(−
√
3, 1)



(e) A matriz canónica associada a T é de�nida por:

MT =

[
1 2 −1 0
1 0 0 −1

]
.

(f) A matriz canónica associada a S é de�nida por:

MS =

[
−1

2
−

√
3
2√

3
2

1
2

]
.

(g) A transformação T−1 não está de�nida pois T não é injetiva. A composição
T ◦ S também não está de�nida pois S : R2 −→ R2 e T : M2×2(R) −→ R2,
ou seja, S transforma um elemento de R2 noutro elemento de R2, no entanto,
T transforma apenas elementos de M2×2(R) em elementos de R2. Logo, T ◦ S
não se encontra de�nida.

13. (a) u /∈ N(T ).

(b) Im(T ) = R2.

(c) T não é injetiva mas T é sobrejetiva.

(d) O resultado da aplicação de S ao retângulo de�nido pelos pontos O, P , Q e R
é:

x

y

O′(0, 0)

P ′(0, 2)

Q′(3, 0)

R′(3, 2)

(e) A composição T ◦S não está de�nida pois S : R2 −→ R2 e T : M1×3(R) −→ R2,
ou seja, S transforma um elemento de R2 noutro elemento de R2, no entanto,
T transforma apenas elementos de M1×3(R) em elementos de R2. Logo, T ◦ S
não se encontra de�nida.

14. (a) A a�rmação é falsa pois a propriedade da aditividade não se veri�ca, considere,
por exemplo, u = (0, 1) e v = (0, 2).

(b) A a�rmação é falsa. Considere, por exemplo, a transformação linear de�nida
do seguinte modo:

T : R2 −→ R2, com T (x, y) = (x2, y).

Neste caso veri�ca-se que T (0E) = 0F , no entanto, T não é linear pois não se
veri�ca a propriedade da aditividade.



(c) A a�rmação é verdadeira. Se T é sobrejetiva, dim Im(T ) = dimM1×3(R) = 3.
Pelo Teorema das Dimensões, veri�ca-se que dimN(T ) = 0, logo T é injetiva.

(d) A a�rmação é falsa. Pelo Teorema das Dimensões, veri�ca-se que

dimN(T ) ≥ 4.

(e) A a�rmação é verdadeira pois T é bijetiva se e só se MT é invertível. Neste
caso, como MT não é invertível logo T não é bijetiva.

15. −



Soluções dos Exercícios de Escolha Múltipla

1. C.

2. B.

3. C.

4. A.

5. D.

6. C.

7. A.

8. A.



Soluções dos Exercícios Complementares

(a) i. BS = {(1, 0, 0, 1), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0))}.
ii. −
iii. Uma vez que dimS = 3 logo os vetores w1 e w2 não geram N(T ) = S.

iv. −
v. T não é sobrejetiva pois Im(T ) ̸= M1×2(R).

(b) i. BS =
{[

1 −1 1 0
]
,
[
0 0 0 1

]}
, pelo que dimS = 2.

ii. −
iii. a = −2.

iv. T não é injetiva, nem é sobrejetiva.

(c) i. BS =
{[

1 0 −1
]
,
[
0 1 0

]}
, pelo que dimS = 2.

ii. v não gera Im(T ) pois dim Im(T ) = dimS = 2.

iii. k = 2.

iv. T não é injetiva.

(d) i. k ̸= −4.

ii. S = {(x, y, z) ∈ R3 : z + 2y = 0} pelo que dimS = 2.

iii. A. {(1,0,0), (3,-1,2)}

B. {(1,0,0), (3,-1,2),(0,0,1)}

iv. N(T ) =

{[
1 0
0 −1

]
,

[
0 1
1 0

]}
, pelo que dimS = 2.

v. r ∈ Im(T ).

vi. T não é injetiva, nem é sobrejetiva.

vii.

MT =

1 0 0 1
0 −1 1 0
0 2 −2 0

 .

(e) i. −
ii. mg(λ = −1) = 2.

iii. T1 : R2 −→ R2, onde T1(x, y) = (−x,−y). T1 é uma rotação no plano de
ângulo 180◦ em torno da origem.
T2 : R2 −→ R2, onde T2(x, y) = (3x, y). T2 é uma ampliação em relação ao
eixo xx de razão 3.
T3 : R2 −→ R2, onde T3(x, y) = (−y, x). T3 é uma rotação no plano de
ângulo 90◦ em torno da origem.

iv. T4 : R2 −→ R2, onde T4(x, y) = (y,−3x).

v. A imagem por T4 do quadrado enunciado é:



x

y

O′ = T4(O) = (0, 0)

P ′ = T4(P ) = (0,−6)

Q′ = T4(Q) = (−2, 0)

R′ = T4(R) = (−2,−6)

(f) i. λ1 = 1 ∨ λ2 = 2 ∨ λ3 = 3.

ii. As multiplicidades algébricas são: ma(λ = 1) = 1 ∨ ma(λ = 2) = 1 ∨
ma(λ = 3) = 1. As multiplicidades geométricas são: mg(λ = 1) = 1 ∨
mg(λ = 2) = 1 ∨mg(λ = 3) = 1.

iii. −
iv. Im(T ) = M1×3(R).
v. T é invertível pois det(MT ) = 6 ̸= 0.

(g) −
(h) −



Aplicações

Processamento de Imagens Digitais

As transformações lineares planas constituem uma das aplicações mais importantes
da Álgebra Linear no domínio do processamento de imagens digitais. Sempre que uma
imagem é rodada, ampliada, reduzida ou re�etida, estão a ser utilizadas transformações
matemáticas que atuam sobre as coordenadas dos píxeis da imagem. Estas operações são
fundamentais em diversas áreas da Engenharia Informática, incluindo visão computacio-
nal, realidade aumentada, reconhecimento de padrões, robótica e edição de imagem.

Matematicamente, uma imagem digital pode ser representada por um conjunto de
pontos no plano cartesiano. Cada ponto corresponde à posição de um píxel e pode ser
descrito por um vetor de coordenadas (x, y). As transformações lineares permitem mo-
di�car a posição destes pontos através da multiplicação por matrizes. Desta forma, uma
única matriz pode descrever operações geométricas como rotações, ampliações, reduções
ou simetrias.

Por exemplo, quando uma fotogra�a é rodada para corrigir a sua orientação, os progra-
mas de edição de imagem aplicam uma matriz de rotação a todos os píxeis da imagem. De
forma semelhante, quando uma imagem é ampliada ou reduzida, são utilizadas matrizes
de escala que alteram proporcionalmente as coordenadas dos pontos. As simetrias são
frequentemente utilizadas em aplicações de visão computacional para aumentar conjuntos
de dados de treino de algoritmos de inteligência arti�cial, criando novas imagens a partir
das originais.

O estudo das transformações lineares planas permite compreender como estas ope-
rações são implementadas computacionalmente e como diferentes transformações podem
ser combinadas através da multiplicação de matrizes. Esta propriedade é particularmente
importante em aplicações de processamento de imagem, pois permite realizar sequências
complexas de operações geométricas de forma e�ciente.

Neste contexto, a Álgebra Linear fornece as ferramentas matemáticas necessárias para
modelar, analisar e implementar transformações geométricas em imagens digitais, consti-
tuindo um dos pilares fundamentais de muitas tecnologias modernas utilizadas em dispo-
sitivos móveis, sistemas de navegação, videojogos e aplicações de inteligência arti�cial.

Aplicações das Transformações Lineares Planas a uma Imagem do plano

Observe a �gura seguinte onde está representada a imagem de um computador [ABCD]
que foi submetida a duas transformações planas lineares consecutivas. A primeira trans-
formação, S, transformou a imagem original na imagem [A′B′C ′D′]. A segunda trans-
formação, T , rodou no plano a imagem [A′B′C ′D′] por um ângulo de 135◦ em torno da
origem, originando a imagem [A′′B′′C ′′D′′].

1. Determine as matrizes canónicas associadas às transformações S, T e T ◦ S.

2. Caraterize cada uma das transformações S, T e T ◦ S.

3. Utilizando a linguagem Python, implemente as transformações lineares S, T e a
composição T ◦ S, representando gra�camente todas as imagens obtidas.



1. Determine as matrizes canónicas associadas às transformações S, T e T ◦ S.

As matrizes canónicas associadas às transformações S, T e T ◦S são, respetivamente, MS,
MT e MT◦S e são de�nidas por:

MS =

[
1
2

0
0 1

2

]
, MT =

[ √
2
2

√
2
2

−
√
2
2

√
2
2

]
e MT◦S =

[ √
2
4

√
2
4

−
√
2
4

√
2
4

]
.

2. Caraterize cada uma das transformações S, T e T ◦ S.

• S : R2 −→ R2, onde S(x, y) = (x
2
, y
2
). S é uma redução em relação à origem de razão

2.

• T : R2 −→ R2, onde T (x, y) = (
√
2x
2

+
√
2y
2
,−

√
2x
2

+
√
2y
2
). T é uma rotação no plano

de ângulo 135◦ em torno da origem.

• T ◦ S : R2 −→ R2, onde (T ◦ S)(x, y) = (
√
2x
4

+
√
2y
4
,−

√
2x
4

+
√
2y
4
).

3. Utilizando a linguagem Python, implemente as transformações lineares S,
T e a composição T ◦ S, representando gra�camente as imagens obtidas.

Considere a imagem inicial de�nida por FiguraInicial.png seguinte:



import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

import matplotlib.image as mpimg

from matplotlib.transforms import Affine2D

# Carregar a imagem

img = mpimg.imread("FiguraInicial.png")

# Transformação S: redução para metade

S = np.array([[0.5, 0],

[0, 0.5]])

# Transformação T: rotação de 135 graus

theta = -np.3pi/4

T = np.array([[np.cos(theta), -np.sin(theta)],

[np.sin(theta), np.cos(theta)]])

# Composição T o S

TS = T @ S

def representar(ax, A, titulo):

trans = Affine2D(

[[A[0,0], A[0,1], 0],

[A[1,0], A[1,1], 0],

[0, 0, 1]]

)

ax.imshow(

img,

extent=[0,2,0,2],

origin='upper',

transform=trans + ax.transData

)

ax.axhline(0,color='black',linewidth=0.5)

ax.axvline(0,color='black',linewidth=0.5)

ax.grid(True)

ax.set_aspect('equal')

ax.set_title(titulo)

ax.set_xlim(-2,3)

ax.set_ylim(-2,3)



fig, axs = plt.subplots(1,4,figsize=(16,4))

representar(axs[0], np.eye(2), "Figura inicial")

representar(axs[1], S, "S")

representar(axs[2], T, "T")

representar(axs[3], TS, r"$T\circ S$")

plt.tight_layout()

plt.show()

A execução deste código permite visualizar a �gura original, a sua imagem pela trans-
formação S, a sua imagem pela transformação T e a imagem obtida pela composição T ◦S,
con�rmando geometricamente os resultados obtidos através das matrizes canónicas.



Desa�o

Considere a seguinte imagem designada por Fotogra�aInicial.png.

Determine as transformações lineares planas S, T e R que são aplicadas por esta
ordem à imagem Fotogra�aInicial.png. A primeira transformação, S, transforma a
imagem inicial através de uma ampliação em relação ao eixo dos yy de razão 2. A segunda
transformação, T , re�ete a imagem em relação ao eixo dos xx e a terceira, roda a imagem
no plano por um ângulo de 30◦ em torno da origem, originando a imagem �nal.

1. Determine as matrizes canónicas associadas às transformações S, T , R e R ◦ T ◦ S.

2. Caraterize cada uma das transformações S, T , R e R ◦ T ◦ S.

3. Utilizando a linguagem Python, implemente as transformações lineares S, T , R e a
composição R ◦ T ◦ S, representando gra�camente todas as imagens obtidas.
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