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Nota de Abertura

O Observatorio para o Sucesso Académico — OPSA 2.0* tem vindo a promover iniciativas
que contribuem para a melhoria das experi€ncias de aprendizagem dos estudantes e para o
reforco do seu sucesso académico, prevenindo situacdes de insucesso e abandono escolar,
particularmente entre os estudantes do 1.° ano/1.* vez. Neste contexto, a produgdo de
recursos pedagdgicos inovadores constitui uma das estratégias fundamentais para apoiar
ambientes educativos mais inclusivos e praticas de ensino centradas no estudante,
estimulando a autonomia, a participacdo ativa e o desenvolvimento de competéncias
essenciais ao longo do seu percurso académico.

E com grande satisfacio que apresentamos, no ambito dos Programas Especiais de Apoio
a Aprendizagem, o livro Algebra Linear — Aprender Fazendo: Exercicios Resolvidos,
Exercicios Propostos, Desafios e Videos Explicativos, da autoria de Concei¢do Nogueira e
Paula Pascoal-Faria, docentes da Escola Superior de Tecnologia e Gestdo do Instituto
Politécnico de Leiria.

Esta obra reflete o compromisso das autoras com a inovacdo pedagbgica e com a criagdo de
recursos que respondam as necessidades dos estudantes, oferecendo um conjunto
diversificado de exercicios, desafios e materiais de apoio que favorecem a consolidacdo de
conhecimentos e a aprendizagem auténoma. A integracdo de diferentes estratégias
pedagdgicas, incluindo recursos multimédia, constitui um exemplo da forma como € possivel
enriquecer os processos de ensino e aprendizagem, tornando-os mais acessiveis, motivadores
e eficazes.

As autoras deixamos uma palavra de reconhecimento pelo trabalho realizado e pelo
contributo que esta publica¢do representa para a comunidade académica. Estamos certas de
que este recurso constituird um importante apoio para os estudantes e uma referéncia para
todos os que procuram promover aprendizagens mais significativas e duradouras.

A Coordenacdo Cientifico-Pedagogica do OPSA 2.0,

Graca Pocas Santos
Susana Sardinha Monteiro

* O Observatdrio para o Sucesso Académico — OPSA 2.0 € financiado pelo Programa Impulso Mais Digital, no &mbito
do Plano de Recuperacao e Resiliéncia (PRR), através da submedida “Inovacio e Moderniza¢ao Pedagdgica no Ensino
Superior — Programa de Promogao de Sucesso e Redugio de Abandono Escolar no Ensino Superior”.
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Introducao

A Algebra Linear constitui uma das areas fundamentais da Matematica, desempe-
nhando um papel central em diversas areas do conhecimento, em particular na Engenharia
Informatica. O estudo das suas estruturas e métodos fornece ferramentas essenciais para
a modelacao, analise e resolucao de problemas de natureza cientifica e tecnologica.

Este livro de exercicios foi elaborado com o objetivo de complementar o estudo teodrico
da unidade curricular de Algebra Linear do curso de Licenciatura em Engenharia Infor-
matica, proporcionando aos estudantes um leque diversificado de tipologias de exercicios
e problemas para consolidar conceitos, desenvolver capacidades de raciocinio matematico
e adquirir destreza na aplicagao dos métodos estudados.

O contetido encontra-se organizado em cinco capitulos principais. O primeiro capitulo,
Légica e Calculo Proposicional, ¢ relativo aos fundamentos do raciocinio matemaético
formal, abordando proposicoes, conectivos logicos, tabelas de verdade, equivaléncias 16-
gicas e argumentos. O segundo capitulo, Vetores, trabalha os conceitos fundamentais
relacionados com vetores e operacoes vetoriais.

No terceiro capitulo, Matrizes e Sistemas de Equacoes Lineares e Determinan-
tes, sao exploradas as técnicas de manipulacao matricial, a resolucao de sistemas lineares
e o papel dos determinantes na andlise de propriedades algébricas. O quarto capitulo,
Espacos Vetoriais e Valores e Vetores Prdprios, promove o estudo das estruturas
abstratas que generalizam o conceito de vetor, incluindo subespaco, base e dimensao, bem
como os conceitos de valores proprios e vetores proprios.

Por fim, o capitulo de Transformacoes Lineares é dedicado as aplicacoes lineares
entre espacos vetoriais e as suas principais propriedades. Sao exploradas as representa-
¢cOes matriciais das transformacoes lineares, bem como as transformacoes lineares planas,
evidenciando a ligagao entre os conceitos algébricos e a sua interpretacao geomeétrica.

No inicio de cada capitulo encontram-se exercicios resolvidos, de seguida exercicios
propostos, de desenvolvimento, e exercicios de escolha maultipla. Alguns dos exercicios
propostos tém disponivel uma proposta de resolucao em video (basta clicar no link). Em
seguida sao apresentadas as solugoes de todos os exercicios. No final de cada capitulo o
estudante pode encontrar aplicacoes dos contetidos do capitulo e é proposto um desafio
relacionado com as aplicagoes.

Espera-se que esta colecao de exercicios constitua um recurso util para a aprendizagem
autoénoma, para a preparacao de avaliacoes e para o aprofundamento dos conhecimentos em
Algebra Linear, incentivando uma compreensao solida dos conceitos e das suas aplicacoes.



Logica Proposicional e
Raciocinio Matematico




Exercicios Resolvidos

1. Simplifique as seguintes proposicoes, usando as propriedades de proposicoes.

(a) ~pA(p—p);
Resolugao: ~pA(p = p)=~pA(~pVp) =~pAV =~p.

(b) [(~pV ~a) Agl A~ (pV ~p);
Resolugao: [(~pV ~ q) Ag]A[~ (pV ~p)] = [(~p Aq) V (~ g AQIA[~ V] =
[(~p ANQ)VFINF=[~p ANgJNF = F.

(©) ~p=gA~(~pVgIA(pV~p)
Resolugao: ~ [(p = g)A ~ (~pV QI A (pV ~p) =~ [0 = )N ~ (p = @] A

V= FAV==VAV=TV.

2. Indique, justificando, se a proposi¢ao (p <> q)V ~ p é uma tautologia, uma contra-
di¢ao ou nenhuma delas.

Recorde que:

e Tautologia ¢ uma proposicao com valor logico verdade, quaisquer que sejam os
valores logicos das proposicoes que a integram.

e Contradigao é uma proposicao com valor logico falso, quaisquer que sejam os
valores logicos das proposicoes que a integram.

Resolugao: Comecamos por construir a tabela de verdade da seguinte proposi¢ao:
(p <> @)V ~p.

plag|~p|peqg|pegVp
VIV F % V
VIF| F F F
FIV|V F 1%
F|lF| V 1% 1%

A proposicdo (p <> q)V ~ p nao é uma tautologia nem uma contradi¢do, pois
podemos observar pela tabela de verdade acima que (p <> ¢)V ~ p ndo é logicamente
equivalente a verdadeiro nem a falso.



3. Sejam p, q e r proposicoes.

(2)

Mostre que p — (¢ = r) = (pAq) — 7.

Resolugao: Mostrar que p — (¢ — r) = (p A q) — r consiste em verificar que
p— (¢ —r)e(pAq)— rassumem sempre o mesmo valor logico.

d
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Pode verificar-se pela quinta e sétima colunas da tabela de verdade acima que
as proposigoes p — (¢ — r) e (p A q) — r assumem sempre o mesmo valor
logico. Consequentemente, p — (¢ = 1) = (pAq) — .

Analise a validade do seguinte argumento: p — (¢ = r),~rkq—~r.

Recorde que: Um raciocinio ou argumento é uma afirmagdo em que um
dado grupo de proposicoes P, P, ..., P,, a que chamamos de premissas
(ou hipoteses) tem como consequéncia uma proposicao @, a que chamamos de
conclusao (ou tese) e denota-se por:

PP .. P Q.

O raciocinio Py, P, ..., P, F @ é valido se () é verdadeira sempre que Py, P,
..., P, forem verdadeiras.

Resolucao: Comecamos por construir a tabela de verdade que contém as pre-
missas e a conclusao que constituem o argumento.

<

p —

1

SRS TSI SIS
TSI S L ST S|
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<m <m <™ <m

(=)
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2

Observa-se pela tabela de verdade acima que sempre que as premissas sao verdadeiras
(assinalado a verde) a conclusdo também é verdadeira (assinalado a azul), logo o
argumento é valido.



4. Seja A =1{2,4,6,8,10}. Determine o valor logico de cada uma das seguintes propo-
sicoes:

(2)

Vee A VYye A, v+ yé par,

Resolucao: A proposicao é verdadeira. De facto, quaisquer que sejam os ele-
mentos x,y pertencentes a A tem-se que x e y sao pares. Como a soma de dois
nimeros pares ¢ um nimero par, conclui-se entao que = + y é par.

dre AVye A x+y<15.

Resolucao: A proposicao é verdadeira. De facto, existe pelo menos um elemento
x pertencente a A tal que qualquer que seja o elemento y pertencente a A
considerado x +y é menor ou igual a 15. Basta considerar, por exemplo, z = 2.

5. Sejam A = {2,4,6} e B ={10,20,30}. Considere as seguintes proposigoes:

i) Vx € A Jy € B, x divide y;
ii) Ve € A Yy € B, x + y é impar;
iii) Jr € A Yy € B, vz +y > 36.

(2)

Negue cada uma das proposicoes acima apresentadas.
i) Ve € A Jy € B, x divide y;
Resolucao: 9 € A Vy € B, z nao divide y.
ii) Ve € A Yy € B, x + y é impar;
Resolucao: 4xr € A dy € B, x + y é par.
iii) dr € A Yy € B, = +y > 36.
Resolucao: Ve € A Jy € B, z 4+ y < 36.

Determine o valor logico de cada uma das proposicoes obtidas nas alineas an-
teriores.

Resolucao: A proposicao dx € A Vy € B, z nao divide y é falsa. De facto,
qualquer que seja o x pertencente a A existe pelo menos um elemento y perten-
cente a B tal que z divide y. Para x = 2, tem-se que 2 divide 10; para x = 4,
tem-se que 4 divide 20 e para x = 6, tem-se que 6 divide 30.

A proposicao dx € A dy € B, z + y é par é verdadeira. De facto, existe pelo
menos um elemento x pertencente a A e um elemento y pertencente a B cuja
soma de ambos seja um nimero par. Podemos considerar, por exemplo, z = 2
e y = 10 obtendo-se z 4+ y = 12 que é par.

A proposicao Vx € A Jy € B, x4+ y < 36 é verdadeira. De facto, qualquer
que seja o elemento x pertencente a A que consideremos, existe pelo menos um
elemento y pertencente a B, por exemplo y = 10, tal que x + y < 36.



Exercicios Propostos

. Supondo que os valores logicos de p, q e r sao, respetivamente, V, F' e V| determine
o valor légico de cada uma das seguintes proposicoes.

(&) (~gng)Vr.

(b) ~p—r.

(¢) pV(~q—r). VIDEO
(d) p— (g =)

. Considere que p A r é uma tautologia e p — ¢ € uma contradicao.
Indique, justificando, o valor logico das seguintes proposicoes:

(@) pAgAr.  (b)pVigAr). (c) (g—=p)Ar.
DICA: Pelo enunciado p A r é uma taulogia o que permite obter o valor logico de
p e o valor logico de r. Sabendo o valor logico de p e que p — ¢ ¢ uma contradig¢ao
obtém o valor logico de ¢. Daqui em diante o exercicio resolve-se de forma analoga
ao exercicio 1.
. Simplifique as seguintes proposicoes, usando as propriedades de proposigoes.
(a) pA(p—p). (b) g A ~ (pAq).
(© ~[(~pA~ A A~ (pvV ~p)l. () ~[(p= g A~ (~pVg]A(pY ~p). | VIDEO
(e) pV(P/\Q) VIDEO ) [pA V] —~p
(g)~ (

gl~p— ((~pVa) = (pAq)). h) [~ (pAg) VA ~r] = (rA ~p).
. Verifique que as seguintes proposicoes sao tautologias.

(a) ~(g—p) < (~pAg).

) ~
(b) (p— (gAp) > (qV ~p).
)

© [p=arl@—=n)]—=p—=r)
DICA: Este exercicio pode ser resolvido por dois processos distintos:

1. Por simplificacao, usando as propriedades de proposicoes, tem que obter que a
proposi¢ao dada é logicamente equivalente a verdadeiro;

2. Recorrendo a uma tabela de verdade onde a coluna correspondente a expressao
dada apenas tem o valor logico de verdadeiro.

. Sejam p, q € r proposicoes.

(a) Mostre, através de uma tabela de verdade, que p - ¢=~pVq.
(b) Verifique que o argumento p,p — ¢, ~ ¢V r = r é valido. | VIDEO


https://youtu.be/lu7yMj_8Phs
https://youtu.be/bdm9zDLUWqw
https://youtu.be/sNKXa7bR3sA
https://youtu.be/TOJKc0k41nQ
https://youtu.be/03ZrlxcWPKY

6. Sejam p, q e r proposicoes elementares.
(a) Usando as propriedades de proposi¢oes, simplifique [(p — q) A (~ q)] = (~ q)
e mostre que ¢ independente dos valores logicos de p e de q.

DICA: Note que, a proposicao composta ser independente dos valores l6gicos
de p e de ¢ significa que tera de ser uma tautologia ou uma contradicao.

(b) Analise a validade do argumento: pV (¢ A7), (pVq) = rEpV ~r.

7. Sejam P, () e R as seguintes proposi¢oes compostas.
Ppr < po; Q:ps— pi; R:pi— ps.
(a) Verifique se o argumento P, Q e ~py F ~py & valido.
(b) Considerando as proposicoes elementares p; e ps definidas por:

p1: A é ortogonal e ps . A éinvertivel, com A € M, , (R)

escreva em linguagem corrente, na forma mais simplificada a negacao da pro-
posicao R.

8. Sejam p, q e r proposicoes elementares e P a proposicao composta definida por:
Pi(~pVvr)A(pVr)A~(pV~q)

(a) Simplifique a proposigao P.

(b) Considerando que a proposicao P é verdadeira e que as proposicoes p, g e 1 a0
definidas por:

p: "O Joao pratica andebol";
q : "O Joao pratica basquetebol”;
r: "O Joao pratica ciclismo".

Indique as modalidades que o Joao pratica.

9. Sejam A = {—5,10,—15,20,—25}. Considere as seguintes proposigoes:

i) Ve A, JyeN, z+y=0;
ii) dz € A, Vy € N, xy é impar;
iii) Jz,y € A, 2z = y;

iv) Ve,y € A, x +y < 30.

(a) Determine o valor logico de cada uma das proposi¢oes acima apresentadas,
justificando convenientemente.

(b) Escreva, na forma mais simplificada, a negacdo de cada uma das proposi¢oes
acima apresentadas.



Exercicios de Escolha Miltipla

Nos exercicios seguintes deve selecionar a tinica opgao correta.

1.

Sejam A = {1,3,5,7,9}. Das proposicoes seguintes identifique a proposi¢ao com
valor logico verdade.

(A) Vz e A, = <0

(B) dx € A, z é par;

(C) Fz,y € A, zy é par;

(D) Ve, ye A, z+y > 2.

Sejam A = {—5,10,—15,20, —25}. Das proposi¢oes seguintes identifique a proposi-
¢ao com valor l6gico falso.

(A) Vee A, FyeN, 24y =0;

(B) dx € A, Yy € N, xy é par;

(C) Ixe€ A, JyeN, xy>0;

(D) Vxe A, VyeN, zy € Z.

Considere a afirmacao: “Eu vou de carro se estiver a chover.”

A negacao da afirmacao ¢ dada por:

(A) Se ndo estiver a chover eu vou de carro;
(B) Nao esta a chover e eu vou de carro;
(C) Nao esta a chover e eu nao vou de carro;

(D) Esta a chover e eu nao vou de carro.

Considere p, q e r, tais que p A ¢ e r — p sao ambas proposicoes falsas. Qual das
seguintes proposicoes é uma contradicao:

(A) (pAT) = g

(B) p—(gAr);

(C) (pAr) < (aVr);

(D) (pVr) < (qgVr).

Sejam p e ¢q proposi¢oes. Entao, ~ (p — q) V(~pVq) é

(A) logicamente equivalente a p;



(B) logicamente equivalente a ¢;
(C) uma tautologia;

(D) uma contradigao.

. Considere as seguintes proposicoes p, q e r definidas por:

p: "O Clube X ganha o campeonato";
q: "O Clube Y ganha o campeonato";

r: "O Clube Z ganha o campeonato".
Admitindo como verdadeira a proposicao
~~pVi~vg—=r)],
indique qual dos clubes ganha o campeonato:

(A) nenhum;

(B) o clube X;
(C) o clube Y;
(D) o clube Z.

. Sejam p, q e r proposicoes elementares. Sabendo que (p A ~ ¢) <> r é uma tautologia
e que r V p é uma contradicao, conclui-se que:

(B) ¢=V;
(C) (~pVg) =V;
(D) (pA ~q) <> rF~ g é um argumento valido.

. Considere as proposicoes:

p: Esta a chover; q: O sol esta a brilhar; r: Estéa calor.

Qual das seguintes afirmagoes representa, em linguagem corrente, a negacao da
Proposicao:
(~pAg) =

(A) Se esta a chover e o sol nao estd a brilhar entdo nao esta calor;
(B) O sol estéa a brilhar e nao estd a chover nem esta calor;
(C) Se esta a chover ou o sol nao estd a brilhar entao nao esta calor;

(D) Se esta a chover e o sol ndo esta a brilhar entdo nao esta calor.



9.

10.

11.

12.

Sejam p e ¢ proposicoes elementares. A proposicao:

~lgn(pV~qlng

é equivalente a:

(A) pA~gq;
(B) qAp;
(C) gn ~p;
(D) ~pA~q.

Considere as seguintes proposicoes p, q e r definidas por:
p: "O José ja fez uma viagem a China";
q: "O José ja fez uma viagem aos Estados Unidos";
r: "O José fez uma viagem a Tailandia".

Sabendo que a proposicao (~ p A q) =~ (pV r) é falsa, o José esteve em qual, ou
quais, destes paises:

(A) O José esteve na China e esteve na Tailandia;
(B) O José esteve apenas na China;
(C) O José esteve apenas na Tailandia;

(D) O José esteve nos Estados Unidos e esteve na Tailandia.

Sabendo que P = (~ p — ¢) A (~ q) é uma tautologia pode concluir-se que a pro-
posicao composta
~[(~p) AT g

¢ logicamente equivalente a:

(A) 7
(B) ~r;
(C) V;
(D) F.

Considere p, q e r proposigoes elementares tais que pVq é uma tautologia . Considere
ainda a proposicao P definida por:
P:l(~pAN~ gV VIpAT)A(~pV )]

A simplificagdo de ~ (P — ~ P) é:



(A) ~ P;
(B) P;
(C) V;
(D) F.

13. Considere as seguintes premissas de um argumento logico:

~ q; ~pV(q; r—p.

(A) o argumento é valido se a conclusao for r;
(B) o argumento ¢ valido se a conclusao for p A r;
(C) o argumento é valido se a conclusao for ~ ¢ — r;

(D) o argumento nao é valido se a conclusao for r.

14. Considere p, g e r as seguintes proposi¢oes compostas:
D P17 P2; q:P1— Ps3; rips— p1

O argumento

(A) p, r, ~ ps  ~ ps ndo & valido;
(B) p, r, ~pa b (py 4> q) & vélido;
(C) p, 7, ~pa I (ps A q) & vélido;
(D) p, r, ~ ps = ~ py é valido.

15. Considere o seguinte argumento logico: ~ ¢,pV q,r — p = r. Podemos afirmar que:

(A) O argumento é valido pois na tabela de verdade associada ao argumento temos
uma linha em que permissas sao verdadeiras e a conclusao também ¢é verdadeira.

(B) O argumento nao é valido porque podemos ter a conclusao verdadeira mas as
permissas falsas.

(C) O argumento é valido pois sempre que as permissas sdo verdadeiras a conclusao
também o é.

(D) O argumento ndo ¢é valido pois na tabela de verdade associada ao argumento
temos uma linha em que permissas sao verdadeiras e a conclusao é falsa.



Solucoes dos Exercicios Propostos

ST

(a) p. (b) gA ~p
(c) F. (d) V.

(e) p. (f) ~p
(2)p. (h) r

(a) Sejam p e g as proposicoes dadas. Considere a seguinte tabela de verdade:

Plq|~pP|P—=q|~pVyg
ViviVv F V
VIF| F F F
FlV IV V V
FlF |V V V

Pode verificar-se pela quarta e quinta colunas da tabela de verdade acima que
as proposicoes p — g e ~ pV g assumem sempre o mesmo valor l6gico. Conse-
quentemente, p - g =~ pV q.

(b) r=V.

(a) V.

(b) O raciocinio ndo é valido.

(a) O raciocinio é vélido.

(b) A & ortogonal e A nao é invertivel.

(a) TA ~pAq.



9.

(b)
(2)

O Joao pratica basquetebol e ciclismo mas nao pratica andebol.

i) F, considerando z = 10, a condigdo x +y = 0 86 é verdadeira para y = —10,
que nao representa um numero natural;

ii) F'; considerando z = 20, a condigdo zy = 20y = 2(10y) representa um
nlimero par;

iii) V; como o quantificador utilizado é o eziste, basta considerar x = 10 e
y = 20 e obtém-se 2x = y;

iv) F; como o quantificador utilizado é o para todo, a proposicao tem de ser
valida para quaisquer dois elementos de A. Note-se que a proposicao é
falsa pois considerando x = y = 20 obtém-se x + y = 40 > 30.

i)y Jre A, VyeN, x+y#0;
ii) Ve € A, Jy €N, zy é par;
iii) Vz,y € A, 2z # y;

iv) Jz,y € A, z+y > 30.



Solucoes dos Exercicios de Escolha Miultipla

10.
11.
12.
13.
14.

15.
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Aplicacoes

Algebra Booleana, portas légicas e circuitos...

A algebra booleana é uma area da matematica que estuda as operagoes logicas entre
valores binarios (0 e 1). Esta area ¢ bastante utilizada na eletronica digital para a cons-
trucao e andlise de circuitos elétricos. Tudo comecgou no século XIX com o matemaético
britanico George Boole (1815-1864). Boole, em 1856 apresentou um sistema matematico
de analise l6gica conhecido como dlgebra de Boole. Este sistema matemético foi apresen-
tado na sua obra An Investigation of the Laws of Thought (Uma Investigacdo Sobre as
Leis do Pensamento).

Em 1937, Claude E. Shannon, que estudou matemética e engenharia elétrica na Uni-
versidade de Michigan, nos Estados Unidos, provou na sua tese de mestrado, que a algebra
booleana podia ser usada para solucionar problemas de circuitos de telefonia com relés
(um dispositivo eletromecénico). A publicac¢ao do seu trabalho Symbolic Analysis of Relay
and Switching, praticamente introduziu na area tecnologica o campo da eletrénica digital.

Esse ramo da eletronica utiliza nos seus sistemas um pequeno grupo de circuitos elétri-
cos compostos por componentes eletrénicos como resistores, capacitores, diodos, transis-
tores e outros elementos que podem ser usados para controlar o fluxo de corrente elétrica.
Esses componentes podem ser conectados em varias configuragoes para criar circuitos que
realizam tarefas especificas. A algebra booleana é usada para simplificar a analise e o
projeto desses circuitos, reduzindo func¢oes booleanas complexas a fungoes booleanas mais
simples. Uma func¢ao booleana pode ser representada por uma equacao ou caracterizada
pela sua tabela verdade. Mas uma funcao booleana também pode ser representada de
forma grafica, onde cada operador estd associado a um simbolo especifico, permitindo o
seu imediato reconhecimento visual. Estes simbolos sao conhecidos por portas logicas.

Cada variavel booleana pode assumir um de dois valores possiveis, os quais podem ser
denotados por [F, V] (falso ou verdadeiro), [H, L] (high and low) ou ainda [0, 1]. Usaremos
aqui a notacao [0, 1], a qual é utilizada na area da eletronica digital.

As portas logicas béasicas incluem a operacao E, designada por multiplicacao logica e

%N bM

denotada por ”.”, a operacao OU, designada por adi¢ao légica e denotada por ” + 7 e a
complementacao, designada por negacao ou inversao e denotada por ~ A ou A e estas
podem ser combinadas para criar fungoes l6gicas mais complexas.

O simbolo da porta E é apresentado na figura seguinte:

A —
A.B
B —

O simbolo da porta OU é apresentado na figura seguinte:

A+B
+
B




A porta que simboliza a operacao complementacao é conhecida como inversor. Como
a operagao complementagao so pode ser realizada sobre uma variavel (ou sobre o resultado
de uma sub expressdo), o inversor s6 possui uma entrada e, obviamente, uma saida. Caso se
queira complementar uma expressao, é necessario obter-se primeiramente o seu resultado,
para s6 depois aplicar a complementagao. O simbolo do inversor ¢ mostrado na figura
seguinte:

Considere agora o seguinte circuito:

A —@———

>

-

Note que a funcao logica correspondente a F' é dada por

F(A,B,C)=((A-B)+ (A)+0))- (A) +C).

Desafio

Simplifique a expressao anterior recorrendo as propriedades da Algebra de Boole. Re-
presente o circuito correspondente & simplificacdo e compare com o circuito anterior.




Demonstracao: uma questao polémica

Existe alguma controvérsia em relacao a definicao de demonstracao e esta controvérsia
ja nao é recente:

"Nao deveria existir nenhum desacordo acerca da demonstracao matemdtica. Todo a
gente olha com inveja a suposta unanimidade dos matemdticos; mas de facto exriste uma
controvérsia consideravelmente grande na matemdtica. Os matemdticos puros negam as
demonstragoes dos matemdticos aplicados, enquanto que os [0gicos, por sua vez, repudiam
as dos matemdticos puros. Os logicistas desprezam as demonstracoes dos formalistas e al-
guns intuicionistas rejeitam com desdém as demonstragoes de logicistas e formalistas."(p.
21) Imre Lakatos (1987), s Que es que lo que prueba una prueba matematica?

A Légica esta presente em diversas técnicas de demonstracao. Refiram-se alguns dos
métodos de demonstracao que envolvem o uso da logica: demonstracao por contrarreci-
proco, demonstracao por reducao ao absurdo, demonstragao por dupla-implicacao, entre
outras.

Demonstracao

e Por contra-reciproco: (p = q) < (~ q =~ Dp);
e Por reducao ao absurdo: ~ (p = q) < (pA ~ p);

e Por dupla implicacdo: (p < q) < [(p = q) A (¢ = p)].



Desafio

1. Demonstre, por contrarreciproco, que:

Se um ntimero natural n nao é divisivel por 3, entao nao é divisivel por 15.

2. Demonstre, por reducao ao absurdo, que:

Vn € N, n? é par = n é par .

3. Demonstre, usando a dupla implicacao, que:
Dados A e B conjuntos, A C Bseesose ANB = (.




Vetores




Exercicios Resolvidos

1. Sejam @ = (1,0,2), ¥ = (0,1,-2) e @ = (2, —1,2) vetores de R3.

(a) Calcule, se possivel:

1.

ii.

1il.

o7 o,

Resolucao: O produto interno entre os vetores 7, U e W nao esta definido
pois qe v € R, W € R3 e nio esta definido o produto interno entre um
escalar e um vetor. Portanto, nao é possivel calcular a expressao Lo oW,

7/\7;

Resolucao:
i j k
UANT =(1,0,2A(0,1,-2)=|1 0 2
01 —2
(l0o 2 1 2 10
_Q1-4 *’0—2’0 J)

=0x(=2)—1x2,—(1x(-2)—0x2),1x1-0x0)
=(-2,2,1).

Observacao: Note-se que UANTLd e d NTLY.

proj= @ A |7 — 27|

Resolucao: O produto externo entre a projecao vetorial de W sobre U e a
norma de (7 — 27) nao esta definido porque proj+@ € R3, |7 — 27| €
R e nao esti definido o produto externo entre um vetor e um escalar.
Portanto, nio é possivel calcular a expressio proju @ A | @ — 27| .

(b) Calcule:

1.

os cossenos diretores do vetor E?;

Resolucio: Os cossenos diretores do vetor ' séo os escalares cos(<t(W, &)),
1 = 1;2; 3 dados por:

cos(<(W, &) = ”—%—” i=1:2:3.

Assim,
R 2
cos(<1(ﬁ>, 1)) = o

cos(<(W, &)) :
cos(<(W, &) = =.

Observacao: Os cossenos diretos de um vetor sao as coordenadas do seu
Versor.



ii. o comprimento da projecao vetorial do vetor o sobre o vetor E?;

Resolucao: O comprimento da projecao vetorial do vetor o sobre o vetor

W, denotado Hprojg?”, ¢ dado por:

rojo T = | |
|projw V|| ol
Assim,

1(0,1,—2) (2, —1,2)|
”(2?_1?2)”
0x2+1x(—1)+(—2) x 2|

\/22 +(=1)* + 22

lprojm | =

0—1—4] [-5]
VA+T+4 V9
5

= 3

iii. o cosseno do angulo formado pelos vetores T e ﬁ;

Resolucao: O cosseno do angulo formado pelos vetores o e W 6 dado por:

.
cos (4 (V. %) =

Da alinea anterior temos

TewW=-5 e | =3.

Donde resulta que,

70? )
COS 73 = —
(0 D) = I 1oL =2 <3
)
- 3><\/02+12+(—2)2
5 5

301114 35
V5

5
iv. o volume do paralelepipedo formado pelos vetores 7, T e .

Resolucao: O volume do paralelepipedo formado pelos vetores 7, Ve

¢ dado por:
Vol (4,7, W)= U ANV e W|.



Da alinea (a) ii., temos
UNT = (—2,2,1)
e portanto,
Vol (77 7a w) = |(_27 27 1) i (27 _17 2)|
[(=2) x 2+ 2x (—=1)+1x 2|
4.

2. Considere os vetores @ = (a,1,1), ¥ = (1,8,1) e os pontos P = (1,2,1) e
Q= (1,-2,4) de R3.
(a) Determine os vetores unitarios paralelos ao vetor ]@

Para este exercicio apresentamos duas resolucoes alternativas.

Resolucao 1: Os vetores unitarios paralelos a P(é sao o versor de P(j e 0 seu

simétrico. Para simplificacao da notagao denotemos q = P(qj Assim, preten-
demos calcular @ e —a.

Note-se que,

T=PQ=Q-P=(1,-24) (1,2,1)

Como || @] = +v/16 + 9 = 5, entdio a = ng =1(0,-4,3) = (0,-4,2).

Portanto os vetores pretendidos sao: q = (0, —%, %) e —d = (O, %, —%) :

(1-1,-2-2,4—1)=(0,-4,3).

Resolugao 2: Pretende-se determinar os vetores unitéarios, isto ¢, com norma

igual a 1 que sao paralelos a 1@ Por definicao, como sao paralelos a @ Sa0
da forma:

kPO = (0, —4k, 3k) |
para algum k € R.

Agora, como sao vetores unitarios tem-se:

|0, —4k,3k)|| =1 < V16k2+9k%2 =1
S V2hk2 =1

o VsVE2 =1

eblkl=1k==+:

Portanto os vetores pretendidos sao: (0, —%, %) e (O, %, —g) .



(b) Determine os valores de v e 3 tais que:

i. os vetores 2 e — U sejam colineares;

Resolucao: 27U || — ¥ < 2U A =0 = .

i j k
Ora, 20 A —0 2 2 2 :(‘ _25 _21'—’30{ _21'
-1 -8 -1

= (—2+428,— (—2a +2),~2a8 +2)
— (—24 28,20 —2,—2a8 +2).
Portanto, 2 A — 0 = 0o (=2+4+2p8,2a — 2, —2af +2) = (0,0,0)

200 2
-1 -8

—2+4+28=0 g=1
20— 2 =0 S a=1 )
—2a8+2=0 —24+2=0

Conclusao: os vetores 27U e — ¢ sao colineares quando o = 5 = 1.
Observacgao: Alternativamente, note-se que:
— — —
QU -V e2dAN-T=02WANT)=0cUdANT=0.

Ou seja, verificar se 27U e — U sdo colineares é equivalente a verificar se 0
e U $ao colineares.

ii. o vetor ¥ seja perpendicular ao eixo dos yy e a projecao vetorial de 0
sobre ¥ seja um vetor unitario.

Resolucao: Do facto de o ser perpendicular ao eixo dos yy resulta:
T 1lje vej=0.
Como j = (0,1,0), tem-se:
Tej=0x(1,51)e(0,1,00=0=0+5+0=0<= 8 =0.

Por outro lado, pretende-se que a projecao vetorial de U sobre U seja um
vetor unitario. Portanto:

| 7o
70 = | =
lproj= || Lo ==

Como =0, tem-se: 707:(04,1,1)0(1,0,1):a—|—0+1:a—|—1.

1.

Também, | 7]| = (1,0, 1) = vVIZ+ 07+ 12 = V2.



Portanto, |jproju U||=1 < |aj§1‘ =lelatl=v2
Sat+l=V2Va+l=-2
sa=—-14+V2Va=-1-—+2.

Concluimos assim que o vetor v é perpendicular ao eixo dos yy e simul-
taneamente a projecao vetorial de 7 sobre ¥ é um vetor unitario quando

ae{—l—\/i,—1+\/§}eﬁ:0.

(c¢) Considerando o = 2, determine o valor de 3 de modo que os vetores U, Ve
]@ sejam complanares.

Resolucao:

7,7efﬁcomp1anares <:>7/\701%:0<:>

N R e

S (1-f—(2-1),28—-1)e(0,-4,3) =0
S4+66-3=0sF=—¢.

k
1|e(0,—4,3)=0
1

— DN e

J
1
B8

2

1

Conclusao: 7, e ﬁ) sao complanares quando f = —

D=

3. Sejam 7, o e W vetores de R3 tais que U é perpendicular com 7, v é paralelo
com W e |7 =2|7|| =3 . Simplifique a expressdo:

U o2V + |V A QU —3T)].

Resolucao:

U o2V + | UAQU —3W)|| =2 o)+ |V AQY)+ T A(=3T)
=04 2(FAW)=3(T AW, pois 7 L ¥
:H2(7A7)—3.ﬁ pois T BeTAT =0
=2[|| 7 AT
= 2|| 7| || sin (< (¥, )
= 2|| 7| | sin (Z), porque ¥ L ¥
=2x 2 x3x1,pois |[U| =2| 7| =3
=9.




4. Dados W e U vetores de R3, demonstre a igualdade de Lagrange:
2 2 2 2
1T AT =TT~ (7 e 7)".

Resolucio: Denotemos 0 = £ (U, V) .

Observemos que

(T e W) = (1T ¥l cos§)” = | Z|* | || cos™ .

Assim, tem-se:
1IN = (2 e @) = 1INV = (1| T ] cos 6)°
= LI NT N = 12T ) cos? 6
= IV (1 = cos0)
= |7 |’ || 7|’ sin®6, pois sin®6 + cos?f = 1.
Agora reparemos que:

I AT = ([N (| sing)® = | 7]* | 7] sin® 6.
Concluimos assim que: || @ A V| = ||| V|° — (7 o V).



Exercicios Propostos

1. Sejam w = (3,-2), ¥ = (5,—1) e & = (—1,7) vetores de R2.

(a) Determine os vetores unitarios paralelos a .

(b) Calcule o valor das seguintes expressoes:
i W e(8Y +W);
i (7 @) B
iii. (|7 7)e .

2. Considere os vetores 7 = (—1,0,2), ¥ = (2,1,—1) e os pontos P = (0,—1,—1) e
Q= (2,-2,—1) de R,
(a) Calcule os cossenos diretores do vetor 1@

(b) Calcule o versor do vetor ]@ e compare os resultados obtidos com os da alinea
anterior. O que pode concluir?

(c) Verifique se os vetores U e ]Té s3o colineares. | VIDEO
(d) Determine os vetores unitarios @ tais que @ é ortogonal a @ e a ¥. | VIDEO

(e) Decomponha o vetor U como a soma de dois vetores, wh e wh tais que w é

paralelo a Ve wsé ortogonal a 7. |VIDEO

(f) Calcule o volume do paralelepipedo definido pelos vetores 7, e 176)2

3. Sejam W = (0,3,1), ¥ = (1,—1,1) e W = (k — 1,0, 2k) vetores de R3.

(a) Calcule, se possivel:
L UA 7;
i, (7 +27)e |7 -7
(b) Determine a area do triangulo definido pelos vetores W e ¥. |VIDEO

(c) Determine o(s) valor(es) de k de modo que:
i. a projecao vetorial de W sobre (7 - 7) seja um vetor unitério;
ii. os vetores 7, Ted sejam complanares.

4. Sejam U = (—2,1,2), ¥ = (0,—3,1) e W = (0,k,1 — k) vetores de R?.

(a) Calcule os cossenos diretores de /.

(b) Calcule a projecio escalar do vetor ¥ sobre o vetor .


https://youtu.be/4z8xKQV2_UE
https://youtu.be/IUMWlb3Chx0
https://youtu.be/FhSfBNGI768
https://youtu.be/l8knZX8FLek

(c¢) Determine o(s) valor(es) de k de modo que:

i. os vetores (7 — 27) e W sejam perpendiculares; | VIDEO

ii. o volume do paralelepipedo definido pelos vetores 7, Tew seja igual a

6 unidades.

5. Sejam W = (1,—1,0), ¥ = (2,0,0) e W = (4,5, 8) vetores de R3.

(a) Determine ofs) vetor(es) paralelo(s) ao vetor i com comprimento 7.
(b) Determine o valor de o de modo que || @ A W ||= 9.

(¢) Determine os valores de o e 8 de modo que os vetores 7, Ve W sejam
complanares e Ued sejam perpendiculares.

6. Sejam U = (2,-3,3), ¥ = (0,0, —1) ¢ W = (—1,0, 8) vetores de R?.

(a) Calcule, se possivel:
i3 A2 - 37;
i. U AQW).
(b) Mostre que, para o = —1, ||projs2 || = 0.

(¢) Determine o(s) valor(es) de v e de 3, de modo que ||@|| = V/5 e a area do
paralelogramo definido pelos vetores TeW seja igual a uma unidade.

(d) Comente a afirmagao: “Para o = 8 = 2, o volume do paralelepipedo definido
pelos vetores 7, Ve é igual a oito unidades”.

7. Sejam U = (1,2,—2), ¥ = (1,1,0) e W = (k, 2k + 2,0) vetores de R3.
(a) Determine os vetores unitarios paralelos a .
(b

(c

(d) Determine o(s) valor(es) de k de modo que a area do triangulo definido pelos
vetores U e W seja igual a 1 unidade.

Calcule o angulo entre os vetores Te.

— . .
Mostre que os vetores (7 A 7) e projw2u sao perpendiculares.

)
)
)
)

8. Sejam 7, 7, W e 7 vetores de R3 tais que e perpendicular a z_u>, B paralelo a
2
w,<(U, V) = ?ﬂ e |7 = ||V = 2. Determine, se possivel, o valor das seguintes

expressoes:

(a) (W +)e(UANTeT);
(b) |lprojz (W + 0)||;
(c) 3 Alproj+ 7 |


https://youtu.be/d1nK1aILnKc
https://youtu.be/rHSEjPYwgqQ
https://youtu.be/IJcbLjm31sk
https://youtu.be/DtSZIs6OdDc
https://youtu.be/FONP2ZfRIos

10.

11.

12.

13.

14.

15.

(@ @A +27)]

— N —
Sejam @, b, ¢ € R3, tais que ||7|| =2, (7, b> = — e b é um vetor unitario.

(=}

As seguintes afirmacoes sao todas verdadeiras. Justifique.
%
(a) HEM (7—25)” — 9,

(b) ?/\7-(?—2?):—?/\?.?.

Sejam 7, T e W vetores ndo nulos de R3. Mostre que:

(a) se os vetores W,V e W sdo complanares entio @ A U é perpendicular a

(W + proj= ).
(b) se os vetores U e ¥ sio perpendiculares entio |7 + V| = | W — V|
—
b

— —
Sejam @ e b vetores de R? tais que || @] = 2, H b H =6e L(d, V)= g Calcule:

E)A?“Jr?o(?,ﬁ—?).

Sejam U e U vetores de R? tais que <(W, V) = %’ ||| =2 e W é unitario.
3v2
T

Mostre que: ||projs || + || A 7| =
Sejam @, U e W vetores de R? tais que ¥ = 20, <(U,W) = g, Ve W

S0 unitarios.

Mostre que: proj-w + (7 A 7) = }17
Sejam U e U vetores ndo nulos R3 tais que U = u_>1 + 172, com 17{ = projﬁﬁ.
Mostre que u5 é um vetor perpendicular a .

%
Considerando um triangulo com os lados definidos pelos vetores 7, bed=d—0b ,
%
a

- ~ ~
com d e b vetores de R® ndo nulos e nio paralelos. Mostre que:

1212 = 4@+ |5 - 20 [ 7| cos(@, 7))


https://youtu.be/PTbAfHA5ZZw

16. Indique o valor légico das afirmacoes seguintes, justificando convenientemente.

(a) Se U e ¥ sdo vetores ndo nulos de R?, entdo: |7+ ||2 = | 7|2 +2|| ||| 7 ||+
171>,

(b) Consideremos @, 7 e W vetores de R? com o # T.SeWed =7 w,

entdo U = .

(¢) Sejam U,V e W vetores de R3. Se U & ortogonal a ambos ¥ e W, entdo
é ortogonal a Qv + BW para quaisquer escalares a e f3.


https://youtu.be/MZzy5_El42c

Exercicios de Escolha Miltipla

Nos exercicios seguintes deve selecionar a tinica opgao correta.

1. Considere em R? os vetores e os pontos definidos por:

W =(0,1,-1); ¥ =(-2,0,2); P=(1,-1,3) e Q=(1,1,1).

(A) os vetores U e 1@ sao perpendiculares;
(B) os vetores U e ]@ sao paralelos;
(C) os vetores e @ sao perpendiculares;
(D) os vetores U e P@ sao paralelos.

2. Considere em R? os vetores @ = (0,1,—2), 7 = (0,2, —=2) e W = (2,0,2).

(a) Das seguintes expressoes, indique aquela que nao esté definida:

(A) 2| 7;

(B) W o7 + W,

(C) ¥ +7 A W;

(D) projzd +7 A W.

(b) O angulo entre os vetores ¥ e W , £ (U, W), é igual a:

™

(a) 7 ®) T © - D) -

(¢) A érea do triangulo definido pelos vetores @ e W é igual a:

(A) 2V6; (B) 2; (C) 4; (D) V6 .

— — —
3. Sejam @ e b vetores de R? tais que @ e b = —3; |27 || =8 e H b H = /6.

%
Entao o angulo <« (7, b > é igual a:

() % (B) % (© 7. D) .



: ~ - . - =
. Considere em R? os vetores nao nulos 7, b e 7 tais que d =-3b ;b L ?;
7 s30 vetores unitarios.

A expressio ||(€ A @) A €| tem valor igual a:

(A) 3 (B) 1; (C) 0; (D) —3.

. Sejam 7, U e W vetores de R? tais que O perpendicular a . Entio:
(A) 3 e proj=@ = 0;

(B) 3% e proj-w = 6>;

(C) 3 o proj+u = 3:;

(D) 3 e proj+ nao esta definido.

. Sejam U e U vetores de R3 tais que U & paralelo a . Entdo:

(A) |7 A2 || Aprojod = U;

(B) |« A2 || A projd =27;

(C) |7 A2T| Aprojwd = 0;

(D) || A2 Aproj+d nio esta definido.

. Sejam 7, U e W vetores de R3 tais que UNT oW =T.
A expressio (0 AV + U A W) e U & igual a:

(A) 14 (B) T (©) -7 (D) 0.

. Considere em R? os vetores 7 = (0,1,—1), 7 = (2,0,2) e & = (o, =2, B).

b e

(a) Qual dos seguintes vetores tem norma igual a 3 e é perpendicular ao vetor v

(b) Considere av = 2. Qual(quais) o(s) valor(es) de § de modo que o volume do

paralelepipedo definido por 7, e w seja igual a 87

(A) B=0Vp=-8;
(B) 6 =-8;
(C) B=0;

(D) B=0Vj3 =28



9. Considere em R? os vetores @ = (2,1,—1), 7 = (1,-2,2) e & = (o, 1, B).

(a) A projecao escalar do vetor W sobre o vetor U é igual a:

2 2 2

(A) - 3’ (B) 3’ (C) - 90’ D) ;-
(b) Os vetores @ e w sao perpendiculares se:

(A a=0 A B=0; B)a=2 AN =1,

(C)a=-2 AN p=—-1, D)a=0A g=1.
(c) Os vetores @, U e W sdo complanares se:

(A)aeR A B=0; (B) a=-1 A =0

(C)a=0 A p=-1; (D)aeR A f=-1.

10. Sejam W = (2,0,0) e ¥ = (3, 2k, 1) vetores de R?. O(s) valor(es) de k de modo que
a area do triangulo formado pelos vetores @ e U seja igual a 3 é (sao):
(A) k=-2V k=2
(B) k=—V2V k=2
(C) apenas k = 2;
(D) apenas k = /2.

11. Sejam o e ¥ vetores de R® tais que ¢ ¢ unitario, |[|[W| = 4 e
(W, V) =2Z.
A expressio ||proj- | é igual a:
—1 1
(A) - (B) 5; (C) 2 (D) —2.
12. Sejam W e U vetores de R? tais que: |[W| = 2, |V = [T AV = 4 e

g <<(W, V)<

A expressio U o (3U — )
(A) éigual a 12 — 4+/3;
(B) éigual a 6 — 44/3;
(C) éigual a 6 + 4+/3;
(D) nao esta definida.



Solugoes dos Exercicios Propostos

@:(5\2/67’ \ﬁ) ou @:<_@7+@>'

i. 119;
ii. 85v/2;
iii. —12v/13.

cos (£ (78.6)) = 25, cos (£ (PB.2)) =~ e con (£ (FE.2)) =0

PQ = (2\[, f O) Os cosenosdiretores de um vetor sao as coordenadas do
seu Versor.

U e P(j nao sao colineares.

~_(_ vy 3yi i o
w*( 7 0 14 0 14 ) OU W=

o=
'S
w
ﬁ
'S
=l
N——

4
7:ﬁ+@ondeﬁ:(—§,—§,§)e@:(

Vol (7,7,1@) _7.
L UAT = (4,1,-3);

ii. Nao é possivel determinar o valor da expressao dada uma vez que o produto
interno so se encontra definido entre vetores. Na expressao dada o produto

interno apresenta-se entre um vetor, resultante da soma de U com 270 e
um escalar, resultante da norma da subtracao de U com V.

Atriéngulo (77 ?> = ¥26
k=—

S 2V2 _ =2V2

k= 2y = 2
cos (£ (U, é)) =
lprojz Il =}

i. k=0;

ii. k=0VEk=3.

N~ (V2 T2 N V2 TV2
U = (—, —T,O) ou —7u = (-T, T’O)

cos (£ (U, 63)) =L e cos (£ (U, é3)) = 2.

3’ 3

5: a=2.



6.

()

(b)
(c)
(d)

(d)

i. Nao é possivel determinar o valor da expressao dada uma vez que o produto
vetorial s6 se encontra definido entre vetores. Na expressao dada o produto
vetorial apresenta-se entre um vetor, resultante da multiplicacao do escalar
3 pelo vetor 7 e um escalar, resultante da norma da subtracao de 27U por
37;

ii. (200,2,2aq).

a=0VE+2

A afirmacao é falsa. O volume do paralelepipedo definido pelos vetores 7, o
e W é igual a onze unidades”.

i=(53,-3) on—i=(-§,-33).
£L(d,0)=1.
k=—4Vk=0.

A expressao dada nao se encontra definida pois o produto interno sé se encontra
definido entre vetores. Na expressao dada o produto interno apresenta-se entre
um vetor, resultante da soma de U com U e um escalar, resultante do produto
escalar entre o vetor resultante do produto vetorial entre U e que tem
prioridade, e o vetor 7;

lprojw (i + )| = 1;
A expressao dada nao se encontra definida pois o produto vetorial s6 se encontra
definido entre vetores. Na expressao dada o produto vetorial apresenta-se entre

um vetor, resultante da multiplicacao do escalar 3 pelo vetor 7 e um escalar,
representado por Hpr0j77||;

17 A (Z +27)| = 4V3.

_ J3
0. 7 = (1,0.+%).

10.

11.

12.

13.

14.



15. —
16. —

17. (a) A afirmacdo ¢ falsa. |7 + T||> = | 7>+ 27 & ¥ + | 7>

(b) A afirmacio ¢ falsa. Apresentemos um contra-exemplo: seja o
v = (2,-2,2) e w = (—2,2,2). Neste caso, resulta que Uet =
eV £ W,

(¢) A afirmacdo ¢ verdadeira. Seja U o (¥ + W) = a (U o V) + (W o ).
Uma vez que U 6 ortogonal a e que U 6 ortogonal a E), LedW =0e
W oW =0 pelo que U o (047 + ﬁﬁ) = 0, donde resulta que o é ortogonal a
Qv + BE? para quaisquer escalares reais o e 5.

—_

= (1’17 )7
U



Solugoes dos Exercicios de Escolha Miltipla

10.

11. C

12.



Aplicacoes

Programacao em Python para o calculo de areas e volumes

Cdlculo da drea do paralelogramo formado por dois vetores nao paralelos de R?

A utilizacao de vetores no calculo da area de um paralelogramo oferece uma abordagem
geométrica eficiente para resolver este problema. Recordemos que a area do paralelogramo
pode ser calculada multiplicando o comprimento da base pela altura. Consideremos o

paralelogramo [ABC D] formado pelos vetores @ e b representado na figura seguinte:

—

AaADb

ol

Area

Mideeeaaao O
1
A
\

A area do paralelogramo é entdo dada por:

Ajapcp) = base X altura = HJ@H . Hﬁ“
Note que no triangulo retangulo [ADE] temos a seguinte relacao:
H@H
Logo a area do paralelogramo ¢ dada por:

— — —
Aoy = [T [52] =121 [ - 2.3 = .17

. - . .
Resumindo, se @ e b sdo vetores que representam os lados adjacentes de um paralelo-
gramo, entao a area do paralelogramo pode ser dada pelo comprimento do vetor resultante

= [[PE] = sine - 47|

sinf =

~—

do produto vetorial @ A b :

%
Ajapep) = H7 A b H

Esta abordagem oferece uma alternativa para o céalculo da &rea de um paralelogramo,
proporcionando uma compreensao visual e intuitiva da geometria envolvida.



Note ainda que as areas dos triangulos [ABD] e [BCD] sao iguais a metade da area
do paralelogramo [ABCD]:

Hﬁ o
Aiasp) = Apep) =

O recurso a vetores é vantajoso dado que pode ser aplicado a uma variedade de proble-
mas geométricos, facilitando a expansao para contextos tridimensionais mais complexos.

Implementacao do cdlculo da drea do paralelogramo em Python

Vamos agora implementar o calculo da drea de um paralelogramo em Python. Para tal
vamos recorrer a biblioteca NumPy que permite trabalhar com vetores, proporcionando as
ferramentas necessarias para calcular o produto externo "np.cross” e o seu comprimento
"np.linalg.norm”.

Para calcular a area de um paralelogramo usando vetores em Python, usaremos a
seguinte abordagem:

1. Definir dois vetores que representem dois lados adjacentes do paralelogramo.

2. Calcular o produto externo entre esses dois vetores, obtendo-se um vetor perpendi-
cular ao plano do paralelogramo.

3. Calcular a norma do vetor obtido no ponto 2. obtendo-se a area do paralelogramo.

Apresenta-se agora um exemplo da implementacao do calculo da area do paralelogramo
em Python. Neste exemplo concretizamos o calculo para o paralelogramo definido pelos ve-

tores
W =(1,0,2) e ¥ = (0,1,—2) de R3.

Try programiz.pro
print("Tr) pro' A drea do paralelogramo é: 3.0
import numpy as np
def area_paralelogramo(vetor1, vetor2):
produto_externo = np.cross(vetor1, vetor2)

area = np.linalg.norm(produto_externo)
return area

vetor1 = np.array([1, 0, 21)

vetor2 = np.array([0, 1, -21)

area_paralelogramo(vetor1, vetor2)
aral ", area)




Cidlculo do volume do paralelepipedo formado por trés vetores nio complanares de R?

Recordemos que o volume do paralelepipedo pode ser calculado multiplicando a area

da base pela sua altura. Consideremos o paralelepipedo formado pelos vetores 7, bed
representado de seguida:

O volume do paralelepipedo pode ser calculado pela formula:
%
Volume =|d A b e |

ou seja, o moédulo do produto misto entre os vetores 7, bed.



Desafio

Faca a deducao desta formula para o calculo do volume do paralelepipedo formado por
trés vetores nao complanares de R3.
Implemente o calculo do volume do paralelepipedo em Python.




Matrizes, Sistemas de
Equacoes Lineares e
Determinantes




Matrizes e Sistemas de Equacoes Lineares

Exercicios Resolvidos

1. Sejam A, B e C as matrizes reais definidas por:

2 00 0
A=|111|,B=|2 eC’:[g _11(”
110 2

(a) Calcule, se possivel, (A —213)C7.

Resolucao: Dado que as matrizes A e I3 sao matrizes de ordem 3 podemos
realizar a operagao A — 213, cujo resultado ¢ uma matriz de ordem 3. Por outro
lado, CT é a transposta da matriz C' e portanto ¢ uma matriz de dimensao
3 x 2. Como o nimero de colunas de A — 23 é igual ao nimero de linhas de
CT podemos efetuar a multiplicagao (A — 2I3) CT. Assim,

: 2 00 100 5 1 017
(A—-2L)07 = 1 1 1]|=2l010 [0 _11}
(11 0| 00 1

(2 0 0] -2 0 0 2 0
= 11 1|4+ 0 -2 0 1 -1
11 0 0 0 -2 0 1

(b) Usando eliminagao gaussiana, reduza a matriz A; = [A | B] a sua forma esca-
lonada por linhas e indique a caracteristica de A;.

Resolucao: A matriz A; = [A | B] é a matriz:

— = N
e )
O = O
DN O



(2)

Um processo de eliminacao gaussiana que permite reduzir a matriz A; a sua
forma escalonada por linhas é o seguinte:

200 0 111 2 > T1 1 1 2
1112 Loy | 2000 LL?_;LL?__ZLLl 0 -2 —2 —4
110 2 1102 3 3o 0 0 -1 0

Como A’ esté na forma escalonada por linhas tem-se: car (A;) = car (A") =n.°

de pivots de A" = 3.

Analise a dependéncia linear das linhas e colunas da matriz A; definida na
alinea anterior.

Resolucao: A matriz A; da alinea anterior tem 3 linhas e 4 colunas. Uma vez
que, pela alinea anterior, a caracteristica da matriz A; é 3, podemos concluir
que:

e as linhas da matriz A; sdo linearmente independentes pois car (A;) = 3 =
n.° de linhas de Ay;

e as colunas da matriz A; sdo linearmente dependentes pois car (A;) =3 <
4 = n.° de colunas de A;.

2. Considere as seguintes matrizes reais

2 -1 0 0 1 =2
A=1]1 0 2 e B=| -1 2 —4
0 0 -3 0 0 1

Calcule a caracteristica da matriz A e justifique se A é invertivel.

= A

Resolucao:
2 -1 0] — > [1 0 2 1 0 2
10 2 | lveole g oy o | L2 L2200 gy 4y | Z 4
0 0 -3 0 0 -3 0 0 | -3

Tem-se: car (A) = car (A") = n° pivots (A') = 3.

Conclusao: Como car (A) =3 = ordem (A), entdo a matriz A é invertivel.

(b) Verifique se a inversa de A é a matriz B.

Resolugao: Para verificar se a inversa de A é a matriz B basta realizar o produto
AB. Se AB = I3 concluimos que a inversa de A é a matriz B, caso contrario
concluimos que B nao é a inversa de A.



2 -1 0 0 1 =2
AB =11 0 2 -1 2 4
0 0 -3 0 0 1

[ 0+14+0 2—240 —44+4+0
=|104+04+40 14+0+0 —2+0+2
| 0+04+0 04040 0+0-3

1 0 0 1 00
00 -3 0 01

Logo B nao é a inversa de A.

Observacao: Note-se que realizamos o produto AB mas alternativamente podia
realizar-se o produto BA.

. Considere o sistema de equacoes lineares A X = B, cuja matriz ampliada é dada
por:

1 3 « 1
[A|B]=10 « 2 2a0 |,
0 0 a>’—al| «

onde o é um parametro real. Classifique o sistema em fun¢dao do parametro a.

Resolucao: Cdlculos auxiliares:

’—a=0sala-1)=0a=0Va=1.

Classificacao do sistema em funcao do parametro o:

e 00N’ —a#0sa#0AN(a#0Na#l) s a#0Aa#1:
car (A) = car ([A | B]) = 3 = n.° variaveis
.. 0 sistema, é possivel e determinado.

o a=1:
car (A) =2 # 3 =car ([A| B])

.. 0 sistema é impossivel.

o a=0:
car (A) = car ([A | B]) =2 # 3 = n.° varidveis
.. 0 sistema é possivel e indeterminado com grau de indeterminacao 3 — 2 = 1.



4. Sejam A, B e X matrizes reais invertiveis de ordem n tais que B é inversa de A7,

Determine a matriz X que é solucao da equacao matricial:

(AP XT — BTyt = A

Resolucao: Como a matriz B é a matriz inversa de A7 entdo:
B=(AT)"eB=(A")" & Bl =4"

Assim,
-1

(AleT _ BT)fl A = [(AleT _ Ail)*l}
& ATIXT - AT = AT
SATXT=AT 4 A7
& AATIXT = A(2A7Y)
s [LXT =24A471
s XT =21,
& (xT)" =217
& X =2I,



Exercicios Propostos

1. Considere as matrizes reais A, B,C, D e E de ordens respetivamente iguais a 4 x 3,
3x2,3x4,4x2e3x3. Determine quais das seguintes expressoes matriciais estao
definidas. Para as que estao definidas, indique a dimensao da matriz resultante.

a) ABD.

(a)

(b) (ATCT + E)B.
(c) (CTE —2A)T.

(d) (AC)T + 3A.

(e) CDBT — ET.

2. Seja A uma matriz real do tipo m x (m+7) e B uma matriz real do tipo n x (13 —n).
Determine os possiveis valores para m e n sabendo que estao definidos os produtos

AB e BA. |VIDEO

3. Considere as seguintes matrizes reais:

-1 3 =2 1 2 1
A= 0 1 -1 e B=|2 0 1
2 -5 4 2 -1 1

(a) Determine:

i. a primeira linha da matriz A + B;
ii. a segunda coluna da matriz BA,;

iii. a terceira linha da matriz A2.

(b) Verifique se a inversa da matriz A é a matriz B.

RECORDE: Uma matriz A de ordem n diz-se invertivel se existir uma matriz
B de ordem n tal que

AB=1, e BA=1,.

A matriz B designa-se por inversa da matriz A e representa-se por A7l

4. Considere uma matriz antissimétrica A € My.4(R), uma matriz ortogonal B €
My4(R) e as matrizes reais

0 —2 1 12 0
1 0 9 2 9 -2
C=141 g D=1 ¢ 42 o
0 0 33 6 0


https://youtu.be/M06pR5uVl-Y

(a) Determine a matriz (DC)T — C7.
(b) Calcule a caracteristica da matriz D.

(¢) Determine a solugio da equagao matricial Y7 + 3D = B(ATB)T + AT,

5. Considere as matrizes reais

1 0 1 0 2 1 2 -4 0
A=|l0 -1 2|, B=|1 1| e c=| 2 0 2 1
1 2 -3 0 3 -1 2 a 8B

(a) Calcule se possivel:

i. AAT;|VIDEO
ii. 2BTA+ AT.|VIDEO
(b) Indique, justificando, se a matriz A verifica alguma(s) das seguintes proprieda-
des: simetria, antissimetria e ortogonalidade. VIDEO

(c) Analise a dependéncia linear das linhas e colunas da matriz C' em fungao do

parametros reais o e . | VIDEO

6. Seja A € M,,«n(R) com linhas Ly, Lo, ..., L,,. Mostre que as linhas Ly, Lo, ..., L,
da matriz A sao linearmente dependentes se e s6 se pelo menos uma das linhas de
A é combinacao linear das restantes.

7. Sejam A, B,C,0,, € M, (R) tais que A é ortogonal, C' é antissimétrica e O,, ¢ a
matriz nula de ordem n.

Mostre que A (CBA+ C)" + BTC + AC = O,.

8. Seja A uma matriz invertivel de ordem n.

Mostre que a inversa de A é unica.

9. Sejam A, B € M,,x,(R). Mostre que:
Se A ¢ invertivel e B é ortogonal entdo car(AB) = n. | VIDEO

10. Admita que I,, designa a matriz identidade de ordem n e O,, a matriz nula de ordem
n e A designa uma matriz de ordem n tal que:

A% —3A + 21, = O,,.

Mostre que A é invertivel e obtenha a sua matriz inversa.


https://youtu.be/GnSfONZ9b00
https://youtu.be/l4xM_VbEpAY
https://youtu.be/YLT5qTftJ0w
https://youtu.be/NFb1vZskZUo
https://youtu.be/lF2mmEnGkQY

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Sejam A e B duas matrizes invertiveis de ordem n e¢ X uma matriz de ordem n.
Resolva, se possivel, a equacao matricial:

(X —AP’=(X—-A4) X + B.

Sejam A, B € M,, (R) matrizes invertiveis tais que B ¢ a matriz inversa de AT.

Determine a matriz X que é solugao da equagao matricial: ‘VIDEO‘

(A7'XT - BT)™ = A,

Sejam A, B e X matrizes invertiveis de ordem n tais que A é uma matriz anti-
simétrica e B é uma matriz ortogonal. Resolva a seguinte equacao matricial:

1

(x7'B)" + (A"B+ A (BT)l)T ~ 1,

Utilizando o método de eliminacao Gaussiana classifique e, se possivel, resolva os
seguintes sistemas de equagoes lineares.

rT+ytw—2==z
2r+y+w=1+=2
rT+2w=>5—-2y+2z
r—y+z=1

r+2y—z=2
(S2): ¢ 2x+6y+32=4
3r+8y+22=10

(S1) :

RECORDE: Seja AX = B um sistema de equagoes lineares.

O método de eliminacao de Gauss consiste em efetuar operacoes elementares sobre
as linhas da matriz ampliada [A|B] de forma a obter a sua forma escalonada por
linhas [A'|B].

O sistema representado pela matriz [A’|B’], obtida pela condensagio é equivalente
ao sistema representado por [A|B].

Determine os valores dos parametros reais o e  para os quais o seguinte sistema
tem solugao.
rT—2y+2z=1

y+22=0
—r+y=-1
az=[0+1

Discuta a natureza dos seguintes sistemas de equagoes lineares em fun¢ao dos para-
metros reais a e b.

r—ay—z=2»b
2y4+az =10

2¢ — 2ay +az = 2b
dy +2az =b

r4+ay=>
(S1): ¢ z+(a+2)y—2az=0 e (S):
—2y+(a—1)z=2b+2


https://youtu.be/3PiWVvLKZcg

17. Classifique, em funcao do parametro real «a, o sistema de equacoes lineares AX = B,
cuja matriz ampliada é dada por:

1 3 Qo 1
A | Bl=]|0 « 2 2a
0 0 &*>—«a «Q

18. Considere as matrizes reais A, B, C' e X definidas por:

o | o :
A= “1, B= ., =10 2 1 e x=1"7
2 2a « 16 1 9 1 z
1 a 0 6] w

(a) Para que valores de « as colunas da matriz A sao linearmente independentes?

(b) Classifique o sistema de equagoes lineares AX = B em fungao dos parametros
ae f;

(c) Resolva o sistema de equagoes lineares AX = B para o = § = 1;

(d) Determine a ultima linha da matriz inversa de C.

19. Considere as matrizes reais A, B, C' e X definidas por:

2 1 a—1 0
A= 4 3 2«
-2 -1 o? -« o —

v
I
Q
|
)
N}
@
>
I

(a) De que tipo deve ser a matriz Y, de modo que a expressao matricial
YA?’B - CB

esteja bem definida?
(b) Classifique o sistema de equacoes lineares AX = B em funcao do parametro «;

(¢) Indique para que valores de « as colunas da matriz A sao linearmente indepen-
dentes;

(d) Resolva o sistema de equagoes lineares AX = B para o = —2;

(e) Considere az = 0. Determine o elemento da 2% linha e 3* coluna da matriz in-
versa de A.

20. Considere as seguintes matrizes reais:

1 2 0 -0 1 9 1 x
A= 0 264+4 1 |, B= 23 , C:[Q 1 1] e X=1|uyw
-1 =2 6] b —« z

<



Analise a dependéncia linear das linhas e colunas das matrizes A e C
Analise as matrizes A e C' quanto a invertibilidade;
Classifique o sistema de equacdes lineares AX = B para todos os valores de «

e de ;| VIDEO |

Nas alineas seguintes considere o = = —1.

Determine a solugao do sistema AX = B;

Resolva a equacao matricial AY = (CTCAT)T.

21. Indique o valor logico das afirmagoes seguintes, justificando convenientemente.

Se A e B sao matrizes ortogonais de ordem n entdo AB é uma matriz ortogonal;
Para quaisquer matrizes A, B € M,,«,(R) tem-se que (A+B)* = A>+2AB+ B?,

Para quaisquer matrizes A, P € M, y,(R) tais que A é simétrica, a matriz
PT AP é simétrica;

Sejam A, B e C' matrizes reais nao nulas de ordem n. Se AB = AC entao
B=C;
Se A e B sao duas matrizes invertiveis de ordem n entdao A + B é uma matriz

invertivel;

Se um sistema de n equagoes lineares com n incoégnitas tiver duas equacoes que
sao multiplas uma da outra, entao o sistema serd impossivel;

Todo o sistema de equacgao lineares homogéneo com mais incégnitas que equa-
¢oes tem infinitas solugoes.


https://youtu.be/3yOskoQ2qtU
https://youtu.be/02lhgA9x86c

Exercicios de Escolha Miltipla

Nos exercicios seguintes deve selecionar a tinica opgao correta.

1. Counsidere as matrizes reais

[ 2 2 6
(A) AB=| 2 5 3 |;

3 39

[ —2 2 6
(B) AB=| -2 -3 3 |;

-3 3 9

[0 —-4 0

[ —4 —6
(D)AB__l 81

2. Sejam A e B matrizes reais do tipo m x n. A expressao AAT — B:

(A) & uma matriz m x n;
(B) é uma matriz n x m;
(C) & uma matriz m x n se e s6 se m = n;

(D) nao esta definida.

3. Seja A uma matriz do tipo (m + 4) x m e B uma matriz real do tipo n X (8 — n).
Sabendo que estdo definidos os produtos AT B e BAT, os possiveis valores para m e
N Sa0:
(A) m=2An=6;
(B) m=6A n=10;
(C) m=—-2An=2;
(D) m=—-6An=-2.



4. Considere a matriz real

1 0 8 0
A=lao 50
0 o 0 4
Podemos afirmar que:
(A) se a = —f3, entdo A é uma matriz antissimétrica;

(B) se a = =0, entdao A & uma matriz escalar;
(C) se a = 3, entdao A é uma matriz simétrica;

(D) se a =0, entdao A é uma matriz triangular superior.

5. Considere as matrizes reais A = [ é 1 } e B= [ _3 2 1 . As matrizes A e B
sao comutaveis para:
(A) k=-1
(B) k=1;
(C) k=0;
(D) keR.
6. Considere a matriz real
2 1 3 4 4
0 o aa—1 1 0
A= 0 0 0 1 4
0 0 0 0 p

(A) Se a=1e [ #0, entdo as linhas de A sdo linearmente dependentes;
(B) Sea=0ef#0, entao car (A) = 3;

(C) Sea#0e [ +#0, entdo as colunas de A sdo linearmente independentes;
(D) Sea=0e =0, entao car (A) = 3.

1 0 5 0
7. Considere a matrizreal A= 0 2 0 3
0 0 0 a+4

Podemos afirmar que:
(A) se o =0, entdo car(A) =3 e A é uma matriz invertivel;
(B) se a =0, entdo car(A) = 2 e A nao ¢ invertivel;

(C) se @ = —4, entao car(A) =2 e A é uma matriz invertivel;



10.

(D) se v # —4, entdo car(A) = 3 e A nao ¢é invertivel.
Counsidere as matrizes reais
1 -1 -1 1 1 0

0 1 |k—4|| e B=| -1 -1 -1
~1 -1 0 1 2 1

A

O(s) valor(es) de k de modo que a matriz A seja a inversa de B ¢ (sdo):

(A) apenas k= —1;
(B) apenas k = 5;
(C) k=3VEk=>5
(D) k=—-1Vk=H5.

Sejam A e B matrizes de ordem n tais que A é simétrica e B é ortogonal. Seja X a
matriz invertivel que satisfaz a equacao matricial

BTA+ (X'B) = —B~'A.

Entao a solucao da equacao é dada por:
(A) X =2(4"H%
L.
(B) X = —5 (47"
(C) X = —2(4")

(D) X = = (A7),

1
2

Considere o sistema de equacoes lineares S de parametros a e b :

r+4dy+z =1
S=¢ v+2ay+(1+2a)z = 6 .
x4+ 4y + 9z = b

O sistema é possivel e indeterminado para:
(A) a=3 e b=9;

(B) a=3 e b=11,
(C) a=2¢e b=09;



11.

(D) a=2 e b=11.

Considere o sistema de equacoes lineares A X = B, cuja matriz ampliada é dada
por:

[A | B] =

OO =
o 0 O
N V)
N O =

onde « é um parametro real. Podemos afirmar que:

(A) se a =0, entdo car (A) = car (|[A | B]) e o sistema é possivel,
(B) sea =1, entao car (A) = car ([A | B]) = 3 e osistema é possivel e determinado;
(C) se a =2, entdo car (A) = 2 e o sistema é possivel e indeterminado;

(D) se a # 0 e a # 1, entao car (A) = car ([A | B]) = 3 e o sistema é possivel e
determinado.



Solugoes dos Exercicios Propostos

1. (a

(a) A expressdo matricial ndo esta definida;

(b) A expressao matricial nao esta definida. A matriz resultante é do tipo 3 x 2;
(c
(d

(e) A expressao matricial ndo esta definida. A matriz resultante é do tipo 3 x 3.

)
)
) A expressao matricial ndo esta definida. A matriz resultante é do tipo 3 x 4;
) A expressao matricial ndo esta definida;

)

2. m=3en=10.
3. (a) L Ly=[0 5 —-1];
i Co=[0 1 0]
iii. Ly=[ 6 —19 17 |;
(b) A inversa da matriz A é a matriz B pois BA = I3.

3 3 5 9
T _ T _ :
L) (DO -cT=| 0 o, |
(b) A caracteristica da matriz D é igual a 3;

3 -6 0 9
-3 -6 —-12 -9

(€ Y=1 _§ ¢ — —18|°
0 6 0 0
2 2 -2

5. (a) i AAT=| 2 5 -8 |;
—2 8 14

ii. A expressao 2BTA + AT;
(b) A matriz A é simétrica:

(c) As linhas da matriz C sdo linearmente dependentes quando o = —4 A 3 = 0.
As linhas da matriz C' sao linearmente independentes quando o # —4 V 3 # 0.



9.

10.

11.
12.
13.
14.

15.

16.

Al = —%A(A —31,).

X=A-BA™%.
X = BAT +1,.
X =0B.

Syt car (A) = car ([A | B]) =3 # 4 = n.° variaveis.

.. o sistema é possivel e indeterminado com grau de indeterminacao 4 — 3 = 1;

So: car (A) =2 # car ([A | B]) = 3.

.. 0 sistema é impossivel.

O sistema tem solucao quando:

e a=0Ap=-1:
car (A) = car ([A | B]) =2 # 3 = n.° variqveis.
.. 0 sistema é possivel e indeterminado com grau de indeterminacao 3 — 2 = 1;

o a#0ABER:
car (A) = car ([A | B]) = 3 = n.° variaveis.
.. 0 sistema é possivel e determinado.

Classificacao do sistema em funcao dos parametros reais a e b:
Sli

o a=—-1ANb=-2:
car (A) = car ([A | B]) =2 # 3 = n.° varidveis.
.. 0 sistema é possivel e indeterminado com grau de indeterminacao 3 —2 = 1;

e a=—-1Ab#—-2:
car (A) =2 # car ([A | B]) = 3.

.. 0 sistema é impossivel;

e a#—-1ANbeR:
car (A) = car ([A | B]) = 3 = n.° varidqveis.

.. 0 sistema, é possivel e determinado.

e a=-2Ab=0:
car (A) = car ([A | B]) =2 # 3 = n.° varidveis.
.. 0 sistema é possivel e indeterminado com grau de indeterminacao 3 —2 = 1;



e a=-2Ab#0:
car (A) =2 # car ([A | B]) = 3.

.. 0 sistema é impossivel;

e a# -2ANb=0:
car (A) = car ([A | B]) = 3 = n.° varidveis.

.. 0 sistema é possivel e determinado;

e a#-2ANb#0:
car (A) =3 # car ([A | B]) = 4.

.. 0 sistema é impossivel.

17. Classificacao do sistema em funcao do parametro real a:

o a=0:
car (A) = car ([A | B]) =2 # 3 = n.° varidveis.
.. 0 sistema é possivel e indeterminado com grau de indeterminacao 3 —2 = 1;

o a=1:
car (A) =2 # car ([A | B]) = 3.

.. 0 sistema é impossivel;

e a#0Na#1:
car (A) = car ([A | B]) = 3 = n.° variaveis.
.. 0 sistema é possivel e determinado.

18. (a) a #0;
(b) Classificacdo do sistema em fungao dos parametros reais « e 3

e a=0A(f=2VE=1):
car (A) =2 # car ([A | B]) = 3.
.. 0 sistema é impossivel;

e a=0AN(B#2NB#1):
car (A) =2 # car ([A | B]) = 3.
.. 0 sistema é impossivel;

o a#0ANp[=1:
car (A) = car ([A | B]) = 3 = n.° variaveis.
.. 0 sistema é possivel e determinado;

e aF#0OAN[#L1:
car (A) =3 # car ([A | B]) =4.

.. 0 sistema é impossivel.
(c) C.S.={(0,1,-1)};
0 -1 -1

d Cc'=| 05 05 05 |;:
-1 0 -1



19. (a) A matriz Y é do tipo 2 x 3;
(b) Classificacdo do sistema em fun¢do do parametro real a:
o a=1:
car (A) = car ([A | B]) =2 # 3 = n.° varidveis.
.. 0 sistema é possivel e indeterminado com grau de indeterminacao 3 —2 = 1;

o a=—1:
car (A) =2 # car ([A | B]) = 3.

.. 0 sistema é impossivel;

o aF-1Na#l:
car (A) = car ([A | B]) = 3 = n.° varidveis.
.. 0 sistema é possivel e determinado.

(¢) As colunas da matriz A sao linearmente independentes quando o # —1 A« # 1;
(d) C.8.={(-3,3,-1)};
(e) ags = 2.

20. (a) As linhas/colunas da matriz A sdo linearmente dependentes quando = —2V

f = 0. As linhas/colunas da matriz A sdo linearmente independentes quando
B # —2 AN [ # 0. As linhas da matriz C' sao linearmente independentes. As
colunas da matriz C' sao linearmente dependentes;

(b) A matriz A é invertivel quando § # —2 A 8 # 0. A matriz C nao é invertivel;
(c) Classificacao do sistema em fungdo dos parametros reais a e
o f=-"2Na=—4:
car (A) = car ([A | B]) =2 # 3 = n.° varidveis.
.. 0 sistema ¢é possivel e indeterminado com grau de indeterminacao 3 —2 = 1;
o f=-2ANa#—4:
car (A) =2 # car ([A | B]) = 3.
.. 0 sistema é impossivel;
o f=0Na=0:
car (A) = car ([A | B]) =2 # 3 = n.° varidveis.
.. 0 sistema é possivel e indeterminado com grau de indeterminacao 3 —2 = 1;

e f=0ANa#0:
car (A) =2 # car ([A | B]) = 3.

.. 0 sistema é impossivel;

o B#2ANF#0NaeR:
car (A) = car ([A | B]) = 3 = n.° varidveis.
.. 0 sistema é possivel e determinado.



21.

(a) Verdadeiro;

(b) Falso. Considere, por exemplo, A

(¢) Verdadeiro;

(d) Falso. Considere, por exemplo, A = { Lo } , B= [

e) Falso. Considere, por exemplo, A = L0 e B=
0 1

(f) Falso. O sistema pode ser possivel e indeterminado;

(g) Verdadeiro.

I

—
O =
|

_ O

[
¢)
Sy
I

—
|

—_ O



Solugoes dos Exercicios de Escolha Miltipla
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Determinantes

Exercicios Resolvidos

1. Sejam A e B as matrizes reais definidas por:

A:

— = o
— _ O

S = O

e

B =

2
2

(a) Usando o teorema de Laplace, calcule o determinante de A.

Resolucao: Aplicando o teorema de Laplace, por exemplo, a 1 linha da matriz

A, temos:

Al =

= —2.

Observacgao: Alternativamente, podia-se aplicar o teorema de Laplace a qual-
quer outra linha ou coluna da matriz A. Note-se, no entanto, que a aplicacao
a 1 linha e a aplicacao a 3 coluna sao as menos trabalhosas pois sao as que
envolvem mais zeros.

Calcule, se possivel, a matriz dos complementos algébricos de A e a matriz

inversa de A.

Resolucao: Pela alinea anterior, |[A|] = —2 # 0 logo a matriz A é invertivel.
Assim, podemos calcular a matriz inversa de A.

. D 40 x ((—1)1+2

= 2x(1x0-1x1)4+0+40

— =
O =
N
+
o
X
/;\\
|
=
Iy
w

A matriz dos complementos algébricos de A é dada por:

+

AC

—_— 0 kO =

_— o O o O+

— N =N e

_—o OO O

+

— N =N

—_ 0 = O =




A matriz inversa de A é dada por:

1 1 T
AN = Adj(A) = — (A€
vy )
T
R [-1 0 o
21 9 _9 o 0 —2 2
05 0 0
_ | —05 0 1
0 1 -1

(c) Usando a regra de Cramer, calcule a ultima componente da solugio do sistema
de equacoes lineares AX = B.

Resolucao: Pela alinea (a), |[A| = —2 # 0 e portanto, o sistema de equagoes lineares

AX = B, com X = [ r Yy z }T, é possivel e determinado. Logo o sistema AX = B
tem uma tunica solucao, a qual pode ser obtida aplicando a regra de Cramer.

Visto que nesta alinea é pedido unicamente o célculo da ultima componente da
solucao do sistema, esta é obtida pela regra de Cramer da seguinte forma:

2 00
1 1 2
1 1 2 0
p— = —— 0
: A —2

Nota: O determinante que se encontra no numerador é zero porque as linhas sao
L.D., reparemos que Ly = Lg.

2. Sejam A e B as matrizes reais definidas por:

0 b e a 2¢ b ¢
A:defeB:O_.l_lo
no g 20 h 1

g mt d 2f e f

Sabendo que |A| = k, mostre que |B| = k.



Resolugao:

a b c a 2c c
IBl=0+ (1) (=1)*"*| g h i |+(=1)(=1)*?| g 2 i |+0, teorema de Laplace
d e f d 2f f aplicado a 2% linha
a b c a 2c c
=(-1)(H+1)|g h ¢ |+(=1)(=1)| g 2i i |, estesegundo determinante é zero
d e f d 2f f| porque Cy=2C35 (colunas L.D.)
a c :
trocando as linhas Ly com L3
=(-1)|—|d e f . .
g h i (0 que faz com que se troque o sinal no determinante)
a b c
=+|d e f|=]A=k.
g h 1



Exercicios Propostos

1. Considere as seguintes matrizes:

s 2 1 1 1 2 1
A:{_?) 4],32 11 1|, c=|-2 0 4 e
010 ~1 -3 -2
1 -1 0
D=| 0 0 1
-1 2 -1

a) Calcule o determinante das matrizes A, B,C e D;

(
(

)
b) Calcule o determinante da matriz BC' e compare-o com |B] - |C];
(c) Compare |B| com |BT|;
(d)
)

d) Verifique se |B+ C| = |B| + |C];

(e) Mostre que D ¢é a inversa da matriz B. Compare |B| com |B™!].

2. Use o teorema de Laplace para calcular o determinante das seguintes matrizes reais:

-1 1 2 1 a b c d
1 1 -2
2 2 2 =2 —a b c d
A__g:;_2’3_042()ec_—a—bcd
-3 3 0 0 —a —b —c d
VIDEO
aj; Q12 @13
3. Considere a matriz real de ordem trés dada por A = | a2 @z ao3

asy asz2 0ass
(a) Identifique os termos da matriz A, as permutagoes a eles associadas e os respe-
tivos sinais;
(b) Calcule, usando a definigao de determinante, o valor do determinante de A;

(C) Considere a1 = 12 =— a13 = 1, 921 =— A32 — A3 — 3, a31 — a3z — 2e 99 = —2.
Verifique se a matriz A é invertivel.


https://youtu.be/f3DIhIy1awY

= 3, determine:

w O o
N — O

a
4. Sabendo que | 1
4

—2a —2b —2c
(a) | —2 0 -2 |;
-8 —6 -4
1 0 1
(b) a b c ;
3a+4 3b+3 3c+2
20 2 8
(c) | 3¢ 3 6
b 0 3

5. Considere uma matriz A € M,,«,(R) e as seguintes matrizes reais:

I 00 1 2
0 0 0 1

(a) Determine as matrizes:
i. Adj(B) e Adj(C);
ii. B~te O

(b) Mostre que:

A
Se A ¢ invertivel, entao Adj(A) é invertivel e (Adj(A))~' = m;

(c) Calcule (Adj(B))™'.

6. Considere o seguinte sistema de equacoes lineares.

r—y+2z = 1
S=¢ —r+3y—2z = -2 .
2 —y+3z2 = 2

(a) Usando determinantes, mostre que o sistema é possivel e determinado;

DICA: Recorde que um sistema AX = B, de n equacgdes com n incognitas, tem
uma tnica solugao se e 86 se det(A) # 0.

(b) Determine, usando a regra de Cramer, a solu¢do do sistema. | VIDEO


https://youtu.be/mVZT-tczXZ4

7. Considere as matrizes reais A, B e X definidas por:

10.

11.

12.

1 0 0 0 9 :10
1 -10 0 lo oy
A o1 2 01 B=lo e X=17
1 0 1 -1 0 w

Usando a regra de Cramer, determine a solucao y do sistema de equagoes lineares
AX = B.

k+1 -2 0 4

. . 0 1 -3 0
Considere a matriz real A = I 1 0 9
0 2 2 0

(a) Mostre que o determinante de A é igual a 16k — 16;
(b) Indique, justificando, para que valores de k:

i. as linhas de A sao linearmente independentes;
ii. a matriz A nao é invertivel;

(¢) Conmsiderando k = 0, calcule a primeira linha da inversa da matriz A. | VIDEO

Sejam U = (uy, ug, uz), U = (01,0, v3) € W = (wy, ws, ws) vetores de R3.

Up U2 U3
Mostre que: ANV oW = V1 Vg U3
w1 Wy W3

Sejam A, B, C' € M;y5(R) tais que |A| = 3, B é a matriz que se obtém de A trocando
a primeira e a quarta linhas e C & ortogonal. Mostre que | — AC(AC)TB™!| = 3.

Sejam A e B matrizes de ordem n tais que A ¢ antissimétrica e B é ortogonal. Seja
X a matriz invertivel que verifica a equacao matricial:

(X'B) + (ATB+ A(BT) ™) =1,
Mostre que | X| = +1.
Indique o valor logico das afirmagoes seguintes, justificando convenientemente.

(a) Existe uma matriz real triangular superior com determinante igual a —3;

(b) Se A e B sdo matrizes reais de ordem 3 tais que |A| = —2 e |B| = 3, entdo
2ATB7! = —3;
(c) Se A e B sao matrizes reais de ordem 5 tais que |A| = 2 e |B| = 4, entao

|~ ATBA| = 1.


https://youtu.be/B53ywZxZ64w
https://youtu.be/RJdgGj-icjk?si=A0ZrN17ByEaiuk5a

Exercicios de Escolha Miltipla

W =
N O
— DN

1. Considere a matriz A = . O determinante da matriz A é igual a:

e}
—
w

(A) 10;
(B) 11
(C) 12
(D) 13.

2. Considere a matriz B = . O determinante da matriz B é igual a:

S W W =
N = O N
= o NN O
W = = N

(A) —15;
(B) =5;
(C) 0;
(D) 15.

3. Sejam A e B as matrizes reais definidas por:

a b c 29 2h 2
A=|d e f e B=|d e f
g h i 2a 2b 2c

Sabendo que det(A) = k, o det(B) é:
(A) —4k;

(B) 4k;

(C) —2k;

(D) 2k.

4. Considere a matriz real A definida por:

2 1 -1
A= 4 3 0
-2 -1 0

O valor do elemento da linha 2 e da coluna 3 da matriz adjunta de A ¢ igual a:



(A) 0;
(B) 4
(C) 2;
(D) —4.

. Seja A a matriz

A:

W N =~
W = W
N Ot =~

Os complementos algébricos as; e as; da matriz A sao respetivamente:

(A) —6e 11;
(B) —6e —11;
(C) 6ell,;
(D) 6e —11.

. O determinante de uma matriz real D, de ordem 4, de modo que:
det |(—2D*D")"]
seja igual a 10 é:

(A) —5;
(B) 5

(©) —g;
™) 2

. Considere a matriz real A definida por

A:

= O
_ o X
O =

Para k = 1 a terceira linha da matriz inversa de A é dada por:
1 1 1

A [s - S

@55 35

® | -

N | —
(e
| S



© |

O = N

N = DN =
o

| I

®) |
8. Considere as seguintes matrizes invertiveis:

11 1
4 4 2

O = O

0
0| e C= A (BATA)
1

~N O N

(a) As entradas da matriz inversa de A, A~ sao:

(A) ay' =-Teaz =-3;

(b) A entrada da matriz C' é igual a:

(A) e =75
(B) 31 =6;
(C) ear =T,
(D) C31 — 8.
(c) Considere o sistema de equagbes lineares A X = B, cuja matriz ampliada é
dada por:
1 2 1|4
[A|B]=1]12 3 2|8
1 1 2|6

Sabendo que o determinante da matriz A é igual a —1, podemos afirmar que a
componente z da solucao do sitema AX = B é igual a:

(A) —14.

(B) —2.

(C) 2.

(D) 14.

(d) Considere o sistema AX = B onde a matriz A é dada por A =

— N
W W N
DO —

Com base no determinante da matriz A podemos afirmar que:



(A) o sistema AX = B é possivel e determinado.
(B) o sistema AX = B ¢é possivel e indeterminado.
(C) o sistema AX = B é impossivel.

(D) nenhuma das afirmacoes anteriores é verdadeira.



Solugoes dos Exercicios Propostos

) |A| =14, |B|=~1,|C|=2¢ |D| = —1;
) |BC|==2¢e|B|x|C]=-1x2=-2
(c) |Bl=—1e|B"]=—1;
) |
) |

2. |A| =7, |B| = —48 e |C| = 2abcd.

3. (a) Termo positivo 1: ajja9sa33, permutagao (123), sinal positivo;
Termo positivo 2:  ajsaszaz;, permutagao (231), sinal positivo;
Termo positivo 3: aj3asiass, permutagao (312), sinal positivo;

Termo negativo 1: ajzasas;, permutacao (321), sinal negativo;
Termo negativo 2: ajjas3ase, permutacao (132), sinal negativo;
Termo negativo 3: ajsas ass, permutacdo (213), sinal negativo.

det(A) = (11022033 + Q12023031 + G13021A32 — (13022031 — (11023032 — (12021333}

Como |A| = 0, a matriz A ndo é invertivel;

)
)
a) —24;
)
)

4.
(b) —3;
(c) —18.
0 13 ) 1 2
5. (a) 1. Adj(B)=| 0 —2 —4 | e Adj(C)= 0 0 1 -2 |
2.0 2 0 0 0 1
0 —-05  —15 (1) _12 _12 (1)
i. B'=| 0 1 2 e C7l = :
L » 0 0 1 -2
0 0 0 1
(b) -
-1 =05 0.5
(¢) (Aj(B))™'=| -2 —-15 0
1 0.5 0
6. (a) -



12. (a) Verdadeiro. Por exemplo:

16
(b) Falso. 2ATB~1| = —3

(c) Falso. | — ATB71A| = —1.



Solugoes dos Exercicios de Escolha Miltipla




Exercicios Complementares

Matrizes e Sistemas de Equacoes Lineares/Determinantes

Exercicios Resolvidos

1. Sejam A, B, C' e X as matrizes reais de parametros a e b definidas por:

A:

a 1 1 0 1 -1 0 T
-1 a 1|, B=|-b|,C=]10 1 -1 e X=|y
-1 -1 a b 1 0 a z

(a) Mostre que |A| = a (a® + 3).

Resolucao: Pela regra de Sarrus,

Al=(a®+1-1)—(—a—a—a)=0a’+3a=a(a®+3).

(b) Justifique para que valores reais de a a matriz A é:

1.

ii.

antissimétrica;

Resolucao: Recordemos a definicao de matriz antissimétrica:

A é antissimétrica se e so se AT = —A.
e 1 1717 a 1 1
AT=—-A | -1 a 1 =—| -1 a 1
i -1 -1 «a ] -1 -1 «a
a —1 —117 —a —1 -1
s [ 1 a -1 = l —a -1 |&a=—-a<a=0.
i 1 1 a | 1 1 —a

Conclusao: A é antissimétrica quando a = 0.

Observacao: Da definicao de matriz antissimétrica resulta que A é antis-
simétrica quando a;; = —aj; para todos os i,j = 1,2,3sei # jea;; =0
se 1= j.
invertivel.
Resolugao: A é invertivel < |A] # 0.
Cidlculos auxiliares:

|A|=0 < a(a®+3) =0, pela alinea (a)

Sa=0Va=-3.

Como a matriz A é real, a € R e portanto a condicdo a? = —3 & impossivel.
Assim, |A| = 0 quando a = 0. Logo A é invertivel quando a # 0.



(¢) Usando o método de eliminacao de Gauss, classifique o sistema de equagoes
lineares CX = B em funcao dos parametros a e b.

Resolucao: Comecemos por aplicar o método de eliminacao de Gauss a matriz
ampliada [C' | B]:

1 -1 0] o0 1 -1 0] o0 1 -1 0 |0
0 1 =—1|=b |B~lLi| 0 1 —1|—b |B=Islalg 1 -1 |—b
1 0 a|b 0 1 a|b 0 0 a+1]2b

Classificacao do sistema CX = B em funcao dos parametros a e b:

Sea#—-1AbeR:

car (C) =3
car (C'| B) =3
n.” var. =3

Sistema possivel determinado (S.P.D.).

Sea=—-1ANb#0: car(C)=2 : : )

car (C'| B) = 3 } Sistema impossivel (S.1.).
Sea=—-1ANb=0: car(C)=2

car (C'| B) =2 » Sistema possivel indeterminado (S.P.1.) e

n.° var. = 3 grau de indeterminacao G.I. =3 —2 = 1.

Nas alineas seguintes considere a = 1.

(d) Mostre que AC' — 213 = Os.

Resolugao:

1 1 171 -1 0 100
AC—2I; =| -1 1 1|0 1 —1]-2|010
| -1 -1 1] [1 0 1 00 1
140+1 —1+1+0 0—1+1 2 00
=| -140+1 14140 0-1+1|—]|0 2 0
| —14+0+1 1-140 0+1+1 00 2
(2 0 0 2 0 0 000
=l020|-{020[=|000]|=0s
0 0 2 00 2 000

(e) Determine a matriz inversa de A.
Para esta alinea apresentamos trés resolucoes alternativas.

Resolugao 1: Célculo da inversa de A tendo por base a alinea anterior:



1
AC —2I3=03 & AC=2]; & A<§C):Ig.
1 1
= —= 0
Logo, A=l = 1C = (2) TR
g0, - 92 - 2 2
1 1
3 03

Resolucao 2: Calculo da inversa de A usando determinantes.

Pela alinea (a): |A] = a(a*+3) =1 x4 =4, porque a = 1.

N EH R
AC = | (1) _11 1’ (—1)2+? _11 } (—1)2+ _11 _11‘
(—1)*! 1 1‘ (—1)*+ _11 1 (—1)*+ _11 1'
(1 (1) —(-1-(=1) +(1-(-1)) 2 0 2
= —0-(1) -1 (=) [ =] 2 2 0
| ia-1) - (-1)) 41— (1) 0 -2 2
2 =2 0
Adj(A) = (A" =0 2 -2
2 0 2
2 -2 0 : =3 0
Logo,A*:ﬁxAd](A)—}lx 0 2 —2|=|0 % -3
2 0 2 1oy !

(1] 1 11 0 0] 11 1)1 00

[A]LJ=| =1 1 1|0 1 0 Lolatli| g 9 9 |1 1 0 |Lelels
—1 -1 1|0 0 1 |"7t] 0 0 1 0 1 |B-bi-iLs
[ L L7 1 1
0 00 1 —1 |J7lizl2| g 0lo 1 _p |Le—sl

1

0 0 2|1 0 1 0 0 [2]|1 0 1 |fs7els
1 0 0|5 —3 O
0100 b =pa,
0 0 1|3 0 3




(f) Considere b = 2. Usando a regra de Cramer, determine o valor da segunda
componente da solucao do sistema de equacoes lineares CX = B.

Resolugao:

1 -1 0
ICl=]0 1 —-1|=(1+0+1)—(04+0+0)=2#0.
1 0 1
1 0 0
0 -2 —1
1 2 1
Pela regra de Cramer,y:T:g:O.

Nota: O determinante que se encontra no numerador ¢ zero porque as colunas
sao L.D., reparemos que C5 = 2C5.



Exercicios Propostos

1. Considere as seguintes matrizes reais:

-1 3 -2 0 1 2 1
A=l 0 1 -1, B=| 1|, c=|2 0 1| e X=
2 -5 4da —B 2 -1 1

(a) Indique, justificando, se o produto ABB7 esta definido;
(b) Usando o teorema de Laplace, verifique que |A| = —4a + 3;

(c) Para que valores de « as linhas da matriz A sdo linearmente independentes?

Justifique convenientemente a resposta;

(d) Classifique o sistema de equagoes lineares AX = B para todos os valores de «

e de (;

Nas alineas seguintes considere o = 5 = 1.

(e) Mostre que a inversa de A é a matriz C;

(f) Usando a alinea anterior, determine a matriz dos complementos algébricos de

A;

(g) Usando o método da matriz inversa, calcule a solugao do sistema AX = B.

2. Sejam « e [ parametros reais e A, B, C' e X as matrizes reais definidas por:

1 0 -1 2 -1 T
A= 0 1 0 , B=1] -1 0 , X=1uwy e C=
-1 0 0 2 z

(a) De que tipo deve ser a matriz D de modo que a operagao matricial
DATBD + B

esteja bem definida?
Calcule a matriz AT B — B;

)
(c) Analise a dependéncia linear das linhas e colunas da matriz B;
) Para que valores de o a matriz A é invertivel?

)

ae f3;
(f) Considere « =2A [ =1;

X ™

Classifique o sistema de equacoes lineares AX = C' em funcao dos paradmetros



i. Determine a inversa da matriz inversa de A;

ii. Recorra ao método da matriz inversa para resolver o sistema AX = C.

3. Considere A € M3,4(R), B € M3,1(R) e as seguintes matrizes reais

-1 3 =2 2

3 x

I U B | R oy
“=lo 20 o P=o| ©*7|:
0 2 0 1 2 w

(a) Indique, justificando, se o produto A(C'D)T esta definido;
(b) Determine a caracteristica da matriz C;

(c) Verifique se as matrizes A e C sdo invertiveis, justificando convenientemente a
resposta;

(d) Calcule, se possivel, a segunda linha da inversa da matriz C;

(e) Usando a regra de Cramer, determine a componente y da solu¢do do sistema
CX = D;

(f) Complete, justificando convenientemente, as seguintes frases:

i. Se car(A) = car([A|B]) = 3 entdo o sistema AX =B é ....
ii. Se car(A) =2 e car([A|B]) = 3 entao o sistema AX =B é....

4. Considere as seguintes matrizes reais:

2 =2 0 1 T
-2 2 a—3 b z

(a) Usando o teorema de Laplace, verifique que |A| = 4a(a — 3);

(b) Para que valores de a as linhas da matriz A sdo linearmente independentes?
Justifique convenientemente a resposta;

(c) Classifique o sistema de equagoes lineares AX = B para todos os valores de a
e b;

(d) Considere a =b = 2.

i. Usando, se possivel, a regra de Cramer calcule o valor da componente z da
solucao do sistema AX = B;

ii. Calcule a segunda linha da inversa da matriz A;

iii. Considerando C' uma matriz invertivel de ordem 3, determine a matriz Y
que satisfaz a equacdo matricial CYTA™! = C + CA™Y,

iv. Considere duas matrizes reais D e E de ordem 3 tais que |D| = 2 e onde

E é a matriz que se obtém de D trocando a segunda e a terceira linhas.
Mostre que [2EDT A7 = 4.



Solugoes dos Exercicios Propostos

(a) O produto ABBT est4 definido e a matriz resultante ¢ uma matriz do tipo
3 x 3.

(b) -

() =3

a
(d) Classificacdo do sistema em fungdo dos parametros reais a e g

3

o o= % ANB=—1:
car (A) = car ([A | B]) = 2 # 3 = n.° varidveis.
.. 0 sistema é possivel e indeterminado com grau de indeterminacao 3 — 2 = 1.

e a=3AB#-1:
car (A) =2 # car ([A | B]) = 3.

.. 0 sistema é impossivel.

e a£3AbeR:
car (A) = car ([A | B]) = 3 = n.° varidveis.

.. 0 sistema é possivel e determinado.

-1 -2 =2
-2 0 1
C _
() A% = -6 —6 —6
-1 -1 -1

(a) A matriz D é do tipo 2 x 3.

0 -2
(b) ATB—B=| 0 0
—2 2a-1

(¢) As linhas da matriz B sao linearmente dependentes e as colunas da matriz B
sao linearmente independentes.

(d) a# 1.
(e) Classificacdo do sistema em fungao dos parametros reais « e
e a=1ApF=0:
car (A) = car ([A | B]) =2 # 3 = n.° varidveis.
.. 0 sistema é possivel e indeterminado com grau de indeterminacao 3 — 2 = 1.



e a=1AB#0:
car (A) =2 # car ([A | B]) = 3.

.. 0 sistema é impossivel.

e aFlIANpPeR:
car (A) = car ([A | B]) = 3 = n.° varidqveis.

.. 0 sistema, é possivel e determinado.

2 0 1
f) i Al=] 0 1 0
1 0 1

3

HoXx=1 1

2

(a) A(CD)T nao estéa definido.
(b) car(C) = 4.

(c) A matriz A nao é invertivel pois ndo é uma matriz quadrada. A matriz C' é
invertivel pois car(C') = 4 = nimero de linhas da matriz quadrada.

@ [0 0 —05 0].
(e) y=0.
(f) 1. car(A)=car([A]| B]) =3 # 4 =n.° variqveis.
.. o sistema AX = B é possivel e indeterminado com grau de indeterminagao 4 — 3 = 1.

ii. car(A)=2%#car([A| B]) =3.
.. o sistema AX = B é impossivel.

(a) -
(b) As linhas da matriz A sao linearmente independentes quando |A| # 0, ou seja,
quando a # 0 A a # 3.
(c) Classificacdo do sistema em fungdo dos parametros reais a e b:
o a=0AbeR:
car (A) =2 # car ([A | B]) = 3.
.. 0 sistema é impossivel.
e a=3ANb=-1:
car (A) = car ([A | B]) = 2 # 3 = n.° varidveis.
.. 0 sistema é possivel e indeterminado com grau de indeterminacao 3 — 2 = 1.
e a=3Nb#—-1:
car (A) =2 # car ([A | B]) = 3.

.. 0 sistema é impossivel.

e aF0Na#3NbeR:
car (A) = car ([A | B]) = 3 = n.° varidveis.
.. 0 sistema é possivel e determinado.






Aplicacoes

Criptografia com Matrizes

Na criptografia, um dos principais objetivos é proteger mensagens de forma que apenas
o destinatario correto consiga decifra-las. Matrizes e operagoes associadas, como sistemas
de equacoes lineares e determinantes, desempenham um papel importante na codificacao
e descodificagao de mensagens.

Uma matriz pode ser usada para transformar uma mensagem num formato codificado.
Por exemplo, cada letra de uma dada mensagem pode ser representada numericamente,
por exemplo, do seguinte modo:

A=1,B=2,.. 7 = 26.

Assim, a mensagem é entdao convertida num vetor de niimeros, que serda multiplicado
por uma matriz chave, o que permitira obter uma versao codificada da mensagem original.

Exemplo 1:

Suponhamos que pretendemos codificar a palavra "RI". Comecamos por atribuir va-
lores numeéricos a cada letra. Assim,

I=9R=18.

Podemos agora transformar esta mensagem num vetor coluna:

i {w}
mensagem original = 9 |-

Escolhemos agora uma matriz chave 2 x 2. Esta matriz tem de ser invertivel para
que a mensagem possa ser decifrada,

. 3 1
matriz chave = [ 9 5 }

Multiplicamos agora a matriz chave pelo vetor da mensagem:

18 _ 3x18+1x9 _ 63
9 N 2x18+5x9 N 81 |~

A mensagem codificada é assim, apresentada pelo vetor:

. ~ 3 1
codlﬁcagao—{ 9 5]

mensagem codificada = [ gi) }



Descodificagao usando Matrizes Inversas e Determinantes

Para descodificar uma mensagem é necessario inverter a matriz chave. A matriz
chave s6 ¢é invertivel se o seu determinante for diferente de zero. Assim, comecemos por
calcular o determinante da matriz chave. Para facilitar designemos esta matriz por A.
O seu determinante é dado por:

det(A) =3 x5—-1x2=15—2=13 0.

Como o det(A) # 0, A admite inversa.
Calculemos agora a inversa da matriz A:

5 1

= 1{3 1] ER
Bl 25] | L2 s
13 13

Para obtermos a mensagem original, temos agora de multiplicar a matriz codificada
pela matriz inversa de A, A~!. Obtemos assim o vetor coluna com a mensagem original
(verifique!):

. . { 18 }
mensagem original = 9 |

O que corresponde a palavra "RI".

Exemplo 2:

Pretende-se descodificar a mensagem composta por varias letras. Consideremos, por
exemplo, a palavra "ADEUS". Neste exemplo, é necessario construir uma matriz maior
para codificar a mensagem original e depois descodificar essa mesma mensagem, resolvendo
um sistema de equacoes lineares. Consideramos uma matriz 3 x 3 para codificar grupos
de trés letras. Assim, comecemos por converter cada letra num valor numeérico:

A=1,D=4,FE=51U=21,5 = 19.

Dividimos a mensagem em grupos de trés letras e obtemos os vetores colunas corres-
pondentes:

1 21
Vetor 1= | 4 |, Vetor2= | 19
5 0

Note que o segundo vetor contém um 0 no final para completar o vetor 3 x 1.

Escolhemos agora uma matriz chave 3 x 3 no processo de codificacao. Designemos
esta matriz por A. Recordemos que esta matriz tem de ser invertivel para que a mensagem
possa ser decifrada,



2 3 1
matriz chave: A = 2 5 1
1 -1 2
Multiplicamos agora cada vetor pela matriz chave, A, para obtermos a codificagao:

e Para o Vetor 1:

2 3 1 1 2x1+3x4+1x5 19
codificagao 1 = 2 5 1 X 4 = 2X14+5x4+1x5 = 27
1 -1 2 5 I1x1—-1x44+2x5 7
e Para o Vetor 2:
2 3 1 21 2x2143x194+1x0 99
codificagao 2 = 2 5 1 X 19 = 2x21+5x19+1x0 = 137
1 -1 2 0 1x21—-1x1942x0 2

A mensagem codificada final é composta pelos vetores:

19 99
Vetor 1= | 27 |, Vetor 2= | 137
7 2

Para descodificar a mensagem original, precisamos de calcular a inversa da matriz A.
Recorrendo & teoria dos determinantes, A~! obtém-se:

n o _ 7 _1

6 6 3

A7t=| -1 1 0
_T 5 2

6 6 3

De seguida, multiplicamos a inversa da matriz chave, A~!, pelos vetores codificados,
Vetor 1 e Vetor 2, para obtermos os valores numéricos da matriz original, respetivamente:

e Mensagem descodificada 1:

19 | [ 1
Mensagem descodificada 1 = A=t x | 27 | = 4
o B
e Mensagem descodificada 2:
99 ] [ 21
Mensagem descodificada 2 = A~ x | 137 | = 19
2 0

Convertendo de volta as letras: 1 — A, 4 — D, 5 — E, 21 - U e 19— S.

Obtemos assim a mensagem original "ADEUS".



Desafio

Uma empresa de seguranca precisa de codificar mensagens confidenciais que serao
enviadas entre diferentes departamentos. Para garantir que apenas as pessoas autorizadas
conseguem decifrar as mensagens foi decidido usar uma matriz 4 x 4 como chave de
codificacao. Essa matriz permitird codificar mensagens com quatro letras.

Construa um exemplo com duas palavras utilizando uma matriz 4 x 4. Descodifique a
mensagem para garantir que o método utilizado permite obter a mensagem original.




Espacos Vetoriais, Valores
e Vetores Proprios




Exercicios Resolvidos

. Considere, em R?, os vetores a = (1,—1,1), b= (1,1,3) e ¢ = (0, k, 1) e o subespago
vetorial S = {(z,y,2) € R®: z — y — 22 = 0}.

(a) Calcule uma base para S e mostre que S tem dimensdo igual a 2.

Resolucao:
S ={(z,y.2) eR’ 1z =y + 22}
={(z,y,y + 22) : z,y € R}

= {(z,0,22) + (0,y,y) : z,y € R}
={z(1,0,2) +y(0,1,1) : z,y € R}
=[(1,0,2),(0,1,1)].
Logo os vetores (1,0,2) e (0,1, 1) geram o subespago vetorial S.

Vamos agora ver se os vetores (1,0,2) e (0,1, 1) sdo linearmente independentes:

a=10 a=20
a(1,0,2)+ £(0,1,1) = (0,0,0) & ¢ =0 S < =0
20+ =0 0=0

obtém-se a solucao trivial, logo os vetores sao linearmente independentes.
Conclusao: Bg = {(1,0,2),(0,1,1)} é uma base para S e dim S = #B; = 2.
(b) Mostre que B = {a,b} é uma base para S.
Resolucao:
1. BCS
a=(1,—-1,1)€ S, pois 1 —(—1) =2 x 1 =0.
b=(1,1,3) € S, pois3—1—-2x1=0,
9. #B=2=dim§.

3. a e bsao linearmente independentes.

a+pB=0 a=—p
a(l,-1,1)+5(1,1,3) =(0,0,0) & —a+p=0 (¢ ———
a+38=0 -—— =
- — = - — = a=0
S —(=0)+p=0 &< 26=0 ¢ =0
—B8+38=0 26 =0 0=0

obtém-se a solucao trivial, logo a e b sao linearmente independentes.

Por 1.,2. e 3. podemos concluir que B = {a,b} é uma base para S.



(c) Obtenha as componentes do vetor u = (1, —3, —1) na base B = {a, b}.

Resolucao:

u=aa+pb & (1,-3,-1)=a(l,-1,1)+3(1,1,3)

a+p=1 a=1-p —

S —at+f=-3 & ——— S —1+8+8=-3
a+38=-1 - —= 1-p+38=-1
- — = a=1-(-1) a=2

S f=-1 & ——— Sq f=-1
B=-1 - 0=0

Portanto u = 2a — b= (2, —1) 5.

(d) Determine o valor de k de modo que ¢ pertenca ao subespago vetorial gerado
por a e b.

Para este exercicio apresentamos duas resolucoes alternativas.

Resolucgao 1: Pela alinea (b), B = {a,b} é uma base para S. Logo B gera S5,
isto é, [a,b] = S.

Entdo c € [a,b] @ c=(0,k,1) e S 1-k—-2x0=0<k=1.
Resolucao 2:
c€la,b < c=aa+pb

< (0,k,1)=a(1,-1,1)+ £(1,1,3)

a+ =0 a=-—0 - — = - — =
S —a+f=k ¢ ——— &< p+p=k S 2=k
a+36=1 - — = —B+36=1 28 =1
~-= fa=-} [a=-}
S ——— & k=1 & k=1
p=1  |-—— " le-=4
Conclusao: Para k =1 tem-se ¢ = —%a + %b, portanto ¢ € [a,b] quando k = 1.

2. Considere, em M43 (R), o subespago vetorial S = {[ a b c } € Miy3s(R):a—b= O}
e 0s vetores:

u=[220],v=[23 0], w=[00 2].

(a) Calcule uma base para S e mostre que S tem dimensao igual a 2.



Resolucao:

Logoosvetoresulz[l 1 O}eu2:[0 0 l]geramS.

Vamos verificar se u; e us sao linearmente independentes.

auy+ fBuy =013 a1l 1 0]+8[0 0 1]=[0 0 0]

a=0
< ¢ a=0 ¢éS.P.D. (sistema possivel e determinado)
f=0

Logo uy e ug sao L.I..

Deste modo Bg = {uj,us} é uma base para S e dim S = #Bg = 2.

A partir do conjunto B = {u, v, w}, determine uma base para S.

Resolucao: Como v = [ 2 30 ] ¢ S, porque 2 # 3 (a # b), entdo devemos
retirar de B o vetor v.

Obtemos assim o conjunto B’ = {u,w}.

1.B’C5porque{g)§§,.
De facto, u=1[2 2 0] € Sporque2=2(a=b)e
w=[0 0 2]¢€Sporque0=0 (a=b).
2. #B' =2 =dim S.

3. Dados «, 8 € R, tem-se que:

au+pw=03 a2 2 0]+4[00 2]=[00 0]

20=0 a=20
& 20=0 & a=0 éS.P.D.
26 =0 6=0

Portanto B’ é L.I..

Por 1.,2. e 3. concluimos que B’ = {u,w} é uma base para S.

Calcule o subespago vetorial U = [u, v, w].

Resolucao: Seja, U = [u,v,w] = {t € Miy3(R) : t = au + fv +yw}.



Tem-se,

t=au+pv+ywe[a b c]l=a[l 1 0]+B8[1 2 0]+7[0 0 2]«
a+p=a 1 1 0a 1 1 0 a

=4 C¥+2B:b — 1 2 0]5b L2—>L2—L1 0 1 0|b—a
vy=c 0 0 2 ¢ 0 0 2 c

Reparemos agora que a matriz e a matriz ampliada possuem a mesma caracte-
ristica. Logo o sistema é sempre possivel, quaisquer que sejam os valores de a,
beceR, portanto U = [u,v,w] = Mi«3 (R).

3. Considere, em Ms.(R), o subespaco vetorial S e os vetores u;, us e us definidos

por:
S:{|:CCL Z:| EMQXQ(R)i b—CZO},

C[k+11 10 [0 1
W= 4™ T o2 *"MmT L0
(a) Mostre que a dimensao de S é igual a 3.

Resolugao:

S:Hi H € Moys(R) : b—c:O}
:{‘C‘ d_ € My(R) : b:c}

L
_{_c d| a,c,dER}

[a 0] 0 ¢ 0 0
:{_O 0 —l—[c 0]—1—[0 d}.a,c,dER}

10 0 1 00
= a{o 0}—1—0[1 O}—Fdlo 1].a,c,dER

S

U1 v2 v3
Logo vy, vy € v3 geram S.

Vamos agora verificar se vy, vy e v3 sao linearmente independentes.



a=0

a10+501+00—00@620
0 0 10| 7o 1]|"]00 B=0

v=0
Obtém-se a solugao trivial, logo vy, vy € v3 sao linearmente independentes.

~ 10 01 0 0 ,
Conclusao: Bg = {vy,v9,u3} = {[ 00 1 , { 10 } , [ 0 1 ]} ¢ uma base de
Sedim S —=#Bg =3,
Para que valor(es) de k, u; é combinacao linear de us e ug?

Resolucao: u; é combinagao linear de us € ug se e 86 se u; = aug + Puz, com
a, B eR.

[ k+1 1 [ 1 1
up = aus + Pug & i }:04 0}+B{O ]

1 4 0 2 10
(a=k+1 (- — — k=1
p=1 B = p=1
“9 521 eq T e T
\20[24 | a= a=2

Para k = 1 tem-se uy; = 2us + usz, portanto u; ¢ combinacao linear de uy e ug
quando k = 1.

Considerando k& = —1, justifique se algum dos seguintes conjuntos é base de S:

A = {ug,u3} e Ay = {u17U27U3}-

Resolucao: Como dim S = 3, qualquer base de S é constituida por 3 vetores.
Assim, A; = {ug,u3} ndo pode ser base de S pois #A4; =2 # 3 =dim S.

Ay = {uy,us,uz}. Dado que dim S = 3 = #A,, tem-se que A, é uma base para
S se verificar as seguintes condigoes: uy, us, uz € S € uy, us, uz sao linearmente
independentes.

o U = (1) 411 € S pois verifica a condicao b — ¢ = 0, de facto 1 — 1 = 0;
Uy = (1) (2) € S pois0—0=0;
uz = (1) (1) € Spois1—1=0.




b=

0 1 10 017 [0 0 atv=0
'“{14}*5{0 2}*7{10]_[0 0] Y atv=0

da+ 28 =0
- — =0
S
a=20 a=20

Obtém-se a solugao trivial, logo uy, us e uz sao linearmente independentes.

Conclusao: A, é uma base de S.

(d) Indique, justificando, o valor logico da seguinte afirmacao:
“Se A € S entao a matriz A é simétrica”.

Resolucao: Seja A € My (R) e suponhamos que A € S. Entao,
a b )
A:[ ],Comb—c:O,ouseme:c.
c d

a

Assim, A = [ . ¢ 1 e nestas condicoes AT = [ @ } = A, ou seja, A é

d c d
simétrica.
Conclusao: A afirmacao é verdadeira.

4. Considere o subconjunto S = {(z,y,z,w) ER*: z = |y| A 2 =0} de R™.

Mostre que S nao é subespaco vetorial de R%.
Para este exercicio apresentamos duas resolucoes alternativas.

Resolucao 1: Apresentamos um Contra-Exemplo:

Consideremos, u = (1,1,0,0) e v = (1,—1,0,0). Note-se que u e v pertencem
a S. No entanto, u + v = (2,0,0,0) ¢ S. Portanto S nao verifica a condigao
Yu,v € S, u+v € S e consequentemente nao é subespaco vetorial de R*.

Resolucao 2: Apresentamos um Contra-Exemplo:

Consideremos, u = (1,1,0,0) € Se A = —1 € R. Reparemos que A\u = (—1,—1,0,0) ¢
S. Portanto S nao verifica a condicao VA € R, Vu € S, A\u € S e consequentemente
nao & subespaco vetorial de R*.

5. Considere a seguinte matriz real:

0 1 1 0
0 0 2 0
A= 0 1 —-120
2 =2 =21



Admita que [A — Ay = A\ +2) (A= 1), com \ € R.

(a) Determine os valores proprios de A e a sua multiplicidade algébrica.
Resolucao: Calculo dos valores proprios de A :

A € valor proprio de A se e s6 se A é solucao de |[A — A\ Iy| = 0.

A=AL|=0 ©AXA+2)(A—-1)>=0
SA=0VA+2=0V(A—1)>=0
SA=0VA=-2VA=1VA=1L1

Logo os valores proprios de A sao Ay =0, \y = —2e A3 = 1.
As suas multiplicidades algébricas sdo m, (0) = m, (=2) =1 e m, (1) = 2.

(b) Determine o subespagco proprio associado ao maior valor proprio de A.

Resolucao: O maior valor proprio de A é A3 = 1.
Calculo dos vetores proprios de A associados ao valor proprio A3 =1 :

v é vetor proprio de A associado a A se e s6 se v € solucdo nao nula de
(A — )\14) V= O4><1.

0 1 1 0 1 0 00 x
B 00 2 0 0100 y |
A=M)v=0ua <1 1o 1 31 o[ 0010 2| T
2 =2 =21 0 0 01 w
[ —1 1 1 0 T 0
o0 2oy o
0 1 -2 0 z | |0
| 2 2 20w 0
([ —24+y+2=0 r=y+z r =3z
—y+22=0 Yy =2z y =2z
= y—22=0 g I — < 2eRr
(| 20 —2y—22=0 | ————— weR

Logo os vetores proprios de A associados ao valor proprio A3 = 1 sao da forma:
(32,22, z,w) € R* {0pa}.
Portanto, o subespago préprio associado ao valor proprio A3 = 1 é:

S(1)={(32,22,z,w) : z,w € R}.

o O oo



(¢) Indique, justificando, a multiplicidade geométrica de todos os valores proprios
de A.

Resolucao: Sabemos que:
1 <my(A) <mg(N),

para qualquer valor proprio .

Como my, (A1) = m, (A2) = 1, pela alinea (a), podemos concluir que m, (A\;) =
my ()\2) = 1.

Relativamente a A3 = 1 tem-se 1 < m, (1) < 2. Daqui nada se pode concluir.
Sabemos ainda que my (1) = dimS (1). E entdo necessario calcular dimS (1) .

Calculo da dimensao do subespago vetorial S (1) :
S(1) ={(3z,2z,z,w) : z,w € R}
={(32,22,2,0) + (0,0,0,w) : z,w € R}
={2(3,2,1,0) + w (0,0,0,1) : z,w € R}
~1((3,2,1,0),(0,0,0,1)].

Logo os vetores (3,2,1,0) e (0,0,0,1) geram o subespago vetorial S (1).

Vejamos agora se os vetores (3,2,1,0) e (0,0,0, 1) sdo linearmente independen-

tes:
3aa =0 0=0
20 =0 0=0
a(3,2,1,0)—|—5(0,0,0,1)—(0,0,0,0)(:) o =0 & =0
5:0 5:0

obtém-se a solucao trivial, logo os vetores sao linearmente independentes.

Conclusao: Bgay = {(3,2,1,0),(0,0,0,1)} é uma base para S (1) e portanto
dim S (1) = #Bg@) = 2. Logo, mg (1) = dimS (1) = 2.



Exercicios Propostos

1. Considere, em R3, e os vetores u; = (—1,—2,0), uy = (—1,2,—4), u3 = (2,4,0) e o
subespago vetorial S = {(z,y,2) € R®: 2z —y + 2 = 0}.

a) Verifique se us ¢ combinacao linear de u; e de uy. | VIDEO

(a)

(b) Os vetores uy, uy e us sdo linearmente independentes? Justifique. | VIDEO
)
)

(c) Determine uma base para S.

(d) Justifique que A = {uy,us} é também uma base de S.

2. Considere, em R*, o subespago vetorial S = {(z,y,2,w) ER*:y =20 Aw =0} e
os vetores uq,us, uz definidos por:

u = (—1,-2,2,0), wuy=(0,0,1,0) e ug=1(1,2,0,0).

(a) Mostre que:

i. dim S = 2;|VIDEO
ii. B ={u;,us} é uma base de S. | VIDEO

(b) Determine as componentes do vetor us na base B da alinea anterior. | VIDEO

3. Considere os vetores u; = (2,a,0), us = (a,6, —2) e uz = (1,a,0) de R,

(a) Determine os valores de a para os quais A = {uy,us, uz} ¢ uma base de R3.

(b) Considerando a = 0, calcule na forma mais simplificada, o subespago vetorial

gerado por uy, us € us. VIDEO

4. Sejam t, u, v e w vetores de R3 e S o subespaco vetorial de R? dados por:
t=(2,0,0), u=(4,1,-2), v=1(8,2k+2), w=(8,7,6) e
S={(z,y,2) eR®: 0 —4y =0A4y +22=0}.

(a)

(b)

(c)

)

(d) Para k = —2, determine as coordenadas do vetor w na base {t,u,v} de R3.

Mostre que os vetores ¢, u e v sao linearmente independestes.
Calcule uma base para S e mostre que a dimensao de S é igual a 1.

Determine o valor de k de modo que [u,v] = S.


https://youtu.be/xupDZtwcOTs
https://youtu.be/B7m2AY9Z5dI
https://youtu.be/RrDSe7xxPso
https://youtu.be/lpeXx5TNN9Q?si=s27L5DuGcWg85IyP
https://youtu.be/b_76ocDKbAM
https://youtu.be/CDhM-XTIq4w
https://youtu.be/TXlwYf59npE

5. Seja S o subespago vetorial de M3 (R) definido por:
S={[a b c]eMy;R):5a—b+2c=0}.

(a) Calcule uma base para S e mostre que a dimensao de S é igual a 2.
(b) Mostre que o conjunto B = {[ -1 -1 2 } , [ 0 4 2 }} ¢ uma base para S.

(c) Determine as coordenadas do vetor v = [ 150 ] na base de S apresentada
na alinea anterior.

6. Considere os vetores uy, us, usz € o subespago vetorial S de Msyo(R) definidos por:

1 3 0 0 0 1
=1y g0 "7 |9 9| WT |1 q|°

S:HZ Z} GMQXQ(R):b:i’)a/\d:—c}.

(a) Mostre que:
i. os vetores uq, us € ug sao linearmente independentes;
ii. dim S = 2.
(b) A partir do conjunto A = {uy, us, us} indique, justificando, uma base para S.

(c) Calcule, na forma mais simplificada possivel, o subespago vetorial gerado por
U1 € us.

7. Verifique se S = {A € My s(R) : AT = —A} ¢ um subespago vetorial real de
Msy2(R).

8. Mostre que o conjunto

S:{|:CCL 2:| EMZXQ(R):b:a—d VAN C:a+d}

é um subespaco vetorial real de Myyo(R).

0 -2 2
9. Considere a matriz real A = | —2 0o -2
2 =2 0

(a) Mostre que A = —2 ¢ um valor proprio de A. | VIDEO

(b) Determine o conjunto dos vetores proprios associados ao valor proprio A = —2.

(c) Determine o subespago proprio associado ao valor proprio A = —2 e calcule a

dimensao deste subespaco. | VIDEO


https://youtu.be/fu372nN8hqQ
https://youtu.be/N2w6TROkKQc
https://youtu.be/bGQ6mXJpls8

1 -2 0
10. Considere a matriz real A = 2 -3 0
2 —4 =2

(a) Mostre que o polinémio caracteristico de A é p(A) = (=2 — X\)(\ + 1)%

(b) Determine os valores proprios de A e indique as suas multiplicidades algébricas.
) Determine a multiplicidade geométrica do menor valor proprio da matriz A.
)

(c

(d) Determine k& de modo que (0, k, —6) seja vetor proprio de A.

11. Considere a matriz real A definida por:

1 0 0 0
1 =10 0
A=19 1 2 ¢
1 1 -1

(a) Determine os valores proprios da matriz A e indique as suas multiplicidades
algébricas.

(b) Mostre que o menor valor proprio tem multiplicidade geométrica igual a 1.

(c) Indique as multiplicidades geométricas dos restantes valores proprios de A.

12. Considere a matriz A =

S O =

11
2 1], cujos valores proprios sao Ay =1 e Ay = 4.
2 3

(a) Mostre que u = (1,1,2) é um vetor proprio de A associado ao valor proprio
Ay = 4.

(b) Sabendo que a multiplicidade algébrica do valor proprio Ay = 1 é igual a 2
indique, justificando, a multiplicidade geométrica do valor proprio Ay = 4.

¢) Indique, justificando, trés vetores proprios de A associados ao valor proprio
J
A1 = 1. E possivel escolher os trés vetores linearmente independentes?

13. Seja A € M,,«n(R). Mostre que A = 0 é um valor proprio de A se e s6 se A ndo é
invertivel.

14. Seja A € My4(R) tal que:
car(A)=3; Au=1[3 6 -3 O}T onde u=[-1 -2 1 O}T;

S = {v ER*: (A+20)v= O4x1} tem dimensao igual a 2.

(a) A matriz A é invertivel? Justifique convenientemente a resposta.



(b) Indique, justificando, os valores proprios de A e as respetivas multiplicidades
algébrica e geométrica.

15. Seja A € M, »,(R) uma matriz invertivel.

Mostre que se v é um vetor proprio de A associado ao valor proprio A, entao v é um
, . -1 . , . 1
vetor proprio de A" associado ao valor proprio §.

16. Seja A € Myyy (R) uma matriz com valores proprios Ay =0, Ay =1 e A\3 =2 para a
qual o subespaco proprio associado ao valor proprio A3 = 2 é dado por:

S(2)={($,y,z,w)€R4: r+z2=2y A w:()}‘

(a) Calcule uma base para S(2) e mostre que a dimensao de S(2) ¢é igual a 2.

b) Indique, justificando, a multiplicidade algébrica dos valores proprios de A e o
J g
polinémio caracteristico de A.

(c) Considere os vetores u; = (1,0, —1,0), uz = (0,1,2,0) e ug = (2,3,4,0) de R*.
i. Mostre que B = {uy,us} ¢ uma base de S(2).
ii. Obtenha as componentes do vetor us na base B da alinea anterior.

iii. Usando as alineas anteriores, verifique que o vetor uz ¢ um vetor proprio
de A associado ao valor proprio A3 = 2.

17. Considere o subespago vetorial S de R* e a matriz A € M, 4(R) definidos por:

S:{(x,y,z,w)€R4:y—2w:0/\z+2w:0} e A=

oo o
O O NN
O W W w
e )

(a) Mostre que a dimensdo de S é igual a 2.

(b) Verifique se o vetor (7,6,—6,3) pertence ao subespaco gerado pelos vetores
w=(1,2,-2,1) e v = (0, 4,4, —2).

(¢) Indique os valores proprios de A e as respetivas multiplicidades algébricas.

(d) Mostre que o subespago proprio associado ao valor proprio A = 1 é igual a S.

18. Considere a matriz A =

W w w
W w w
W w w

(a) Verifique que A = 0 é um valor proprio de A.
(b) Mostre que o subespago proprio associado ao valor proprio A = 0 da matriz A
é:
S(0) = {(z,y,2) eER*:x+y+2=0}.


https://youtu.be/opcvjVNvplE

(c) Determine uma base e a dimensao de S(0).

(d) Comente a seguinte afirmacao: “A multiplicidade algébrica do valor proprio
A=0¢igual a1”.

(e) Verifique se algum dos seguintes conjuntos A; e A, é uma base para S(0).

Ay ={(1,-1,0);(1,0,-1);(0, -1, 1)} e As=1{(3,0,-3);(2,—1,—-1)}.

19. Considere o subespago vetorial S de R* e a matriz M € M. 4(R) definidos por:

Sz{(m,y,z,w)ER4:x—y+w:OAz—4w:0} e M=

OO O =

O O N

[N\ R e B a)
o

(a) Mostre que a dimensao de S é igual a 2.
(b) Verifique que A = {(2,3,4,1);(—1,—1,0,0)} é uma base para S.

(c) Determine as componentes do vetor w = (2,0,—8,—2) na base A da alinea
anterior.

(d) Calcule os valores proprios de M.

(e) Mostre que o subespago proprio associado ao valor proprio A = 2 é igual a S.

20. Indique o valor logico das afirmacoes seguintes, justificando convenientemente.
(a) Se V' & um espaco vetorial de dimensao n, entdo quaisquer (n — 1) vetores de
V' sao linearmente independentes.

(b) Se B = {a,b,c,d} & uma base de um espago vetorial R?*, entdo o conjunto
C ={b—a,2a+b,2c — a,d} é uma base de R*.

(c) Existe uma matriz real de ordem 4 que possui A = 3 como tunico valor proprio.

(d) Se A ¢ um valor proprio de uma matriz A de ordem n, entdo A\? ¢ um valor
proprio de A2.

(e) S={[a b ¢|] € Mix3(R):a=0Ac=b+ 1} éum subespaco vetorial real de
Mi3(R).



Exercicios de Escolha Multipla

1. Qual dos seguintes conjuntos é formado por vetores de Myyo(R) linearmente independentes?

@ oa] [ [ S 0]h

® ] ool 5 5]}

© o] [0 o]}

o ool Lo sy

—k 2k |, o 1 =2 -1 2
2. O vetor [ 17 } é combinacao linear dos vetores [ 3 _q } e [ 1 3 } quando

k for igual a:

(A) —3.
(B) 3.
(C) —2.
(D) 2.

3. Considere o subespaco vetorial S de R* definido por:

S:{(:my,z,w)€R4:x—y+w:0/\z—4w:0}.

Podemos afirmar que:

(A) A=1{(4,6,8,2);(—2,-2,0,0);(2,4,8,2)} ¢ uma base para S.
(B) A=1{(2,2,0,0)} é uma base para S.

(C) A={(2,3,2,1);(1,1,0,0)} é¢ uma base para S.

(D) A=1{(2,3,4,1);(—1,-1,0,0)} ¢ uma base para S.

4. Considere o subespago vetorial gerado pelo vetores u = (3,0,—3) e v = (2, -1, —1).

Podemos afirmar que:

(A) (—2,0,4) pertence ao subespago vetorial gerado por u e v.
(B) (1,—2,1) pertence ao subespago vetorial gerado por u e v.

(C) (1,0,—2) pertence ao subespaco vetorial gerado por u e v.



(D) (2,-2,2) pertence ao subespaco vetorial gerado por u e v.

. Sejam u, v e w vetores de M3 (R) e S o subespago vetorial de M3 (R) definidos
por:

u=[2 4 1], v=[00 —2] ew=[2 k* 0];

S:{[a b c} EMlxg(R):b—Qa:O}.
Entao:

(A) para k = 2, o conjunto {3v, w} é uma base para S.
(B) para k =2, o conjunto {u,3v,w} é uma base para S.
(C) para k =1, o conjunto {3v,w} é uma base para S.

(D) para k =1, o conjunto {u,3v,w} é uma base para S.

. Considere, em R*, o conjunto {a, b, c,d} de vetores linearmente dependentes. Entao:

(A) {a,b,c} & um conjunto de vetores linearmente dependentes.

pelo menos um dos quatro vetores escreve-se a custa dos restantes.
B 1 d t t 2 ta d tant
(B) a,b,c e d geram R*.

(D) {a,b,d} &€ um conjunto de vetores linearmente independentes.

. Sejam S um subespago vetorial de Mayo(R) com dim S = 3 e {a, b, ¢,d} um conjunto
de vetores de S. Entao:

(A) {a,c} é uma base de S.
(B) {a,b,c,d} é uma base de S.
(C) {a,b,c} é um conjunto de vetores geradores de S.

(D) {a,b,c,d} & um conjunto de vetores linearmente dependentes.

. Considere S um subespaco vetorial de Ms,o(R) dado por:

S:{A: [z g}} EMQXQ(R)Qx—y—I-w:O/\z:O}

) 127 [0 1 1 1] pog L e
€ 0S vetores u = 00 , U= ~92 0 e w = 011 odemos concluir que:

(A) {u,3v} é uma base de S.
(B) {u,v,w} é uma base de S.
(C) {u,w} é uma base de S.

(D) {u,2v,w} é um conjunto de vetores linearmente dependentes.



9.

10.

11.

12.

Sejam vy, v9 € v3 vetores nao nulos de um espaco vetorial E tais que:
E = [Ul,Ug,Ug], U1+21}2:OE (& U3 ¢ [’Uhvg].
Entao:

(A) os vetores vy e vz sdo linearmente independentes.
(B) os vetores v € v3 sdo linearmente dependentes.
(C) dim(FE) = 3.

(D) dim(FE) = 1.

Seja V um espaco vetorial real de dimensao n. Entao:

(A) Quaisquer (n — 1) vetores de V sdo linearmente independentes.
(B) Quaisquer (n+ 1) vetores de V' geram V.
(C) Quaisquer (n + 1) vetores de V' sdo linearmente dependentes.

(D) Qualquer conjunto com n vetores de V forma uma base para V.

Considere o subconjunto S de R* definido por:

S = {(:L‘,y,z,w) ER4:x:0\/w:O}.
Podemos afirmar que:

(A) S ¢ um subespago vetorial de R*.

(B) S ndo é subespago vetorial de R* porque Ogs ¢ S.

(C) S nao é subespago vetorial de R* porque Ju,v € S, u+v ¢ S.
(D) S nao é subespago vetorial de R* porque I\ € R,Ju € S, M\u ¢ S.

Considere o subconjunto S de Msyo(R) definido por:

S:{[a Z} € Mayyo(R) :b=a A c:d}.

Cc

Podemos afirmar que:

(A) S & um subespago vetorial de Mayo(R).

(B) S nao é subespago vetorial de Myy2(R) porque Oaxo ¢ S.

(C) S nao é subespago vetorial de Mayo(R) porque Ju,v € S, u+v ¢ S.
)

(
(D) S nao é subespaco vetorial de Myyo(R) porque 3IA € R,Ju € S, Au ¢ S.



13. Considere a matriz A € M33(R) definida por:

1
A=10
0

[NORN NI
W —

Podemos afirmar que:

(A) 4 é valor proprio de A.
(B) 0 é valor proprio de A.
(C) —1 é valor proprio de A.
(D) —4 é valor proprio de A.

14. Considere a matriz A € M343(R) definida por:

3 —1 =3
A=10 3 0
0 -1 0
Podemos afirmar que:
(A) (2,1,—3) é um vetor proprio de A associado ao valor proprio 3.

1
(B) 2,—3,1) é um vetor proprio de A associado ao valor proprio 3.
(C)
)

(
(=
(
(D) (=

0,3, —3) é um vetor proprio de A associado ao valor proprio 3.
3

,3,0) &€ um vetor proprio de A associado ao valor proprio 3.

15. Considere a matriz real A =

S O
— N O
=~ w O

(a) Podemos concluir que:

(A) 5 é valor proprio de A com multiplicidade geométrica 2.
(B) 1, 2,5 e —6 sao os valores proprios de A.

(C) 5 é valor proprio de A com multiplicidade algébrica 1.
(D) 2 e 5 sao os valores proprios de A.

(b) O conjunto dos vetores proprios de A associados ao valor proprio 1 é:
(A) {(0,-32,0): z € R}.
(B) {(0,—3z,2): z € R}.
(C) {(0,-32,0): z € R}\ {(0,0)}.
(D) {(0,-32,2): 2z € R}\ {(0,0)}.



16. Seja A € M3y3(R) tal que |A| = 16. Considerando que o subespagco proprio associado
ao valor proprio A = 4 tem dimensao 2, conclui-se que:

(A) m,(4) = 3.
(B) 2 e 4 sao os valores proprios de A.
(C) tr(A) =8.

(D) 1 e 4 sao os valores proprios de A.

17. Seja A € Mj3.3(R) tal que |A| = 25. Considerando que o subespaco proprio associado
ao valor proprio A = 5 tem dimensao 2, conclui-se que:

(A) m.(5) =3.
(B) my(1) =1.
(C) tr(A) = 10.

(D) A nao é invertivel.



Solucoes dos Exercicios Propostos

(c)

uz = —2uq, logo uz é combinacao linear de uy e de us.
Os vetores u1, us € uz nao sao linearmente independentes pois a equacao:
auy + 6“’2 + yu3z = (07 Oa O)
admite outras solucoes para além da solucgao trivial, por exemplo, a =2, 5 =0
ey=1.
Bs ={(1,0,-2),(0,1,1)}.

#A = dimS = 2, u; e uy pertencem a S pois verificam a condicao que define
S e, por ultimo, u; e uy sao linearmente independentes. Logo A é uma base de

S.

i —
. —

Uz = (—1, 2)3

A é uma base de S quando a # 0.

S = [ul’u%u?’] = {(I,y,Z) € R?:z= —%}

Bs ={(4,1,-2)}, pelo que dim S = 1.
k = —6.
a=—10AB=—3Ay=5

Bgz{[l 5 0],[0 2 1”,pe10queadim5=2.

V= (1,0)33.

i —

ii. —
Bg = {uy,us}, pois #Bg = dimS = 2, u; e us pertencem a S pois verificam a
condicao que define S e, por ultimo, u; e us sao linearmente independentes.

S:[Ul,U3]:{|:§ g)] EMQXQ(]R):z:—2a:~|—y/\w:2x—y}.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

.S & um subespaco vetorial real de Myyo(R).

(a) —

(b) Os vetores proprios de A associados ao valor proprio A = —2 sao da forma:
(y —zY, Z) € R3\ {OR4} :

(c) S(=2)={(y—z,4,2) 1 y,z € R}. dim S(-2) = 2.

(a) —

(b) Ay = =2V Ay =—1V A3 =—1, como tal m,(—2) =1 e my(—1) =2
(c) my(=2) =

(d) K=0

(b) my(4) =1 pois my(4) < m,(4) = 1.

(c) Por exemplo, (1,0,0), (2,0,0) e (0,—1,1). Nao é possivel escolher os trés
vetores linearmente independentes pois dim S(1) = 2.

(d)

(a) A matriz A ndo é invertivel pois car(A) = 3 < ordem de A = 4.

(b) Os valores proprios de A sdo: Ay = =3V Ay = —2V A3 = 0, como tal m,(—3) = 1,
mq(—2) = 2 e my(0) = 1. Deste modo, m,(—3) =1, my(—2) =2 e my(0) = 1.

(a) Bs =1{(2,1,0,0),(—1,0,1,0)}, pelo que dim S = 2.

(b) ma(0) =1, ma(1) =1 e my(2) = 2. Deste modo, p(A) = |[AA = 1)(A —2)|.
i —
ii. uz = (2,3)s.

. —



18.

19.

20.

o a T
A T e e

—
@

O vetor (7,6, —6, 3) pertence ao subespaco gerado pelos vetores u e v.

A =1V A =2V A3 =3, como tal my(1) =2, my(2) =1 e my(3) =1

Bs) = {(=1,1,0),(=1,0,1)}, pelo que dim S(0) = 2.
A afirmagao é falsa uma vez que dim S(0) = 2 = m,(0) < m,(0).

de S(0) pois (3,0,—3) e (2,—1,—1) pertencem a S(0) pois verificam a con-
digdo que define S(0) e, por tultimo, (3,0,—3) e (2,—1,—1) sdo linearmente
independentes. Logo A, ¢ uma base de S(0).

w:(—2,—6)A.
AM=—=06VA=1VA3=2V )\ =2

A afirmacao é falsa. Num espaco vetorial de dimensao n, quaisquer n+1 vetores
sao sempre linearmente dependentes. Mas quaisquer n + 1 vetores nao tém de
ser linearmente independentes. Por exemplo, se um deles for o vetor nulo, o
conjunto ¢ dependente.

A afirmacao é verdadeira. Pela definicao de vetores linearmente independentes,
verifica-se que C' é uma base de R*.

A afirmacao é verdadeira. Considere-se, por exemplo, a matriz A = 31;. O
tnico valor préprio de A é \ = 3, com multiplicidade algébrica 4.

A afirmacao é verdadeira. Se \ é valor proprio de A, entao existe v # 0 tal que
Av = \v. Entao, A?v = A(Av) = A(M\w) = Mv = A\(Mw) = M\v. Logo, \? é
valor proprio de A2

A afirmacao é falsa. Para S ser um subespaco vetorial tem de conter o vetor
nulo. O vetor nulo [ 000 } verifica a primeira condicao que define S mas
nao verifica a segunda, pois 0 # 0 4+ 1. Deste modo, o vetor nulo nao pertence
a S, o que permite concluir que S ndo é subespago vetorial de M3 (R).



Solucoes dos Exercicios de Escolha Miultipla
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15.
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17.
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Aplicacoes

Decomposicao em Valores Singulares - SVD

A decomposicao SVD é importante na Engenharia Informatica porque permite simpli-
ficar e analisar dados de forma eficiente. E utilizada, por exemplo, na:

e compressao de dados: guardar menos informacao sem perder muita qualidade
(ex.: imagens e video);

e reducao de dimensionalidade: eliminar variaveis redundantes e manter apenas
a informagao essencial;

e machine learning: melhorar modelos, reduzir ruido e acelerar célculos;

e sistemas de recomendacao: encontrar padroes escondidos entre utilizadores e
itens;

e remocao de ruido: separar informacao relevante de erros nos dados.

A decomposicao em valores/vetores proprios é usada na compressao de dados (SVD)

Os valores proprios e vetores proprios permitem identificar as direcoes mais importan-
tes de uma transformacgao matricial. Para uma matriz A, um vetor préprio v satisfaz:

Av = v
onde:
e )\ ¢é o valor proprio;
e v & 0 vetor proprio.
O vetor mantém a direcao e apenas muda de escala.

A decomposicio SVD (Singular Value Decomposition) é uma generalizagao desta ideia.
A decomposi¢ao SVD fatoriza qualquer matriz A € R™*™ (m > n) na forma

A=USV"
onde:
o U c R™™ eV € R™" sao matrizes ortogonais com colunas ortonormais;

e S € R™™ ¢ uma matriz diagonal que contém os valores singulares



o1 > 09 > >0, >0
com
op 0 0
g 0 0.2 0
0 O Om

As colunas de U e V sao, respetivamente, os vetores singulares a esquerda e a direita,
enquanto os valores singulares indicam quanta informacao ou energia cada componente
transporta.

Os valores singulares estao relacionados com os valores proprios de AT A:

O; =V )\z
Na compressao de dados, muitos valores singulares sao muito pequenos e podem ser
ignorados sem alterar muito a informacgao original. Assim, a matriz pode ser aproximada

por:

Ar UkSkaT

usando apenas os k maiores valores singulares. A SVD ajuda assim a comprimir os
dados e remover ruido.

FEzxemplo de Decomposicao SVD

(1)

A=USVT

Counsidere a matriz

Pretende-se escrever A na forma

1. Calcular AT A

Como A é simétrica:

AT = A

v () 090 )

Logo,



2. Calcular os valores préprios de AT A

Resolvemos:

10— A 6

T _
det(A A—/\])—O@’ s 10

‘:0@(10—)\)2—36:0<:>A2—20>\+64:0.
Da resolucao da equacgao sai que os valores proprios sao:
A = 16, Ay = 4.

3. Calcular os valores singulares

Os valores singulares sao:

Ui:\/)\_i

Logo,

01:\/1_:4; 02:\/4_122.
4 0
()

Os vetores proprios de AT A formam as colunas de V.

Assim,

4. Calcular a matriz V

Para \; = 16 tem-se:

(ATA — 16I)V1 == O2><1
Note que:

T4 (-6 6
wa (P00

Resolvendo o sistema obtem-se:

( )
\/§ 1

(ATA = Al vy = O

Para Ay = 4 tem-se:



Note que:

T4 47 (6 6
wasa-(09)

Resolvendo o sistema obtem-se:
Normalizando tem-se:
Logo,

=5

5. Calcular a matriz U

Resolvendo a equagao matricial A = USVT (note que V' é uma matriz ortogonal portanto

V=1 =VT) tem-se:

U=AVS™

7504

Neste exemplo obtém-se:

6. Resultado final

A decomposicao SVD é:

A=USVT

(3)=7 0 2) 625

Como 4 > 2, a primeira dire¢ao contém mais informacao.

ou seja,

)

Na compressao de dados, poderiamos aproximar a matriz usando apenas o maior valor

singular:

A~ UlSlVlT

reduzindo a quantidade de informacao armazenada.



Desafio

Counsidere a matriz real:

20 0
A=(10 1 0
0 0 0.5

1. Para analisar a decomposicao SVD e interpretar a compressao de dados, responda
as alineas seguintes:
(a) calcule AT A e determine os seus valores proprios;

(b) a partir dos valores proprios determinados na alinea anterior, determine os
valores singulares de A;

(¢) construa a matriz diagonal S;
(d) determine as matrizes V' e U;

(e) escreva a decomposicao SVD:

A=USVT

2. Se quiser comprimir a matriz mantendo apenas o e 09, qual a perda de informacao
esperada?

3. O que aconteceria & compressao se o terceiro valor singular fosse exatamente zero?




Transformacoes
Lineares




Exercicios Resolvidos

1. Considere a transformagao linear T' : My, (R) — R3 definida por:

T({i ZD —(a+b, b+c, c+d).

(a) Determine o niucleo de T, N (T).

om={[1 §essmn([: 4o

Uma vez que

Resolucao:

c d

a+b= a=—b a=—
S bte=0 & c=-b & c=—

c+d= d= —c d=

g N(T):{{:lg Z] €M2X2(]R):bER}.

(b) Sabendo que dim N (T') = 1, indique, justificando, se T' é sobrejetiva.

Resolucao: Aplicando o teorema das dimensoes a transformacao linear T" tem-se

dim Msyo(R) = dim N(T') + dim Im(T') <
S4=1+dimIm(T) <
& dim Im(T') = 3.

Conclusdo: dim Im(T) = 3 = dimR?. Portanto, T' ¢é sobrejetiva.
(c) Verifique se w = (—1,1,0) pertence & imagem de 7.

Resolugio: Pela alinea anterior T' é sobrejetiva, ou seja, Im(T) = R3.

Como o vetor w = (—1,1,0) pertence a R® ¢ Im(T) = R?, conclui-se que
(—1,1,0) pertence a Im(T).



2. Considere as transformacoes lineares planas:
e cisalhamento (fator v = 2) na dire¢ao do eixo dos zz, Cy;

e rotacao por um angulo de 90° em torno da origem, Rggo.

(a) Determine as expressoes gerais e as matrizes canonicas das transformagoes li-
neares C, e Rggo.

Resolucao: Matriz canoénica de C, : Mg, = [ (1) % }

Cdlculos auxiliares:
{1 2]{:1:] _{x+2y}
01 Y Yy
(,y)” S+ 2y, )

Expressao geral de C, : O, : R? — R?
(z,y) — (z+2y,9).

Matriz canénica de Rgpo : Mp,, = { (;?5880 _CS(I)I; ggo } = { (1) _()1 }

Cidlculos auxiliares:
HEE
1 0 Y T
(z,y) S (—y, )

Expressao geral de Rggo :  Rggo : R? — R2
(l’, y) — (_ya ZL’) :

(b) Determine a expressdo geral e a matriz canonica da transformacao linear T
definida pela composi¢ao da rotacao Rgge apds o cisalhamento C,.

Resolucao: T = Rgge 0 C,.

i 0 —1 1 2 0 -1
EntaOMT:MRQODXMCz:[]_ 0 }X[O 1}:[1 2 }

Cdlculos auziliares:
0 —1 x |y
1 2 Y |z

Expressao geral de T: T :R? — R?



Exercicios Propostos

1. Considere a aplicagao T : My, 4(R) — R* definida por:

T([x Yy z w]):(O,x+y,O,z—x).

(a) Prove que T' é uma transformagao linear.

(b) Verifiquese u; = [-2 2 —2 3] eup=[3 —3 —3 3] pertencem ao nicleo

de T.
(c¢) Determine o nicleo de T

(d) Verifique se v; = (0,2,0,2) e v = (1,1,0,1) pertencem a imagem de T.

(e) Determine a imagem de 7.

(f) Estude a transformacio T quanto a injetividade e & sobrejetividade. | VIDEO

2. Seja T : Myyo(R) — R3 definida por:

T(E ZD = (23, 2,32).

(a) Mostre que o nicleo de T' é dado por N(T') = { [8 g}] Sy, w € R} :

b) Determine um base de N(7') e indique a dimensao de N(T).

(
(c¢) O que pode concluir sobre a injetividade de T'.
(

)

)
d) Determine a matriz canoénica de 7.
(e) Verifique se o vetor v = (5,0,0) pertence a imagem de 7T
)

(f) Justifique se T é ou nao sobrejetiva.

3. Considere as transformagoes lineares T} : Mjy3 (R) — R? e Ty : R? — M3, (R)
tais que T} e Mp,, matriz candnica de T sao, respetivamente, definidas por:

10
Tyv([a b c])=(a—2c) eMp=1|1 1
01

(a) Calcule o nicleo de Ty, N (T1), e verifique que dim N (73) = 1.
(b) T} é injetiva? Justifique.


https://youtu.be/UPWzCCDiMIo
https://youtu.be/kDjW-NAu-z4
https://youtu.be/4awrOy_51R4
https://youtu.be/h4h8l3L-2Q8
https://youtu.be/E8AAKd3srn4

(c) Verifique que a expressao geral de T, é dada por:

x
Ty(z,y)= | v+y
Y
2 -3
(d) Sejam u; = | 3 | euy = | —1 | . Quais dos vetores u; e uy pertencem a
1 2

imagem de T57

(e) Verifique se T & sobrejetiva.

4. Considere a transformagao linear T : R® — My, (R), definida por:

T+ —Z
O

(a) Determine uma base para o nticleo de T, N (T'), e indique a dimensao de N (7).

(b) Verifique se [ 0 } € Im (T).

1
0 2
(c) Analise a injetividade e a sobrejetividade de T

5. Seja T : R® — M3 (R) uma transformagao linear tal que:
7(0,0,1)=[1 0 0], 70,1,1)=[0 0 1] e T(1,1,1)=[0 1 —1],

(a) Determine:
i T(x,y,2);
ii. o nucleo e a imagem de T'.
Estude a transformacao 1T quanto & injetividade e & sobrejetividade.
Determine a matriz canonica de T'.
A transformacao linear T' é invertivel?

Defina a transformacao inversa de T

6. Sejam T : F — F uma transformacao linear, A = {u,v,w} uma base de F e
B ={a,b,c} uma base de F.

(a) Enuncie o teorema das dimensdes. | VIDEO
(b) Mostre que T' ¢ injetiva se e s6 se T' ¢ sobrejetiva. | VIDEO

(¢) Admitindo que 7" é injetiva, verifique se {T'(u — v),T'(v + w), T(w)} é uma base

de F. [VIDEO]


https://youtu.be/n0wp7nyJT0c
https://youtu.be/rvkLANRQUtg
https://youtu.be/NIT37prpKGU

7. Considere as transformacoes lineares planas 7 : R? — R? e V : R? — R? definidas
por:

T (z,y) = (z,5y) e V(v,y)=(-y,2),

respetivamente.

(a) Classifique as transformacoes lineares planas 7 e V. | VIDEO

(b) Defina a transformacao linear H = T oV e indique a matriz canénica associada

a H. [VIDEO]

8. Considere as transformagoes lineares planas: simetria em relacao a reta y = x, Sy—,
e uma rota¢ao em torno da origem de 90°, Rggo.

(a) Obtenha a matriz canénica e a expressao geral de S,—, e Rgge.

(b) Identifique a transformacao linear plana que resulta da composicao Rgge ©.Sy—.

9. Considere o triangulo cujos vértices sao os pontos O = (0,0), A = (2,0) e B = (2,2)
e sejam T, Ty e T3 as transformacoes lineares planas definidas, respetivamente, por:

T1<x7y) = (y7x>

e pelas matrizes candnicas:

2 0 0 1
Mz‘{o 2} eM3_{—1 0}

(a) Classifique T3, Ty e Tj.

(b) Represente geometricamente as trés figuras (Fy, Fy e F3) por aplicagio sucessiva
das transformacoes 11, T e T3 ao triangulo de vértices O, A e B.

(c) Caracterize a transformacao linear que permite transformar diretamente o tri-
angulo de vértices O, A e B na figura Fj.

10. Considere no plano o retangulo de vértices O = (0,0), P = (2,0), @ = (0,3) e
R=(2,3).
(a) Obtenha as matrizes canonicas e defina as transformagoes lineares planas:

i. Rgpe : R? — R?; rotacao no plano do angulo 90° em torno da origem;

ii. H,:R?* — R% homotetia ou mudanca de escala em relagao ao eixo dos
yy com o = 2 (ampliagao).

(b) Represente geometricamente a imagem por H, o Ry do retangulo enunciado.

(c) Comente a afirmacao: “A transformacdo linear H, o Rgpo ndo é invertivel”.


https://youtu.be/oyzkJuIXtes
https://youtu.be/gvrl_KTjASc

11. Sejam f, g e h as transformacoes lineares planas definidas por:

f(x,y):(y,x), g(l’,y): (xvg) € h(:ﬂ,y):(—x,—y).

(a) Classifique f, g e h e determine a matriz canonica associada a cada uma delas.

(b) Determine a transformacdo linear plana 7' = f o g o h. Represente geome-
tricamente o resultado da aplicacao de T" ao retangulo definido pelos pontos
O =(0,0), P=(4,0), @ =(0,2) e R = (4,2).

(c) Comente a afirmagao: “A transformagdo linear 7' ndo é invertivel”.

12. Sejam T : Myyo(R) — R% e S : R? — R? as transformacoes lineares definidas

por:
T([Z SD — (a+2%—ca—d) e S(z,y) = (g—*/;y\/;H%)

(a) Determine o nicleo de 7.

(b) Sabendo que a dimensao do nticleo de T' é igual a 2, analise T quanto a injeti-
vidade e a sobrejetividade.

(¢) Identifique a transformagao linear plana S.
(d) Considere no plano o triangulo de vértices O = (0,0), P = (2,0) e Q = (0,2).
Represente geometricamente a imagem por S do tridangulo enunciado.

(e) Determine as matrizes canonicas de T e de S.

(f) Defina, se possivel, as transformagoes lineares 7! e T o S. No caso de nao ser
possivel, justifique convenientemente a sua resposta.

13. Sejam T : M;.3(R) — R? e S : R? — R? as transformacoes lineares definidas
por:
T(la b c])=(@+2b—c,a=b) e S(z,y)=(3y,z).

(a) Verifique que o vetor u = [2 2 6} pertence ao nucleo de 7.

(b) Determine a imagem de T'.

()

(d) Represente geometricamente o resultado da aplicagao de S ao retangulo definido
pelos pontos O = (0,0), P = (2,0), @ = (0,1) e R = (2,1).

(e) Determine a matriz canonica de T'o S.

Analise T quanto a injetividade e & sobrejetividade.

14. Indique o valor logico das afirmacoes seguintes, justificando convenientemente.

(a) A aplicagao f: R? — R? definida por f (x,y) = (2x,9*) é uma transformagao
linear.



(b) Sejam E e F espacos vetoriais e Op e Op 0s seus elementos neutros, respetiva-
mente. Se T': E — F é uma aplicagao tal que T'(0g) = O entdo 7" é uma
transformacao linear.

(c) Seja T : R? — M;,3(R) uma transformagao linear. Se T & sobrejetiva entao
T é injetiva.

(d) Para qualquer transformagao linear T : My, 3(R) — R?, a dimensao do niicleo
de T' ¢ inferior ou igual a 4.

(e) Seja T': E — F uma transformacao linear. Se a matriz My ndo é invertivel
entao 1" nao é bijetiva.

15. Sejam E e F' espacos vetoriais de dimensao finita e T': E — F uma transformacao
linear. Mostre que se dim(E) > dim(F') entdo T nao é injetiva.



Exercicios de Escolha Miltipla

1. Considere a transformagao linear T : R? — M3 (R) definida por:
T(z,y,2)=[z+y 2x+4+2y 2z+y—uz|.

Podemos afirmar que:

(A) (2,-2,1) € N(T).
(B) (17—1 0) € N(T).
(C) (-1,1,-1) € N(T).
(D) (1,—1 2) € N(T).

2. Considere a transformacao linear 7' : R* — R3 definida por:
T(x,y,z,w) = (x — 2,20 +y,w+y + 2z).
Podemos afirmar que:
(A) T é injetiva.
(B) dim(N(T)) =1
(C) dim(N(T)) = 2.
(D) dim(N(T)) =3

3. Seja T : Myxs (R) — R uma transformagao linear. Admitindo que B = {u,v} é
uma base de Im(7T), podemos concluir que:
(A) T é injetiva.
(B) T é sobrejetiva.
(C) dim N(T') = 6.
(D) dim N(T) = 8.

4. Qual das transformacoes lineares planas nao representa uma reflexao?

(A) T(z,y) = (-2, —y).
(B) U(z,y) = (—=,0).
(C) V(z,y) = (y, ).
(D) R(z,y) = (z,—y).



5. Considere a transformacdo linear plana 7 : R? — R? definida por

T (x,y) = (—y,x). Podemos afirmar que:

(A) T é uma reflexdo em relacao a reta y = .
(B) T & uma reflexdo em relacdo a origem O.

(C) T é uma rotagao no plano de m em torno da origem.

T
(D) T é uma rotacdo no plano de 5 em torno da origem.

. Qual das seguintes transformacoes lineares planas representa uma rotacao em torno
da origem?

. Sejam Ty e T, as transformacoes lineares planas cujas matrizes

. . - . 0 1
canoénicas associadas sao M; e My, respetivamente, dadas por: M; = [ 10 } e

0 -1

MQ:[—1 0

] . A transformacao linear plana 7T, o T} é uma:

(A) Reflexdo em relagdo a origem.
(B) Reflexao em relagao ao eixo dos zx.

(C) Reflexao em relagao a reta y = x.
(D) Rotacdo no plano de g em torno da origem.
. Considere as transformagoes lineares planas T : R? — R? dada por T (z,y) = (x, 3y)

e V:R? — R? dada por V (z,9) = (—z, —y). A matriz canénica da transformacao
linear plana H =T oV é dada por:

(A) MH::_Ol _03}
(B) MH::(l) _03]
(C) MH::_Ol g}

(D) MH::(I) g]



Exercicios Complementares
Espagos Vetoriais/Transformacoes lineares

Exercicios Resolvidos

1. Considere a transformagao linear T': R® — M3 (R) cuja matriz canonica é:

My =

O O =
O O =
= o O

(a) Considere que os valores proprios da matriz My sao Ay =0e Ay = 1.

i. Calcule os vetores proprios associados ao valor proprio Ay = 1 de M.

ii.

Resolucao: v é vetor proprio de Mr associado a A se e 86 se v é solugao nao
nula de (Mr — A3)v = Ozx1.

1-1 1 0 x 0
(MT_1[3)U:OB><1 = 0 0—-1 0 Yy = 0
|0 0 1-1 z 0
[0 1 0 x 0 y=0
& 10 -1 0 y|l=10]&<¢ —y=0
|0 0 0 z 0 0=0
y:

&< x,ze R SPI.

Logo os vetores proprios de My associados ao valor proprio Ao = 1 sao:
(z,0,2) e R*\ {(0,0,0)}.
Sabendo que a multiplicidade geométrica do valor proprio Ay =1 de Mr é

igual a 2, verifique se a matriz My é diagonalizavel.

Resolucao: My é diagonalizavel se e s6 se m, (A) = m, (), para qualquer
valor proprio A de M.

Se os valores proprios da matriz My sdo Ay = 0 e Ay = 1 entdo m, (0) > 1
emg (1) > 1.

Mas como my, (1) = 2 entdo m, (1) > 2, porque 1 < my (1) <m,(1).
Como ), mg, (Ai) =3 = ordem (A), entdo m, (0) = 1, m, (1) = 2.
mq (0) =1 =m,(0) e

mg (1) =2=my,(2).

Logo Mr é diagonalizavel.

Deste modo:



(b)

Mostre que a expressao geral da transformacao linear T' é definida por:

T(z,y,z)=[xz+y 0 z].

Resolucao: Calculos auxiliares:

1 10 T T+y
0 0O Y = 0
0 0 1 z z
(z,y, 2) \[:E—l—y 0 Z}

Logo a expressao geral de T é: T :R3> — M3 (R)
(x,y,2) +—— [ r+y 0 =z ] )

Verifique se o vetor w = [ 1 01 ] pertence a imagem de 7.

Resolugao: w € Im(T) & Jv e R3: T(v) = w.

r+y=20
T(ryz)=[101]e[z-—y 0 2]=[101]e( 0= &
z=1
T =y
z=1

Como o sistema ¢ possivel (indeterminado) entdo w € Im (T) . Reparemos que
T (v) = w, para todo o v € R? da forma v = (—y,y, 1).

Calcule o nucleo de T, N (T'), e mostre que N (T) tem dimensao igual a 1.

Resolugao: N(T) = {(x,y,2) € R®: T (z,y,2) = O1x3}.

r+y=0
T(z,y,2)=[0 0 0] [z—y 0 2]=[00 0]& ¢ 0=0 &
z2=0
T =y
z2=0

Portanto, N (T) = {(z,y,2) € R®*:x = —y A z=0}.

Vamos agora calcular uma base para N (T) :
N(T) ={(-y,5,0):y €R}
={y(-1,1,0) : y € R}
=[(—-1,1,0)].



Logo o vetor (—1,1,0) gera o subespaco vetorial N (7).
Como (—1,1,0) # Ogs entao (—1,1,0) é linearmente independente.

Conclusao: Byr)y = {(—1,1—-0)} é uma base para N (T'). Portanto, tem-se

(e) Verifique se T' é invertivel.
Para esta questao apresentamos duas resolucoes alternativas.
Resolucao 1: T é invertivel < Mr é invertivel.

Como Mr tem uma linha nula |Mp| = 0 e portanto Mr nao é invertivel.
Consequentemente 7' nao é invertivel.

Resolugao 2: T' & invertivel & T' é bijetiva.

Como dim N (T) = 1 # 0 entdo T nao ¢é injetiva e consequentemente nao é
bijetiva. Logo T nao é invertivel.



Exercicios Propostos

1. Considere o subespaco vetorial S de R* e a transformacdo linear
T : R* — M «»(R) definidos por:

S:{(x,y,z,w)€R4:x—w:0} e T(a:,y7z,w):[x—w —x—l—w}.

(a) Calcule uma base para S e mostre que a sua dimensao é igual a 3.

(b) Mostre que o niicleo de T', N(T'), é o subespago vetorial S.

(c) Verifique se os vetores w; = (2,0,1,2) e wy = (3,—1,0,3) geram o subespago
N(T).

(d) Mostre que o vetor u = [2 2] nao pertence a imagem de 7.

(e) A transformacao T é sobrejetiva? Justifique convenientemente a resposta.

2. Sejam S o subespago vetorial de Mj.4(R) definido por:

S:{[x Yy z w]€M1X4(]R):x+y:O/\z—x:O}
eT: M,4(R) — R? a aplicacao definida por
T([x Yy oz w]):(O,x—i—y,O,z—x).

(a) Calcule uma base para S e indique a sua dimensao.
(b) Determine o nicleo de T'; N(T'), e mostre que N(T) = S.

(¢) Indique, justificando, para que valor(es) de a o conjunto
A={[1 -1 1 a],[-2 2 a 3]}

¢ uma base de N(T).

(d) Analise a transformacao T quanto a injetividade e a sobrejetividade.

3. Considere o subespago vetorial S de M. 3(R) e a transformagdo linear
T : R3> — M,;3(R) definidos por:

S={[a b c]eMR):atc=0} e T(z,y,2)=[z+2z y—2z —z—2z].
(a) Calcule uma base para S e mostre que a sua dimensao ¢ igual a 2.

(b) Mostre que a imagem de 7', Im(T'), ¢ o subespago vetorial S.
(¢c) Verifique se o vetor v=[2 0 —2] gera o subespaco Im(T).



(d) Determine para que valor(es) de k o vetor w = (—2, k, 2) pertence ao niicleo de

T.

(e) A transformagao T é injetiva? Justifique convenientemente a resposta.

4. Sejam u, v e w vetores de R® e T : Moy o(R) — R3 a transformagao linear definidos

por:

u=1(1,0,0), v=(3,—-1,2) e w = (2,2, k)

T(E ZD = (a+d,c—b,—2c+2b).

Determine o valor do parametro real k£ de modo que u, v e w sejam linearmente
independentes.

Considerando k = —4, determine o subespaco vetorial real S gerado por u, v e
w e justifique que a sua dimensao é igual a 2.

Considere o subespaco vetorial real S da alinea anterior.

i. A partir do conjunto {u, v, w} indique uma base B para S.
ii. A partir da base B da alinea anterior, indique uma base para R3.

Determine uma base para o nicleo de T'; N(T).
Verifique se o vetor r = (1,2, —4) € Im(T).
Indique, justificando, se T' é injetiva e se é sobrejetiva.

Determine a matriz canénica de 7.

5. Sejam Ty, T, e T3 as transformacoes lineares planas cujas matrizes canénicas asso-
ciadas sao M, M, e Ms, respetivamente, definidas por:

-1 0 30 0 -1
e D R R e
Mostre que u = (1,1) e v = (—1, 2) sdo vetores proprios da matriz M; associa-
dos ao valor proprio A = —1.

Determine a multiplicidade geométrica do valor proprio A = —1.
Defina e classifique as transformacoes lineares planas 11, Th e T3.
Defina a transformacao linear plana T = T3 0 Ty o T}.

Considere no plano o quadrado de vértices O = (0,0), P = (2,0), @ = (0,—2)
e R = (2,—2). Represente geometricamente a imagem por Ty do quadrado
enunciado.



6. Considere a transformacao linear T': R* — M;,3(R) cuja matriz candnica é:

Mrp =

o O =
N DN DN
w o o

(a) Calcule os valores proprios da matriz Mry.

(b) Determine as multiplicidades algébricas e geométricas dos valores proprios de
M.

(c) Verifique que T (z,y,2) = [x +2y 2y 2y-+ 32}.
(d) Determine a imagem de T', Im(T).

(e) A transformacao T é invertivel? Justifique convenientemente a sua resposta.

7. Prove que se T': E — F' é uma transformacao linear entdo N(T') é um subespaco
vetorial de FE.

8. Sejam E e F' espagos vetoriais e T' : ¥ — F uma transformacao linear. Mostre que
a imagem de T, Im(T), é um subespago vetorial de F.



Solugoes dos Exercicios Propostos

(a) —
(b) w1 € N(T) Aus & N(T).

)

—~
o

NT)={[z -z z w]:z,weR}.

)
(e) Im(T)=1{(0,a,0,b) : a,b € R}
(f) T nao é injectiva nem sobrejetiva
(a) —
(b)

0 1 00 .
BN(T)—{[O 0},{0 1]},logod1mN(T)—2.

(c) T nao ¢ injetiva pois dim N(T") = 2 # 0.

(d)
MT = [

N(T)={[2c 0 c¢]:ceR}.
Como Byy={[2 0 1]},dmN(T)=1.
(b) T nao ¢ injetiva pois dim N(7T") = 1 # 0.
(c
(d) uy € Im(T) ANug € Im(T).

S =N
o O O
w o O

o O O

(e) v Im(T).

(f) T nao é sobrejetiva.

(2)

)
) -
)
(e) T nao é sobrejetiva.
a) B
b)

)

)

={(-1,1,1)}, logo dim N(T") = 1.
O vetor dado nao pertence a imagem de 7.

(
(

¢) T nao ¢ injectiva nem sobrejetiva.

(
(a) i T(r,y,2)=[z—y = y—2z |
ii. N(T)=1{(0,0,0)}. Im(T) = Mix3(R).



(b) T é injectiva e sobrejetiva.

(c)

0 -1 1
My = 1 0 0
-2 1 0

d

(d) Como T é injectiva e sobrejetiva logo T é invertivel.
(e) T-'([a b c])=(bc+2ba+c+2b).
( —

(a
b
(c

(a) T é uma ampliagao de fator 5 em relagdo ao eixo yy. V é uma rotacao no plano
do angulo 90° em torno da origem.

)
)
)
)
)
)

(b) H : R*> — R? onde H(z,y) = (—y,5x). A matriz canonica associada a H é

definida por:
0 —1
My = {5 ; ]

(a) A matriz canonica associada a Sy—,, Mg, é definida por:

01
M — { 0! } |
Sy : R? — R? onde Sy—.(z,y) = (y, ).
A matriz candnica associada a Rggpe, Mg, é definida por:

0 —1
My = { 10 } |
Rgoo : R2 — RQ, onde RQOO («ruy) = (—y,l’)

(b) A transformacdo linear plana que resulta da composicdo Rgpe 0 Sy—, € uma
simetria em relacao ao eixo dos yy.

(a) Ty : R? — R? onde T)(x,y) = (y,x). T, representa uma simetria em relagao
areta y = .
T, : R? — R?, onde Ty(z,y) = (2x,2y). T, representa uma ampliagao de fator
2 em relacao a origem.
Ty : R? — R?, onde T3(z,y) = (y, —x). T3 representa uma rotagao de angulo
270° em torno da origem.

(b) O triangulo de vértices O, A e B é definido por:



B(2,2)

0/(0,0) A(2,0)

Apliquemos agora a transformacao 77 ao triangulo anterior:

Y

A(0,2) 4 B'(2,2)

0'(0,0)

A aplicacao da transformacao 15 a figura anterior resulta na figura:

Y

A”(0,4) B'"(4,4)

0"(0,0)

A aplicagao da transformagao T3 a figura anterior resulta na figura:

)
O///(O, O) A///(4’ O)

X

B///(4’ _4)




(c) T=Ts0Ty0T; : R? — R?, onde T(x,y) = (22, —2y). T ¢ a composicao de
uma simetria em relagao ao eixo dos xx seguida de uma ampliacao em relagao
a origem de razao 2.

10. (a) i. A matriz canonica associada a Rgge, Mg, é definida por:
0 —1
MR - |: 1 0 :| )
Rggo : R2 — RQ, onde Rgoo(ﬁ?,y) = (—y7I>
ii. A matriz canonica associada a H,, My, , é definida por:

10
M, = { 0 2 ] ’
H,:R?* — R? onde H,(z,y) = (x,2y).

(b) A imagem geométrica do retangulo dado pela transformacao H, o Rgpe é:

Y

R/(~3,4) P'(0,4)

Q'(=3,0) 0'(0,0)

(c) A matriz canonica associada a H, o Rgpe, M, é definida por:

0 —1
=1y o
Como o det(M) = 2 # 0, a transformacao é invertivel.

11. (a) f representa uma simetria em relacdo a reta y = x. A matriz canoénica associada
a f é definida por:
01
=Yg

g representa uma reducao em relacao ao eixo dos yy de razao % A matriz
canoénica associada a g é definida por:

1 0
M == |: 1 :| .
g 0 1
h representa uma rotacao no plano de angulo 180° em torno da origem. A
matriz candnica associada a h é definida por:



2
Yy
Q' =(-1,0) 0" = (0,0)
R =(-1,—4) P’ = (0,—4)

(¢) A matriz canodnica associada a T = f o g o h é definida por:

[0 =3
MT_[_l 0].

Como o det(My) = —5 # 0, a transformacao ¢ invertivel.

N(T):{[af% 2} :CGR}.

(b) T nao é injetiva mas T' é sobrejetiva.

12. (a)

(c) S é uma rotacdo no plano de angulo 60° em torno da origem.

(d) A imagem por S do triangulo enunciado é:

Y
P'(1,4/3)
Q/(—\/g, 1)

0/(0,0)



13.

(e) A matriz canonica associada a T é definida por:

12 -1 0
MT‘{1 0 0 —1]‘

(f) A matriz canonica associada a S ¢ definida por:

13
Ms=| 2 "2 |

2 2

(g) A transformacao T~! nao estd definida pois T nao ¢ injetiva. A composigao
T o S também nao esta definida pois S : R? — R? e T : Myyo(R) — R2,
ou seja, S transforma um elemento de R? noutro elemento de R?, no entanto,
T transforma apenas elementos de Ms.o(R) em elementos de R2. Logo, T'o S
nao se encontra definida.

(a) u & N(T).
(b) Im(T) = R
(¢) T nao é injetiva mas T é sobrejetiva.
(d) O resultado da aplicagao de S ao retangulo definido pelos pontos O, P, Q e R
é:
Y
R'(3,2)
P'(0,2)e »
® x
00,0 Q3.0)

(e) A composi¢io T'oS ndo estd definida pois S : R — R? e T : M.3(R) — R?,
ou seja, S transforma um elemento de R? noutro elemento de R2, no entanto,
T transforma apenas elementos de M, 3(R) em elementos de R2. Logo, T'o S
nao se encontra definida.

(a) A afirmagao é falsa pois a propriedade da aditividade nao se verifica, considere,
por exemplo, u = (0,1) e v = (0,2).

(b) A afirmagao é falsa. Considere, por exemplo, a transformacao linear definida
do seguinte modo:

T:R* — R? com T(z,y) = (z%,v).

Neste caso verifica-se que T'(0g) = Op, no entanto, 7" ndo é linear pois ndo se
verifica a propriedade da aditividade.



15.

(c) A afirmacao é verdadeira. Se T' & sobrejetiva, dim Im(T) = dim M,3(R) = 3.
Pelo Teorema das Dimensoes, verifica-se que dim N (7)) = 0, logo T é injetiva.

(d) A afirmacao é falsa. Pelo Teorema das Dimensdes, verifica-se que
dim N (T) > 4.

(e) A afirmagdo é verdadeira pois T' é bijetiva se e s se My é invertivel. Neste
caso, como My nao é invertivel logo 7' nao é bijetiva.



Solugoes dos Exercicios de Escolha Miltipla

> » 09 F 0 ® 0



Solucgoes dos Exercicios Complementares

iii.
iv.
. T ndo é sobrejetiva pois Im(T) # M« (R).

. Bg = {[1 -1 1 0} , [0 0 0 1}},pe10 que dim S = 2.
ii.
iii.

1v.

iii.
iv.
i. k# —4.
il.

iil.

1v.

vii.

ii.

1il.

1v.

i. By ={(1,0,0,1),(0,1,0,0),(0,0,1,0))}.

ii.

Uma vez que dim S = 3 logo os vetores w; e wy nao geram N(7) = S.

a=—2.

T nao é injetiva, nem é sobrejetiva.

i. Be={[1 0 —1],[0 1 0]}, pelo que dim S = 2.

ii.

v ndo gera Im(T') pois dim Im(T) = dim S = 2.
= 2.

T nao é injetiva.

S ={(x,y,2z) € R®: 2 + 2y = 0} pelo que dim S = 2.
A. {(1,0,0), (3,-1,2)}
B. {(1,0,0), (3,-1,2),(0,0,1)}

N(T) = {[(1) _01} , [(3 é] } , pelo que dim S = 2.

e Im(T).

vi.

T nao é injetiva, nem é sobrejetiva.

1 0 0 1
Mp=10 -1 1 O
0 2 =20

mg(A=—-1) =2.

Ty : R? — R? onde Ty(z,y) = (—x,—y). T; ¢ uma rota¢do no plano de
angulo 180° em torno da origem.

T, : R? — R?, onde Ty(x,y) = (3z,y). Tp ¢ uma ampliagao em relagao ao
eixo xx de razao 3.

Ty : R? — R?, onde T3(z,y) = (—y,z). T3 é uma rotacao no plano de
angulo 90° em torno da origem.

Ty : R? — R?, onde Ty(z,y) = (y, —3z).

. A imagem por T do quadrado enunciado é:



@ =Ti(Q) = (~2,0) 0 =14(0) = (0.0)
R = Ti(R) = (<2.~0) P'=T4(P) = (0.~6)

. As multiplicidades algébricas sao: ma(A = 1) = 1V ma(A = 2) =
1

ma(A = 3) = 1. As multiplicidades geométricas sdo: mg(A =
mg(A=2)=1vmg(A=3)=1

. T & invertivel pois det(Mr) = 6 # 0.



Aplicacoes

Processamento de Imagens Digitais

As transformacoes lineares planas constituem uma das aplicagbes mais importantes
da Algebra Linear no dominio do processamento de imagens digitais. Sempre que uma
imagem é rodada, ampliada, reduzida ou refletida, estao a ser utilizadas transformacoes
matematicas que atuam sobre as coordenadas dos pixeis da imagem. Estas operagoes sao
fundamentais em diversas areas da Engenharia Informética, incluindo visao computacio-
nal, realidade aumentada, reconhecimento de padroes, robdtica e edicao de imagem.

Matematicamente, uma imagem digital pode ser representada por um conjunto de
pontos no plano cartesiano. Cada ponto corresponde & posicao de um pixel e pode ser
descrito por um vetor de coordenadas (z,y). As transformagoes lineares permitem mo-
dificar a posicao destes pontos através da multiplicacao por matrizes. Desta forma, uma
unica matriz pode descrever operagoes geométricas como rotacoes, ampliacoes, redugoes
ou simetrias.

Por exemplo, quando uma fotografia é rodada para corrigir a sua orientacao, os progra-
mas de edigao de imagem aplicam uma matriz de rotagao a todos os pixeis da imagem. De
forma semelhante, quando uma imagem é ampliada ou reduzida, sao utilizadas matrizes
de escala que alteram proporcionalmente as coordenadas dos pontos. As simetrias sao
frequentemente utilizadas em aplicacoes de visao computacional para aumentar conjuntos
de dados de treino de algoritmos de inteligéncia artificial, criando novas imagens a partir
das originais.

O estudo das transformagoes lineares planas permite compreender como estas ope-
racoes sao implementadas computacionalmente e como diferentes transformacoes podem
ser combinadas através da multiplicacao de matrizes. Esta propriedade é particularmente
importante em aplicacoes de processamento de imagem, pois permite realizar sequéncias
complexas de operacoes geométricas de forma eficiente.

Neste contexto, a Algebra Linear fornece as ferramentas matematicas necessérias para
modelar, analisar e implementar transformacoes geométricas em imagens digitais, consti-
tuindo um dos pilares fundamentais de muitas tecnologias modernas utilizadas em dispo-
sitivos moveis, sistemas de navegacao, videojogos e aplicacoes de inteligéncia artificial.

Aplicacoes das Transformacoes Lineares Planas a uma Imagem do plano

Observe a figura seguinte onde esté representada a imagem de um computador [ABC D]
que foi submetida a duas transformacoes planas lineares consecutivas. A primeira trans-
formacao, S, transformou a imagem original na imagem [A’B’'C'D’]. A segunda trans-
formacao, T, rodou no plano a imagem [A'B’C'D’'] por um angulo de 135° em torno da
origem, originando a imagem [A”B"C" D"|.

1. Determine as matrizes candnicas associadas as transformagoes S, T e T'o S.

2. Caraterize cada uma das transformagoes S, T'e T' o S.

3. Utilizando a linguagem Python, implemente as transformacoes lineares S, T e a
composicao T o S, representando graficamente todas as imagens obtidas.



1. Determine as matrizes candnicas associadas as transformacoes S, T e T o S.

As matrizes canoénicas associadas as transformacoes S, T e T'o S sao, respetivamente, Mg,
My e Mrp.g e sao definidas por:

- o 2o
Mg = {(2) %} , Mr = _2ﬁ é e Mpos = _4ﬁ 25
2 2 4 4

2. Caraterize cada uma das transformacgoes S, 7' e T o S.

e S:R* — R? onde S(z,y) = (£,%). S & uma reducdo em relacdo a origem de razio
2.

o T:R?> — R? onde T'(z,y) = (@ + %, —Y= 4 %) T & uma rotacao no plano

de angulo 135° em torno da origem.

‘ﬁ

8
|ﬁ
<

“f
_l’_

e ToS:R>2—R2 onde (ToS)(z,y) = (%2 +

3. Utilizando a linguagem Python, implemente as transformacoes lineares S,
T e a composicao 7T o S, representando graficamente as imagens obtidas.

Considere a imagem inicial definida por Figuralnicial.png seguinte:




import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

import matplotlib.image as mpimg

from matplotlib.transforms import Affine2D

# Carregar a imagem
img = mpimg.imread("Figuralnicial.png")

# Transformagdo S: redugdo para metade
S = np.array([[0.5, 0],
[0, 0.511)

# Transformacdo T: rotagdo de 135 graus
theta = -np.3pi/4

T = np.array([[np.cos(theta), -np.sin(theta)l],
[np.sin(theta), np.cos(theta)]ll)

# Composicdo T o S
TS =T@S

def representar(ax, A, titulo):

trans = Affine2D(
[[A[O0,0], A[O,1], O],
[A[1,0], A[1,1], 0],
[o, 0, 111
)

ax.imshow(

img,

extent=[0,2,0,2],
origin=’upper’,
transform=trans + ax.transData

)

ax.axhline(0,color=’black’,linewidth=0.5)
ax.axvline(0,color="black’,linewidth=0.5)

ax.grid(True)
ax.set_aspect(’equal’)
ax.set_title(titulo)

ax.set_x1im(-2,3)
ax.set_ylim(-2,3)



fig, axs = plt.subplots(1l,4,figsize=(16,4))

representar(axs[0], np.eye(2), "Figura inicial")
representar(axs[1], S, "S")

representar(axs[2], T, "T")

representar(axs[3], TS, r"$T\circ S$")

plt.tight_layout ()
plt.show()

A execucao deste codigo permite visualizar a figura original, a sua imagem pela trans-
formacao S, a sua imagem pela transformacao 7' e a imagem obtida pela composicao T'o S,
confirmando geometricamente os resultados obtidos através das matrizes candnicas.



Desafio

Considere a seguinte imagem designada por Fotografialnicial.png.

Determine as transformacoes lineares planas S, T e R que sao aplicadas por esta
ordem & imagem Fotografialnicial.png. A primeira transformacao, S, transforma a
imagem inicial através de uma ampliacao em relacao ao eixo dos yy de razao 2. A segunda
transformacao, 7', reflete a imagem em relacao ao eixo dos zx e a terceira, roda a imagem
no plano por um angulo de 30° em torno da origem, originando a imagem final.

1. Determine as matrizes candnicas associadas as transformacoes S, T, Re RoT o S.
2. Caraterize cada uma das transformacoes S, T, Re RoT o S.

3. Utilizando a linguagem Python, implemente as transformacoes lineares S, T, R e a
composicao R o T oS, representando graficamente todas as imagens obtidas.
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