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Resumo

Resumo

A determinagdo das caracteristicas dinamicas de juntas de ligacdo entre
componentes estruturais é um problema bastante actual e da maior importancia quando
se pretende estabelecer um modelo tedrico do comportamento dinamico de uma
estrutura complexa. Muitos dos problemas encontrados num tal processo sao
precisamente devidos as dificuldades em modelar teoricamente de uma forma adequada
as juntas, sejam estas ligacdes do tipo "classico” - aparafusadas, rebitadas, soldadas, etc.
- ou ainda mais complicadas, como apoios elasticos, cintas, etc. Os chamados métodos
directos, em que a modelacdo analitica ou numérica é realizada para se obterem os
resultados, podem nao ser os mais adequados para os objectivos apontados. Nesse caso
usam-se métodos ditos inversos. Consistem estes métodos em identificar as
propriedades dum determinado componente a partir de resultados obtidos
experimentalmente. No presente estudo dar-se-a particular énfase a este ultimo tipo de

métodos, aplicados a um tipo de junta muito utilizado, a aparafusada.

Palavras-chave: juntas, parafuso, identificacdo, desacoplamento, subestruturas, FRF,

correlacao, modelacao, vigas, MEF
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Abstract

Abstract

The determination of the dynamic characteristics of joints connecting structural
components is a problem of most importance when trying to establish a theoretical
model of the dynamic behaviour of a complex structure. Many of the problems
encountered in this process is precisely due to the difficulties in modeling the joints in
an appropriate way, either as "classic joints" - bolted, riveted, welded, etc. - or even more
complicated, such as elastic supports, metallic bands, etc. The so-called direct methods,
where the theoretical modeling is performed to obtain the results may not be the most
appropriate to the identified objectives. In such cases, the so-called inverse methods are
used. These methods identify the properties of a particular component from results
obtained experimentally. In this thesis, special focus is given to inverse methods, applied

to a particular type of joint, the bolted one.

Keywords: joints, bolt, identification, uncoupling, substrutures, FRF, correlation,

modelling, beam, FEM
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Capitulo 1 - Introducao

1 |Introducao

1.1 Generalidades

A concepcgdo de sistemas estruturais envolve elementos que sdo ligados, na maior
parte das vezes, através de parafusos ou rebites. As juntas aparafusadas oferecem uma
vantagem significativa sobre as juntas rebitadas, ja que os componentes unidos podem
ser montados e desmontados facilmente. A magnitude da for¢a de aperto também pode
ser mais cuidadosamente regulada no conjunto aparafusado. As juntas sao utilizadas

para transferir esfor¢os de um elemento estrutural para o outro.

Em estruturas compostas, existem dois tipos de articulagdes normalmente usadas,
juntas mecanicas e os adesivos colados. A concep¢do dos adesivos depende do tamanho
das pecas a serem juntados e da quantidade de sobreposicio necessdria para
transportar a carga. Os adesivos sdo frequentemente aceitdveis para estruturas
secunddrias, mas sdo geralmente evitados em estruturas primarias tendo em conta os
esforcos envolvidos. As juntas aparafusadas ainda sdo o principal mecanismo utilizado,
quando existam esforcos estruturais primarios entre pegas compostas complexas. O
comportamento dos elementos ligados influéncia de forma importante a dindmica
global de uma estrutura, afectando as frequéncias naturais e os modos de vibragao,
podendo provocar uma resposta nao linear a solicitacdes exteriores. A junta representa
uma descontinuidade na estrutura e uma concentracao de tensdes que muitas vezes
provoca o inicio da ruina da estrutura. Os esforcos gerados nas zonas de contacto
podem ser devidos a forcas estaticas, atrito, amortecimento, niveis de vibracdes, etc. Ha
entdo a necessidade de desenvolver metodologias para a construcdo de modelos

preditivos estruturais com articulacdes e interfaces.

Com o advento da informatica nos anos 1960 surgiram trabalhos na industria
aeroespacial que ao mesmo tempo que os modelos dindmicos se tornavam mais
complexos também o modelo de utilizacdo das Fun¢des de Resposta em Frequéncia

(FRF) era mais utilizado. Com a revolug¢do informatica e electronica este método tem
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sido importante para auxiliar todos os modelos dinamicos que sdao simulados em

suportes informaticos.

No projecto mecanico actual estas analises sdo baseadas no método dos elementos
finitos (MEF) e analises dinamicas de multicorpos com codigos informaticos. Os
principais objectivos destes cddigos sdo os de estimar as frequéncias naturais e os
modos de vibracdo do sistema e as proprias respostas. No entanto, estes cddigos ndo
abordam a dispersao ou incerteza estrutural das ligacdes aparafusadas; para além disso,
a geometria do sistema e as caracteristicas ndo lineares do material irdo resultar em
dificuldades na previsdo da resposta face a uma solicitacdo externa conhecida. A escolha
de um numero limitado de pontos de avaliacdo da resposta pode resultar numa
avaliacao excessivamente conservadora do sistema sem abordar o aspecto crucial dos
parametros de incerteza. Existem numerosos tipos de problemas mecanicos que
influenciam a dispersao dos parametros estruturais; as condi¢des iniciais e de fronteira
ditam o tipo de abordagem. Recentemente, a teoria de conjuntos fuzzy tem sido
combinada com algoritmos de elementos finitos para analisar os sistemas estruturais
com parametros incertos. Além disso, nalguns sistemas, os parametros sdo muito
sensiveis a pequenas variagdes, provocando uma mudanc¢a significativa no

comportamento dinamica da estrutura.

Todo este esfor¢o, na tentativa de conseguir modelar o mais correctamente possivel
uma determinada estrutura complexa, justifica o estudo mais aprofundado de
identificacdo do comportamento de elementos estruturais de ligacao simples para
posterior inser¢cao em conjuntos estruturais mais complexos. Isto levou ao surgimento

de um conjunto de métodos de identificacdo dinamica.

Os engenheiros sdo constantemente desafiados a resolver os tipos de problemas
apresentados. Se nao forem bem resolvidos levam por vezes os mecanismos a terem
elevados niveis de vibracdo e ruido, o que reduz a expectativa de vida dos componentes
e a eficiéncia das maquinas. Essa exigéncia de resolu¢do surge normalmente a partir de
aspectos econdémicos e ambientais relevantes mas pode também ser imposto pelos

6rgaos de governo para garantir padroes de seguranga.

As empresas de engenharia actuais devem ser suficientemente flexiveis para adoptar

e incorporar novas tecnologias e assim serem inovadoras para se manterem
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competitivas no mercado cada vez mais agressivo. O tempo do ciclo de projecto neste

sentido é cada vez mais reduzido.

1.2 Objectivos

Reconhecidos os problemas inerentes a juntas aparafusadas sdo assim tracadas
algumas metas. Os objectivos gerais sdo os de estudar, desenvolver, aplicar e discutir
técnicas especificas de identificacdo das propriedades das juntas aparafusadas entre
componentes estruturais. Existem grandes problemas de modelagao tedrica, que se
pretende fidvel para reproduzir correctamente o comportamento de estruturas ligadas
através de componentes normalmente bastante complexos, quer geometricamente quer
no que diz respeito ao seu comportamento dindmico. A via experimental é uma
alternativa, que no entanto precisa de todo um desenvolvimento, adaptagao,
implementacdo pratica e compatibilizacdo com os modelos teodricos, que estd ainda
muito por fazer. Os problemas que ai surgem prendem-se com varios factores, como

sejam:

= Dificuldades de acessibilidade nos ensaios;

* Problemas numéricos associados com a identificacio das propriedades
dindmicas e com a compatibilizagdo entre os modelos experimental e tedrico, de
grandeza completamente diferente - levando a resolu¢do de problemas
envolvendo matrizes mal condicionadas;

= Desenvolvimento de programas de calculo numérico matematicamente robusto e
suficientemente abrangentes das varias situacoes possiveis na pratica;

= Validacdo dos resultados previstos numericamente com os efectivamente
encontrados por via experimental;

= Realizagao pratica de ensaios em laboratério e em estruturas reais; etc.

A tematica do presente estudo constitui uma das areas prioritarias de investigacdo a
nivel internacional, sem duvida da maior importancia a nivel industrial. Pode
apresentar-se o seguinte exemplo: Numa dada actividade industrial existem
determinadas estruturas sujeitas a solicitagdes dindmicas, as quais é normal acoplarem-
se subestruturas através de alguns tipos de juntas. Desconhecendo-se de forma

adequada as caracteristicas e o comportamento dindmico destas, muito dificil (se nao
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impossivel) sera prever-se o comportamento da estrutura global. A solucdao podera
entdo ser a de se utilizarem técnicas de acoplamento e desacoplamento a fim de, a partir
de resultados experimentais, se determinarem as propriedades das juntas. A partir dai,
e para os tipos de juntas estudados, podera de futuro prever-se o comportamento da
estrutura ligada, através de acoplamento puramente teérico. As questdes serdo: em
quantos e em quais pontos realizar os ensaios? Que gamas de frequéncia se deverdo
escolher? Como conseguir resultados experimentais representativos em pontos onde se
ndo tem acesso? Como superar os problemas numéricos subsequentes, compatibilizar
os resultados tedricos e experimentais e validar estes? A questdo essencial ndo é a
escolha da filosofia de como atacar o problema, pois em termos genéricos ela é
conhecida. O fundamental é como ultrapassar as muitas dificuldades que na pratica
surgem e que exigem processos proprios. Sdo estes processos e procedimentos, aliados
a concretizacdo pratica em estruturas reais que se pretendem desenvolver e

implementar.
Neste trabalho estardo envolvidas varias areas de investigacgao:
(i) Técnicas de Analise Experimental, devido as medi¢des experimentais;

(ii) Analise Modal para o respectivo tratamento em termos de identificacdo das

propriedades dindmicas;
(iii) Métodos Numéricos, implementacdo de programas de calculo;
(iv) Técnicas de Acoplamento e Desacoplamento.

Todas estas matérias sdao de extrema importancia e actualidade no contexto do
projecto em Engenharia Mecanica. As duas abordagens que serdo utilizadas na

identificacao das propriedades dindmicas do elemento em estudo sao:

- Métodos directos utilizando um modelo numérico que se ajuste melhor aos

resultados experimentais.

- Técnicas de desacoplamento de estruturas.
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1.3 Estrutura da tese

A presente dissertacdo estd organizada em seis capitulos. No presente capitulo
apresenta-se o problema em estudo, dando importancia a questao para a engenharia em

geral e em particular para o estudo dinamico de estruturas.

No segundo capitulo é feita uma avaliagdo do estado do conhecimento sobre o
problema em questao, dando relevancia as areas mais importantes que contribuem para
a realizacdo deste trabalho, onde sdo citados e descritos varios trabalhos importantes

realizados por outros autores nas respectivas areas.

No terceiro capitulo apresentam-se varios modelos numéricos para representar um
caso especifico de uma junta aparafusada. E feita a avaliagio do melhor modelo fazendo
uma comparacao directa com as respostas dindmicas obtidas experimentalmente. Esta
comparacgdo é quantificada por uma técnica de correlagdo de fungdes de resposta em
frequéncia entre os dados experimentais e os dados obtidos numericamente por um

programa comercial.

No quarto capitulo procura-se generalizar a identificacdo de juntas. Apds apresentar
a técnica classica de acoplamento de subestruturas é desenvolvido uma técnica
alternativa mais simples. A partir desta sdo também desenvolvidas varias técnicas
novas de desacoplamento que sdo comparadas com as existentes através de varios

exemplos numeéricos simples.

No quinto capitulo as técnicas desenvolvidas sdo aplicadas a um caso experimental.
Para contornar alguns problemas inerentes ao processo de aquisicdo das respostas
dinamicas em estruturas siao apresentadas algumas metodologias para tentar superar

esses problemas e discutidos os resultados obtidos.

No sexto capitulo apresentam-se as novas contribui¢des, resumem-se as conclusoes

e apresentam-se recomendacdes para trabalhos futuros.

Nos anexos A e B sdo apresentadas algumas ferramentas matematicas, no anexo C
sdo desenvolvidas as expressdes analiticas das acelerancias de vigas livre-livre e no

anexo D é feita uma apresentacao breve do equipamento experimental utilizado.

Todo o tratamento numérico foi realizado no programa MatLab® [1].
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2 |Estado da arte

2.1 Introducao

A necessidade de projectar e calcular de uma forma cada vez mais precisa e fiavel
tornou o tdo popular método dos elementos finitos numa ferramenta indispensavel a
qualquer projectista (sec¢do 2.2). No entanto, esta técnica depara-se ainda com grandes
dificuldades, nomeadamente no campo da dinamica estrutural e, em particular, na
modelacdo de juntas. Por estes motivos se justifica o esfor¢co que tem sido feito neste
dominio nos ultimos anos. A percep¢do de que a modelacdo correcta das juntas nao
pode ser ignorada é hoje em dia um facto assumido e exemplos simples podem
demonstrar as enormes diferencas que se podem obter nos resultados quando as juntas

ndo sao consideradas ou mal caracterizadas.

Para atingir estas metas referidas é necessario ndo s6 a implementacdo de varias
técnicas que tém vindo a ser desenvolvidas nos ultimos anos, como também o

desenvolvimento de novos algoritmos e técnicas analiticas, numéricas e experimentais.

As técnicas de identificagdo de parametros da junta podem ser entendidas como uma
forma de minimizar as diferengas entre as respostas dinamicas de um modelo numeérico

com as obtidas através de ensaios experimentais, Ibrahim and Pettit [2].

Os processos de caracteriza¢do dinamica de juntas podem ser, de uma forma
genérica, englobados em duas grandes categorias: os que usam informacdo das
propriedades modais e os que usam informac¢dao em termos de fung¢des de resposta em

frequéncia (FRF).

Na primeira categoria destacam-se os trabalhos de Yuan e Wu [3], que abordam a
problematica da identificagdo das propriedades dinamicas de juntas, conjugando
resultados experimentais com técnicas de elementos finitos; levantam problemas
decorrentes do conhecimento incompleto dos parametros modais e da necessidade de

condensar as matrizes obtidas a partir dos elementos finitos.
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Wang e Sas [4] usam as frequéncias naturais e os modos naturais experimentais para
identificarem as propriedades de juntas, mas o método é baseado numa distribuicao
conhecida da massa e amortecimento proporcional das juntas, o que lhe reduz a

generalidade, para além do facto de apenas se aplicar a uma Unica junta.

Huckelbridge e Lawrence [5] usam um método baseado no inverso da sensibilidade
dos valores préprios para a identificacdo das caracteristicas da interface. A restrigao
estd na nao consideracdo dos efeitos dos modos de frequéncia mais elevada que sdo

desprezados, para além de ndo entrarem em linha de conta com a massa da junta.

A tendéncia, tem sido a de utilizar directamente a informacao experimental em
termos de FRF. Esta técnica revela-se bastante versatil, embora possa ser
computacionalmente pesada, pois exige o calculo da resposta para cada frequéncia, no
entanto, actualmente este problema ja ndo se pde para estruturas com um numero de

graus de liberdade relativamente grande.

A aquisicao de dados experimentais é na maioria das situagdes um processo delicado
e rigoroso. Os esforcos que sao utilizados para realizar essas aquisicbes nas mais
perfeitas condi¢des nunca sdo suficientes para eliminar qualquer contamina¢ao nos

dados adquiridos.

Para além de uma avaliacdo numérica existem outras abordagens a este problema.
Podemos encara-la como um problema de desacoplamento, existindo alguns trabalhos

neste campo (secc¢ao 2.5).

O contacto entre os dois corpos da ligacdo resulta num comportamento nao linear de
dificil tratamento. Esta abordagem e a respectiva validacdo de modelos teéricos do
problema de contacto entre os dois corpos que estdo unidos pela ligacdo aparafusada
nao é objecto de estudo deste trabalho, pois carece de equipamento experimental muito
especifico como é abordado por alguns autores: Gaul et al. [6] [7] [8], Song et al. [9],
Hurlebaus e Gaul [10], Mayer e Gaul [11], Hanss et al. [12] e Khodadadberomy et al.
[13].

A identificagdo de juntas, também pode ser abordada utilizando técnicas de
updating. Estas técnicas pressupdem parametrizar algumas caracteristicas fisicas do

modelo numérico e resolver um problema de minimos quadrados inseridos num
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algoritmo de optimizacdo com a finalidade de determinar os parametros definidos no

modelo numérico.

Mottershead e Friswell [14] sugerem um método que envolve as matrizes de rigidez
e de massa da estrutura. Este procedimento nem sempre reproduz resultados visto que
os algoritmos criados pelo método tém dificuldade em convergir. No sentido de resolver
esta questdo é aplicado ao algoritmo matrizes de peso criadas de tal forma que o
método convirja. Existem algumas formas de gerar matrizes de peso coerentes, entre

outros, Mottershead et al. [15] e Link [16] realizaram trabalho nesse sentido.

Estes métodos também podem ser baseados em FRF e designados por Response
Function Method (RFM) como foi sugerido por Kwon and Rongming [17]. Este método
tem sido bastante utilizado ultimamente pois utiliza FRF, com que é mais facil trabalhar.

Arora et al. [18] [19] utilizam o método para determinar o amortecimento da estrutura.

Neste estudo houve algum trabalho exploratério de utilizagdo do RFM, no entanto

ndo se aprofundou alguns resultados obtidos numericamente.
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2.2 Elementos Finitos

Nas ultimas décadas, o método de elementos finitos sofreu um grande
desenvolvimento e ampla utilizacdo como uma poderosa ferramenta numérica
associada ao elevado desenvolvimento dos computadores. Dos simples problemas
tensdo - extensdo do método de elementos finitos podemos actualmente estudar
problemas de contacto com andlises complexas ndo lineares utilizando algoritmos de
calculo especialmente concebidos, incluidos em software comercial de elementos finitos.
Actualmente tem-se verificado um aumento do volume de trabalho no desenvolvimento

de elementos finitos de contacto para as mais variadas situagdes.

Os fundamentos da modelacdo por elementos finitos para a concep¢do dinamica
estrutural tém sido descritos e abordados nos aspectos praticos da modelacdo e de
particular relevancia para uma classe de estruturas encontrada em turbinas e outras
maquinas. A primeira vista, o nimero e a complexidade das tarefas envolvidas na
obtencao precisa e robusta do modelo de elementos finitos podem parecer
esmagadores. No entanto, a maioria das tarefas revela-se ao utilizador com um elevado
estado de automacdo. Infelizmente, com a excep¢do da malha disponivel
comercialmente - geradores de malha - a automatizagdo permanece protegida pois é

uma vantagem competitiva no contexto da sociedade actual.

A ampla apresentacdo de métodos aproximados de modelacdo ndao é de forma
alguma destinada a contrariar o surgimento do conceito de um super-modelo, prevé-se
que em breve este substituira algum componente especifico no projecto mecanico. Na
rapida evolucdo e na falta de detalhes do desenho disponiveis durante a fase preliminar
do projecto, somos for¢ados a utilizar modelos aproximados. Deste modo, as técnicas de
modelacdo sdo desenvolvidas para ajudar na obten¢do de uma melhor concepg¢do dos

modelos.

A utilizacdo desta ferramenta para a modelacdo de juntas tem estado actualmente
mais dedicada ao estudo e desenvolvimento de modelos numéricos que descrevam a
interaccdo entre os corpos que constituem as juntas. Estas zonas sdo caracterizadas por

varios tipos de contacto.

A escolha do tipo de elemento a utilizar leva, naturalmente, a comparagdo

sistematica dos diferentes tipos de modelo s6lido, hibrido, casca e viga.
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2.3 Ligacoes aparafusadas

Este tipo de juntas constitui uma das formas mais comuns de ligar estruturas
mecanicas. Estas ligagcdes sdo formadas por dois tipos de elementos, parafuso e porca.
Ambos sdo estruturas roscadas e por isso as superficies destes elementos estdo sujeitas

a esforgos complexos, ndo lineares, para além de esforcos simples de tracgao.

O tipo de rosca, o passo, o comprimento da zona roscada, a pré-tensdo existente no
parafuso e o atrito entre as superficies, afectam a distribuicdo de tensdes entre as duas
zonas roscadas. Estes esfor¢os conduzem a uma concentragdo de tensdes nas raizes dos
filetes da rosca, gerando - juntamente com o problema de contacto - problemas nao
lineares de dificil resolugdo analitica. A complexidade deste problema tem sido
investigada através de modelos numéricos, usando principalmente o método dos

elementos finitos.

Mackerle [20] faz uma analise extensiva do trabalho realizado sobre as varias formas
de ligacoes rigidas. Sobre as ligacdes aparafusadas identifica, para além do que ja foi
referido, um conjunto vasto de problemas estruturais associados a ligacdo, tais como
multiplas liga¢des, fadiga, relaxacdo da pretensao, ligagdes compostas e efeitos térmicos.
Também refere a existéncia de modelos de elementos finitos 2D e 3D desenvolvidos por

varios autores para tentar resolver esses problemas.

Kim et al. [21] exploram varias formas de modelagdo de uma junta aparafusada
utilizando varios modelos de ligacdo por elementos finitos entrando em conta com o
aperto da ligacdo aparafusada. Avaliam o efeito da densidade da malha, embora a

investigacdo realizada seja essencialmente estrutural.

Inserido no projecto OSCAR, Jarvis [22] propdée um modelo de junta com
amortecimento. Avalia o efeito do amortecimento dessa junta com um modelo

energético, retirando alguns resultados em situacées muito particulares.

Ma et al. [23] compara a resposta dindmica de estruturas com e sem juntas com o
auxilio de um laser na medicao da distribuicao da velocidade de resposta da estrutura,

evitando assim a adi¢do de massas na estrutura.

10
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2.4 Analise de vibra¢oes mecanicas

Um sistema dinamico pode ser uma estrutura, um mecanismo, um componente de
maquina, um sistema mecanico, um vibrador, um misturador, uma maquina rotativa,
etc. Estes sistemas sdo vulgarmente caracterizados por um conjunto de elementos
estruturais simples, aos quais esta associado uma inércia, uma rigidez e por vezes o
elemento dissipador de energia, um amortecimento. Estes elementos sdo definidos no
espaco, em relacdo a um sistema de eixos, pelos designados graus de liberdade do
sistema. Este sistema, que pode ser continuo ou nao, esta sujeito geralmente a cargas

variaveis no tempo, f(t), aplicadas nesses graus de liberdade. Por outro lado, podemos

caracterizar estes sistemas dindmicos em trés modelos diferentes, Modelo Espacial,
Modelo Modal e Modelo de Resposta em Frequéncia. Como vamos ver mais a frente

existem varias relagdes conhecidas entre estes trés modelos (Maia et al. [24]):

- Modelo Espacial: Esta caracterizagdo dinamica é a mais utilizada para problemas
simples. Este modelo é construido com o conhecimento da distribuicdo espacial das
matrizes de massa M, de rigidez K e de amortecimento viscoso C (ou de
amortecimento histerético D). Estas matrizes vao ter a dimensao igual ao namero de
graus de liberdade N, que vamos considerar para caracterizar o nosso sistema que em

cada instante t é posicionado pelo vector de deslocamento (t). Do equilibrio de forgas

dinamicas identificadas no sistema podemos escrever a equagdo (2.1) caso tenhamos
amortecimento viscoso.
Mi(t) + Cilt) + Ka(t) = £(t) 2.1)
Caso o amortecimento seja histerético temos,
Mi(t) + iDa(t) + Ka(t) = f(1) 2.2)
Na maioria das situagdes estes dois tipos de amortecimento sdo assumidos como
proporcionais, isto é, assume-se que sao uma combinacdo linear da matriz de rigidez K
e da matriz de massa M ,

C = BK +aM D= uK +6M (2.3)

Estas constantes vao permitir identificar o factor de amortecimento associado a cada

frequéncia natural para cada um dos casos,

11
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g =

i)
a Bo.
2“)7- 2

7]
n, =u+ P (2.4)

- Modelo Modal: O modelo anterior sem amortecimento pode ser descrito por um

problema generalizado de valores e vectores proprios,
(K-2M)X=0 (2.5)
A solucao do problema representado pela equagdo (2.5) conduz a N valores proprios,

sao as frequéncias naturais do sistema e a N vectores préprios, que representam os

modos de vibragdo. As frequéncias naturais ao quadrado podem ser agrupadas numa
matriz diagonal A = [ Af] e os modos normalizados relativamente a matriz de

massa colocados nas colunas de uma matriz ®. Para sistemas com amortecimento

viscoso temos lf =a)i e para sistemas com amortecimento histerético temos
A2 =a)2,(1+z'77‘).
T T A

Sdo verificadas as propriedades de ortogonalidade (em relagdo as matrizes de massa
e rigidez) da matriz modal @ para os dois tipos de amortecimentos:

' MP=1 O MP=1

O'KD=A @' (K+iD)®=A (&)

Pelo facto da matriz modal ser ortogonal significa que é sempre invertivel, pois tem
as colunas (ou seja, os modos) linearmente independentes. Assim, da equagao (2.6)
podemos determinar as caracteristicas espaciais utilizando o conhecimento das

caracteristicas modais, ® e A.

- Modelo de Resposta em Frequéncia: Este modelo tem sido bastante utilizado

ultimamente, pois permite caracterizar de forma mais facil estruturas mais complexas.

Na possibilidade de excitarmos a nossa estrutura por uma for¢a harmonica,
podemos reescrever a equacao (2.2),

(K-o’M+iD)X =F 2.7)

Em que X e F sdo as amplitudes complexas da resposta e da forca,

respectivamente, em regime estacionario.

12
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As matrizes de receptancia e de rigidez dinamica, designadas por H(w) e Z(w), sio
definidas da seguinte forma:
H(w)=(2() =(K-o'M+iD)" (2.8)
Na eventualidade da grandeza medida do sistema ser a velocidade estamos perante a
mobilidade, Y (). Em termos experimentais o que geralmente é medido é a aceleragio;
nesse caso, estamos perante a acelerancia, A(w). Com o conhecimento de uma delas é
facil determinar as outras utilizando as relacdes matematicas de derivacao,
Aw)=ioY(w) e Alw)=-0" Hw) (2.9)

Estas trés formas de caracterizar dinamicamente a estrutura sdo vulgarmente
designadas por Func¢des de Resposta em Frequéncia (FRF) e sdo representadas

genericamente por H(w).

Da equacido (2.6) para amortecimento histerético podemos escrever,

oo =M 2.10
O 'ADP ' =K +iD (2.10)

Em consequéncia, a equacdo (2.8) pode alternativamente ser dada por,
Hw)=0[ 22~ ] @ (2.11)

A equacgdo (2.11) representa outra forma de obter a matriz de receptancia e assim
estabelece a relacao entre o Modelo Modal e o Modelo de Resposta em Frequéncia. Cada

elemento da matriz é entao expressa da seguinte forma,

> A
H (0)= Yy (2.12)
1” Z A=’
onde H (w) representa a FRF que se obtém quando se excita a estrutura por uma

forca segundo a coordenada g e se mede a seu deslocamento na coordenada p.

O elemento TAM da equacdo (2.12) é uma constante complexa associada ao modo r e

as coordenadas p e g, que nao é mais que o produto de duas componentes dos vectores
modais @:
A =D - D (2.13)
T pq T p r q

emque @ é o termo p do vector modal r e P, é o termo ( do vector modal r.

13
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A equacdo (2.13) permite-nos concluir que a matriz de receptancia é simétrica ou
seja,
H (0)=H_(w) (2.14)

Este facto, bastante util, apenas se verifica para sistemas lineares.

Da equacao (2.12) podemos facilmente perceber que para modelos fisicos continuos
nunca poderemos determinar todas as parcelas do somatério. Assim, podemos

identificar uma parcela designada por residual qu(a)), que sera pequeno no caso do
modelo matematico se aproximar do sistema fisico.

Maia [25], explorou varias técnicas de Identificagdo Modal, técnicas essas que nos
permitem determinar as caracteristicas modais do sistema utilizando a informacao

dada pelas funcoes de resposta em frequéncia.

As relacdes entre os trés modelos podem resumir-se num fluxograma bastante

simples. Para sistemas sem amortecimento, a relacdo entre os modelos esta indicada na

Figura 2.1.
>|H(w)=(K-o’M)’
[K — (JJ?M}@ =0=>w P H(w) = !I’[-"a)g -’ ]_1 i
Modelo Espacial Modelo Modal Modelo de resposta
K [V"CU?-, ] em frequéncia
M e H(w)
\ /
K=3"Ad" e ™ ——
M=d"5" Identificacdo Modal

K—-0o'M = Z(o) = (H(w))_1 -

Figura 2.1: Relagdo entre os trés modelos dinamicos (sem amortecimento)
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2.5 Acoplamento / desacoplamento

Nas ultimas décadas, ao ritmo que a tecnologia de processamento de dados se
tornou mais poderosa e acessivel, foram surgindo cada vez mais trabalhos na area das
vibragdes que utilizam FRF. Assim, alguns métodos de tratamento de problemas
dinamicos que foram desenvolvidos em meados do século passado tém sido objecto de
estudo. As técnicas de desacoplamento de Bishop [26] e Jetmundsen [27] sdo um

exemplo disso.

Tsai e Chou [28] apresentam um método de identificagdo para uma ligacao
aparafusada baseado no método proposto por Bishop [26], com um algoritmo de calculo
diferente. Lee e Hong [29], Wang e Liou [30] e Hong e Lee [31] usam uma combinac¢ao
de resultados numéricos (elementos finitos) e experimentais (FRF) para a identificacao
das juntas, mas com os mesmos problemas encontrados por Yuan e Wu [3]. Muitas
vezes a necessidade de medicdo experimental de FRF transferidas pode ser de dificil

concretizacao.

Urgueira [32], nos seus trabalhos, apresenta varias técnicas de acoplamento
dinamico e espacial. O método proposto por Chung [33] baseia-se nas FRF mas é muito

sensivel ao ruido.

Ren e Beards [34], que desenvolveram um método de identificacdo da rigidez da
junta discutem nesse trabalho os factores que levam as dificuldades na identificacao de

juntas, nomeadamente quando estas sdo demasiado flexiveis ou demasiado rigidas.

Ren e Beards [35] e [36] propdem novas técnicas de acoplamento dinamico, que
embora ndo sejam especificamente aplicaveis a juntas, ddo uma contribuicdo nesse

sentido.

Ren e Beards [37] avangam com um novo método iterativo para a identificacao de
juntas, concluindo que é bastante pesado do ponto de vista computacional e a

operacionalidade do processo depende bastante da estimativa inicial.

Ainda Ren e Beards [38] propdoem métodos de ponderacdo dos resultados
experimentais em frequéncia e em localizagdo, por forma a melhorarem os resultados
da identificagio das propriedades dinamicas das juntas utilizando o método

desenvolvido.

15
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Recentemente o problema do desacoplamento de estruturas voltou a despertar
interesse na comunidade cientifica (D’Ambrogio e Fregolent [39] e Rixen [40]). Na
procura da caracterizacao dinamica de subestruturas existem varios métodos que
combinam os experimentais com os analiticos. Estes podem ser classificados em trés

grupos diferentes, dominio modal, impedancia mecanica e dominio da frequéncia (Klerk
[41]).

No dominio modal, ou seja, métodos que utilizam as caracteristicas modais temos o
método classico de Craig and Bampton [42] que é vulgarmente conhecido como
“Component-Mode Synthesis” ou simplesmente CMS. Entretanto, foi desenvolvido o
“Dual Craig-Bampton method”, da autoria de Rixen [40] que entra em conta com mais

ligacdes entre as estruturas.

Na impedancia mecanica sdo consideradas as matrizes de massa, de rigidez e de
amortecimento do sistema, tal como as forgas exteriores e as forcas de ligacao. Jalali et
al. [43], Ahmadian e Jalali [44] e [45] desenvolveram um modelo que permite identificar

uma junta aparafusada utilizando as matrizes fisicas do sistema estudado.

No dominio da frequéncia existe um vasto niimero de métodos baseados no método
classico desenvolvido por Jetmundsen [27] que sdo conhecidos por “FRF-based

substructuring method” (FBS) como Klerk [41] também os classificou.

D’ Ambrogio e Fregolent [39] desenvolveu dois métodos muito parecidos baseados
na impedancia e na mobilidade do sistema que utilizam apenas coordenadas da junta.
Como vamos ver mais a frente um dos métodos tem o mesmo resultado do método

classico de Jetmundsen [27].

No método de Jetmundsen [27] os problemas numéricos inerentes as matrizes mal
condicionadas sdo bastante conhecidos. As medi¢coes de FRF experimentais com os seus
ruidos inerentes tornam dificil a obtencao de resultados aceitaveis. Sobre estes
problemas foram desenvolvidos varias abordagens para solucionar o problema. Ren e
Beard [46] tentam ultrapassar este problema utilizando o método dos minimos

quadrados na resolugdo de um sistema de equagoes.

Maia et al. [47] propdem uma solucdo utilizando apenas as ligacdes da junta,

revelando grandes problemas de instabilidade numérica em casos praticos.
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Em grande parte desta tese analisar-se-do as varias formas de desacoplamento
possivel do método classico de Jetmundsen [27] num problema numérico de vigas. Uma
das formas sera com a adi¢do de elementos de inércia locais o que sera uma forma

possivel de resolvermos o problema do mal condicionamento de algumas matrizes.

2.6 Estimativa de funcoes de resposta em frequéncia
nao medidas

E muito frequente encontrar num determinado estudo experimental de um caso real
pontos fisicos inacessiveis onde pretendemos saber a resposta dinamica. Por outro lado,
também surgem situacdes em que mesmo tendo acesso facil ao ponto de medicao, é
dificil obter-se uma dada FRF especifica. Em grande parte das vezes essas FRF sdo as
que se relacionam com as rotagdes. Este problema é para muitas situagdes crucial para a
resolucdo de problemas, sendo de dificil resolugdo. Existem, no entanto, alguns autores

com alguns trabalhos nesta area.

Yang e Park [48] partindo do produto da matriz de rigidez dindmica aproximada da
estrutura com a respectiva matriz de receptancia, deduzem uma expressao para estimar
essas FRF de dificil medigdo. Varios autores, como Celic e Boltezar [49] e Wang e Zheng
[50] utilizaram aquela expressao, obtendo resultados ndo muito aceitaveis quando

sujeitos ao efeito do ruido das medigdes.

Avitabile e O’Callahan [51] utilizaram o método SEREP para realizarem um processo
de expansdo e assim estimarem as rotagées nao medidas, embora ndao tenham avaliado

a sensibilidade do procedimento a qualquer perturbacdo experimental.

Silva et al. [52] propéem um método de cancelamento de varias massa adicionais
utilizando o método de desacoplamento classico para estimar a matriz de FRF a partir
de uma coluna ou linha da respectiva matriz. O método é muito sensivel ao ruido dos

dados experimentais.

Wang et al. [50] desenvolve uma formulagdo geral para estimar as FRF nao medidas
utilizando também o método de desacoplamento classico. No entanto os resultados da
aplica¢do dessa formulagdo revelam-se bastante pobres. Na sec¢do 5.2 iremos chegar a

expressoes finais muito semelhantes.
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2.7 Critérios de correlacao

A simples comparagio grafica das FRF calculadas por modelos numéricos (H ,(w))

com as obtidas por técnicas experimentais (H, (w)) apenas nos did uma ideia

qualitativa entre FRF. Ha portanto necessidade de quantificar em valores numéricos
essas diferencas. Com a facilidade actual de determinar FRF surgiram varios indices de
correlacdo que quantificam essas diferencas. Cada um quantifica essas diferencas de
uma determinada forma, levando a utilizacao de cada indice de correlagdo a ser aplicado

a cada problema especifico.

A comparac¢do entre modos de vibracdo é também uma das tarefas importantes
quando os modelos sdo baseados em caracteristicas modais medidas. A
correspondéncia entre os modos pode ser uma tarefa muito dificil especialmente para

estruturas com altas densidades modais.

Allemang e Brown [53] apresentaram em 1982 um dos critérios mais utilizados, o

Modal Assurance Criterion (MAC), definido como

(w ) {w)]
(v o) )ty (w})

onde {‘PA}, representa o modo i do modelo numérico, e {‘PX} representa o modo j
[ J

MAC(, j) = (2.15)

medido experimentalmente e o expoente “H” significa Hermitiano (complexo conjugado

transposto). A correlagao obtida tera valores entre 0 e 1.

0 modo {‘PA}_ estara bem relacionado com o modo {‘PX}, se o respectivo
i J

MAC(i,j) tiver um valor préximo de 1.

A semelhanca do MAC, que compara modos, Pascual [54] definiu um indice de
correlacdo global no dominio da frequéncia, o Frequency Domain Assurance Criterion

(FDAC), que compara FRF entre si:

FDAC(a)A,a)X,j) =
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onde {HX(wX)}]_ representa a coluna j de H, (w) a frequéncia o, .Este indice

também apresenta valores entre 0 e 1; pelo facto de ser calculado para cada frequéncia,

é necessario um poder de calculo consideravel. Podemos ver um exemplo na Figura 2.2.

Heylen [55] definiu um critério que correlaciona as FRF de forma local, o Frequency
Response Assurance Criterion (FRAC), a semelhanca do Co-ordinate Modal Assurance

Criterion (COMAC), definido por Lieven [56],

2

(1, {1, 0}
(@} {1, @} ({r, @) (a1, @)

{HXij(a))} é a resposta na coordenada i com a excitagdo na coordenada j para todas

FRAC(, §) =

(2.17)

as frequéncias w . Escolhendo apenas as coordenadas impares de uma estrutura com 16
graus de liberdade aplicou-se este critério aos resultados experimentais e aos dados do
modelo numérico. O critério revelou-se muito sensivel como se pode ver pelos valores

muito distantes da unidade na Figura 2.3.
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Figura 2.2: Exemplo de uma correlagao FDAC Figura 2.3: Exemplo de uma correlagdo FRAC

Por outro lado, Grafe [57] nos seus trabalhos de updating entrou em conta com a
necessidade de correlacionar as FRF de forma global e local. Assim definiu dois critérios

globais que utilizou no seu modelo de updating e um critério local.
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O primeiro critério global, o Global Shape Criterion (GSC), é definido como

‘{HA(a))}f [H ()} 2

GSC (w,j) = H = (2.18)
(@) {z @)} {1, @) {1, )
O segundo critério global, o Global Amplitude Criterion (GAC), é dado por
2 ‘{HA )} {#, ()}
GAC (w,j) = (2.19)

onde {HX(a))} representa a coluna jde H () a frequéncia w.
J

Estes critérios, a semelhang¢a do FDAC dao relevancia ao processo de aquisicao das
FRF. Para uma situacdo experimental em que é utilizado o elemento excitador fixo numa
coordenada e em cada coordenada um sensor para medir a resposta dinamica, a
aplicacdo destes critérios pode de certa forma dar-nos uma ideia da “correcta”

colocagao do elemento excitador.

Ambos estes critérios mostram um valor entre 0 e 1 para cada frequéncia. Podemos
determinar a média destes valores ao longo da gama de frequéncia e ter assim
quantificado num sé valor a correlagido entre FRF associadas a coordenada j. No caso da

correlacao GSC temos,
1 N
GSC(j) =~ > GSC(w,, j) (2.20)
k=1

Na Figura 2.4, recorrendo aos dados da Figura 2.3, podemos ver a correlacao GSC e

na Figura 2.5 a GSC média entrea H, (w) ea H ().
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Figura 2.4: Exemplo da correlagdo GSC Figura 2.5: Exemplo da média da correlagdo GSC

O critério local sugerido por Grafe [57] é o Local Amplitude Criterion (LAC), assim

definido:
2|t (o) - H, ()
(H,,(0) B, (©)+(H, @) 1, )

onde i e j sdo as coordenadas da resposta e a excitacdo, respectivamente. H Aij(a)) éa

LAC(w,i, j) = (2.21)

FRF obtida numericamente e H Xij(w) obtida experimentalmente, o expoente * significa

o complexo conjugado. Esta correlagdo também tera valores entre 0 e 1 para cada

frequéncia . H, (o) estard bem relacionada com H, () se o respectivo LAC(w,, j)

tiver todos os valores préximos de 1. Podemos também aqui determinar a média destes

valores e ter assim quantificado num sé valor a correlagdo entre FRF:
1 N
LAC(i,j)=— » LAC(w,,i,7 2.22
(0= Z, (@,,1,7) (2.22)

Com as mesmas FRF utilizadas para o FRAC Figura 2.3 foi gerada a Figura 2.6 com a

média da correlagdo LAC.

A Figura 2.3 e a Figura 2.6 representam correlacdes locais que dao uma importancia

distinta as diferencas que existem entre as FRF calculadas numericamente e as medidas

como podemos observar na Figura 2.7 que tem como compara¢ao a FRF HA77(a)) ea

FRF H__(w) .

X7
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3 |Identificacdo de juntas por métodos
numericos directos

3.1 Introducao

Pretendemos neste capitulo identificar a junta através de modelagcdo numérica, de
forma directa, avaliando a correlacdo entre dados experimentais e os resultados obtidos
por um conjunto de modelos de elementos finitos desenvolvido num programa

comercial (Ansys [58]).

Este tipo de programa € bastante util pois permite-nos criar modelos complexos com
uma interface grafica bastante amigavel. Este programa desenvolve o seu trabalho ao
longo de trés fases: pré-processamento, processamento e poés-processamento. Na
primeira fase é criado o modelo de elementos finitos que pode ter uma ajuda de outro
software externo para a criacao da geometria e da malha. No processamento podem ser
efectuados varios tipos de calculo, dependendo do objectivo do estudo. No pés-
processamento, onde sao tratados os outputs, o programa esta um pouco limitado e por
vez é utilizado um software externo para esse tratamento. No nosso caso foi utilizado o

Matlab [1] para tratar a informagdo gerada.

Na nossa situacdo, o processamento recai no calculo numérico das frequéncias
naturais, dos modos e das respostas dinamicas (FRF). Para a obtencao das frequéncias
naturais e dos modos foi utilizado o modo de processamento “Modal Analysis” e dentro
dos disponiveis foi escolhido o método de calculo “Block Lanczos Method” pois era
aquele que convergia sempre e era o mais rapido no calculo das frequéncias naturais.
Para determinar as FRF nas gamas pretendidas e perante uma estrutura nas condi¢des
de livre no espaco, utilizou-se o processamento “Harmonic Response” com o método de
calculo “Harmonic Response Mode Superposition Analysis”. Este método utiliza as
caracteristicas modais da andlise geradas pelo modo de processamento “Modal Analysis”

utilizado para o calculo das frequéncias naturais e dos modos.
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Para representar a excitacdo, foi imposta uma for¢a harménica com amplitude
unitaria no né onde foi aplicada experimentalmente a for¢a excitadora. Assim, as

respostas lidas nos nés escolhidos representam as FRF pretendidas.

Na modelagdo, houve a preocupacao de desenvolver varios modelos de elementos

finitos que se aproximassem suficientemente bem dos resultados experimentais.

Para identificar um modelo mais adequado para uma junta aparafusada foi escolhida
uma ligacdo simples de um sé parafuso/porca M10 que liga duas vigas de geometria

simples.

3.2 Fundamentos teodricos

A modelagao dindmica é um processo de conversdao de um problema de engenharia
num modelo matematico, através do qual as principais caracteristicas de vibracao do
problema original podem ser previstas com alguma precisdo. As caracteristicas
principais desse modelo matematico sdo a inércia, a rigidez, o amortecimento, as forcas

aplicadas e as condigdes de fronteira.

Com o conhecimento dessas caracteristicas aplicamos o método dos elementos
finitos (MEF) [59]. Este método passa por dividir um dado sistema num determinado
numero de elementos que estdo interligados por nés seleccionados. Este procedimento
é chamado de discretizagdo. A deformacdo dentro de cada elemento é expressa por
polindmios de interpolacao também designados por funcdes de forma. Os coeficientes

destes polindbmios sdo definidos em funcdo do tipo de elemento. Usando o campo de

deslocamento assumido, a energia cinética 7 e a energia de deformacdo V° de cada

elemento sdo expressas em fun¢do das suas matrizes de massa e de rigidez.

Aplicando o principio de Hamilton generalizado [60], que define que para qualquer
sistema que evolui de uma configuracdo 1 no instante 1 para uma configuracdo 2 no
instante 2, em equilibrio dindmico, é estacionario (minimo, neste caso) o seguinte

integral nesse intervalo de tempo:

t

Sf(T-V+W )dt=0 (3.1)

4
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Onde 7 e V sdo a energia cinética e a energia potencial do sistema,

respectivamente, e OW  representa o trabalho virtual das forcas ndo conservativas.

Vamos determinar cada elemento desta equagdo de equilibrio.

No caso dos elementos finitos o deslocamento no interior de um elemento é

determinado pelo seguinte polinémio,
u(z,y,2,t) = Nu' (3.2)

Onde NN é a matriz da fun¢do de forma do elemento e e u° é o vector de
deslocamento nodal do elemento. Depois do conhecimento do campo de deslocamentos
podemos utilizar a lei constitutiva e determinar a deformacgdo e a tensao no elemento.
Derivando a equacdo (3.2), obtemos a deforma¢do e multiplicando pela matriz de

elasticidade D obtemos o campo das tensoes.
e =dNu’ = Bu’ o = De =D Bu' (3.3)

Substituindo na energia potencial do elemento temos,
pe=1 [ e"advol =% [ (w)" B" DBu‘dVol =%(u8)TK@uﬁ (3.4)
Vol Vol
onde K° é a matriz de rigidez do elemento. Para determinar a energia cinética
vamos determinar o campo de velocidades a partir da equacao (3.2),
u(z,y,2,t) = Nu' (3.5)
Assim, a energia cinética do elemento fica definida por:

1 1 1
=2 [ @’ padvol =2 [ @) N" pNwdvol =5 @) M (3.6)

Vol Vol

onde M° é a matriz de massa do elemento.

Por sua vez, o trabalho das forgas ndo conservativas sera escrito da seguinte forma:

M/:C — f’U;TfEdVOZ — (ue)TfNTfedvol — (ue)TFe (37)

Vol Vol

onde F° é o vector de forgas nodal.

7

E necessario reescrever estas energias em funcdo das coordenadas globais do

sistema fazendo uma transformacao de coordenadas.

u’ = Lu’ (3.8)
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Onde L é uma matriz de transformagio ortogonal e u° sdo os deslocamentos nodais
do elemento no sistema global. Substituindo a equacao (3.8) nas equacoes (3.4), (3.6) e

(3.7), temos as mesmas expressas em coordenadas globais:

Ve = (’EE)TI_(E’LT com K'=L'K°L

N | =N =

T =—-@)" M4 com M°=LML (3.9)
W =@)F  com F =LF

nc

Desta forma podemos obter as energias totais nas coordenadas globais:

I V|
T=YT"= EZ(ae)TMH = 5uTMu (3.10)

I/I/vnc = V[_/ne( = E(ﬂe)Tﬁe = U’TF

Em que 2 significa o somatério que entra em conta com a conectividade dos

€

elementos. Substituindo no principio de Hamilton descrito na equacgao (3.1), temos

)

1 1
Of (za"Mu——u"Ku+u'F)it =0 (3.11)
) %9 2

1

Aplicando o operador variacional e tendo em conta que du’ = 0 nos instantes t e

t,, obtém-se,

ty

[ ou" (~Mii — Ku+ F)dt = 0 (3.12)

4

Como du’ é independente e arbitrario, nunca sera nulo e portanto,
Mi+ Ku=F (3.13)
onde K é a matriz de rigidez do sistema, M é a matriz de massa do sistema e F o
vector de forgas externas nao conservativas. Em vibragdo livre, F = 0:
Mii+ Ku =0 (3.14)
Assumindo o amortecimento do sistema como amortecimento viscoso, o principio de
Hamilton conduzir-nos-ia a

Mii+Ci+Ku=0 (3.15)
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Ao utilizar a matriz modal da solu¢do nao-amortecida, na maioria das situacoes, ndo
é possivel diagonalizar a matriz C'. Rayleigh nos seus trabalhos sugeriu a possibilidade
do amortecimento ser proporcionais as matrizes de rigidez K e de massa M e assim
escrever a semelhanca da sec¢do 2.4:
C=aM+ K (3.16)
onde a e f sdo constantes. Substituindo (3.16) na equagio (3.15) temos;
Mii +(aM + BK )i+ Ku =0 (3.17)

Assim, utilizando a matriz modal do sistema (3.14), é possivel obter um sistema de

equacoes desacopladas (independentes), nas coordenadas principais p;

.00 0
{p}+|0 260 olp}+|0 o o0|{p}={0} (3.18)
o 0 - 0 0 "

onde w_¢ a frequéncia natural do modo r e como acontece nos sistemas com um so6

grau de liberdade, Sr é o factor de amortecimento associado ao modo r:

_a | Po,
£ = 0, +5 (3.19)

Uma das finalidades dos programas comerciais de elementos finitos é a resolucdo

deste sistema de equacoes.

27



Capitulo 3 - Identificagdo de juntas por métodos numéricos directos

3.3 Modelacao da ligacao aparafusada

Foi escolhido um acoplamento de vigas simples ligadas com um parafuso sextavado
interior e uma porca de rosca métrica M10 apertado com um momento de 50 Nm. A
estrutura ficou suspensa simulando condig¢des de livre no espacgo. As solicitagdes foram
aplicadas com um martelo instrumentado com sensor de for¢ca e as respostas foram

medidas com acelerémetro (Anexo D).

Foram escolhidas algumas coordenadas de interesse. Na Figura 3.1 podemos ver esta
estrutura com as varias coordenadas de translacdo e de rotacdo de interesse no plano

Xz. Apenas as coordenadas deste plano é que foram consideradas no estudo.

1 3 5 7 2 9 1 1 15
'y ) 4 4 Iy 6 4 3 10 ”T\lz ,&'4 16
Ay A AN e |
- ~ ~ - / J S
y -

B o —-—=- e —————= ———e— === —+— —==

_..__L_l_ L L1 L
L2 L Lz 2
L 200 _ Lo |
| I

Figura 3.1: Acoplamento de vigas V10 com V8

As varias posi¢oes das coordenadas de interesse estdo indicadas na Figura 3.1 e na
Tabela 3.1. Os quatro pontos de medicdo das translagdes em cada viga correspondem as
coordenadas 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13 e 15. A junta é representada pela subestrutura

compreendida entre a coordenada 7 e 9.

Viga L b t S L1 | L3 L4
V10 500 30 5 30 5 123.3 246.7 370
V8 400 30 5 30 5 90.0 180.0 270

Tabela 3.1: Dados geométricos do acoplamento em milimetros

As caracteristicas geométricas de cada viga estdo indicadas na Figura 3.1 e Figura 3.2

e na Tabela 3.1.

Figura 3.2: Tipo de viga
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3.3.1 Escolha do elemento finito

Em funcdo do tipo de problema e da geometria cabe ao utilizador escolher o

elemento finito mais adequado e a malha mais coerente com a geometria da estrutura.

Dentro da biblioteca de elementos finitos disponivel e de entre os elementos finitos
mais adequados para a modelacao de vigas, foi feita uma seleccdo de um elemento de
viga BEAM3, de um elemento de placa estrutural SHELL63 e elementos sélidos

estruturais SOLID45, como indicado na Tabela 3.2 e representados na Figura 3.3.

BEAM3 SHELL63 SOLID45

Numero de Nos 2 4 8
GL por N6 3 6 3
GL por Elemento 6 24 24

Tabela 3.2: Elementos finitos seleccionados

BEAM3 SHELL63 SOLID45

Figura 3.3: Geometria dos elementos finitos seleccionados

0 elemento BEAM3 “reduz” o elemento estrutural a um “eixo” o que de certa forma
revela-se desajustado para o estudo deste problema pois a junta aparafusada é

complexa.

A utilizacao do SHELL63 também levanta problemas no momento em que se analisa
os modos de flexdo, pois existe, como veremos mais a frente, interferéncias geométricas
entre as vigas. Além deste problema, a modelagdo correcta da ligacdo aparafusada

torna-se desadequada.
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Assim foi utilizado o elemento SOLID45 para este estudo da correlagdo entre FRF.

Foi feito uma avaliagdo do nuimero de elementos utilizando como referéncia o
numero de divisdes da circunferéncia que constitui o furo como podemos ver na Figura

3.4 e na Figura 3.5.

Figura 3.4: Divisdes da malha em 16 divisdes Figura 3.5: Divisdes da malha em 24 divisdes

Foi escolhido utilizar a malha com 24 divisdes pois é aquela que apresenta uma

distribuicao mais uniforme dos elementos finitos na estrutura.

30



Capitulo 3 - Identificacdo de juntas por métodos numéricos directos

3.3.2 Interferéncia geométrica na zona de contacto

0 modelo solido utilizado, com uma ligacdo rigida entre nos das duas estruturas, ndo
evita o efeito de “penetracdo” das vigas nos modos de flexdo, Figura 3.6. Este efeito é
visivel quando ao programa lhe é pedido a animag¢do do modo escolhido. Esta “falha” na
modelac¢do da ligacdo pode ndo afectar muito os resultados pois este modelo induz uma
quebra de rigidez na flexdo o que pode nao acontecer se as for¢as induzidas na direc¢ao

da flexao forem reduzidas.

Figura 3.6: Penetracdo no modo de flexdo Figura 3.7: Fotografia da junta aparafusada

No entanto, foi feita um ensaio experimental para avaliar este efeito de
penetracdo/separacdo das vigas. Foi utilizado um estroboscopio para visualizar o
acoplamento a ser solicitado a primeira frequéncia natural. Pelas limitacdes do
estroboscopio nao foi possivel chegar as frequéncias correspondentes aos modos de
flexdo de maior penetracdo para assim poder visualizar o fen6meno anteriormente
referenciado. Ap6s varias tentativas nao foi possivel ver o efeito de abrir e fechar de
forma clara, mesmo utilizando uma maquina fotografica, Figura 3.7 e uma de filmar nao
foi possivel captar qualquer separacdo. No entanto verificou-se a existéncia de um

batimento entre as duas vigas que produzia um efeito sonoro audivel.
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3.3.3 Modelos numéricos da ligacao aparafusada

O efeito de penetracdo identificado no ponto anterior sera objecto de correcgdo
nalguns modelos que serdao propostos. Efectivamente se ligarmos de forma rigida todos
os n6s comuns as duas vigas, ou seja, na zona de contacto, esta ligacao nado ira permitir

qualquer penetracdo nem afastamento das vigas.

Foram assim definidos 13 modelos de ligacdo entre as duas vigas, 6 modelos onde ha
apenas ligacdes rigidas entre nos das duas vigas distribuidos em circunferéncias
concéntricas com o furo, Figura 3.8 e mais 7 modelos que entram em conta com as
mesmas ligacdes e adiciona uma ligacdo rigida do parafuso ao modelo das duas vigas,

Figura 3.9.

Figura 3.8: Ligacao sem parafuso Figura 3.9: Ligacdo com parafuso

Estas ligacdes rigidas consistem em atribuir os mesmos graus de liberdade aos nos
comuns das duas estruturas. Na Figura 3.10 e Figura 3.11 podemos ver as linhas que
unem o conjunto de nds de cada ligacdo C1-C6 e da ligacdo C7 respectivamente. Cada
modelo de ligacdo usa uma combinac¢do destas ligagdes como esta indicado na Tabela

3.3.

O efeito de aperto da ligacao aparafusada desenvolve um cone de pressao sobre os
elementos a unir; este efeito da origem a uma pressao localizada numa coroa com um
determinado diametro, Figura 3.12. Esse diametro é fun¢do do diametro da cabega do
parafuso ou do didmetro de contacto da porca e também de um angulo que relaciona

estes didmetros com o diametro da coroa de pressao. Este angulo é objecto de varios

estudos, embora seja consensual admitir um angulo de 30°.
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C2

Cc7

Figura 3.10: Zonas das liga¢des C1-C6 Figura 3.11: Ligacdo C7

O diametro da coroa de pressdo representa a ligacdo C4 da Figura 3.10 e foi tomado
um valor médio para esse diametro de 21 mm, indicado como diametro D4 na Figura

3.12.

Modelo Pmm] | 1 | 2 |3 | 4|56 |7 |89 [10]11|12]13
Ligacao C1 10 X | X | x| X X | X | X | X | x| X
Ligacdo C2 14,6 X | X | X | X | X X | X | x| x| X
Ligacdo C3 16 X | X | x| X X | X | x| X
Ligacdo C4 21 X | X | X X | X | X
Ligacdo C5 --- X | X X | X
Ligacdo C6 X X
Ligacdo C7 | 14,6/16 X | x| x| x| x| x|X

Tabela 3.3: Ligagdes dos 13 modelos

As ligacdes C2 e C3 representam os didmetros da porca e da cabeg¢a do parafuso,

respectivamente.

Como exemplo, na Figura 3.13 estad representado a ligacdo do modelo 7, onde é

visivel a ligagdo C7, constituida por uma ligacdo rigida n6é a né indicada a verde.
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|
|
1 D2 = 14,6 mm |

Figura 3.12: Cone de pressao do parafuso Figura 3.13: Ligacdo do modelo 7

3.3.4 Determinacao das caracteristicas estruturais.

As propriedades que necessitamos conhecer do material que constitui as vigas do
nosso acoplamento, sao o mddulo de elasticidade, a massa especifica e o coeficiente de
Poisson. Foi assumido um coeficiente de Poisson de 0,30, valor indicativo para os acos.
A massa especifica foi determinada calculando o volume total de todas as vigas e

pesando o conjunto, tendo-se obtido o valor de 7718,2 kg/m3.

A fim de determinar o médulo de elasticidade, foram medidas as FRF de translacdo
nos 4 pontos de medicao da viga V10. Foi utilizado apenas um acelerémetro e um

martelo para obter as FRF pretendidas para o estudo.

Da andlise de algumas FRF concluiu-se que a massa do acelerémetro (4,8 gramas)
ndo podia ser desprezada face a massa da viga v10 (576 gramas). Para ultrapassar este
problema foram colocadas massas em aluminio com o mesmo peso nos outros locais de
medicdo, sendo essas massas designadas por massas fantasma. Assim, as trés massas

colocadas nos outros trés pontos de medicao fazem parte da nossa estrutura.

Na Figura 3.14 podemos ver a acelerancia FRF H , da viga V10 obtida apenas com o

acelerometro (linha azul) e a acelerancia FRF H , da viga V10 obtida com o
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acelerometro e com as trés massas (linha vermelha). E bem visivel a diferenga entre as

FRF. Na Figura 3.16 estdo apresentadas estas duas situacdes da viga.

100 T T T T T T T T T 1
80t : . 7t 092 . 0.88 . 0.98
: 0.96
% 0.94
E L
- 50 093 . 0.92 0.88 092
8
g 3 09
o
o
v M oW OH O
3
< 0.86
0.84
40 1 r i 4 . 4
o 1 0.9 0.93 0.93 0.92 0.2
Hxm11
60 R . ; : i i ‘ : ; 0.8
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 1 3 5 7
Frequéncia [Hz] GLs
Figura 3.14: Acelerancia Hn da viga V10 Figura 3.15: Correlacdo LAC média da viga V10

o com e sem as massas adicionadas
com e sem as massas adicionadas

Para quantificar as diferencas entre todas as FRF foi determinado a média da
correlagdo LAC (Local Amplitude Criterion); como podemos verificar na Figura 3.15 os
valores estdo bastante afastados da unidade, o que demonstra a necessidade de incluir

as massas pontuais nas coordenadas de interesse.

Figura 3.16: Viga V10 com o acelerémetro e a Viga Figura 3.17: Modelo de elementos finitos da
V10 com o acelerémetro e as massas nas Viga V10 com o acelerémetro e as massas nas
coordenadas de interesse coordenadas de interesse
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Na Figura 3.17 esta representado o modelo de elementos finitos com as quatro

massas. A escolha da densidade da malha esta indicada na Figura 3.5.

No processo de escolha do mddulo de elasticidade foi determinada a média da
correlacao LAC entre as FRF medidas e as FRF do modelo numérico, para um conjunto
de valores do modulo de elasticidade préoximos dos 200 GPa. O valor que apresentou

melhores resultados foi o valor de 196 GPa.

Na Figura 3.18 esta representada a acelerancia FRF H  da viga V10 obtida

experimentalmente com o acelerémetro e as trés massas (linha azul) e a acelerancia

FRF H  da viga V10 obtida pelo modelo numérico apresentado na Figura 3.17 com o

modulo de elasticidade de 196 GPa.
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Figura 3.19: Correlacdo LAC média da viga V10

_ _ o experimental e numérico com as massas
experimental e numérico com as massas adicionadas adicionadas

Figura 3.18: Acelerancia H  daviga V10

Podemos ver na Figura 3.19 a média da correlacio LAC para este mddulo de

elasticidade, onde sao visiveis valores bastante préoximos de 1.
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3.3.5 Analise de correlacao

Depois de determinar as caracteristicas do material das vigas, foi feita uma analise
entre as FRF experimentais da estrutura e os 13 modelos numéricos. Esta analise
consistiu em comparar um conjunto de correlagbes de entre os resultados

experimentais e os numéricos.

Foi utilizado a correlacdo Global Shape Criterion (GSC) médio para poder facilmente
comparar os modelos entre si. Depois de escolher os modelos com melhor resultado, foi

realizada uma correlagao local utilizando o Local Amplitude Criterion (LAC) médio.

Na Figura 3.20 e Figura 3.21 podemos observar o GSC médio dos 13 modelos.
Verifica-se que o modelo 4 e 0o modelo 11 apresentam valores mais préximos de 1 para
todos os graus de liberdade. Se analisarmos a Tabela 3.3 podemos ver que estes dois
modelos sdo constituidos pelas ligagdes C1, C2, C3 e C4. O modelo 11 tem em relacao ao

modelo 4 apenas o parafuso a liga¢do 7.

0.98r 0.98r

0.96 0.96

092r 0.92r

GSC médio
o
w
GSC médio
o
w

o
[e -]
@©
T
o
©
@©
T

3 5 7 9 11 13 3 5 7 9 11 13 15
Modelo x GLs Modelo x GLs
Figura 3.20: Correlacdo GSC média dos Figura 3.21: Correlagdo GSC média dos
modelos 1,2,3,4,5e6 modelos 7,8,9,10,11,12e 13

Na Figura 3.22 e Figura 3.23 podemos ver a evolucado da correlagdo GSC ao longo da
gama de frequéncia. Verifica-se, para os dois modelos, que a correlacao degrada-se ao
longo do espectro de frequéncias e a partir dos 1400 Hz ha um aumento significativo da

degradacdo, que é mais significativa para o modelo 11.
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Figura 3.22: Correlagdo GSC do modelo 4 Figura 3.23: Correlagdo GSC do modelo 11

Na Figura 3.24 e Figura 3.25 estdo representadas as correlagdes LAC média dos
modelos 4 e 11, respectivamente. O modelo 4 apresenta melhor correlagao para todos

os GL do que o modelo 11.

................ 1 - . . . . . . . B - . - . . . . 1
o e [ e e e
_ _ ) 0.98 ) 0.98
Tl A et ®
| v | e o 8 e | (o
' 0.92 ' 0.92
B G o o o s ] o ]
2 : - : 09 @ : 0.9
8 i e o A o o o o
) 0.88 ) 0.88
51083 ’0.93‘ - 0.93 ’0.93 . . 0.86 5 [0.92 09 0.92‘ [0.92 [0.91 !osa‘ 0.93‘ - 0.86
3—. ‘0.93‘ ‘u.ss‘ 0.94 . . . . 0.84 3! 093 ‘0.92‘ 0.91 \0.92 |092‘ 0.91‘ 093 - 0.84
) 0.82 = ) 0.82
ross [0 oss o s B [ B tfloss [oss) oce [oud 56 S5 [0 B
: : : . : : . 08 ‘ . . : : 08
1 3 5 7 9 11 13 15 1 3 5 7 9 11 13 15
GLs Gls

Figura 3.24: Correlacdo LAC média do modelo 4 Figura 3.25: Correlacdo LAC média do modelo 11
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Discussdo

Dos 13 modelos numéricos apresentados, o modelo 4 foi o que mostrou a melhor
correlagdo. Tanto o modelo 4 como o modelo 11 sdo os Unicos que tém como ligacdo
entre as vigas as ligagdes C1, C2, C3 e C4. Este conjunto de ligacdes representa o efeito

do cone de aperto (Figura 3.12).

Podemos concluir que para esta situacdo em particular, para modelar
numericamente a junta basta unir rigidamente os nés da coroa de contacto entre as

duas vigas, sendo esta coroa definida pelo cone de aperto.

No entanto, vamos tentar generalizar a solucao deste problema no capitulo seguinte.
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4 Identificacao de juntas com base em
técnicas de desacoplamento

4.1 Introducao

O aumento da complexidade das estruturas em engenharia levou a que surgisse uma
filosofia de identificacdo simples dos componentes dessas estruturas. Estes
componentes, designados por subestruturas, sdo estudados individualmente de forma
tedrica ou experimental e depois sdo acoplados para assim ter o conhecimento

dindmico completo da estrutura complexa [24].

Este processo permite identificar cada subestrutura de forma mais precisa,
utilizando o método de suspensdo para simular condi¢cdes de livre no espaco. Esta
forma permite criar uma base de dados de subestruturas geradas por autores
diferentes e que podem ser alteradas individualmente sem afectar as outras

subestruturas.

As subestruturas, para serem representadas dinamicamente de forma correcta,
necessitam por vezes de uma redug¢dao ou uma condensacdo de coordenadas. Estas
coordenadas, vulgarmente designadas por coordenadas de interesse ou coordenadas
principais, sdao definidas pelas zonas de ligacdo e/ou pelas coordenadas que definem a

geometria global da subestrutura [32].

Podemos dividir em trés categorias o acoplamento de subestruturas com a reducao

de coordenadas:

- Acoplamento Espacial: sdo utilizadas as matrizes que definem as caracteristicas

espaciais da subestrutura nas coordenadas de interesse.

- Acoplamento de FRF: sdo utilizadas as matrizes de FRF medidas nas coordenadas

de interesse.

- Acoplamento Modal: sdo utilizadas as caracteristicas modais da subestrutura, os

modos de vibragdo com as respectivas frequéncias naturais.
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Na Figura 4.1 podemos ver a relacao que existe entre as trés formas de realizar o

acoplamento de subestruturas.

Modelo de
Mode.lo resposta em
Espacial frequéncia
| KM H(w)
Modelo
Acoplamento Espacial Modal Acoplamento de FRF

Acoplamento directo

de K ede M

Acoplamento directo

de Z(w)

Figura 4.1: Fluxograma do acoplamento de modelos: via tedrica e experimental

A ideia de dividir a estrutura em subestruturas simples de forma a identifica-las
teoricamente nem sempre € possivel, pois ha muitas subestruturas que pela sua
complexidade nio é possivel criar um modelo tedrico/numeérico que as identifique. E
nesta altura que surge a necessidade de realizar um desacoplamento de estruturas e

assim determinar as caracteristicas dinamicas da subestrutura complexa.

A junta aparafusada que queremos identificar pode ser entendida como uma

subestrutura a ser desacoplada da estrutura principal.

Como foi referido na seccdo 2.5 temos o desacoplamento modal que utiliza as
caracteristicas modais da estrutura e também temos o desacoplamento no dominio da
frequéncia utilizando FRF. O desacoplamento utilizando FRF tem sido o mais utilizado

nos ultimos anos, pois com a evolucdo do poder computacional e a facilidade de
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obtencdo das fungdes de resposta em frequéncia levou a generalizacdo desta técnica e a
sua aplicagdo a varios problemas. Por estas razdes iremos apenas utilizar FRF para

realizar o desacoplamento da junta aparafusada.

Vamos de seguida apresentar o método classico de acoplamento e uma nova técnica
alternativa. De seguida serdo desenvolvidas técnicas de desacoplamento com os

respectivos exemplos numéricos.

4.2 Técnica classica de acoplamento

Este método consiste, genericamente, em assumir o acoplamento de duas
subestruturas A e B ligadas rigidamente através de coordenadas de acoplamento j,
segundo as quais se transmitem os esforcos F'. As coordenadas i sdao apenas da
subestrutura A e as coordenadas k sdo apenas da subestrutura B [27], [61], [32], [62],

[63], como mostra a Figura 4.2.

Figura 4.2: Acoplamento classico das subestruturas A e B numa estrutura C

Assumindo as equagdes de equilibrio de forgas e as condi¢oes de compatibilidade de

deslocamentos podemos escrever:

F*+F? =F°
J J J
' =2f =2°
J J J

(4.1)

Utilizando as equacgdes (2.7) e (2.8) podemos escrever as matrizes de receptancia
H , que relacionam os deslocamentos da estrutura com as for¢as dinamicas aplicadas,
da seguinte forma:

X=H-F (4.2)

As receptancias das subestruturas A e B e da estrutura C serao:
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H° H° H

A A B B i i ik

H = HZ Hz;l . H' = HZ ng e H¢=|HC 1lIé HCk (4.3)
H' H’ H® H . y o
ji 3 7 k H}ﬂ ij Hkk

As submatrizes representam as receptancias entre as coordenadas indicadas no

respectivo indice da designacao: i, j e k.

Utilizando as equagdes (4.1) e a definicdo de receptdncia (4.2), obtemos a

receptancia da matriz C.
-1
HA A -1 0 0 0 0
i Wi _
H =|||g* H'| o0|+|0o [H' H'T (4.4)
Ji i V] Jk
B B
0 0 0 0 ij Hkk
O processo de inversdo das trés matrizes exige um esforco computacional elevado e

para além disso, a forte possibilidade de encontrar matrizes mal condicionadas junto as

ressonancias pode gerar erros numeéricos enormes no calculo das suas inversas.

Para tentar minimizar este problema é feita a seguinte manipulagdo matricial:

t g o (T O 0 100
-1 —
(B) =||E* H'| o|+|0 [H® H'|'|-|0 0 0 (4.5)
Ji W Y Jk
0 o I| |0 |H H, 0 01

Simplificando a notacao do segundo membro da equacgdo (4.5), temos

()" = () +(m2) -1, (46)

-1
Multiplicando o segundo membro da equagio (4.6) a esquerda por (H;) Hjea
.. B -1 B ,
direita por (H#) H# , obtém-se:
e\ (A (oA B AT B B\

() = (e (2021, ) ) @)

Assim, consegue-se obter H apenas com uma inversao:

-1
C _ rrB A B _ rrA . . ITB A

H =H!(H!+H'-H I, H#) H (4.8)

Calculando o contetido do paréntesis, temos
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1] %)

H® H’||-lo0 H H* H: H!| 0 (4.9)
i ik J Vi

0 0 I 0 0o 1

!
I
S

1 o o][r m OllﬂjHA}O

onde
H =H'+H" (4.10)
Y 7 7
A inversdo da segunda matriz do segundo membro pode ser escrita da seguinte

forma [64]:

r H o |1 _Hf?(f@al-)_l Hz-f(Hﬂ_):lHi
0 HJ’J’ Hyi =0 (Hjj) _(Hjj) H]_B; (4'11)
0o 0 I 0 0 I

Substituindo a equacgao (4.11) na equacao (4.9) e realizando a multiplicagao destas

trés matrizes do segundo membro, temos

ol -H)(6,) B} H-H(H) H H(H) H]

1 1 7

HC - Hjl'j' (Hjj )_1 H;l H;. (Hjj )_l ij;_ H]i B ij_j (HJ'J )_1 Hji (4'12)

Hk‘j’ (Hjj )_1 H;? Hk‘; (Hjj )_1 HJ? ngf N H’S’ (Hjj )_1 Hji

E de notar que a formulacao ja so exige a inversdao da matriz Hﬂ,, de ordem igual ao

nimero de coordenadas comuns as subestruturas, o que se traduz numa melhoria

significativa nos resultados.

Podemos ainda simplificar a equacdo (4.12). Separando o segundo membro em duas

matrizes, obtemos

H! Hj’ 0 H;(Hﬂ)_lﬂﬁ H;_’(H]j)_lH; _H7?<HJ7)_]H;;

gl om0 \-lmi-mp(e) H - (a) ay () -

o 0 M| -m(m) m -m)(m) m E)(H)H]
(4.13)

Os elementos da segunda linha da segunda matriz sdo constituidos por diferencas de

matrizes; simplifiquemos esses trés elementos. Do primeiro, vem
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H' — H” (Hf +H;]‘,)_1 H

Je 7

-1
—|r1-H" (H%? +H4_) )HA
i i i Jt

=\(a2+H!)(H + H! )_1 -H'(H" + H' )_1)H’.‘_‘ (4.14)

J

-1
=\(a2+H! -H")(H! +H!) )HA
7 7 J7 7 7 Je
-1
- H* (H?’T’ + Hf?) H*
7 7 7 J
Por analogia, podemos também obter os seguintes resultados para os outros dois

elementos da segunda linha:

H - fj(ﬂ..)_1 H!'=H'(H'+ 15{2)_1 H' (4.15)

i i
7

B B B _ A B A\ ! gy
H, (H ) H,-H, =-H, (Hii +H7:7') H, (4.16)

Substituindo as equacgdes (4.14), (4.15) e (4.16) em (4.13) e (4.12), vem

i A R A R A -
H! H;_‘ 0 H (Hn) H; Hj (Hjj) H, -Hj (Hﬁ) H,
" - -1 -1 -1
H'=\H! H' 0 |-|H!(H) BH' H!(H) H -H!(H) H
Jt J) J) J) Jt J) J] i J) JJ Ji
0 0 H’ B oA B Lo B RR—
kk —H; (Hjj) H; —Hj (Hu) H, H; (Hu) H
(4.17)
ou de uma maneira mais simples,
i ; i i : ; _1
H. HC HS|=|H! H' o |-|H |(H+H) |H H' -H']
Ju J] J Jt J) J) 77 J] Ju J] J:
H' H_ H, 0 0 H_| |-H
i J ok ok i

(4.18)

A equacao (4.18) pode trazer algumas vantagens nalgumas aplicacdes em relacao a
equacao (4.12). Estas duas formulagdes pretendem normalmente obter a matriz de FRF
da estrutura completa C a partir das matrizes das subestruturas A e B a acoplar. Este

método permite substituir trés inversdes de matrizes da equacao (4.4) por uma apenas

-1
(Hg + H;;) , limitando assim possiveis problemas numéricos.

Sera aqui sugerida uma abordagem mais simples ao problema sem utilizar as

coordenadas internas da estrutura B.
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4.3 Técnica alterativa de acoplamento

Na formula¢do aqui apresentada, no acoplamento das duas subestruturas A e B,
serdo apenas consideradas as coordenadas internas i de uma subestrutura A e as
coordenadas j de ligagdo com uma subestrutura B, Batista e Maia [65] (Figura 4.3). As
coordenadas internas da subestrutura B em grande parte das situagdes ou ndo tem
interesse ou sdo de dificil acesso. A subestrutura B serd objecto de identificacdo no

processo de desacoplamento dinamico.

Figura 4.3: Acoplamento das subestruturas A e B numa estrutura C

A rigidez dindmica Z° da estrutura C pode ser escrita pela soma da rigidez dinamica

da subestrutura A, Z*, com a rigidez dindmica da subestrutura B, Z B,
Z7°=7"+7" (4.19)
Colocando em evidéncia a esquerda a matriz Z" no segundo membro da equacgao

(4.19),
z°=z'(I1+H"Z") (4.20)
Onde H” é a matriz de receptancia da subestrutura A, ou seja, a inversa da matriz
de rigidez dindmica Z *. Invertendo ambos os membros, temos,
-1
H=(I+H'Z") H' (4.21)
Explicitando, em termos de submatrizes com as coordenadas i e j,
-1
H¢ H¢ I. o0 H' H'||l0 0 H* H!
R L e | D | I ISt} R (¥ 2)
H® H' 0 I H' H ||0 Z H: H:
Je 7 7 Je 7 Y Je 7

Da equacdo (4.22), temos
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, -1
H Hjj I, o| |0 HZ'|| |H H 123
H¢ H” 0 I 0 H'Z® H* H* (4.23)
J Wi N/ J Wi
Simplificando,
H H'| [1, H'Z gt H
i i — i ij ii ij ( 4.2 4)
HS¢ H° 0 I, +HAZB H* H*
Ji Vi /] Ji Vi

A inversa de uma matriz triangular superior por blocos é demonstrada em [64] que

pode ser escrita da seguinte forma:

A B [4a' -a'BC 2
o Cc| |o c' (425)
Assim, a equacgdo (4.24) pode ser assim escrita,
1
H' HS] |1, -H!z'(1,+H!z") [H! H!
IR ! KL (4:26)
i 0 (I +H;*Z§) i

Desenvolvendo,

u o

H{ H] (1, +H'2") " H (1, +m)2)) H)

7
Ja

-1
[HC HC} H'- H'Z" (I..+H%Z{?) H' H'- HAZB(I +HAZB) H
%] — 143 1] 77 77 JJon Ju J)

(4.27)

. A A
Colocando a matriz H" em evidéncia,

" L) “ 1) Jon Jon

H H°| |H' H*
Ji 7 Ji J

7

[HC Hcl_[ﬂf* HA}_ H'z'(1,+H'2)) H' H'7'(I,+H'Z’) H'
Hﬁ_(I HAZB) Hj Hé_(Iﬂ-i'Hzf;ZE) L

0 7

(4.28)

ou ainda,

2 Ui 4 nn Do

H* H? - HS H°
Ji Vi Ji ij

7

{HA HA} [HC Hf;] \H)Z’ (1,+H!Zz) B H'Z(I,+Hz") H
o -(1,+mz)) B H)-(1,+12)) H

(4.29)

Os elementos da segunda linha da matriz do segundo membro sdo constituidas por

diferencas de matrizes, vamos de seguida simplificar esses dois elementos. Do primeiro,

vem
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H' - (I,, +H'Z" )_1 H*

J J

(I —(z,+mH2") )H]A

/]

- ((Ijj +H'Z* )(Ijj +H'Z" ) 1 (I +HAZB) 1)H% (4.30)

N/ Ju
= ((Iﬂ +H'Z" - I)(I +H'Z" )_I)H;

—HAZB(IJJ HAZB) H

W/

Do segundo, seguindo um processo inteiramente analogo, temos

H!-(1,+H'Z" )_1 H'=H'7"(I, HAZB) H* (4.31)

7 Jon ] 7

Substituindo as equacgdes (4.30) e (4.31) na equacgao (4.29) vem,

i ij i

HA HA HC HC
Ji i Ji j

7

{HA HA}_[HC. Hgl_ Hf’Z?(I.‘+H*,‘.Z’,3,)_1H2 H%Zf?(I..+H%Zf?)_IH2
- HAZB(I +HAZB) H' HAZB(I +HAZB) H'

Joa o

N/ o

(4.32)

Reorganizando o segundo membro, obtém-se,

A AT c c|= A Y -t A A .
H! H!| |H, H| |H, H!|o ZB(IJ_J_+H2Z§) H! H
Simplificando o elemento que contém a rigidez dinamica de B, Z]?,

-1
2 (1,+H'Z") ((I..+HAZB)HB) = (H" +H?) (4.34)
7 7 7 o 7 7
Substituindo a equacao (4.34) na equacdo (4.33) temos,
H* H'| [H° H'| [H* H'|0 0 H' H'
I S P oot g g | @39
H; Hj H, H, H; Hj|lo (Hjj"'H];,) H; Hj
Simplificando,

Hf Hs H: H;j H;]L'l_ A B ! A A
e = | | (B ) (7! H!] (4.36)
7t Vil 7 J] 7

A equacgdo (4.36) representa a expressao do acoplamento entre duas subestruturas

A e B; neste processo apenas é necessario fazer uma inversao, envolvendo somente as

-1
coordenadas j, (I:[;1 + Hj;) , para obter a resposta dinamica da estrutura C.
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A equacdo (4.36) encontrada é uma simplificacdo do acoplamento classico (equagao
(4.18)). Efectivamente, se na equacdo (4.18) forem eliminadas as FRF contendo as

coordenadas k, obtemos a equagao (4.36).

H' HS H{| |H! H' 0 H!
g - - -1
H¢ H¢ Hi =\H" H' o0 |-| H! (HA+HB) |:HA H! —Hl:]
Ju i Ik J Vi Vi Vi 2 J i Ik
H' H' Hf o o H| |-H’
ol vl 3 7

(4.18)

A equacdo (4.18) sO sera realmente util nos casos em que é necessario realizar
medi¢des nas coordenadas internas da subestrutura B. Na substrutura B, que
representa genericamente a junta de um acoplamento, temos geralmente uma grande
dificuldade no acesso a essas coordenadas; assim, é facil perceber que as coordenadas k

sejam normalmente ignoradas nos estudos.
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4.4 Técnicas de desacoplamento

As juntas sdo geralmente subestruturas complexas e dificeis de analisar; perante
esse obstaculo, surge a ideia de fazer o processo inverso do acoplamento utilizando a

equacado (4.36).

Neste processo, as FRF da subestrutura A sdo calculadas numericamente, admitindo
que é possivel obter com alguma exactiddo um modelo desta subestrutura. As FRF da
estrutura C sé podem ser obtidas experimentalmente pois temos o desconhecimento do

comportamento da subestrutura B.

Da equacdo (4.36) podemos desenvolver trés expressdes para a determinacao da

matriz H 5, que caracteriza dinamicamente a subestrutura B. Uma das expressdes nao

utiliza as coordenadas da junta, a outra apenas utiliza as coordenadas da junta e uma

terceira utiliza as coordenadas na junta e fora dela.

4.4.1 Sem a utilizacdao das coordenadas da junta
Podemos nao ter a possibilidade de utilizar as coordenadas j da estrutura C, ou seja,
as coordenadas de ligacdo da junta ao resto da estrutura podem ficar inacessiveis pelo
seu posicionamento, Batista e Maia [63].
Desta forma, o Unico elemento da matriz H “a ter em conta é Hg e assim da
equacao (4.36), vem
-1
H' =H!-H!(H'+H') H (4.37)
i [ ) Vi Vi Jt
Reorganizando a equacdo (4.37), obtemos
-1
H!(H!+H') H'=H'-H' (4.38)
) 77 77 Jn 1 i

-1 -1
Multiplicando a equacao (4.38) a esquerda por (H;‘) e a direita por (H;‘) temos,

A AN A\ A c a\7!
(E+H?) =(H!) (H!-H)(H) (4.39)
Esta operacgdo s6 é possivel matematicamente se i for igual a j, pois s6 com esta

condicdo podemos garantir a existéncia das duas inversas das duas matrizes em

simultdneo, ou seja, as duas matrizes tém que ser quadradas.
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E assim, resolvendo em ordem a H],l; vem,

H)=H!(H!-H) 1 -H] (+40)

J.
Para obter as propriedades da junta (subestrutura B) apenas é necessaria uma

inversdo de uma matriz com a dimensao igual ao nimero de coordenadas i, com i = .
No caso de i > j (situagdo mais comum), podemos obter Hj,; de outra forma,

multiplicando a equacao (4.38) a esquerda por VVJL e a direita por W_temos,

W (B 1)) EW, =W, (0 - H)W,

ij

(4.41)

Assumimos que estas novas matrizes sdo arbitrarias e com dimensdes ji e ij.

Reorganizando a equacdo (4.41), podemos escrever

-1

() + 1) = (W) W, (8~ HO )W, (HW, ) (+42)

Ji i

Que matrizes W'ﬁ e V% é que devemos usar? Nao havendo nenhuma indicacao

especial, usaremos H; e H;‘ respectivamente, assim
-1 -1 -1
(B +H?) =(H'H!) H!(H'-H)H(H!H!) (4.43)
7 7 Jr kY Jr u n K J v
AgrA) ! A A ny
em que (Hﬂqu) Hﬂ ¢ a pseudo-inversa de HZ.]. , designada habitualmente por(HU,)

-1 +
e H' (H;‘H;‘) é a pseudo-inversa de H]’j ((H;‘) ). Estas pseudo-inversas sé existem
se i > j (Anexo A). Poderiamos portanto, da equacgao (4.38), ter escrito
A B\ _ A\ A c A\
(Hjj +H].].) - (Hu) (Hn - H, )(HJI) (4.44)
donde
-1
H'=H!(H!-H’) H'-H (4.45)
¥} ji ii ii ij Vi

No entanto, podemos de uma forma mais eficaz usar a equagdo (4.43) e ap0s realizar

as inversas de ambos os membros, obtemos

-1
H'=H'H!(H!(H!'-H')H!) H!H'-H' (4.46)
i G ji i ii ij G i

Com i > j e desta forma, em lugar de invertermos uma matriz de ordem i, basta-nos

inverter uma matriz com a dimensdo igual ao nimero de coordenadas j.
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4.4.2 Utilizacao apenas das coordenadas da junta

Se nos for permitido recolher respostas nas coordenadas das juntas podemos chegar

a outras expressoes para a determinacdo da resposta dinamica de B.

Recorrendo a equacdo (4.36) e procurando a determinacdo da matriz H].Jj, com a

possibilidade de medi¢ao nas coordenadas j da junta, temos,

HS=H'-H'(H'+H) H (4.47)
77 77 77 17 J7

a

Reorganizando a equacdo (4.47), obtemos
-1
H!(H!+H') H'=H'-HS (4.48)
7 7 J 7 7 J
-1
Multiplicando a equacdo (4.48) a esquerda por (Hjj‘) , temos

(gt +m?) B =1 -(H!) H (4.49)

Jj

Invertendo (4.49),
() (o 122 = (1, = (o) ) (450

Assim, resolvendo em ordem a H]];, vem

I Y 7 I

-1
-1
H?=H%(I..—(H4) H?) ~- H (4.51)
77 77

Podemos reorganizar o segundo membro para chegar a uma expressdo mais

simples,

-1 -1
H® = H* ((I._—(Hf‘%) H?) —I..] (4.52)
77 i 77 i i 77

[y R A A e N (A A

Donde se obtém,

-1 -1 -1
H?=Hf‘_(1_—(Hé) H?) [I..—(I,—(H%?) HC)] (4.54)
i 77 77 7 i J 77 J7 7
Simplificando,
-1 -1 -1
H?=H%‘.(I..—(H%) H?) (H!) HS (4.55)
J7 JJ 77 7 J7 77 17
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-1
-1
H?=H%(H%(I..—(H%) Hc)) HC (4.56)
77 77 i 77 i 77 J7
-1
H'=H'(H!'-H) H' (4.57)
77 J7 J7 77 77
-1 -1
H%?:(I,,—H? b: ) H (4.58)
J7 J7 J7 17 77

D’Ambrogio e Fregolent [39], partindo da matriz de rigidez dindmica condensada da

estrutura A deduzem uma expressao idéntica a equacao (4.58).

Em alternativa, podemos escrever esta formulacdo de uma forma mais “simpatica”,

partindo da equacgao (4.48):

A s\ _ A\ A c A\
(Hii +Hjj) B (Hjj) (Hjj B ﬂ)(Hﬂ) (4:59)
de onde se obtém,
-1
H' = H* (H%% —HC ) H' - H* (4.60)
J7 77 77 77 J7 J7
ou seja,
H’ = (HA (H%‘_ —H¢ )_1 - I,.,.)H% (4.61)
7] Wi 1] i Wi ]
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4.4.3 Utilizacao das coordenadasi e |
Recorrendo novamente a equacdo (4.36) e procurando de outra forma a
determina¢do da matriz H; com a possibilidade de medi¢do nas coordenadas j da

junta, temos,

-1
H' =H'-H'(H'+H') H (4.62)
] %] 77 77 J7

ij g

Reorganizando a equacdo (4.62), obtemos
-1
H* (H_A_ +H” ) H'=H"-H° (4.63)
) JJ 7 7 ) )
Multiplicando a equacdo (4.63) a esquerda por I/Vﬂ. temos,

-1
W H!(H'+H") H'=W, (H'-H) (4.64)
Jr ) 7 7 i Je 4 %

Assumimos que estas novas matrizes W sao arbitrarias e com dimensdo ji.
Podemos também aqui usar a mesma légica usada na equagdo (4.43), fazendo

W =H".
i J
Reorganizando a equacgdo (4.64), podemos escrever:
A AN Appa\ " ppa A c N
(Hjj + HJJ) - (HﬁHz:j) H, (Hfj —H, )(HJJ) (4.65)

Resolvendo em ordem a H;, vem

-1
H® = H (H% (0 - HC )) H'H — H (4.66)
J] Ji %) 7] Ji %) J)

7

Para existir inversa temos que acautelar que i = j.
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4.4.4 Sumario

. A ~ . . . B
Concluindo, temos trés formulacdes que nos permitem determinar a matriz H].j .

Formulagdo 1

-1
H'=H'H'(H!(H!-H’ )HA) H'H" - H' (4.46)
¥ Ji 1] Jv & 43 %] Jv %] 77

Formulagdo 2

H’ = (HA (H%‘_ —H¢ )_1 - I,.,.)Hﬁ‘? (4.61)

J] J7 7] J7 J7 ]
Formulagdo 3
-1
H® = H (H% (- HC )) H'H' — H (4.66)
J7 27 Je ] ) Je ] J7

Na Formulagdo 1 e na Formulagdo 3 temos que salvaguardar que i = j.

4.4.5 Exemplo numérico 1

Vamos aqui abordar o método referido anteriormente aplicando-o a uma estrutura
simples constituida por trés vigas com quatro graus de liberdade cada, Figura 4.4. Este
modelo pode ser entendido como uma unido de duas vigas feita por uma ligacao
aparafusada que sera entendida como a subestrutura B. O modelo escolhido remete
para a situacdo em que temos tantas coordenadas internas i como coordenadas da junta

J- Iremos, s6 neste exemplo numérico, usar as acelerancias obtidas nas coordenadas.

Vamos admitir que ndo é possivel realizar medi¢cdes nas coordenadas da junta.
Assim, devemos utilizar a equacgao (4.40) para determinar as caracteristicas dinamicas

dajunta (subestrutura B),

-1
H’=H!(H!-H{) H'-H (4.40)
7 J & “ ) 7
A estrutura C é constituida pela subestrutura A mais a subestrutura B.
Coordenadasi: 1,2,7,8 Subestrutura A - Viga A1 + Viga Az
Coordenadas j: 3,4, 5,6 Subestrutura B - Viga B
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1 3 5 7
fI\z A1 a B 5 Ax 8|
= g %ﬂ) £5)
i J J i

Figura 4.4: Acoplamento das subestruturas A e B, formando a estrutura C

As caracteristicas dos elementos a unir estio na Tabela 4.1.

Viga Comprimento Largura  Espessura v E P
Ay 270 mm 30 mm 5 mm 0.3 194 GPa 7562 kg/m3
B 200 mm 30 mm 5 mm 0.3 194 GPa 7562 kg/m3
A2 370 mm 30 mm 5 mm 0.3 194 GPa 7562 kg/ m3

Tabela 4.1: Caracteristicas das vigas do exemplo numérico 1

Para obter todas as FRF da equacao (4.40) vamos utilizar trés solucdes:

1- Determinar as FRF a partir da solucdo analitica das equacdes de Bernoulli-Euler.
2- Determinar as FRF a partir da solugdo analitica das equag¢des de Timoshenko.
3- Determinar as FRF utilizando a solu¢do do método dos elementos finitos

Bernoulli-Euler (MEF).

As expressoes que descrevem as FRF das equacgdes de Bernoulli-Euler e Timoshenko
estdo descritas no Anexo C. Vamos utilizar a gama de frequéncia de 0-1000 Hz. Neste
intervalo ja iremos encontrar algumas frequéncias naturais e algumas anti-ressonancias

das varias vigas.

A matriz H j]; terd a dimensao de 4x4 visto que temos quatro graus de liberdade que

formam a ligacdo (o numero de coordenadas j é 4). Assim podemos comparar as FRF

das duas matrizes elemento a elemento.

As FRF das subestruturas A, B e C sdo calculadas como se apenas se tratasse de uma
sO viga com seccdo constante e assim as equacoes de Bernoulli-Euler e Timoshenko
aplicam-se directamente, pois as expressdes analiticas sdo formuladas com as
coordenadas nas extremidades de uma viga. No caso do método dos elementos finitos é

discretizado cada subestrutura em 5 elementos Bernoulli-Euler.
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Como podemos verificar na Figura 4.5 comparando as FRF HS e Hg, as trés

solucgoes reproduzem resultados ligeiramente diferentes nas mais altas frequéncias.

Como era de esperar a solu¢cdo de MEF apresenta frequéncias naturais mais elevadas

que as duas solucoes analiticas.

100 T T T T T T T 120

100

Acelerancia [dB] (ref. 1 m/seN)
@
o

Acelerancia [dB] (ref. 1 m/szN)
N @
o o

20

He11 FEM [
Hc11 Ber

Hc12 FEM |
Hc12 Ber
He11 Tim Hc12 Tim
_40 1 I | L " T T 0 i 1 i i i T T
600 650 700 750 800 850 900 950 1000 600 650 700 750 800 850 900 950 1000
Frequéncia [Hz] Frequéncia [Hz]

Figura 4.5: Comparagio das acelerncias H 101 e H 102 obtido com as trés solugdes

As equacgoes de Timoshenko sdo mais precisas que as equagdes de Bernoulli-Euler
pelo facto de acrescentar a influéncia da inércia de rotacao e da deformacao de corte

das sec¢des. Vamos neste exemplo utilizar cada uma delas para fazer o desacoplamento.

Neste processo de desacoplamento é considerado que ndo ha qualquer perturbacdo

na obtencao das FRF, ou seja, ndo hd qualquer ruido. As FRF sdo matematicamente

exactas.

Para avaliar a eficacia do método vamos apenas comparar as FRF Hﬁ e HI’Z obtidas

no desacoplamento, designadas por Hb11 e Hb12 respectivamente.

Na Figura 4.6 e Figura 4.7, temos a comparagdo das FRF exactas (linha preta) com as
FRF obtidas pelo desacoplamento da equacao (4.40) com as solugdes analiticas (Ruido:

0%). Podemos verificar, sem grandes surpresas, que o método funciona bem para estas

duas solugdes.
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Figura 4.6: Acelerancias Hﬁ e Hf; - Vigas Bernoulli-Euler

600

70i

0 800 900 1000

*
T

Hb11 Tim

Hb11 Tim Ruido:0%

100 200

300

400 500
Frequéncia [Hz]

600

700

800 900 1000

Acelerancia [dB] (ref. 1 m/szN)

-40

Acelerancia [dB] (ref. 1 mfsEN)

*

Hb12 Ber Ruido:0%

Hb12 Ber

100

200 300

400 500

600 70

Frequéncia [Hz]

0 800 800 1000

40

.

Hb12 Tim

Hb12 Tim Ruido:0%

100

200 300

400 500

600

Frequéncia [Hz]

Figura 4.7: Acelerancias Hﬁ e ng - Vigas Timoshenko
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Na solu¢do de elementos finitos é utilizado o elemento finito de viga com quatro

graus de liberdade e assim temos as seguintes matrizes de rigidez e de massa do

elemento Bernoulli-Euler:

EI
e L3

12
6L
—12
6L

6L
AL’
—6L
217

—12
—6L

12

—6L

6L
217
—6L
AL7

pAL
420

156
22L
54
—13L

22L
417
13L

3L

54
13L
156

—22L

—13L]

—30

—29L,
AT

(4.67)
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A acelerancia H(w) é definida por:

H(w)=~o* (K - o’M) (4.68)

Na Figura 4.8 temos também uma correcta relacdo entre as FRF exactas (linha preta)

e as FRF Hbjj11 e Hbjj12 determinadas pelo desacoplamento..

120

Acelerancia [dB] (ref. 1 mfszN)
Acelerancia [dB] (ref. 1 mfszN)

Hb11 FEM

Hb12 FEM

*  Hb11 FEM Ruido:0% #*  Hb12 FEM Ruido:0%

i i i i i I _40 i i L i L I
100 200 300 400 500 600 700 80O 900 1000 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Frequéncia [Hz] Frequéncia [Hz]

Figura 4.8: Acelerancias Hﬁ e Hf; - Vigas MEF

Exemplo numérico com ruido

Considerando a estrutura da Figura 4.4, podemos verificar que ao aplicar o método

de desacoplamento utilizando a equagdo (4.40) a um caso real s6 necessitamos de

determinar o Hf experimentalmente. As outras FRF podem ser determinadas por

métodos numéricos.

Para simular os erros inerentes a aquisi¢do das FRF da matriz Hlf, vamos perturbar

os valores dessas FRF impondo um ruido, dependente da amplitude, de acordo com a

seguinte expressao:

H (w)=H (0)+H (o) % . (Tand(l) - 0,5) (4.69)

pq
onde o y é o nivel de ruido em % e o rand(l) é uma distribuicio aleatéria uniforme

com valores entre 0 e 1. Neste exemplo vamos utilizar um nivel de ruido de 1%.
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As FRF com ruido obtidas com o desacoplamento utilizando os elementos finitos sdao

muito semelhantes aos obtidos pelas solucdes analiticas das equa¢des de Bernoulli-

Euler e Timoshenko. Assim vamos aqui utilizar os elementos finitos para calcular as

FRF do desacoplamento.

Como facilmente vamos verificar,

o resultado obtido confirma a elevada

instabilidade do método. As Figura 4.9 e a Figura 4.10 mostram a evoluc¢do do ruido.
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Figura 4.9: Acelerancias Hﬁ e Hé com ruido de 1%
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Figura 4.10: Acelerancias HIB; e Hﬁ com ruido de 1%
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Discussdo

O facto de termos apenas quatro coordenadas fora da junta pode ter levado a que o

processo de desacoplamento classico aplicado a esta situacdo seja ainda mais instavel
-1

que o previsto. A operacdo de inversdo (H;1 — Hf) é com certeza a responsavel pela

instabilidade.

As duas solugdes analiticas utilizadas para a determinacdo das FRF de vigas nao se
revelam praticas para estruturas em que seja necessario a obtencdao de FRF em
coordenadas internas da viga. Por este motivo neste trabalho sera utilizado o método

dos elementos finitos para a obtencao de modelos numéricos.

4.4.6 Exemplo numérico 2

Este exemplo sera utilizado para comparar as trés formulacdes de desacoplamento
referidas na seccao 4.4.4. Vamos utilizar para isso um acoplamento de vigas como
identificado na Figura 4.11 e escolher a formulacdo que nos possa dar um melhor
resultado. Verifica-se que se adicionarmos massas pontuais em determinadas

coordenadas podemos melhorar o resultado do desacoplamento (Batista e Maia [63]).

Az

As
1 3 7 9 B 11 13 15 17 19
,{\2 ,,1\4 E,I\G ,,I\S rT\m ,I\lz ,I\M ,I\le 4\18 ,bzo
o < . —// < —/ < w i d
1

o _ A B A
J J

I

Figura 4.11: Acoplamento das subestruturas A e B, formando a estrutura C

A estrutura C é constituida pelo acoplamento das vigas A1, B e Az. O objectivo é

. . . B . 7
caracterizar a viga central B (determinar H].].) assumindo que H" é calculada

numericamente e que H é calculado via experimental.

Utilizando o método dos elementos finitos, foi escolhido o elemento de vigas com

quatro graus de liberdade. Descretizou-se cada uma das trés vigas em oito elementos e
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s6 se consideraram os nds indicados na Figura 4.11. como coordenadas i e | onde é

possivel medir e excitar a estrutura.

As caracteristicas das vigas a unir estdo na Tabela 4.2.

Vigas Comprimento Largura Espessura E %
Ay 300 mm 25 mm 3 mm 210 GPa 7850 kg/m3
B 400 mm 25 mm 6 mm 210 GPa 7850 kg/m3
Az 300 mm 25 mm 3 mm 210 GPa 7850 kg/m3

Tabela 4.2: Caracteristicas das vigas do exemplo numérico 2

Escolha da formulagdo
Para simular os erros experimentais foi imposto uma perturbacdo a todos os
elementos pg da matriz H® para as trés formulagdes. Esta perturbacio esta descrita na

equacdo (4.69). Neste exemplo também vamos utilizar um nivel de ruido de 1%.

Os elementos Hﬁ e HI’Z da matriz H]f, obtida com as trés formulacdes estao

representados na Figura 4.12. As grandes perturbacdes nas respostas obtidas sdao em
parte devido a problemas numéricos das inversdes das matrizes existentes em cada

uma das formulagoes.
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Figura 4.12: FRF Hﬁ e HIB; das trés formulagoes
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Na Figura 4.13 estao representados o moédulo das diferencas entre a resposta

numericamente exacta Hbjj e a resposta obtida pelas trés formulacdes (Hb1jj, Hb2jj e

Hb3jj). A resposta Hb2jj da segunda formulacdao produz ao longo de toda a gama de

frequéncia um erro inferior as outras duas.

Receptance [dB] (ref. 1 m/N)

-100
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o 1 AR |'"w| \ "'l“|

} | |l i 'I ’ M
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: -140}
| ilh AIL ' il
Error Hb1jj11 |f| _160 — Error Hb1jj12
Error Hb2jj11 Error Hb2jj12
Error Hb3jj11 Error Hb3jj12

_180 i i i i i _180 i L i i i

T
200 400 600 800 1000 1200 1400 18600 1800 2000 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Frequency [Hz] Frequency [Hz]

Receptance [dB] (ref. 1 m/N)

Figura 4.13: Erro das FRF Hﬁ e HIB; das trés formulagdes

Podemos concluir que para a nossa situacdo a segunda formulagdo reproduzira

melhores resultados. Na Figura 4.14 esta a resposta Hb2jj do modelo 2 com a resposta

n

Receptance [dB] (ref. 1 m/N)

umericamente exacta Hbjj.

z
-60 £ -60
s
-80 = 80
=)
S
-100 8 -100F
e
]
[=%
-120 S -120f
o
~140} —140}
=160 Hoj11 i 160 ——— Hbjji2 i
Hb2jj11-1% *  Hb2jj12-1%
_180 ; : ; i ; L ; T I _180 : ; ; ; : ‘ A I
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Frequency [Hz] Frequency [Hz]

Figura 4.14: FRF Hﬁ e HlB; da Formulagio 2
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Estratégias para melhorar os resultados

E claro que ndo podemos ficar satisfeitos com o resultado da Figura 4.14. Vamos

tentar melhora-los. Da equacdo (4.61) facilmente se pode concluir que havera

problemas na inversao se a diferenca entre H ; e H 707 for muito pequena. Para tentar

aumentar esta diferenca vamos alterar a nossa estrutura adicionando massas pontuais

nos nos da subestrutura A e estrutura C sem alterar a subestrutura B.

Adicionar massas a estrutura A

Foi adicionado aos néds 1,3,5 e 15,17,19 da estrutura C uma massa de 35 gramas. Os

novos resultados de H e H estdo na Figura 4.15.

-100} -100

Receptance [dB] (ref. 1 m/N)
Receptance [dB] (ref. 1 m/N)

=120 -120

-140f -140f

~160 Foj 1 - ~160F
*  Hb2jj11-1%

m— Hbjj12 i
*  Hb2jj12-1%
180 - !

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Frequency [Hz] Frequency [Hz]

-180

Figura 4.15: FRF Hﬁ e HIB; com a adi¢do das seis massas na subestrutura A

Verificamos que a perturbacao encontrada entre os 1000-1200 Hz na Figura 4.14 se
desloca para o intervalo 800-1000 Hz, Figura 4.15. O resultado obtido é de certa forma

melhorado.

Adicionar massas a estrutura B

Uma alternativa pode ser adicionar massas na subestrutura B. Assim, vamos
adicionar massas nas coordenadas j, 9 e 11 (massas de 35 gramas). Os resultados

obtidos estdo na Figura 4.16.
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Receptance [dB] (ref. 1 m/N)
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Figura 4.16: FRF H ﬁ e H 13; com a adi¢do das duas massas de 35 gramas na estrutura B

A estrutura B foi alterada, a frequéncia natural identificada na Figura 4.14 é

deslocada para a esquerda. No entanto, a perturbacdo mantém-se na zona dos 1000-

1200 Hz.

Podemos concluir que a perturbacdo é provocada pela subestrutura A. Assim

podemos melhorar os resultados adicionando massas maiores na subestrutura B para

que a frequéncia natural se afaste da zona de perturbacio.

Receptance [dB] (ref. 1 m/N)

Assim foi colocado nos mesmos nds uma massa de 70 gramas, Figura 4.17.
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Figura 4.17: FRF Hﬁ e Hll; com a adi¢do das duas massas de 70 gramas na estrutura B
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Os resultados sdo claramente melhores. Para obter a resposta dinamica de B temos

que fazer um desacoplamento das massas adicionadas, como podemos ver na Figura

4.18.
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Figura 4.18: FRF Hﬁ e HlB; com e sem as duas massas de 70 gramas na estrutura B

Embora os resultados sejam melhores do que o inicial (Figura 4.14), sdo piores do
que os da Figura 4.15, quando as massas foram adicionadas a subestrutura A. As

perturbagdes aumentaram novamente na mesma gama de frequéncias.

Acoplamento

Um dos interesses do desacoplamento de estruturas é a necessidade de caracterizar
uma determinada estrutura especifica que esta inserida numa estrutura mais complexa.
Com esta caracterizacdo podemos inclusive prever o comportamento de estruturas
mais complexas onde estas poderdo estar inseridas. Contrariamente ao processo de
desacoplamento, que tende a ser instavel, como mostrado no presente trabalho, o

processo de acoplamento é geralmente bastante estavel.

Partindo desta necessidade, vamos acoplar a subestrutura B do problema anterior,
determinada com 1% de ruido, as mesmas duas subestruturas A; e A2 mas com um
comprimento de 400 mm. Usando os resultados da Figura 4.14 é obtido o

comportamento mostrado na Figura 4.19.
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Receptance [dB] (ref. 1 m/N)
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Figura 4.19: FRF Hﬁ e chQ do acoplamento de A; e A, com a subestrutura B

Na Figura 4.19 é visivel a perturbacao na zona dos 1000-1200 Hz. Vamos avaliar o

comportamento do acoplamento com a subestrutura B determinado com a adi¢do da

massa na subestrutura A presente na Figura 4.15.
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chQ do acoplamento de A; e Az com a subestrutura B com a adi¢do de massa em A

Os resultados sdao melhorados e as perturbacdes sao mais reduzidas, conforme o

esperado. Certamente as melhores solucdes teriam sido obtidas se se tivesse realizada

uma analise modal de identificagdo para os resultados da Figura 4.15, antes de realizar

o processo de acoplamento.
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Discussdo

Foram aqui expostas trés formulagdes para realizar um desacoplamento em fungao
dos locais possiveis de medicdo. A formulagdo que apresentou melhores resultados
requer medi¢des nos pontos de ligacdo das subestruturas, o que, infelizmente, nem

sempre é possivel.

Qualquer uma das trés formulagdes revelou ser numericamente instavel, devido a
inversdo de diferenca de matrizes. Foram apresentadas melhorias quando sao
adicionadas massas pontuais em subestruturas fora daquela que pretendemos
caracterizar. Com a adicdo dessas massas foi possivel mover as frequéncias naturais,
permitindo entender os problemas que acontecem e como ja foi referido, melhorar os

resultados.

4.4.7 Outras técnicas de desacoplamento

Na tentativa de minimizar os problemas de instabilidade surgidos nos exemplos

numéricos descritos no ponto 4.4.5 e 4.4.6, Wang [50] sugere uma alternativa para a
determinac¢do da caracteristica dindmica da junta H 5 e para além desta serdo aqui
sugeridas outras duas formas de determinar H 5 . Estas trés formula¢des que vao ser

aqui apresentadas tém a particularidade de utilizarem todas as submatrizes com

coordenadas i e ] das subestruturas A e da estrutura C.
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Formulagdo 4 - Técnica de desacoplamento de Wang

Wang e Zheng [50], utilizando o equilibrio de for¢cas do acoplamento utilizado por

Ren [46], consegue chegar a expressdo do desacoplamento classico, equagao (4.35),

H' H' H¢ HC H' H'|O 0 H' H'
R ol R [ U, y A g ppa | (4:35)
sz' Hii Hw H ji H ji H,zy' 0 (H ji +H jj) H ji H

J

Simplificando a equagao, temos

HAH—1HA HAH—lHA HA _ HC HA _ HC
G G A | = | T ii ij ij (4.70)
H'H'H* H'H'H’ H'-H° H'-HC '
Y/} Ji /] J Ji Ji il J
onde Hﬁ = H;’ + Hf . Adicione-se a seguinte matriz aos dois membros:
H'H' H'H'
Add = HZHZ HZ;‘HZZ‘ (4.71)
i 1 Ji i
Assim, temos
H'H'+H'H'H' H'H'+H'H'H" H'-H° H'-HC
[ [ 7 Vil Ji “ Ui Ui Vi b = 7 “ 7 7 + Add (472)
H'H*+H'H'H' H'H'+H'H'H" H'-H° H'-H‘
J uw Y 7 Ju Jr ) J7 7 7 J Ju 7 7

Com o objectivo de isolar Hjj podemos reescrever o primeiro membro,

H;-l Hj 1. 0 H;_‘ H;; H;H;+H;‘—H§ H;H;‘+H§—H§

H' H'||0 H'|H HA - H‘H*+H-H° H'H'+H'-H¢ (4.73)
ji 7 i ji Ji jit ji ji JiT i Ji Ji
Depois de realizar a inversa de ambos os membros, obtém-se

[Iﬁ 0] [H;j H.“HH;‘H:+H;‘—H“C HjH;+Hj—H§]1 [H%‘ HA]

i
H, H ||HH,+H,-H, HH +H,-H

7

0 H,
Jj

Recorrendo a expressdo H , = H;l + Hf conseguimos determinar Hﬁ

H” = [I—I.A H

Vi Ji 7

H'H'+H'-H° H'H'+H'-H° T HA .,
| e s s W ) I A B - AN CRE)
H'‘H'+H'-H° H'H'+H'-H| |H" i

Ji i ji i Ji i Vi Vi 7

Mais adiante iremos quantificar a sensibilidade ao ruido desta formulac¢ao (4.75).

Como novidade, apresentam-se de seguida duas novas metodologias alternativas, as

formulagées 5 e 6.
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Formulagdo 5

Iniciamos com a equacao (4.22):
-1
H¢ Hf I 0 H' H'||l0 o0 H!' H!
R L I R Y| D | I ) IR (% 29
H: H° 0 1I. H: H’||0 Z H: H’
Je 77 Y J i J] Je 17
I. 0 H' H'||0 0
Multiplicando a esquerda por 0”” 7 + HZ‘ HY’]" 0 7* temos,
J7 Ju 77 J]
i i |4 i i i | — ;
H¢ H| |H' H'||0 Z°||H° HC
Ji Wi Ju i Vi e
Isolando a matriz de rigidez Z],l;, podemos escrever
o o] [ B ([H* BH'] [HS H\H® HT'
A=lw ol e ml e wll g a2t @
77 Ju 77 Ji ? 77 Jv 77
Realizando a inversa de ambos os membros, obtém-se
-1
0 0 H¢ HC||H' H?! H¢ Hf H! H!
=l g al e aell | gil @7®
0 Hjj Hj; Hi}' H ji H.zy' H ji Hii H ji H,zy'

Podemos assim obter uma quinta formulagdo para caracterizar a subestrutura B,

H' H! HS¢ H° B H!

E[B _ EIC E[C i b | _ i ij ij
i ‘[ ji m‘] [HA HA] [H? HC} [HA} (4.79)

7 Ju 77 7

b

Vi

Vamos também mais a frente quantificar a sensibilidade ao ruido desta formulacgao.
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Formulagao 6

Nesta nova formulacdo vamos retomar a equacgao (4.35):

H' H'| |H' H'| |H' H'|O0 0 H' H'
ji i ji i ji i ||0 (H s tH jj) ji i

(m' B
Multiplicando a direita e a esquerda por Hi‘ szl , resulta
| " i

[H H] [H H] [H H {H H] o0 T e
A A A Al c c A A = A B .
v H'| |\|H H| |H H||H H| |0 (H +H)

. B
Invertendo ambos os membros e isolando Hj]. obtemos,

—1
0 0 m! H'|[H' H'| [H H H! H'l [0 0 .
o H| |H* H'||H* H'| |H° H HfH’_“__OHf(')
7 Jt J] Ju 7] Jt J] Jt J] J]

Podemos assim obter uma sexta formulagao para caracterizar a subestrutura B,

g w') [B° B\ [H
B _ A A ii i _ i ij i |_ A
H, _[Hﬁ Hﬂ] [H%? Hi} {H? Hé} [Hz’} H, (+82)
J J7 J J7 7

Mais a frente vamos também quantificar a sensibilidade ao ruido desta formulagao.

71



Capfitulo 4 - Identificacao de juntas com base em técnicas de desacoplamento

4.5 Analise do problema mal condicionado

O comportamento dinamico da subestrutura A face ao comportamento dinamico da
estrutura C é importante para poder caracterizar a subestrutura B, como é de certa

forma apresentado no exemplo numérico do ponto 4.4.6 ao adicionar massas pontuais.

Qualquer perturbacdo na resposta dinamica da subestrutura A e/ou na estrutura C
leva a que as respectivas matrizes presentes em cada formula¢do reproduzam erros
elevados. Estas perturbacdes tém maior impacto nas matrizes sujeitas ao processo de
inversdao. Estas matrizes sao por natureza mal condicionadas, ou seja, qualquer

perturbagdo reproduz um erro elevado na sua inversa.

Todas as formula¢cdes aqui apresentadas tém matrizes para inverter, constituidas

pela diferenca entre as matrizes ou submatrizes de H"' e HC, este facto também

conduz ao mal condicionamento das matrizes a inverter.

Vamos retomar as seis formulagdes e identificar as matrizes a inverter.

Formulagdo 1

-1
H' = H'H* (HA (H!-HS )Hﬁ‘) H'H' - H* (4.46)
i G ji i ii ij JiT T i
Formulagdo 2
-1
H’ = (HA (H%‘_ - HC) - I,.,.)Hﬁ‘? (4.61)
J] J7 7] J7 J7 ]
Formulagdo 3
-1
H® = H (H% (0 - HC )) H'H — H (4.66)
77 Vi Je ] ) J ] J7

Formulagdo 4

i l—HY  (4.75)

H'H'+H'-H H%‘H;; + H;,‘ - H; H?
} H'H'+H"-H° H'H'+H"'-H¢ H i
Ju 3 Jt Jt Jt 2] J] J]

HB — [HA HA

i ¥

Formulagédo 5
By =[a; =] H' H'| |H H|| |H! (475)

J J Jt J Y
Formulagdo 6
H' H! HS HS H!
B _ A A i i | _ i i i | _ grA

H; _I:Hji HJ’J] HY H? HS HS H? H) (4.82)
Je

Jj Ji 7 7
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As matrizes sujeitas a inversao sao agora designadas da seguinte forma:
_ A A _ yC A
Ql _Hﬂ (Hm: Hii)Hij
—_ ITA _ 17C
Q,=H;-H,
Q=H'(H'-H) (4.83)
H'H +H;-H, HH +H —-H
©CHH +H -H H'H +H -H
J u J J J L) J7 7
H' H'| |H H

Q5 = Q6 = Hljl HZl - HC HC
Ji 1] Ji i

Em que nas matrizes @, e @, temos que garantir que i = j.

Na maioria das situacdes, apenas H¢ é determinada experimentalmente e é a

principal responsavel pela instabilidade do processo de desacoplamento devido ao

ruido associado aos ensaios experimentais. Das matrizes a inverter em (4.83), @, utiliza

apenas coordenadas fora da junta, (), apenas coordenadas da junta e as restantes
utilizam ambas.

Foi verificado para determinadas formulagdes que existe uma relacao directa ao
longo da frequéncia entre a condicio da matriz () e o nivel de perturbacdo do
desacoplamento. Para valores altos da condi¢do temos elevados niveis de ruido no
processo. Assim, temos todo o interesse em encontrar as gamas de frequéncia em que
isso acontece, para que possamos determinar a rigidez dindmica com mais precisao e

com isso determinar a matriz de rigidez e a matriz de massa da subestrutura B.
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4.5.1 Algoritmo de calculo da gama de frequéncias

Para determinar a gama de frequéncias onde a condi¢do das matrizes é minima foi
criada uma fungéo 7 (w), relacionada com o logaritmo da condigdo de cada matriz Q:

7(w) =7 In(cond(Q,(w))) i=1,...,6 (4.84)

onde o parametro 7 é um factor de ampliacdo do logaritmo da condi¢do. Como esta

funcdo estd sujeita a ruido, existe alguma dificuldade em identificar as gamas de

frequéncia onde esta fun¢do é minima. Para resolver este problema foi utilizada uma

funcdo de regressao existente no programa MatLab® [1]:
R (w) = csaps(r(w),v) i=1,...,6 (4.85)
onde v é um parametro de peso que varia entre 0 e 1. Se v =0 , a regressao é linear; se

v =1, estamos perante uma interpolacdo que passa por todos os pontos. Esta fungao

gerada pelo programa da-nos a oportunidade de aplicar derivadas.

Para determinar os minimos foram escolhidas as gamas de frequéncias em que a

derivada de R (w) é inferior a um parametro e asegunda derivada é positiva:

dR(w) <t d’R (w)

N
dw dw’

>0 i=1,...,6 (4.86)

Para exemplificar este processo vamos usar o exemplo numérico que se segue.

4.5.2 Exemplo numérico 3

Foi utilizado o acoplamento de vigas da Figura 4.21. A estrutura C é constituida pelo

acoplamento das vigas Aj, B e Az.

1 3 A s 7 B 9 11 Az 43 15
do At e AR SO S S
o o o ’ M| *——o0——o o <
o’
7

12
g S = >

i 5 i

Figura 4.21: Acoplamento das subestruturas A e B, formando a estrutura C

Utilizando o método dos elementos finitos, foi escolhido o elemento de viga com

quatro graus de liberdade, como foi feito nos exemplos numéricos anteriores.
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Discretizaram-se as subestruturas Ai1 e Az em seis elementos e sé se consideraram os

nos indicados como coordenadas i e j onde é possivel medir e excitar a estrutura.

As caracteristicas das vigas a unir estao na Tabela 4.3

Viga Comprimento Largura Espessura E P
A4 270 mm 30 mm 5 mm 194 GPa 7562 kg/m3
B 200 mm 30 mm 10 mm 194 GPa 7562 kg/m3
A; 370 mm 30 mm 5 mm 194 GPa 7562 kg/m3

Tabela 4.3: Caracteristicas das vigas do exemplo numérico 3

Nos sinais dos transdutores as grandes amplitudes ndo sdo tdao contaminadas pelo

ruido como as pequenas amplitudes e assim, Liu [66], para simular os erros

experimentais na obtencdo das FRF H®, definiu um erro numérico que é independente

da amplitude, da seguinte forma:
5 Y
H (0,)=H (0,)+ 100 normrnd(w, ) - max (‘Hpq(a))‘) (4.87)

onde o0 y é o nivel de ruido em % e o normrnd(w) é uma distribuicio normal com
meédia zero e com desvio padrao igual a unidade. Neste exemplo vamos utilizar um nivel

de ruido de 3%.

Vamos utilizar de seguida as seis formula¢des para fazer o desacoplamento da
estrutura Figura 4.21 e utilizar o algoritmo de calculo da sec¢do 4.5.1 para determinar

as gamas de frequéncias onde a condi¢iio das matrizes @ s3o minimas.

Foram assumidos determinados valores para os parametros do algoritmo:7 = 30,

v=10"e £ =0,05.

Nas figuras seguintes estdo representadas para cada formulacdo a FRF Hﬁ e a FRF

exacta (linha preta). Ao lado destas também esto figuras com as funcdes r(w) e R(w)

respectivas. Em cada uma das figuras estdo presentadas bandas verticais que indicam

as frequéncias encontradas onde R(®) tem minimos locais.
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Receptancia [dB] (ref. 1 m/N)
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GSC médio

2 3
Formulagéo x DOF

Figura 4.34: Média da correlagao GSC

IS

Na Figura 4.34 esta apresentada a média da correlacdo Global Shape Criterion GSC,
que nos da uma ideia da proximidade que existe entre cada formulacdo e o

teoricamente exacto. E visivel que as formulacdes 1 e 3 tém maus resultados.
No caso da Formulagdo 1, na Figura 4.22 e no caso da Formulag¢do 3, na Figura 4.26,
é visivel uma grande perturbagdo ao longo de todas as frequéncias mesmo nas zonas

onde foram identificados minimos de R (w) e R,(w). Uma das razdes é o facto de
utilizar o nimero reduzido de coordenadas i.

A Formulagdo 2 apresenta um nivel de ruido mais baixo que as restantes como
também se identificou no exemplo numérico 2 do ponto 4.4.6. Neste caso verifica-se

claramente que as zonas onde R (w) é minimo coincidem com a gama de frequéncia
onde o ruido é mais baixo.

As formulagdes 4, 5 e 6 também apresentam um ruido consideravel, embora nas
zonas identificadas haja algum melhoramento. E de notar que as formulacdes 5 e 6

apresentam o mesmo comportamento dindmico e o mesmo nivel de ruido.

Vamos escolher as formulagdes 2, 4 e 5 para determinar a rigidez dindmica de B e

com isso determinar as matrizes de rigidez e de massa da subestrutura B.

Na Figura 4.24, Figura 4.28 e Figura 4.30 estdo identificadas a vermelho as bandas

de frequéncias de H” que vamos utilizar.

78



Capfitulo 4 - Identificacao de juntas com base em técnicas de desacoplamento

Calculo das rigidezes dinamicas
Depois de identificar as gamas de frequéncias, foi determinada a rigidez dindmica

-1
N . . . B .
(H b (a))) para essas frequéncias. Para determinar a matriz de massa M~ e a matriz

de rigidez K " da subestrutura B foi feita uma regressao linear (descrita no Anexo B)

com as respectivas frequéncias.

Para a Formulagdo 2 (Figura 4.35) temos os pontos (azul) e a regressdo (linha
vermelha) obtida com todas as frequéncias e na Figura 4.36 temos os pontos (azul) e a
regressdo (linha vermelha) com apenas as frequéncias escolhidas. A linha a preto

representa a rigidez dinamica exacta.

Podemos verificar que com as frequéncias escolhidas é obtida uma melhor

regressao.

Também foi feito o mesmo estudo para as formulagdes 4 e 5 (Figura 4.37 a Figura

4.40).

x 10
2 .

B
Z°, Nim]

i Sk %y S I Sl i i N S 1 S i i 1 L i i i 'J
-4 -4
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Freguéncia [Hz] Frequéncia [Hz]
. B ~ . . B ~ .
Figura 4.35: Z11 da Formulacdo 2 obtida com Figura 4.36: Z11 da Formulacdo 2 obtida apenas
todas as frequéncias com as frequéncias escolhidas
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Figura 4.37: Zﬁ da Formulacao 4 obtida com Figura 4.38: Zﬁ da Formulagdo 4 obtida apenas

com as frequéncias escolhidas

todas as frequéncias
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-2 2t
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Figura 4.39: Zﬁ da Formulagao 5 obtida com Figura 4.40: Zﬁ da Formulagdo 5 obtida apenas

todas as frequéncias com as frequéncias escolhidas

Como era de esperar, as formulacdes 4 e 5 apresentam uma dispersao de valores
superiores a Formulagao 2.

Para as frequéncias escolhidas, a Formulagdo 2 tem os melhores resultados, o que

era de esperar, pois os valores nas bandas das frequéncias escolhidas apresentam uma

dispersdo inferior as outras.
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Calculo das receptancias

Com a matriz de massa M” e a matriz de rigidez K"’ da subestrutura B para as

formulagdes 2, 4 e 5 foi calculada a respectiva receptincia H” = (K" —w’M”)™" com
todas as frequéncias e com as frequéncias escolhidas.
Na Figura 4.41, Figura 4.43 e Figura 4.45 as linhas a azul representam a receptancia

calculada com todos as frequéncias, as linhas a vermelho representam a receptancia

calculada com as frequéncias escolhidas e as linhas pretas representam as FRF exactas.
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Figura 4.41: FRF H | daFormulagio 2; linha a azul: Figura 4.42: Correlagdo LAC média
- da Formulagdo 2
com todos as frequéncias; linha a vermelho com as
frequéncias escolhidas
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Figura 4.43: FRF H da Formulagdo 4; linha a azul: Figura 4.44: Correlacdo LAC média

o da Formulagdo 4
com todos as frequéncias; linha a vermelho com as

frequéncias escolhidas
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Figura 4.45: FRF H | daFormulagdo 5; linha a azul: Figura 4.46: Correlagdo LAC média

o da Formulagdo 5
com todos as frequéncias; linha a vermelho com as

frequéncias escolhidas

Nas formulagdes 2 e 4 a utilizacao das frequéncias escolhidas melhora os resultados,

0 que nao acontece na Formulagéo 5.

Na Figura 4.41, com a Formulagdo 2, a receptancia calculada com as frequéncias
escolhidas apresenta a melhor aproximagdo, apenas com uma ressonancia inexistente

nas baixas frequéncias.

Na Figura 4.42, Figura 4.44 e Figura 4.46 podemos ver a correlacdo LAC média para
as trés formulacdes. A Formulacdo 2 é a que apresenta valores mais préoximos da

unidade, confirmando assim, ser a melhor das trés.

A Formulacdo 2 com a escolha das frequéncias é assim a melhor entre as seis
apresentadas. No entanto, a esta formulacdo é exigido o conhecimento das respostas
dinamicas nas coordenadas da junta, o que pode tornar-se um problema caso nao seja

possivel fazé-lo.
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Exemplo numérico 3.1

Para tentar perceber se poderemos utilizar a Formulacdo 1, a Unica que utiliza
apenas coordenadas fora da junta, vamos escolher a mesma estrutura da Figura 4.21 e

escolher mais pontos de medicao fora da junta (Figura 4.47).

154 174 194 214 234 254 27

Figura 4.47: Estrutura com mais coordenadas fora da junta

Ao comparar a correlagdo GSC média apresentada na Figura 4.34 com a Figura 4.48

verifica-se que houve um melhoramento nas formulagdes 1 e 3, fruto do aumento das

coordenadas i.

GSC médio

2 3
Formulagéo x DOF

Figura 4.48: Média da correlagao GSC

Se compararmos a Figura 4.49 com a Figura 4.22 vemos alguns melhoramentos, mas

ainda com um elevado nivel de ruido. As frequéncias onde R (w) é minimo sdo
sensivelmente as mesmas (Figura 4.23 e Figura 4.50).

Este melhoramento nao é suficiente para que possamos esperar bons resultados no

processo de regressao, utilizando algumas frequéncias escolhidas.
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Figura 4.49: FRF Hﬁ da Formulagdo 1 Figura 4.50: 7“1((1)) com R1(w) da Formulacao 1

Discussado

O conhecimento das respostas nas coordenadas da junta revelou-se essencial para o
desacoplamento. As formulacgdes 2, 4 e 5 tém melhores resultados que as formulagdes 1
e 3. No caso da Formulagao 1, o aumento de pontos de medi¢cdo apenas melhorou os

resultados na situacdo em que sao utilizadas todas as frequéncias.

O melhor resultado corresponde a Formula¢do 2 na estrutura inicial (Figura 4.21),

utilizando as bandas de frequéncias escolhida.
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4.6 Técnica de desacoplamento de Ren

Ren [67] nos seus trabalhos para caracterizar uma junta procurou determinar a
rigidez dindmica da subestrutura B, Z%e nio a receptancia H B Utilizando a
formulacao-base vamos ao encontro das suas expressoes de forma mais simples.

Multiplicando a esquerda ambos os membros da equacdo (4.21) por (I + HAZB)

temos
H°+H'Z"H’ = H' (4.88)

explicitando, em termos de submatrizes com as coordenadas i e j,
H H | |H H |0 0| H, H | |H' H,

+| PR )
H H°| |H' H!'||0 Z’||H° H'| |H' H'

J 7 J 7 7 J 7 J
Reorganizando a equacao (4.89),

u' m'l (w0 w0 B2
Hj H! ij H°| |0 H'Z®

7 7 non

ii ij

p ) (4.90)
H, H,

HC HC]

Simplificando, obtemos quatro equagdes, (4.91), que nos permitem determinar a

P A . B . .
rigidez dindmica Z”, como veremos mais adiante.

H'Z°"H® H'Z°H¢

J J Jom J7

g g'| |H° HC H'Z°H® H'Z°H°

i i | _ i [/ . g g gy 4.91
g H'| |H° H| (4.91)
J Vi Ji Vi

Por outro lado, da equacgao (4.19), se se colocar em evidéncia a matriz Z* A direita

no segundo membro da equagdo temos,
z°=(1+2z"H")\z" (4.92)
Invertendo ambos os membros,
H°=H'(I+2°H') (4.93)
Multiplicando a direita ambos os membros por (I + ZBI-IA) temos,
H°+HZ"H'=H" (4.94)
Explicitando em termos de submatrizes com as coordenadas i e j,

H H| [HS H |0 o] H! H'| [H' H
HC HO + HO HC 0 ZB = (495)
Ji Vi Ji i ¥

H' H'
jl. ._

J

H' H!
i i

85



Capfitulo 4 - Identificacao de juntas com base em técnicas de desacoplamento

Reorganizando a equacao (4.95),

H' H'| |H H | |0 HZ]
H' H |0 HZ;
ji i /)

H! H*
ji i

Jt

Simplificando, obtemos outras quatro equacgdes, (4.97), que nos permitem também

. . . A s B
determinar a rigidez dindmica Z"”,

H' H! HS HC¢ HZ°H' H‘Z°H"
ii i _ it b — Gt g U ) (4.97)
H' H* HS¢ H¢ HZ°H* H°Z°H"

Ji 7 Ji Vi ]

Y/ Y/ /]

Utilizando o equilibrio dinamico entre dois conjuntos de estruturas independentes

Ren e Beards [68] chegaram também a estas quatro equacgdes (4.97). Veremos na

~ . , ’ . .. . A . B .
seccdo seguinte de que forma é possivel determinar a rigidez dinimica Z" a partir das

equacoes (4.91) ou (4.97).

Para facilitar a identificacdo das equagdes, vamos identifica-las da seguinte forma:

Formulacio R1
H'Z'H,=H,-H, (4.98)
Formulagdo R2
H'Z’H'=H"'-H¢ (4.99)
v 7 ) )
Formulacdo R3
HZ’H'=H"'-H* (4.100)
VTR ji ji
Formulacdo R4
HZ’H'=H"'-H* (4.101)
non 7 7 7

Nas Formulagdes R1, R2 e R3 temos que acautelar que i = j para poder aplicar o

algoritmo de resolucao de um sistema de equagdes apresentado na sec¢ao seguinte.

E de notar que os primeiros membros das equac¢des (4.91) e (4.97) sdo iguais,

donde, pelo teorema de Euclides,

HZ°H* H°Z°H"
7] Wi Wi

B
gyt

B A B A
HZ°H* HC°Z°H"
Wi J) JU 7] i i

/A TR [ /]

ArpB ArzB
H'Z°H® H'Z°H¢
J 0 Jt a0 Wi

H'Z°H® H'Z°H¢
(4.102)

Ou da forma mais compacta comparando as equagdes (4.88) e (4.94),
H°Z°H'=H'Z"H* (4.103)
Esta igualdade aqui verificada nao foi explorada neste trabalho, podendo vir a ser

objecto de um estudo futuro.
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4.6.1 Algoritmo de identifica¢dao da junta

Ren e Beards [68] apresentaram uma forma linear de resolu¢do de cada uma das

quatro formulagdes. Cada formulagdo tem o seguinte formato,
C 7B A AC
ijijHjh =H, (4.104)
Se k=j e h=j, o que acontece quase sempre pois temos em geral mais

coordenadas fora do que na junta, podemos reescrever a equacao (4.104) e obter um
sistema de equacgdes lineares do tipo:

=b (4.105)

z
Pgq p

onde a matriz Em, o vector z e o vector b sdo escritos da seguinte forma:

E =H'H* 2 =27" b = H' (4.106)
q dn me q P de

p nm
com os indices seguintes,

p=(d—-1h+e d=1,....k m=1...,J

4.107
g=(n—-1)j+m n=1...,j e=1....h ( )

A matriz de rigidez dinamica da junta com amortecimento viscoso e histerético é
definida por

Z=K-w'M +iwC +iD (4.108)

O que torna o vector z dependente da frequéncia. Ren propde uma transformacao

para tornar o vector de incognitas independentes da frequéncia.

z(0)=T(w),,,=, (4.109)
onde a matriz de transformacao é dado por,
T(),, =|I, -, ol i | (4.110)

O vector x sera formado pelos quatro vectores que tém todos os elementos da

matriz de rigidez, massa, amortecimento viscoso e histerético da junta,
T
v, ={k m, ¢ d} (4.111)

Substituindo a equacdo (4.109) na equacao (4.105) temos,
Aw) .z, =bw), (4.112)

pXdq 4q

Em que A(w) ., = E() T(w),,, Podemos assim resolver o sistema (4.112) com

dois algoritmos diferentes, o algoritmo particionado e o ndo particionado.
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Algoritmo particionado

O algoritmo particionado, sugerido por Liu ( [66] [69]) permite a determinac¢do do

vector z utilizando a equagdo (4.112) com apenas duas frequéncias, v, e o, ,

k

E(wl)pq —wa(wl)pq ile(wl)pq iE(wl)pq n’zq B b(wl)p
_a)jE(a)Q)pq z'a)lE(w2)m z’E(wQ)pj _{b(%)p} (4.113)

Resolvendo o problema de minimos quadrados (Anexo A), temos os seguintes

quatro sistemas:

(4.114)

Liu ( [66] [69]) usa a decomposi¢cdo SVD (Anexo A) para obter a pseudo-inversa
( )+. Os vectores k,m,c.,ed sdo dados por:

b = o[, ) (b, ) =0t e (B0, ) (10, )

1

m, = — 2(Re((E(wl)pq)+(b(wl)p))—Re((E(wg)pq)+(b(w2)p)))

"o Q{wz 1(1“1 (B0),,) (o),))-10((E0), ) (b00),)) )
‘o in (“’1 i (B0,),,) (40,),)) - 0, 1 (BC@,),,) (,,(wl)p)))

Algoritmo ndo particionado

O algoritmo nao particionado sugerido por Liu ( [66] [69]) permite também a
determina¢do do vector =« utilizando agora a equacdo (4.112) com todas as

frequéncias:
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%’” s _ ,l;)R(w)f’p (4.116)
I(w)f'PX?q:E% - I(a))f'p
Onde f é o nimero de frequéncias e
) Re(A(®,) ,.) ) Re(b(w,),)
A (@), 0 = : e byw),, = :
Re(A(wf)Mq) Re(b(wf)p)
(4.117)
~ Im(A(col)pX 4q) ~ Im(b(wl)p)
A(@), 0 = : e b(w), = :
Im(A(w,) ) m(b(w,),)

Liu também utiliza a decomposicao SVD (Anexo A) para a resolucdo dos sistemas
(4.116). Em alternativa, Ren e Beards [68] junta as duas equagdes (4.116) e revolve o

problema num s0 sistema.

Discussado

Varios autores utilizaram estes dois algoritmos, como por exemplo Ren e Beards
[68], Liu e Ewins [69], Ratcliffe e Lieven [70] , Wang e Chuang [71] e Celic e Boltezar
[49]. Todos tiveram problemas numéricos nos resultados devido ao ruido dos dados
experimentais que se reflectem tanto na matriz £ como também no vector b da

equacao (4.105).

Ren e Beards [68] verificou que para determinadas frequéncias os valores de H ;}C
da equacgao (4.104) eram demasiado pequenos e induziam grandes erros na solugdo.

Estes valores pequenos surgem quando os valores de H" sio muito proximos de H o
que acontece quando ha frequéncias naturais préximas ou existe algum erro
significativo nas medi¢des. Ren sugere que para uma determinada diferenca relativa
ndo sejam consideradas as frequéncias respectivas. Ratcliffe e Lieven [70] também

utilizaram esta ponderacgao, o que de certa forma melhorou os resultados.

Vamos de seguida com um exemplo numérico utilizar esta técnica de Ren

juntamente com o algoritmo de escolha de frequéncias da sec¢do 4.5.1.
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4.6.2 Exemplo numérico 4

Foi utilizado o mesmo acoplamento de vigas do exemplo numérico 3 como
identificado na Figura 4.21 na seccao 4.5.2. A estrutura C também é constituida pelo

acoplamento das vigas Ay, B e Ax.

Az

1 3 A1 s 7 B 9 11 ol 15
’iDZ . ’,1\/4 . ,,I>6 . ,1\)8 ,_1>10' ,'-1>1z . ’,I>14 . ,/516
i j 7 i

Figura 4.21: Acoplamento de vigas

Foram utilizados os mesmos dados estruturais, ou seja, os dados da Tabela 4.3

Viga Comprimento Largura Espessura E P
Ay 270 mm 30 mm 5 mm 194 GPa 7562 kg/m3
B 200 mm 30 mm 10 mm 194 GPa 7562 kg/m3
A; 370 mm 30 mm 5 mm 194 GPa 7562 kg/m3

Tabela 4.3: Caracteristicas das vigas do exemplo numérico 4

Para simular os erros experimentais na obten¢do das FRF HY, foi também imposto

um erro numérico do mesmo tipo,

pq

i Y
H (0)=H (0,)+ 100 normrnd(w, ) - max (‘Hpq(w)‘) (4.87)
Neste exemplo vamos também utilizar um nivel de ruido de 3%.

Nesta situacdao nao foi adoptado o algoritmo de calculo que resolve o problema de
minimos quadrados independente da frequéncia, pois ha o interesse em aplicar o
método de escolha de frequéncias referido no ponto 0. Assim, é resolvido o problema de
minimos quadrados presente na equacdo (4.105) para assim calcular a rigidez dindmica

de B.

Na Figura 4.51, na Figura 4.52 e na Figura 4.53 podemos ver uma grande dispersao
de valores da rigidez dinamica ao longo de toda a gama de frequéncias e assim a
regressao esta bastante afastada das linhas pretas; este facto leva-nos a abandonar a
ideia de aplicar o algoritmo de escolha de frequéncias a estas formulagdes. No entanto,
na Figura 4.54, a dispersdao dos valores acompanha a linha preta com algumas

perturbacdes verticais, o que sugere a aplicacao do algoritmo da sec¢ao 4.5.1.
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Figura 4.51: Zﬁ obtida com todas as frequéncias Figura 4.52: Zﬁ obtida com todas as frequéncias

para a Formulagdo R1 para a Formulagdo R2
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Figura 4.53: Zﬁ obtida com todas as frequéncias Figura 4.54: Zﬁ obtida com todas as frequéncias

para a Formulagdo R3 para a Formulacao R4

Efectivamente, a Formulacdao R4 tem no segundo membro uma diferenca entre a
resposta dindmicas da subestrutura A e resposta dinamicas de estrutura C, (H 2 — H;)
Este facto leva-nos a aplicar o método de escolha de frequéncias referido no ponto 0,

pois a diferenca referida é importante para o problema de minimos quadrados. Esta

diferenca vai assim representar a matriz ) do algoritmo.
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Na Figura 4.55 temos identificado as bandas de frequéncias onde R (w) é minimo.

Estas frequéncias coincidem com as zonas de menor perturbac¢do na Figura 4.56.
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Figura 4.55: 7, (w) com R4 (w) da Formulagio R4  Figura 4.56: Zﬁ obtida com todas as frequéncias

para a Formulacdo R4

As zonas de maior perturbacgdo verticais da Figura 4.56 coincidem com os maximos

locais de R, (w) visiveis na Figura 4.55.

Apés a escolha das frequéncias realizou-se uma nova regressdo com apenas 0s
valores de rigidez dindmica correspondentes. Na Figura 4.57 e Figura 4.58 podemos
verificar uma 6ptima aproximacao a linha preta.
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Figura 4.57: Zﬁ

escolhidas para a Formulagao R4 escolhidas para a Formulagcao R4

obtida apenas com as frequéncias Figura 4.58: le; obtida apenas com as frequéncias
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Depois de obter a matriz de massa e a matriz de rigidez com todas as frequéncias e

com as frequéncias escolhidas calcularam-se as respectivas receptancias

H’” =(K” —o’M")™". Na Figura 4.59 podemos ver o grande melhoramento da

receptancia calculada com as frequéncias escolhidas.
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Figura 4.59: FRF H da Formulagio R4; alinhaa Figura 4.60: Correlagao LAC média

) da Formulagdo R4
azul: com todos as frequéncias; a linha a vermelho

com as frequéncias escolhidas

Discussado

No calculo da rigidez dindmica a Formulacdao R4 apresentou resultados aceitaveis. A
escolha das frequéncias melhorou bastante os resultados na Formulacdo R4 a

semelhanca dos resultados obtidos pela Formulagao 2.

O calculo das respectivas receptancias também foi verificado o mesmo nivel de

semelhanca (Figura 4.41 e Figura 4.59).

Na Figura 4.60 podemos ver a correlagdo LAC média da Formulagdo R4, que esta

com a mesma gama de valores que a correlagdo LAC média da Formulagdo 2 (Figura

4.42).

A aplicagdo da Formulagdo R4 sofre da mesma dificuldade da Formulagdo 2, ambas

utilizam as coordenadas da junta.
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4.7 Técnica de desacoplamento iterativa

Os métodos de desacoplamento sugeridos pela maioria dos autores obrigam ao

calculo de inversoes de matrizes, como ja foi aqui referido antes. Ren e Beards [37]

, . . . ~ .. A s . B
sugerem um método iterativo para a determinacdo da rigidez dindmica da junta, Zj],. 0

método apresentado ndo se revelou muito aconselhado por depender muito da

estimativa inicial adoptada para cada frequéncia.

Vamos aqui sugerir uma abordagem diferente para contornar esse problema.

Retomamos a formulacdo que nos deu lugar as equacgdes do desacoplamento classico.

Da equacdo (4.32) podemos retirar as seguintes expressoes:

H'-H =H'Z"(I, + HAZB) H (4.118)
1 N/ Jv

H'-H'=H'Z" (I + HAZB) (4.119)
1 ) o

H!'-H=H'Z"(I, + HAZB) (4.120)
Jt 3 n 0

H!'-H =H'Z'(I + HAZB) (4.121)
77 Jn

+ +
Multiplicando a equagao (4.118) a esquerda por (H;‘) e a direita por (H;’) ,onde

A\ _ AprA) ! o4 AT _ g4 Agra)!
(#!) =(m'H!) H! ¢ (H!) =H!(HH!) (4.122)
Estas duas pseudo-inversas s0 existem se i > j (Anexo A). Assim temos

(rr)) (o = 0 () =25 (1, + ) (4.123)

o

Multiplicando a direita por (Ij]. + H;‘Zj;) podemos escrever,

B _ A * A C A * ArgB A * A c A *
Zy = ((Hu) (II” - H, )(HJ') )HJJ'ZJ'J' +(Hu) (H” —H, )(HJ') (4.124)
A equacgdo (4.124) tem a forma “classica” dos métodos iterativos de resolucoes de

equacoes lineares, Axelsson [72], Chen et al. [73] e Pina [74]. A forma geral é a seguinte:

X" =g X" +P (4.125)

Onde G, é conhecida pela matriz de iteragdo que depende da iteracdo ke P, € uma

matriz que também depende da iteragao k.
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Este método iterativo é convergente so e sé se o raio espectral da matriz de iteracao
é inferior a unidade, p(G,) <1 para qualquer estimativa inicial X 0 raio espectral

de uma matriz corresponde ao maior valor préprio dessa matriz.

Se a matriz de iteragdo G, e a matriz P_ndo dependerem de k diz-se que o método

iterativo é estaciondrio.

A aplicacdo do método para cada frequéncia, na nossa situacao, leva que a matriz de
iteragdo G, e amatriz P, ndo dependam da iteragdo. Ou seja, temos G, =G e P, = P.
X =Gx" + p (4.126)

A matriz de iteracdo G é composta por duas matrizes G = PN . Assim podemos

escrever este método para cada frequéncia @ da seguinte forma:
Z% ()" = P(w)- N(w)- Z} ()" + P(w) (4.127)
onde
_ A * A C A *
P(w) = (H!()) (H.(0)— H ())(H (o)) (4.128)
N(o)= H ()

Na nossa situagao temos também que impor um critério de paragem do processo
iterativo, a partir do qual assumimos que temos uma solucdo 6ptima. Foi imposta a

seguinte norma de Frobenius,

<0 (4.129)

F

‘Zﬁ(w)(k> _ Z.yjfj(w)(k_l)

onde a norma de Frobenius é definida como

(4.130)

Em principio, serd desejavel que este erro 0 seja o menor possivel, mas um excesso
de precisdao pode em alguns casos produzir um numero elevado de itera¢des e assim

exigir um tempo de calculo maior.
Este procedimento, que foi aplicado a equagdo (4.118), pode ser aplicado as outras
-1

+
trés. Multiplicando a equagdo (4.119) a esquerda por (H;l) e a direita por (H;)

temos,
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-1

() (e = ) () = 25 (1, + )z (4131

/)

Em que i = j. Reorganizando a equacdo (4.131), podemos escrever:

2 = () () =) () oz + () (o ) () 4132

7 0
A -t A +
Multiplicando a equacdo (4.120) a esquerda por (Hﬁ) e a direita por (Hﬂ) ,
conduz a,
A\ A c A\ _ B AN
(Hii) (Hji —H; )(Hﬂ) =Z; (If:f + HZiij) (4133)

Onde i = j. Reorganizando a equacao (4.133), chegamos a

2 = ()" (e - 1) () ez + () (- ) () a3

7

Por fim, da equacao (4.121) obtém-se

(Hj]‘, )_1 (Hjj‘ ~H' )(H;]’ )_1 =2z’ (Ijj + H'Z" )_1 (4.135)

/)

que pode ser organizada da seguinte forma:
7 o

2y =((m) (my - ) () iz + () () (1) 4136)

Se analisarmos com atengao as equagdes (4.124), (4.132), (4.134) e (4.136), que
podem ser resolvidas iterativamente para o calculo da rigidez dinamica de B, podemos

agrupa-las na seguinte expressao:

~ A gpC A pC A\
B CONNCAN ]
Jr J J J7

j ( “)—1 g
. q[H -HS H -H| (H) ﬂ T
A : A 1 i i i ji
+|:(H) : (Hjj) ][H; _ Hi H% _ H]%} (H;;)—l
onde a matriz de iteracao é definida por

e —mH B -H| (HY)
o=[(m) + (m) o ]

()

Contudo, esta matriz revelou-se desadequada nos testes numéricos realizados, pois

H, (4.138)

em todas as frequéncias utilizadas o raio espectral era sempre superior a unidade e o

método ndo convergia.
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Sumadrio
Dispomos de quatro formula¢des que nos permitem determinar de forma iterativa a

matriz de rigidez dindmica da junta, Z fj

Formulacdo G1
z" = ((H%)+ (E! - HC )(H;)+)Héz? +(EY) (B -HO)(HY) (4124)

VY K N/

Formulacdo G2
2= () (e = mg) () gz () (o — ) (122) cha32

i i i

Formulagdo G3
2= () () ) () Yz + () () () 4130

J7 J Jn J
Formulacéo G4

7' = ((H..)_l (H!-HC )(H;j)_l)H4Z? + (15[3)_1 (H:-HC )(15{2)_1 (4.136)

v VY N/

Nas Formulagdes G1, G2 e G3 temos que prevenir que i = j para permitir a

existéncia das pseudo-inversas presentes.
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4.7.1 Exemplo numérico 5

Para avaliar a consisténcia destes métodos iterativos vamos utilizar o acoplamento
de vigas do exemplo numérico 3, como esta identificado na Figura 4.21 na sec¢do 4.5.2.

A estrutura C é constituida pelo acoplamento das vigas A1, B e A2. O objectivo agora é

determinar a rigidez dinamica de B (Zg), assumindo que H" ¢é calculada

analiticamente e que H® é calculada por via experimental.

'1{\2 S,I\-l = '5,1\6 :/T 8 B i—I\IO 1’14\12 ) 1’3/1\14 15%16
/"/lf‘/'j“ ‘]/"/'i‘/"

Figura 4.21: Acoplamento de vigas

Utilizando também o método dos elementos finitos, foi escolhido o elemento de viga
com quatro graus de liberdade como foi feito no exemplo numérico 3. Foi utilizado os

mesmos dados estruturais, ou seja, os dados da Tabela 4.3.

Viga Comprimento Largura Espessura E P
Ay 270 mm 30 mm 5 mm 194 GPa 7562 kg/m3
B 200 mm 30 mm 10 mm 194 GPa 7562 kg/m3
A; 370 mm 30 mm 5 mm 194 GPa 7562 kg/m3

Tabela 4.3: Caracteristicas das vigas do exemplo numérico 5

Para simular os erros experimentais na obten¢do das H“, vamos impor um erro

numérico igual ao do exemplo numérico 3 com um nivel de ruido de 3%.
2 14
H (0,)=H (0,)+ 100 normrnd(w, ) - max (‘Hpq(a))‘) (4.87)

Foi assumido um valor para o critério de paragem 0 =10"". Depois de encontrar a
rigidez dindmica para as frequéncias admissiveis do método iterativo foi feito uma
regressao linear utilizando a solucdo de minimos quadrados (Anexo B). Este processo

permitiu-nos determinar cada elemento da matriz de massa, m, e cada elemento da

matriz de rigidez k, da subestrutura B.
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Um dos problemas que surgiu foi a escassez de frequéncias em que o raio espectral
da matriz de iteracao era inferior a unidade. Este obstaculo leva a que o processo de
regressao seja mais sensivel as perturbac¢oes dos poucos valores admitidos.

Na Figura 4.61, Figura 4.62 e Figura 4.63 podemos observar o calculo de Zﬁ para as

formulacdes G1, G2 e G3. Os pontos a azul sdo os valores obtidos em cada frequéncia

pelo método iterativo e a curva a vermelho é a Zﬁ obtida pela regressao dos pontos que
determinou k, e de m, de cada matriz. Os resultados ndo sao aceitaveis pois a rigidez

dindmica obtida estd muito longe da curva preta pretendida.

Na Figura 4.64, esta o calculo de Zﬁ para a Formulagdo G4, os resultados ja sdo

melhores. Sobre a dispersao dos pontos verifica-se que em certas gamas de frequéncias
a perturbacdo é bem menor do que noutras adjacentes em que os valores tém uma

dispersao vertical.

"
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Figura 4.61: Z11 da Formulagdo G1 Figura 4.62: Z11 da Formulac¢do G2
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Figura 4.63: 7| da Formulagdo G3 Figura 4.64: 7| da Formulagdo G4

Ao comparar a Figura 4.54 com a Figura 4.64 verifica-se que temos perturbagdes

verticais e uma dispersdo menor junto das mesmas frequéncias. Efectivamente, a
diferenca (H;]‘— 5) presente na Formulacdo R4 também estd presente na

Formula¢do G4 o que nos leva a utilizar o algoritmo do ponto 0 para assim fazer uma

escolha de frequéncias e melhorar os resultados.

s

Assim, na Figura 4.65 temos identificadas as bandas de frequéncias onde R (w) é

minimo e estas coincidem também com as zonas de menor perturbac¢ao na Figura 4.66.
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Figura 4.65: fr;(a)) com R4 (w) da Formulagdo G4 Figura 4.66: Zﬁ obtida com todas as frequéncias da

Formulacdo G4
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Com as frequéncias escolhidas realizou-se uma nova regressao (Figura 4.67 e Figura

4.68) com resultados melhorados.
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Figura 4.67: Z 3 obtida apenas com as frequéncias Figura 4.68: Zf; obtida apenas com as frequéncias

escolhidas para a Formulagao G4 escolhidas para a Formulagao G4

Depois de obter a matriz de massa e a matriz de rigidez utilizando todas as

frequéncias e utilizando apenas as frequéncias escolhidas calcularam-se as respectivas

receptincias H” = (K" —»’M?")™". Na Figura 4.69 é visivel um melhoramento claro

da receptancia quando sdo utilizadas as frequéncias escolhidas. A respectiva correlagdo

LAC média apresenta valores muito préximos de 1 (Figura 4.70).
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Figura 4.69: FRF H | da Formulagio G4;alinhaa Figura 4.70: Correlagao LAC média

da Formulacdo G4
azul: com todos as frequéncias; a linha a vermelho

com as frequéncias escolhidas
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Discussdo

Este método iterativo fica muito a mercé do valor do raio espectral da matriz de
iteracdo. A Formulacdo G1 apresentou poucas frequéncias admissiveis, o que nao
contribuiu para uma boa regressao (Figura 4.61). A Formulacdo G4 apresentou um

melhor comportamento (Figura 4.64).

Na tentativa de melhorar os resultados da Formulacdo G4 foi aplicado o mesmo
meétodo de escolha de frequéncias que esta presente no ponto 0. De entre as frequéncias
admissiveis (Figura 4.66) ainda foi possivel encontrar frequéncias que satisfizessem o

algoritmo e assim melhorar bastante os resultados (Figura 4.67 e Figura 4.68).

No calculo das receptancias, o método iterativo utilizado na Formula¢do G4 é o que
conduz ao melhor resultado (Figura 4.69), apresentando mesmo uma melhor
aproximag¢dao comparando com a Formula¢do R4 (Figura 4.59) e a Formulagao 2 (Figura
4.41). Este facto pode ser confirmado na comparag¢do das respectivas correlacdes LAC

médias (Figura 4.70, Figura 4.60 e Figura 4.42).
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5 | Aplica¢ao pratica

5.1 Introducao

Neste capitulo pretende-se aplicar as técnicas de desacoplamento descritas no
capitulo anterior numa ligacdo aparafusada real, com a finalidade de identificar as

caracteristicas dindmicas dessa ligacao.

Neste tipo de ligacdo é imposto um determinado binario de aperto para garantir a
unido entre as duas subestruturas. Foi efectuada uma andlise da importancia deste

aperto nalgumas estruturas.

No processo de aquisicdo das respostas dinamicas deparamo-nos, entre outros
problemas, com a dificuldade de medir as rotagdes nos pontos de interesse, no
problema do efeito dindmico originado pela adicdo da massa dos acelerémetros na
estrutura e pelo ruido que surge no processo de aquisicao do sinal dos transdutores.
Antes de aplicar as técnicas de desacoplamento numa estrutura vamos tentar resolver

os trés problemas aqui identificados.
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5.2 Determinacao de funcoes de resposta em
frequéncia nao medidas

5.2.1 Introducao

A necessidade de medir rotagdes é importante do ponto vista geral, mas também é
importante no nosso problema de identificacdo de junta neste contexto esta seccdo é

dedicada a determinag¢do de FRF ndo medidas.

Em grande parte das situa¢des a determinacao das FRF em estruturas complexas é
feita em zonas da estrutura geometricamente bem definidas. Na maioria dos casos estas
zonas sao de facil modelagdo numérica. No entanto, experimentalmente, algumas
dessas FRF sdo de dificil obten¢do. Assumindo o conhecimento numérico de parte da
estrutura, vamos aqui propor um método para determinar as FRF ndo medidas (Batista

e Maia [65]).

Vamos utilizar o método alternativo de acoplamento descrito na sec¢ao 4.3. Vamos
considerar que as coordenadas i se dividem-se em dois grupos: coordenadas medidas
experimentalmente, t, e coordenadas r, onde por alguma razdo nao é possivel medir as

respostas Figura 5.1.

Figura 5.1: Acoplamento das subestruturas A e B formando a estrutura C

Vamos de seguida procurar determinar as respostas nas coordenadas r e j de C com
apenas a informacdo obtida numericamente da estrutura A e com as medi¢cdes nas

coordenadas t da estrutura C.

104



Capitulo 5 - Aplicacao pratica

5.2.2 Formulacgao tedrica

Para obter as expressdes que nos vao servir de base para estimar as FRF nao
medidas podemos seguir varias vias. Batista e Maia [65] partiram directamente da
relacdo entre as rigidezes dinamicas das subestruturas A e B com a rigidez dinamica da
estrutura C, ou seja, seguiu o caminho descrito no capitulo 4. Para simplificar, vamos

utilizar a expressao do acoplamento descrita na secgdo 4.3, ou seja, a expressao (4.36):

H H | |H H)| |H | i
e =l = (2 E) (1! H!] (4.36)
Ji i Ji ¥y i
Esta expressdo é constituida por quatro equagdes que contém informacado das trés

estruturas; vamos reescrever estas quatro equagdes sem incluir a resposta dindmica de

B (H ). Assim, temos

-1
H =H'-H'(H'+H") H (5.1)
i i i Wi 7 J
-1
H' =H'-H'(H'+H') H (5.2)
4 4 4 7 7 J7
-1
H =H'-H!(H'+H') H (5.3)
Jr Je 7 Vi 7 Ju
-1
H =H'-H'(H'+H') H (5.4)
a7 Vi i 7 7 J7
Da equacao (5.1) podemos escrever (com i = j),
ny A c\ _ A BY ' 4
(Hij> (H” —H, ) - (Hii + Hﬂ') H, (5-5)

Substituindo a equacgdo (5.5) na equacao (5.3), obtemos H}f

C _ A A A * A C
H, =H,—H, (sz) (H” _Hn) (5.6)

Da equacgdo (5.3) também podemos escrever

a\7! A c\ _ A BY ' g4
(Hjj) (Hji - Hji) - (HJJ + Hﬂ') H; (5.7)
Substituindo a equagdo (5.7) na equacao (5.1) podemos escrever a Hf
C _ 74 A A\7! A c
H' =H'-H'(H') (H!'-H) (5.8)
Reescrevendo a equacdo (5.2) (com i =),

(s ()~ p) = () + 1) (59)

105



Capitulo 5 - Aplicacao pratica

Simplificando a equacao (5.9), temos

A\ e _ A A
I, _(Hij) H, = (Hjj + H].j) H, (5.10)
Substituindo a equagdo (5.10) na equacao (5.4), obtemos H}f

HC =H'(H!) H (5.11)

Vi Vi ij

5.2.3 Sumario

Podemos agora determinar com as seguintes equacdes a matriz H”, que é simétrica,

sem necessitar de saber nada sobre a substrutura B.

H = H - (H}) (8] - H) (56)
H’=H'-H! (Hjj)_1 (Hj ~HS ) (5.8)
HO =H'(H!) H' (5.11)

As pseudo-inversas presentes nas equagoes (5.6) e (5.11) sé existem se i > j (Anexo

A).
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5.2.4 Determinac¢do das respostas nas coordenadas nao
medidas

As coordenadas i da estrutura C sdo constituidas pelas coordenadas t e r. Assim,

temos a matriz H, também simétrica, constituida da seguinte forma:

C C C

HS H° o, H,H,
HC=|_ T i=t+r - H°=|H° H° H° (5.12)

C C rt rr 7

HC HS ;

i H¢ H¢ H°

Na matriz H" apenas sera possivel determinar a submatriz Hg experimentalmente.

Com esta informacao vamos determinar o resto dos elementos, utilizando as equacgdes

((5.6), (5.8) e (5.11)).

Da equacgdo (5.6), se considerarmos apenas as coordenadas i como de translacgdo,

temos (com t > j),:
+
i=t i=t » H{=H'-H'(H') (H,-H)) (5.13)

Das equagdes (5.8) e (5.13), relacionamos as rotagdes com as translagdes podemos

escrever
. . c A A A\7! A c
i=r i=t - H(=H'-H'(H!) (H!-H) (5.14)
Das equagdes (5.6) e (5.14), relacionando de outra forma, obtemos (com t > j)
. . C A A A * A C
i=t i=r > H'=H'-H'(H}) (H'-H) (5.15)
Das equagdes (5.8) e (5.15), se considerarmos apenas as coordenadas i como de
rotacao,
c A A A\7! A c
i=r i=r - H'=H'-H'(H!) (H'-H) (5.16)
7 Y ) Vi Jr Jr
Por fim, das equagdes (5.11) e (5.13), considerando apenas as coordenadas i como

de translagdo, temos (com t > j),
+
i=t > HC=H'(H') H' (5.17)
7 Vil i 4
Todos as componentes da matriz H" sio determinadas numericamente pelo

método dos elementos finitos. Assim, de forma sequencial, podemos a partir das

respostas conhecidas experimentalmente, H;/, estimar todas as respostas nas outras
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coordenadas r e j da estrutura C, temos no entanto de garantir que t > j para acautelar a

existéncia das pseudo-inversas.

Formulagao alternativa

Podemos determinar todas as FRF da matriz H” que procuramos de outra forma

mais simples. Retomemos as equacgoes (4.36), (5.1) e (5.12):

H H'| [H: HY [HY, vt
HC HC| |H' H'| |H (11, + 1) [Hﬂ Hﬂv‘] (4.36)
Je Vi Ju Wi Vi
-1
H?=H%—H%(H%+H?) H* (5.1)
2 12 %] 17 7 Jr
H =| ' Y i=t+r > H°=|H° H° H (5.12)
HS HC no ey
Ju Wi 11']61V HJC; H](;

Da equac¢do (5.1) considerarmos apenas as coordenadas i como de translagio

podemos escrever (com t = j)
-1 + +
(#)+ 1) = (a1)) (a1 - B (1) (518)
Substituindo a equacdo (5.18) na equacdo (4.36), obtemos

ij

H° H°| |H' H'| |H' " +
i g | _ i g | _ j A A _ 0 A A A
[Ho Hc] = [HA ol g ((Ht].) (&) - HS)(H) )[Hﬂ. Hﬁ} (5.19)
7 VU J7
Se utilizarmos a decomposicdo das coordenadas i como apresentada na equacgio

(5.12), podemos escrever a equacgao geral:

tt tr tj tt tr tj tj
v H' H'|=|H' H' H'|-|H ((HA)(HA—HC)(HA))[HA H* H%‘]
T 7 7J rt " 7J 7j tj tt tt gt gt Jr Wil
H¢ HY H¢ H' H' H! H!
t r i Jt Jr Vi i

(5.20)

Ao realizar o algoritmo de substituicao descrito no inicio desta sec¢do encontramos

o conjunto de equagdes que estdo representadas de forma mais compacta na equacgao
(5.20) onde também temos de garantir que t > j. Vamos de seguida realizar um exemplo

numérico para avaliar a viabilidade desta formulacao.
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5.2.5 Exemplo numérico 6

Para fazer uma primeira validagdo do método proposto sdo apresentados quatro
exemplos numéricos de estruturas acopladas, representadas na Figura 5.2, Figura 5.3,
Figura 5.4 e Figura 5.5. Cada estrutura é constituida por trés componentes, Aj, B e Az

que juntas formam a estrutura C. As subestruturas A1 e Az formam a estrutura A.

1 3 A s 7 B 9 114 A2 13 15
’{\z ’,1\4 ’,1\6 ,I 8 ,1\10 ’,I\u ’4\14 16
” B B B > e
7 J J 7

Figura 5.2: Caso 1

1 3p Al 5 7 9 B 11 134 B2 15 17 19

2 4 6 8 ,,I 10 12 14 16 18 20
)
7 J ] 4

Figura 5.3: Caso 2

A Az
1 3 5 7 9 11 B 13 15 17 19 21 23
2 4 6 8 10 ',1 12 14 16 18 20 22 24
)
i j 7 i

Figura 5.4: Caso 3

Al Az
1 3 5 7 9 11 13 B 154 174 194 214 234 254 27
4 6 8 10 12 ,114 6,118 0, _J22 24 _126 28
)
A =% 7
1 J J 7

Figura 5.5: Caso 4

Vamos utilizar elementos de viga com quatro graus de liberdade; cada componente
A1 e Az é dividida em varios elementos. S6 nos nés indicados nas figuras é que serao
considerados as coordenadas para o nosso estudo. As coordenadas a vermelho sdo as
coordenadas de translacdo t conhecidas, as coordenadas a azul sdo as coordenadas de
rotacdo r desconhecidas e as coordenadas verdes sdo as coordenadas comuns a junta j,

também desconhecidas. As caracteristicas de cada componente sdo apresentadas na
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Tabela 4.3. Para simular os erros experimentais na obtencao de Hs, impomos um erro

numérico igual ao do exemplo numérico 3, sec¢ao 4.5.2,

7 14
H (0)=H (0,)+ 100 normrnd(w, ) - max (‘Hpq(w)‘) (4.87)
Neste exemplo também foi utilizado um nivel de ruido de 3%.
Viga Comprimento Largura Espessura E P
Ay 270 mm 30 mm 5 mm 194 GPa 7562 kg/m3
B 200 mm 30 mm 10 mm 194 GPa 7562 kg/m3
A; 370 mm 30 mm 5 mm 194 GPa 7562 kg/m3

Tabela 4.3: Caracteristicas das vigas do exemplo numérico 6

Quantificag¢do do efeito do erro

Vamos usar o critério de correlacdo que estd na seccao 2.7 para mostrar a influéncia

do numero de coordenadas escolhidas i. Na Figura 5.6, Figura 5.7, Figura 5.8 e Figura

5.9 estdo representadas as médias do LAC da matriz H® de cada caso estudado.

16 r.’-’.’-’.’-’ T EEEEEEER
‘.-.-.- ENENEEREEN
14 r.’-’.’-’.’-’ T EEEEEEEn
‘.-.-.- AN EEEEER
12 ‘*.j.’.’.ﬁ.*-* SEEERE ¢ 1§ o§ |
 HNEEERTTETEEEEEE
o EEEEEE s EEEE
‘.-.-.;"1 "ENEEEN
Jo EEENEE e sNEEEE
‘ ‘ ‘ LI LN ‘ ‘ ‘
| ENEEEE s ENEEEE
‘.-.-.- EEEEEEERN
(ENENEE SN EEEEEE
 HNEEEN SSEEEEEE
zr.*-f.’.f.’-f - R R
EEEEEE SEEEEEEE
S N S N S I S
8 10 12 14 16

Figura 5.6: LAC médio - Caso 1

GLs

P
»
{
ENEEEE

i
n

Figura 5.7: LAC médio - Caso 2
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0.9
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2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28
GLs GLs
Figura 5.8: LAC médio - Caso 3 Figura 5.9: LAC médio - Caso 4

Dos valores representados, os que sdo relacionados com as coordenadas i revelam
uma muito boa correlacido. No entanto, os que sio relacionados com as coordenadas j
revelam uma ma correlacdo. Este efeito é mais expressivo nas correlagdes entre

coordenadas j.

No entanto, ha consideraveis melhoramentos se tivermos um maior nimero de

coordenadas i para medir, como se pode ver comparando a Figura 5.6 e a Figura 5.9.

Na Figura 5.10 e Figura 5.11 podemos ver duas FRF estimadas, do Caso 1. E visivel

apenas alguma perturbacdo nas anti-ressonancias.

50 : . . . : . . : 50
0 of
z z
E -50 € -50
B B
8 100k S 100
= =
2 2
< <
o Q
& 1501 8 150t
J 53 D
o o
-200 4 -200 4
Hc24 Hc36
+  Hex24-3% *  Hcx36-3%
_o50 . L i ; i L L T T _250 : L L 1 ; L L T T
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Frequéncia [Hz] Frequéncia [Hz]
. C . C
Figura 5.10: FRF H, - Caso 1 Figura 5.11: FRF H, - Caso 1
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50 T T T T T T T T T 50
0 of
z z
£ -50 E -50
g g
8 -100 2 100}
o o] i
2 2
< b
Q Q
8 1501 8 150
Q Q
@ o«
-200 n -200
Hc8s Hco9
+  Hcx88-3% *  Hcx99-3%
_250 1 | L i | i | T I _250 i L | L | | | I T
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Frequéncia [Hz] Frequéncia [Hz]
N C : C
Figura 5.12: FRF H - Caso 1 Figura 5.13: FRF H_ - Caso 1

Na Figura 5.12 e Figura 5.13 ha bastante perturbacdo, como era previsivel pela

informagdo dada pelo LAC médio da Figura 5.6.

Discussado

Neste exemplo foi apresentado um novo método de determinacao de FRF nao
medidas, utilizando o modelo numérico de parte da estrutura. Podemos utilizar estas

formulagGes para estimar as rotagoes das estruturas, medindo apenas as translagoes.
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5.3 Cancelamento de massas

A utilizacdo de aceler6metros e transdutores de forcas em estruturas afectam o
comportamento dindmico da estrutura, uma vez que se esta a adicionar elementos que
tém massa e inércia. Em determinadas situa¢des, quando essas massas e inércias sao
pequenas, pode fazer sentido despreza-las. No entanto, se uma massa adicionada tiver
um valor muito préximo de uma massa modal associada a uma frequéncia natural, vai
fazer com que essa frequéncia natural seja inferior a real. Assim, em geral, dever-se-a

sempre efectuar um cancelamento de massas e/ou inércias.

Silva et al. [75] sugerem um algoritmo de calculo baseado no método de
desacoplamento classico. Efectivamente, podemos obter as expressdes necessarias a
nossa situacdo partindo da equacao (4.27):

A8\ ppa

H=(1,+H'Z") H

J7 JI B . 7 (521)

H=(1,+H'Z") H!

Je 7 o Je

Em que H; e H]CZ representam as FRF medidas, H; e H; representam as FRF

reais da estrutura e Zﬁ é a rigidez dindmica do acelerémetro como podemos ver na

Figura 5.14.

Figura 5.14: Sistema com a massa B adicionada

Com as equagoes (5.21) vamos determinar H; e H;: Recorrendo a igualdade

seguinte:
- a\ 5\ B rrB A\
(1, +HZ") = ((HB + H)Z) = H'(H' +H') (5.22)
7 nn 7 J7 Y J7 7 7
e substituindo na equacdo (5.21) podemos escrever
-1
H =H'(H'+H!) H! (5.23)
7 7 7 7 Vi
-1
H =H'(H'+H!) H! (5.24)
J 7 Vi 7 J

113



Capitulo 5 - Aplicacao pratica

Da equacdo (5.23) vamos determinar H; :
B\ e B A\ g4
(#?) HS=(H"+H!) H (5.25)
7 7 7 7 J
Multiplicando a esquerda por (Hﬁ + H;}‘) , temos,

-1
H +H!(H') H =H (5.26)
77 77 77 i 77

Organizando a equacgdo (5.26),

Jj Jj Jj

HC = H* (Iﬂ (=) HC_) (5.27)

A
Resolvendo em ordem a H].].,

. -1
A _ gyC B\ ! e
Hjj - Hjj (Ijj _( jj) HJ’J’) (5.28)
A equacao (5.28) é tao valida para as receptancias como acelerancias e é comum as

FRF medidas serem acelerancias, o que sera considerado até ao fim desta secgao.

O acelerémetro da Figura 5.14 pode neste caso ser considerado um corpo rigido e

assim temos a respectiva acelerancia dada por,

1
H’=H"'=— (5.29)

7 VY
m B

Substituindo na equacgdo (5.28), encontramos a expressao classica do cancelamento de
massas de uma FRF directa:

A c o\ HJ?
HY=HS(1-m,H) =—2— (5.30)
Jj Jj Jj 1—m H¢
B
Para determinar a expressdo do cancelamento de massas para as FRF cruzadas

vamos utilizar a equagdo (5.24) e temos
-1 -1
(#?) H =(H'+H!) H! (5.31)
7 Jr 7 5 g
Multiplicando a esquerda por (Hﬁ + H;j‘) , temos
-1
H!'=H+H'(H") H' (5.32)
Ji Ji Jj ¥} Ji
Donde,
HY=H+m H'H (5.33)
i Ju B g

Substituindo a equacédo (5.30) na equacao (5.33),
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m HH
HY=H¢ + 24 1 (5.34)
T T i
B
E por fim, simplificando,
H
H'=—"~"— (5.35)

i 1—m HC
B
Se nas medicdes apenas tivermos a oportunidade de utilizar um s6 acelerémetro,

com a equacdo (5.30) e a equagdo (5.35) podemos realizar o cancelamento da massa do

acelerometro em todas as FRF medidas.

5.3.1 Exemplo experimental

Para exemplificar o cancelamento de massas foi utilizada a viga V10 (Tabela 3.1),
com o acelerémetro colocado na coordenada 1 (Figura 5.15). Foram medidas as FRF
indicadas, com a estrutura suspensa por dois fios de nylon. A excitacdo foi feita com um

martelo instrumentado e a resposta foi obtida com um acelerémetro (Anexo D).

— — — — —
1 1 1 1 1
—
3
—
5
—
7
Figura 5.15: Viga V10 com a representacao das FRF realizadas

Nas quatro figuras seguintes estdo representadas as FRF medidas (linha preta) e as

FRF determinadas pelo processo de cancelamento de massa (linha vermelha).
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E visivel que as frequéncias naturais se deslocam “para a direita” como era de

esperar visto que estamos a “retirar” massa da estrutura. Este movimento é mais

significativo nas mais altas frequéncias.

100 T T T T T T T T

®
S

[=2]
=]

B
[=]

o

Acelerancia [dB] (ref. 1 mfszN)
8

100

80

Acelerancia [dB] (ref. 1 m/szN)

-40 - -40 .
Hxm11 Hxm13
Hxem11 Hxecm13
-60 I i i I I i I T T —60 I i I I i i I I T
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Frequéncia [Hz]

Figura 5.16: FRF qu com o acelerémetro e FRF

HX11 com a massa cancelada

Frequéncia [Hz]

Figura 5.17: FRF HX13 com o acelerometro e FRF

, Com a massa cancelada

HXI

100 T T T T T T T T

80

Acelerancia [dB] (ref. 1 miszN)

Acelerancia [dB] (ref. 1 m/seN)

100

80

-40 . -40 b
Hxm15 Hxm17
Hxcm15 Hxem17
_60 i i i i i i i n T _60 i i i i i i i n T
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Frequéncia [Hz]
Figura 5.18: FRF H  _com o acelerémetro e FRF

HX15 com a massa cancelada

Frequéncia [Hz]

Figura 5.19: FRF H  _com o acelerémetro e FRF

Hx17 com a massa cancelada
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5.4 Técnicas para a reducao dos efeitos do ruido

As medicdes de FRF sdo usadas para muitos propdsitos, incluindo: verificacao dos
modelos tedricos, actualizacdo de modelos, modificagdo estrutural, determinacdo de
forcas, assim como detec¢do de anomalias resolvendo problemas gerais de vibracao e
de ruido. Exceptuando alguns casos, é extremamente desejavel a aquisicao de dados de
alta qualidade a partir de ensaios dinamicos. De facto, a alta qualidade das FRF é exigida
em quase qualquer operacdo envolvendo inversao de matrizes e/ou diferencas entre
matrizes. No entanto, existem alguns erros experimentais inevitdveis e emanados das
fontes de erro experimentais (Jung e Ewins [76] e Marudachalam e Wicks [77]). Uma
das fontes de erro inevitavel que reduzem a qualidade da medida é o chamado "ruido".
A responsabilidade deste “ruido” é bastante complexa e depende de muitos factores,

que na maioria sdo desconhecidos.

Algumas destas fontes de ruido sao efeitos ndo-lineares das estruturas,
proximidades de dispositivos electrénicos, proximidades de computadores, efeito da

fonte de alimentacao AC, etc.

Este problema representa uma area muito importante na dindmica de estruturas.
Diversas técnicas, normalmente baseadas na decomposi¢cdo de uma matriz utilizando o
método da decomposicdo em valores singulares, de uma matriz, Singular Value
Decomposition (SVD) (Maia [78]), tém sido desenvolvidas para reduzir o ruido nas FRF
em varias areas, como estimativa de parametros modais (Liu [79]), acoplamento
estrutural, modificacdo estrutural, etc, onde é necessario uma grande fiabilidade na
inversao de uma matriz (To e Ewins [80], Gialamas et al. [81] e Lim e Li [82]) e na
optimizacao da andlise modal (Liu [83]). O tema da elimina¢ao/minimizacdo do ruido
gerado a obtencdo de FRF nao tém atraido, aparentemente, a atencdo merecida, embora
haja alguns desenvolvimentos em técnicas para a reducao do ruido. Na area da acustica

este problema também é debatido.

Acredita-se que a minimizagdo do ruido contido nas FRF apo6s as medigcdes
experimentais pode melhorar significativamente a sua qualidade, e assim aumentar a

fiabilidade e a taxa de sucesso de muitas aplicagdes que dependem de medicdo das FRF.

Numa outra abordagem, podemos comparar uma FRF a um espectro acustico, pois

também este é proveniente de um sinal adquirido no tempo e também lhe sao aplicadas
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transformadas de Fourier. Partindo deste principio, Sanliturk e Cakar [84] utilizaram a
decomposicdo SVD (Anexo A) da matriz de Hankel [85]. Este método é descrito de

seguida.

A independéncia linear das colunas da matriz experimental A é de certa forma
afectada pelo ruido experimental obtido nos ensaios. Podemos escrever a
decomposicdo SVD dessa matriz da seguinte forma,

> oV
0o >, ||V

0

a=v u,] (5.36)

Onde A €R"Ycom L= M, U eR"Y €RY, V. €R"™" e R éa caracteristica

da matriz A que representa o numero de linhas ou colunas da matriz linearmente

independentes.

Existe uma matriz A, com r < R que minimiza a soma da diferenca quadratica do erro

entre A e A.
A=|\U U 2 0\v uyv’
_[ , 0] 0 o|vr|” 2V (5.37)
A matriz diagonal 20 passou a ter os elementos 0, =0 ,...=0, =0.

Assim, os valores singulares “muito pequenos”, que sdo de certa forma responsaveis
pelos componentes do ruido, sdo retirados. Este principio é utilizado em muitas
aplicagdes. No entanto, nas matrizes constituidas por FRF ndo se tem relevado muito
eficaz, pois essas tém uma dimensao pequena para se poder retirar o nimero correcto

de valores singulares pequenos.
Jensen et al. [85] para a reducdo de ruido acustico, consideram o vector do sinal

acustico y = [yo,yl,...,yN_l]T de N elementos e assumem que o ruido é uma
componente deste vector, ou seja,

y=y+n (5.38)

Onde y é uma componente do sinal e n representa o ruido. Com os elementos do

vector y podemos construir uma matriz de Hankel H (5.39) com dimensdao L X M .

Onde M+ L=N+1le L=M.
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0 1 Ly
l‘ x oo x
H=| ' 7. M (5.39)
_xL—l Ty, o Ty |

Podemos assim escrever H da seguinte forma,
H=H+N (5.40)
A construcdo da matriz de Hankel a partir de um sinal de ruido é muito utilizada em
acustica. A estimativa da componente do sinal H sera obtida com a decomposi¢io SVD

da matriz H .

Podemos assim também aplicar esta constru¢do a uma FRF H, obtida

experimentalmente ou, obtendo melhores resultados [84], construir a matriz de Hankel
a partir da resposta a um impulso, IRF. Se as FRF forem obtidas com uma excitagdo de

um martelo com um transdutor de forgas, basta realizar a inversa da transformada de

Fourier, ou seja, h(t) = F~' (H,,q)-

H, (w)={H (0).H (u,)....H,@w)} (5.41)

pq pq pq

h (6) = {h. by by b ) (5.42)

1777277737770
onde p e g sdo as coordenadas de resposta e de excitagdo, respectivamente; o vector

h (t) tem o dobro dos elementos de H (w), ou seja, s=2N.
pq pq

Desta forma a matriz de Hankel é real e é escrita da seguinte forma:

hl hz o hn
mxn = :2 :3 . n:+l (543)
hm hm+1 hs

onde m+n=s+1 eAZ.j =h¢+;—1

Aplicando a decomposi¢do SVD (Anexo A), a esta matriz 4, temos,
>, 0
0 2,

A matriz A representa a parte ndo contaminada do sinal, como em (5.37):

VT

A=4A+N = [U U}|: (5.44)
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A=U3Y V' (5.45)
A matriz diagonal Er é constituida pelos valores singulares (01,02,...,@). Apés a

estimativa da caracteristica da matriz A, resta-nos realizar as operagdes “inversas”,

_ 1 kL
hl. =m2 i—jt,j (5.46)

j=

onde [ = max(l,z’ —-m+ l)e k= min(n,i).
Desta forma, para obter o ﬁpq basta aplicar a transformada de Fourier no dominio da

frequéncia ao vector h que é no dominio do tempo.

Jensen et al. [85], desenvolvem mais este conceito e utilizam o QSVD (quociente
SVD), que consiste sistematicamente em aplicar a duas matrizes o SVD, de forma a
encontrar iterativamente as matrizes A e IN . Para isso recorrem-se da decomposi¢io

matricial ULLV, que ndo foi objecto de estudo neste trabalho.
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5.4.1 Exemplo aplicado a uma FRF

Como é dificil obter a caracteristica da matriz de Hankel, todo o procedimento

carece sempre de uma analise cuidada da evolugdo dos valores singulares.

Na Figura 5.20 temos um exemplo de uma acelerancia com quatro filtragens (a
Figura 5.21 e a Figura 5.22 mostram detalhes). Esta FRF foi obtida com o equipamento
indicado no Anexo D. Ap6s conhecer-se a evolucdo dos valores singulares (Figura 5.23)
normalizados da matriz A pelo maior valor, ou seja, pelo primeiro, como sugeriu

Sanliturk e Cakar [84].

100 - : . - . . 50 : " - - . - - . .
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80 F 1 40 f
|
30 il
_ 6of 1 = A
z ,\ . |z I\
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® /\ / \ I e e |
: / / N /.‘\ \\; e ~ ':
g = |/ N - g o
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& ok | g -0}
5 5
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Figura 5.20: Acelerancia medida vs. FRF filtradas Figura 5.21: Primeiro pormenor da

acelerancia
O problema que se coloca é o de escolher o nimero de valores singulares mais
adequado, ndo muito grande para nao trazer ruido para a matriz e ndo muito pequeno,
para ndo corremos o risco de alterar a informagdo importante da matriz e termos assim

um resultado pior que o inicial.
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Figura 5.22: Segundo pormenor da Figura 5.23: Distribui¢cao normalizada dos valores
acelerancia singulares

Apés varias tentativas foram escolhidos para esta FRF quatro valores diferentes

para a caracteristica r da matriz: 120, 150, 190 e 220 como podemos observar na Figura

5.20, Figura 5.21 e Figura 5.22.

Podemos reparar que na Figura 5.20 existe uma boa coincidéncia das ressonancias

para os quatro valores de r escolhidos.

Na Figura 5.21, nos valores de amplitude baixa verifica-se que um r de 220
representa melhor a FRF; em contrapartida, na Figura 5.22, um r de 120 apresenta
melhores resultados. Ou seja, um valor de r entre estes dois irda melhorar globalmente a

FRF, tirando assim boa parte do ruido apresentado.

Observando a Figura 5.23, podemos verificar que é a partir de r = 220 que se inicia

graficamente uma assimptota a partir da qual a aplicacdo deste filtro nao ira melhorar a
FRF [84].
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5.5 Avaliacao do efeito do momento de aperto

Com a finalidade de avaliar a importancia do aperto na ligacdo aparafusada foram
escolhidos trés pares de vigas para realizar os ensaios, utilizando o mesmo
equipamento experimental ja referido (Anexo D). Utilizou-se um parafuso M10 e varias
areas de sobreposicdo (Figura 5.24). Os dados geométricos das varias vigas estdo

indicados na Tabela 5.1.

Viga Largura Comprimento Espessura Distancia ao furo
1 25 mm 387,5 mm 5 mm 12,5 mm
2 25 mm 400 mm 5 mm 25 mm
3 25 mm 412,5 mm 5 mm 37,5 mm
4 25 mm 487,5 mm 5 mm 12,5 mm
5 25 mm 500 mm 5 mm 25 mm
6 25 mm 512,5 mm 5 mm 37,5 mm

Tabela 5.1: Dados geométricos dos acoplamentos

Os 3 acoplamentos com 3 sobreposicdes diferentes sdo representados na Tabela 5.2.

Acoplamento Vigas Sobreposicao
0104 Viga 01 + Viga 04 25 mm
0205 Viga 02 + Viga 05 50 mm
0306 Viga 03 + Viga 06 75 mm

Tabela 5.2: Sobreposicdo

Os acoplamentos foram suspensos por dois fios de nylon de forma a simular
condicdes de “vibragao livre”. Foram avaliadas as respostas dinamicas do sistema a uma
solicitacdo provocada por um martelo. Foram realizadas apenas FRF directas na

extremidade esquerda do acoplamento.

25 mm
0104 é

[@
375 mm
850 mm
0205 : 50 mm
0306 = 75 mm

Figura 5.24: Estruturas utilizadas
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Utilizando uma chave dinamomeétrica realizaram-se 5 apertos distintos no parafuso
M10. Os momentos aplicados foram de 10, 15, 20, 25 e 30 Nm. As respostas avaliadas

com as FRF estdo representadas na Figura 5.25, Figura 5.26 e Figura 5.27.

Verifica-se que os apertos impostos nas condi¢des dos ensaios (estrutura suspensa),
ndo conduzem a respostas muito distintas. Provavelmente a energia fornecida pelo
martelo ndo é suficiente para que haja ac¢do de forcas dindamicas que vencam as forgas

de atrito de escorregamento entre as duas vigas.
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Figura 5.25: FRF dos varios apertos Figura 5.26: FRF dos varios apertos
do conjunto 0104 do conjunto 0205
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Figura 5.27: FRF dos varios apertos do conjunto 0306
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5.6 Identificacao de uma junta aparafusada

Foi retomada a estrutura utilizada no capitulo 3, tendo sido aplicado um momento
de aperto de 50 Nm. O valor deste momento nao vai influenciar o comportamento
dinamico da estrutura como foi demostrado na sec¢do anterior. Para as solicitacdes e

para as respostas, foi utilizado o mesmo equipamento experimental (Anexo D).

O acoplamento de vigas e a indicacdo das coordenadas sao indicados na Figura 5.28.
Foi definida como junta a identificar a parte da estrutura compreendida entre as
coordenadas 7 e 9 (subestrutura B); nesta parte do acoplamento estd a ligacdo
aparafusada que queremos identificar. O comprimento de 200 mm permite que o

comportamento da junta nao seja o de um corpo rigido.

A restante estrutura representa a subestrutura A com as coordenadas internas i; as
translacdes e rotagdes estdo indicadas a vermelho e a preto, respectivamente. As
coordenadas de ligacdo entre as subestrutura A (A1+A2) e a subestrutura B
representam as coordenadas j, indicadas a verde. Estas duas subestruturas juntas

formam a estrutura C.

Para caracterizar dinamicamente a subestrutura A foi utilizado o método dos
elementos finitos. Discretizou-se cada subestrutura Al e A2 em 12 elementos finitos de

viga Bernoulli-Euler de 4 GL.

O objectivo é identificar a subestrutura B realizando um desacoplamento. A fim de
se avaliar a consisténcia do processo sera feito um acoplamento dessa subestrutura

com outras duas vigas de dimensdes diferentes.

As caracteristicas dimensionais e a posicao dos pontos de interesse das trés vigas

que foram utilizadas estdo indicadas na Figura 5.28, na Figura 5.29 e na Tabela 5.3.

1 3 5 7 ZT 9 11 13 15
e el fo e e e
12N [ AR (AN f}’”*g.ig .

"/ W/ W/

q—-—-—-—- —— - — - — - —- - —-—-—-—- - —-—-

L4 200 L4 I

Figura 5.28: Caracteristicas geométricas do acoplamento ensaiado
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L
i
.D! I’AJ.!
Q
5 sl
Figura 5.29: Tipo de viga ensaiada
Vlga L b t S L1 L2 L3 L4
08 400 30 5 30 5 90.0 180.0 270
10 500 30 5 30 5 123.3 246.7 370
12 600 30 5 30 5 156.7 313.3 470

Tabela 5.3: Dados geométricos das trés vigas em milimetros

O primeiro acoplamento é constituido pelas vigas 10 e 08 (estrutura 1008) e o

segundo acoplamento é constituido pelas vigas 10 e 12 (estrutura 1012).

No processo de desacoplamento foram utilizadas varias técnicas para obter ou

melhorar as FRF obtidas experimentalmente:

- Foi utilizado o método de calculo das FRF nao medidas para determinar as FRF que
envolvem rotagdes (sec¢do 5.2). Na nossa situagdo s6 tivemos a oportunidade de medir

as translagoes.

- Para tentar reduzir o ruido das FRF foi aplicado o filtro que utiliza uma Matriz de
Hankel com quatro valores de caracteristica diferentes (120, 150, 190 e 220) (seccdo
5.4). A aplicagao deste filtro neste caso nao se revelou muito vantajosa pois os
resultados apresentados ndo apresentavam diferencas significativas e em contrapartida

ha um custo computacional elevado ao aplicar o algoritmo a cada FRF.

- O problema da massa do acelerémetro foi abordado de duas formas, (i) realizar o
cancelamento de massas (seccdo 5.3) ou (ii) assumir a adigdo de massas pontuais nos
restantes pontos de interesse. No processo de desacoplamento estas duas formas nao
apresentaram diferencas significativas e assim foi apenas aplicado o cancelamento de

massas, pois € um método que permite reproduzir a estrutura inicial.
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Foi utilizada uma gama de frequéncias de 0-2000 Hz na aquisicao das FRF, embora
seja apenas apresentada a gama de 0-1000 Hz, uma vez que acima dos 1000 Hz se

verificou em termos gerais mais ruido nos processos de desacoplamento.

Para realizar o desacoplamento e o acoplamento é mais vantajoso utilizar uma
formulacdo que nos permite determinar a resposta dinamica da subestrutura B; neste

sentido, é a Formulagdo 2 (secc¢ao 4.4) que sera utilizada.

5.6.1 Desacoplamento das estruturas 1008 e 1012

Inicialmente foi realizado o desacoplamento da estrutura 1008 e determinou-se
assim as caracteristicas dinamicas de substrutura B (Figura 5.30 e Figura 5.31). Foi
aplicado o algoritmo de escolha de frequéncias descrito na secc¢ao 4.5, o que deu lugar
as bandas verticais presentes nos graficos. As bandas identificadas nem sempre

coincidem com zonas de pouca perturbacao.

505 » -50

~100F -100}

-150 -150

Receptancia [dB] (ref. 1 m/N)
Receptancia [dB] (ref. 1 m/N)

200} 200}
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100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Frequéncia [Hz] Frequéncia [Hz]
: B . B
Figura 5.30: FRF H_ | da estrutura B1008 Figura 5.31: FRF H | da estrutura B1008

Ap0és a identificacdo da junta e antes de fazer o acoplamento com outra estrutura foi
realizado um acoplamento com a estrutura inicial para assim averiguar se o

desacoplamento foi bem realizado.
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Assim, o acoplamento deu lugar a um novo HC. As FRF de translacao das
coordenadas i foram comparadas graficamente com as respectivas FRF medidas e os

resultados foram quantificados por uma func¢ao de correlagao.

Na Figura 5.32 e Figura 5.33 é possivel observar alguma correspondéncia entre as

FRF, essencialmente nas ressonancias.
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No entanto, outras FRF apresentam uma melhor correspondéncia como podemos

ver na Figura 5.34 e como fica claro na correlacdo LAC médio na Figura 5.35.

Com a resposta dindmica da junta determinada (B1008), foi feito um acoplamento

da viga 10 e com a viga 12 para assim averiguar o correcto desacoplamento.
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Na Figura 5.36, Figura 5.37, e Figura 5.38 podemos ver que o acoplamento nao

apresenta grande correspondéncia entre FRF. Podemos confirmar isso na correlagao

LAC médio presente na Figura 5.39.
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Foi feito o mesmo raciocinio com a estrutura 1012, ou seja, foi feito o

desacoplamento (B1012) e depois realizado o acoplamento da viga 10 e com a viga 08.

Na Figura 5.40 e Figura 5.41 podemos registar que o acoplamento também nao €

aceitavel e apresenta globalmente piores resultados (comparar Figura 5.39 com a

Figura 5.41).
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Para ter uma noc¢ao se os dois desacoplamentos representam a mesma subestrutura

(junta aparafusada) foram também comparadas as respectivas FRF (B1008 com

B1012).

Na Figura 5.42 podemos observar alguma correspondéncia em determinadas gamas

de frequéncia. No entanto, ao realizar a correlagdo LAC médio (Figura 5.43) verifica-se

que em termos globais a correspondéncia é bastante pequena.
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Figura 5.43: LAC médio entre B1008 e B1012
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Discussdo

O processo de desacoplamento nao foi realizado com sucesso, pois os acoplamentos
realizados com as juntas identificadas ndo apresentaram uma boa correspondéncia. As
juntas identificadas das duas estruturas também nao apresentaram bons resultados. A
formulacdo apresentada para o desacoplamento utiliza coordenadas j que com certeza
sdo as grandes responsaveis por estes maus resultados. Vamos tentar na sec¢do

seguinte melhorar os procedimentos.

5.6.2 Desacoplamento das estruturas reduzidas

O processo de determinacdo das FRF ndo medidas é muito sensivel ao ruido no
calculo das FRF que envolvem as coordenadas j e com resultados péssimos para as FRF
entre as coordenadas j como foi verificado no exemplo numérico 6 (secg¢do 5.2.5). Para
ajudar a ultrapassar esta dificuldade e assim tentar melhorar o desacoplamento, foram
assumidas duas coordenadas internas da subestrutura B, como podemos ver na Figura

5.44, que passaram a ser as coordenadas j da junta.

Figura 5.44: Caracteristicas geométricas do acoplamento ensaiado com as coordenadas internas em B

Foram determinadas experimentalmente as FRF de translacdo (coordenadas a

vermelho da Figura 5.44), depois foi aplicado o algoritmico de calculo das FRF nao

medidas e determinou-se a matriz H (20><20) )

A esta matriz de dimensao 20x20 foram retiradas as 4 linhas e colunas do meio, ou

seja, as respostas que envolvem as coordenadas 9, 10, 11 e 12 da Figura 5.44, ficando
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assim com uma FRF 16x16 que corresponde a uma aproximacdo da matriz H¢ da

estrutura inicial (Figura 5.28,) retirando assim o “efeito” das FRF calculadas na junta.

Utilizando a estrutura 1008, temos na Figura 5.45 uma FRF que envolve uma

coordenada 8 pertencendo a junta, onde é visivel (linha azul) o melhoramento da FRF.
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Figura 5.45: FRF chg das duas estruturas Figura 5.46: FRF H;; das duas estruturas

Na Figura 5.46, Figura 5.47, e Figura 5.48 temos as FRF com coordenadas da junta,

verifica-se uma melhoria nas varias FRF.

Estas trés FRF da junta serao utilizadas para aplicagdo do método de

desacoplamento da Formulagao 2.
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Realizou-se o desacoplamento da estrutura 1008 e foi determinada a subestrutura

B1008r; na Figura 5.49 e Figura 5.50 estao representadas duas das FRF.

Se compararmos estas duas figuras com a Figura 5.30 e Figura 5.31 nao temos

grandes correspondéncias.
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Figura 5.49: FRF H | da estrutura B1008r Figura 5.50: FRF H da estrutura B1008r

Foi realizado assim o acoplamento com a mesma estrutura (1008).

Se compararmos a Figura 5.51 e Figura 5.52 com a Figura 5.32 e Figura 5.35 é

notoério que ndo temos o nivel de correspondéncia tio bom como anteriormente.
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Também com a resposta dinamica da junta B1008r foi realizado um acoplamento

com uma viga 10 e com uma viga 12.

Ao comparar a Figura 5.36 com a Figura 5.53 é visivel que temos alguma
correspondéncia entre os dois acoplamentos (entre as duas linhas vermelhas). No

entanto temos mais perturbacgao na Figura 5.53.

Comparando as respectivas correlagdes, LAC médio (Figura 5.39 e Figura 5.54),

verifica-se que temos globalmente o mesmo nivel de correlagao.
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Também foi feito o mesmo raciocinio com a estrutura 1012, ou seja, foi feito o

desacoplamento (B1012r) e depois realizado o acoplamento entre as vigas 10 e 08.

Ao comparar a Figura 5.40 com Figura 5.55 também aqui ha alguma
correspondéncia entre as linhas vermelhas mas também aqui com mais perturbacao na
Figura 5.55. O LAC médio presente na Figura 5.56 é melhorado face ao LAC médio da
Figura 5.41.
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Receptancia [dB] (ref. 1 m/N)

foram igualmente aqui comparadas as respectivas FRF (B1008r com B1012r).
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Figura 5.55: FRF H1C1 da estrutura 1008 vs. FRF

H{ estrutura 1008 - B1012r

Figura 5.56: LAC médio do acoplamento 1008 -
B1012r
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Para se ter uma noc¢ao se os dois desacoplamentos representam a mesma junta

E visivel uma boa correspondéncia em determinadas gamas (Figura 5.57), um pouco

melhor que na Figura 5.42. No entanto, o LAC médio apresenta globalmente apenas um

ligeiro melhoramento (Figura 5.43 e Figura 5.58).
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Discussdo

Este procedimento de escolha de coordenadas internas da junta e a eliminac¢do de

linhas e colunas da matriz H° nio se revelou tio bom como se poderia esperar, pois
embora tenham sido melhoradas as FRF das coordenadas j, ndo se obtiveram os
resultados esperados, apos o acoplamento com a subestrutura B. O que se pode afirmar
como positivo é o facto de se ter conseguido uma melhor correlagdo em consequéncia
do desacoplamento (B1008r e B1012r) (Figura 5.42 e Figura 5.57). Futuros
melhoramentos nos varios procedimentos e técnicas serdo necessarios para a obtencao

de melhores resultados.
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6

Conclusoes e trabalhos futuros

6.1 Novas contribuicoes

Neste trabalho houve varios contributos inovadores no sentido de desenvolver

técnicas para identificar juntas em geral e uma junta aparafusada em particular. Dentro

dos contributos mais relevantes podemos indicar os seguintes:

= No modelo de elementos finitos foi demonstrado que podemos substituir o parafuso

e a porca da ligacdo por uma ligacdo rigida entre alguns nés comuns da zona de

contacto. Este conjunto de nds coincidiu com a coroa de contacto gerada pelo

chamado cone de aperto. Com esta ligacao foi construido um modelo que prevé o

comportamento dindmico da junta no plano que passa pelo eixo do parafuso e pelo

eixo das vigas.

= Com a finalidade de generalizar a identificacdo de juntas foi formulado um método

alternativo novo para a realizacdo de desacoplamentos dinamicos de estruturas e

assim identificar as respectivas juntas. Este método deu lugar a varias formulagdes,

algumas novas e outras ja utilizadas por outros autores.

o

Algumas formulacgdes ja existentes foram melhoradas para ajudar a resolver o

problema conhecido do mal condicionamento de matrizes.

Foi identificado que a condi¢do das diferencas entre as submatrizes de H* e as

submatrizes de H tem influéncia no processo de desacoplamento. Verificou-

se que as formulacdes tém um melhor comportamento nas frequéncias onde a
condic¢do referida tem um minimo local, o que levou a concluir que os métodos
sao mais fidveis nessas gamas de frequéncias.

Utilizando simulac¢des de ruido experimental, a formulacao nova que utiliza um
método iterativo revelou-se o método mais fiavel entre as varias formulacdes
possiveis, utilizando para isso apenas as frequéncias escolhidas referidas no

ponto anterior e as coordenadas na junta.

= Uma das grandes dificuldades experimentais na aquisicdo de FRF é a medicdo de

FRF que envolvam rotagoes. Esta dificuldade é objecto de estudo de varios autores.

137



Capfitulo 6 - Conclusdes e trabalhos futuros

Foi aqui sugerida uma técnica para prever essas FRF ndao medidas recorrendo
apenas ao conhecimento da subestrutura A, que pode ser calculada numericamente
ou nalguns casos analiticamente. Esta técnica surge a partir das expressdes do

acoplamento classico de subestruturas.

6.2 Conclusoes

Ao longo deste trabalho, foram surgindo varias dificuldades no processo de
identificacao da junta. Foi feito inicialmente uma abordagem numérica directa em que
apenas foram comparadas as FRF experimentais com as FRF do modelo. Neste processo

foram encontradas as seguintes situagoes:

= a escolha do elemento finito mais adequado ao problema revelou-se importante,
pois o pretendido era representar o mais fiel possivel a geometria da junta. No
entanto dos elementos so6lidos presentes no software comercial utilizado, nenhum
deles tém o GL de rotagdo nos noés. A sua existéncia podia trazer-nos vantagem na
aplica¢do das formulagdes desenvolvidas ao logo da tese;

= por outro lado, a escolha do tamanho da malha é importante, dado que a
discretizacdo da malha ao longo de toda a geometria leva a que tenhamos modelos

espaciais bastante diferentes e com isso gerar comportamentos dindmicos destintos.

Este facto, por exemplo, pode afectar a determinacdo das caracteristicas do material.

As técnicas classicas de acoplamento de subestruturas utilizando FRF sao ha muito
conhecidas. A sua aplicacdo em varios tipos de problemas levou a resolugdo de varios
problemas dindmicos. No entanto, a dificuldade ndo é em acoplar subestruturas mas sim
em desacoplar subestruturas, que permitiria identificar elementos estruturais
complexos sem solucdo analitica nem numérica. Nas técnicas utilizadas para realizar o

desacoplamento foram levantadas as seguintes questoes:

* a instabilidade dos métodos sdo de certa forma todos influenciados pela diferenca
entre as respostas dinamicas da subestrutura A e as respostas dinamica da estrutura

C nas mesmas coordenadas. Com a adi¢do de massas pontuais foram melhorados os
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resultados em determinadas frequéncias, o que nao é mais do que alterar a condigao
da diferenca entre as matrizes de FRF de A e de C;

as técnicas de desacoplamento que apresentam melhores resultados foram aquelas
que utilizam apenas as coordenadas j da junta, embora em certas situagdes nao seja
possivel ter acesso a elas;

existiu uma grande dificuldade em tirar conclusdes no momento de comparar as FRF
simplesmente com a observagdo das FRF sobrepostas num grafico. Para poder
quantificar as diferencas e retirar alguma conclusao foram utilizados alguns factores
de correlacao entre FRF (LAC e GSC). Estes factores, juntamente com algumas FRF,
revelaram-se muito Uteis e praticos no momento em que era necessario comparar
duas ou mais matrizes de FRF;

no processo de simulacdo das FRF experimentais foi utilizado um erro numérico
independente da amplitude da FRF, por ser mais realista, visto que grande parte das

perturbacgdes aparece nos baixos valores das FRF.

Para além de todos os conceitos tedricos e numéricos que foram tidos em conta,

houve também alguma preocupacio em tentar melhorar as FRF obtidas

experimentalmente e prever outras de dificil medi¢ao. Foram abordados os seguintes

pontos para tentar resolver estes problemas:

o processo de determinacdo das FRF nao medidas sugerido revelou-se
aparentemente bastante bom nas FRF que ndo envolvem coordenadas j da junta.
Estimar as FRF nao medidas é, a priori, uma importante ajuda; no entanto, as FRF
das coordenadas da junta que necessitavamos siao aquelas que apresentam pior
resultado. Foi sugerida uma solucdo para poder contornar este problema, mas nao
foram registados melhoramentos significativos;

na aquisicdo experimental das FRF o sistema de aquisicdo induz um determinado
ruido devido a varios factores de dificil controlo. Para melhorar estas FRF, foi
aplicado um filtro que utiliza a decomposicao da FRF no tempo e a formagdo da
matriz de Hankel; é possivel reduzir o nivel de ruido utilizando uma decomposi¢do
em SVD dessa matriz. Fica ao critério do utilizador do método a escolha do ntimero

de valores singulares mais adequado para cada FRF.
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7 .

A determinacdo das caracteristicas dindmicas de estruturas é experimentalmente
um processo muito sensivel a qualquer perturbacao. Esta torna-se num problema que é
inevitavel em todo o processo de aquisicio do sinal dos transdutores. Com o
equipamento utilizado temos assumidamente estes problemas, o que conduziu de certa
forma aos erros e as perturbacdes encontradas no processo de identificagdo da junta
aqui apresentado. Toda esta problematica requer decididamente mais investigagdo no
futuro, a fim de se desenvolverem técnicas e algoritmos suficientemente robustas para
poderem ser usados com toda a confianga. Nesta tese foram dados alguns passos - ainda

que modestos - nesse sentido.

6.3 Trabalhos futuros

O problema de modelacdo ou identificagdo de estruturas complexas, como por
exemplo as juntas aparafusadas, esta longe de estar resolvido. Foram sugeridas varias
técnicas novas que nos ajudam nesse caminho. Estas ainda carecem de maior

exploragdo.

O estudo por métodos numéricos directos da junta aparafusada carece de outro
estudo semelhante nos outros dois planos (XY e YZ). Para além disto, os futuros
modelos numéricos podem ser gerados para entrar em conta com rotacdes nas

coordenadas de interesse.

As formulagcdes de desacoplamentos aqui sugeridas carecem de validacdo
experimental em varios tipos de estruturas complexas, a fim de se avaliar a robustez

dos métodos e da técnica de escolha de frequéncias apresentada.

O método sugerido para determinar as FRF ndao medidas apresenta um grande
potencial no desenvolvimento de trabalhos inerentes, por exemplo no calculo de FRF
envolvendo rotagdes, comparando os resultados com os dos métodos classicos

existentes, que por sua vez também surgiram das expressdes do acoplamento classico.

Tanto as formulagdes de desacoplamento como o método de determinacdo das FRF
ndo medidas assumem que é conhecido de forma exacta as caracteristicas dinamicas da

subestrutura A. Foi utilizado, por facilidade, neste trabalho o método dos elementos
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finitos aplicado as vigas o que representa sempre uma aproximacdo. No problema
apresentado pode ser utilizado a solucao analitica da resposta dinamica de uma viga
para assim descartarmos uma possivel influéncia da matriz dindmica de A nas

formulacdes e métodos apresentados.
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Anexos

Anexo A - Decomposicao em valores singulares e pseudo-inversa
Anexo A.1 - Decomposicdao em valores singulares

A decomposicao em valores singulares de uma matriz, Singular Value Decomposition
- SVD, é uma ferramenta importante para a resolucdo de varios problemas. E frequente
encontrarmos sistemas sobredimensionados e a determinacao dos valores singulares da
matriz do sistema da-nos uma informagao extremamente valiosa sobre a independéncia

linear das colunas da matriz. Vamos apresentar de forma sucinta esta factorizacgao.

Xn . . .
Se AeR" ”, com m =n, uma matriz com colunas linearmente independentes;

~ . . . )X X - Xn
entdo, existe duas matrizes ortogonais U € R""e V € R"" e uma matriz £ € R™",

tais que
em que
(o, 0 0]
0 - 0
0 0 o A2
Enm - 0 0 0 ( . )
0 0 O

Como, z0,.20 =0

Os elementos de o sdo os chamados valores singulares da matriz A, as colunas de

U e de V sdo os chamados vectores singulares a esquerda e a direita, respectivamente.
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Anexo A.2 - Minimos quadrados
A solucao de sistemas sobredimensionados do tipo,
Ax=0» (A.3)
emque AER™ com m=n, xER™ e b ER™ s6 tem solucio se o vector b
pertencer ao espaco das colunas de A. Se isso ndo acontecer significa que teremos
sempre um erro,
r=Ax—-b=#0 (A4)
Qualquer vector x ndo deixa de ser a solu¢do do problema, no entanto havera um «

que minimiza este erro. Fara todo o sentido aplicar uma norma ao vector r.

A estatistica diz-nos que se as perturbacdes de A foram caracterizadas por uma
distribuicdo normal, a norma mais adequada é a norma euclidiana, que é diferenciavel.

Assim a solucdo do nosso sistema serd encontrar o vector  que minimiza,
2 2
[l = - 4] (A5)

O vector  que minimiza este erro quadratico serd encontrado no valor minimo

desta funcdo quadratica; assim, temos
2 T T AT T AT T
Ib—Az| =(b—Az) (b—Az)=2"A"Az—22"A"b+b"b (A.6)
Derivando em ordem a x e igualando a zero,
A"Az=A"b (A.7)
A matriz A" A apenas ser4 invertivel se e s6 se as colunas de A forem linearmente

independentes, ou seja, se a caracteristica de A for igual a n. No entanto, se houver

colunas de A quase dependentes devido a erros de medicdo ou erros de calculo

numérico teremos esses erros ampliados na matriz A" A . Este problema é quantificado

pela condi¢io da matriz A" A . Quanto maior for a condi¢io maior serd o erro esperado.
A condi¢do de uma matriz A é por definicao dada por,

cond(A) = HAH : HA_1 H (A.8)

Desta forma, aceitando o valor da condicdo da matriz A"A, podemos inverte-la e

chegar a solugdo pretendida:

z=(A"4)" A"b (A.9)
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Anexo A.3 - Pseudo-inversa

Em sistemas de equacdes lineares do tipo Bz =c em que BER"™ e se B

existir, a resolugdo do sistema pode ser descrita da seguinte forma

xz=DB"c (A.10)
Ao comparar a solu¢do do problema sobredimensionado (A.9) com a solugdo (A.10) é

-1
designado a matriz (ATA) A" como a matriz pseudo-inversa de A, ou seja,

AT =(474)" AT (A11)
Utilizando as propriedade da decomposicdo em valores singulares da matriz A,

como as matrizes U e V sao ortogonais, podemos obter a pseudo-inversa de A da

seguinte forma:

AT =VI'U" (A.12)
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Anexo B - Determinacdo das caracteristicas espaciais

A matriz de rigidez dindmica de uma estrutura Z(w) é funcdo da matriz de massa
M e da matriz de rigidez K da estrutura. Para cada frequéncia w, podemos escrever
cada elemento da matriz de rigidez dinamica Z,, da seguinte forma:

m
pq

Ak
z (@)=k - a)fmpq = {1 - wf}[ . ] (B.1)

Como temos informacdo sobre a rigidez dinamica ao longo de uma gama de

frequéncias, podemos escrever o seguinte sistema de equagoes:

z (o) 1 - ]
pq ? 27,
z (o)) 1 -’ ||k k
pq 1+1 _ 1+1 g _ pq .
=l {m } > {qu(“’)}—g{m } i=1..,L (B2)
rq Pq
2
qu(a)L) _]_ —wL_

A resolucao do sistema da equacdo (B.2) pode ser encarada como um problema de

minimos quadrados,

QT{zU(w)}=QTQ{:f} > {Zﬁ}:(QTQ)”QT{zU(w)} (B.3)

i i

O produto a ser invertido pode ser simplificado da seguinte forma:

1 -’
R T | B L =y
QTQ = —a)f —(,()QL] : : = [_zw? wa‘ :l (84)

e a inversao ¢é dada por:

(@a) - [‘Ewa _Ez:;?]l:szf_l(Ew?)? {%Zj ELCU?] (B:5)

. ~ ~ 2 . -~ 1: 2
Obtemos assim uma expressao que nao € mais que uma regressao linearem o”:

w,)
{:qu JL — 1 — I:E wz ELw?jH:_i)Z _:U ] qu(:w2) (B.6)
Lwa—(wa) Ea)i 1 '

pq
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Anexo C - Acelerancia de vigas livre-livre a partir da Teoria de

Timoshenko.

Ao contrario das vigas do tipo Bernoulli-Euler, as vigas do tipo Timoshenko, na sua
formulacdo, entram em conta com os efeitos da inércia de rotacdo e com os efeitos
transversos que por vezes sao importantes. Fazendo o equilibrio dindmico de um
elemento infinitesimal de uma viga, podemos escrever as seguintes equagoes

diferenciais [86] [87]:

o'y E o'y p’I o'y %y

EI— —pl|—+1 +——+pA— =0 C1
Py (Gk )a:ﬁaﬁ kG ot o (1)
o'y E oy p Ity o’y

EI— —pl|—+1 + +pA—-=0 C.2
ozt (Gk )aﬁaﬂ G ot P or (©2)

Onde y representa o deslocamento transversal, ¥ a deformacdo angular devida ao
momento flector, p a massa especifica, G o mddulo de elasticidade transversal, £ o
modulo de elasticidade, A a area da sec¢do, I o momento de inércia da seccdo e £k um
coeficiente de corte que depende da forma da seccao e do coeficiente de Poisson do
material. Este coeficiente k esta tabelado para varias sec¢des (Karnovsky e Lebed [87]);
a expressao para uma sec¢ao rectangular esta indicada na equacgao (C.3).

10(1+v)
T 12+1lv

Do equilibrio sdo deduzidas as seguintes equag¢des para a inclinacdo da seccao,

(C.3)

momento flector e esfor¢o de corte:

dy

— = +

Jx vre

M=Ela—l/) (C.4)
Jx

V=k(a—y—¢)AG
Jx

Em que ¢ é a deformacgao angular devido ao esfor¢o transverso, M o momento

flector na seccao e V' o esforco de corte.

Utilizando a solu¢do harmonica (C.5) na equacao diferencial (C.1)

y=Ye” (C.5)
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Em que Y é a amplitude do movimento da seccdo e w a frequéncia angular, vamos

obter a seguinte equacao diferencial
o'y o’y P
El— + w’pl +1 +lw' = —w’pAly=0 C.6
oz’ p (Gk ) oz’ ( kG paLy (C6)
(C.7)

Esta equacdo diferencial tem uma solucdo do tipo [88]
y=0C cos(a a:) +C sen(a : x) +C, cosh(ﬁ : a:) +C senh(ﬁ )

As constantes C,C ,C e C, sdo determinadas a partir das condi¢coes de fronteira da

EI

2 _ 42
8 wp(ak ;

viga e
& = (i l)+8—1 (C.8)

Gk EJ 2

1 1
— |+ 9
(G E) 2 (€9)

2
1 1 4w’ pA

) + 2P (C.10)

Para calcular as acelerancias de uma viga livre no espaco sdo determinadas as quatro

constantes da equacao (C.7) para os quatro tipos de esforcos aplicados a cada grau de

liberdade individualmente.
1
4

2
‘ )

Figura A.1: Graus de liberdade da viga livre no espago

Apoés algumas simplificacdes e agrupamentos de expressoes, em [88] foram descritas

as seguintes equagoes para as acelerancias
( a + — B, - % ﬁl B,
ae €
Hu = H33 - % 2 AEIy2 2 2 (¢
1 1
(— B + ;+ﬁ B,
yg yl ' VQ ayl
H,=H,=-H,=-H,=~- AEI o’ (C12)
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ﬁ2+i B, - % - B,
_ v, Qg ) Vs ﬁ52 2
H,=H, - NT o (C.13)
(1 +L)p
Vi oV
Hy=H,=-H,=-H,= IAT(UQ (C.14)
(1+;/2 B, + L B,
_ o _\a ay B By, )
H, =H, = N o (C.15)
A7 PO ESA 7 Y
_ L _\a ay B By, )
H =H, = N o (C.16)
em que,
2 2
2 WP 2 L WP
_ . 0p. _gp L 9P C.17
n=a oo =t (C.17)
YV
g, =— C.18
= (c18)
B = cos(aL)-senh(BL); B, =sen(aL)-cosh(SL) (C.19)
B, = cos(al) - cosh(BL)—1; B, =sen(aL)-senh(BL) (C.20)
B, =senh(BL); B, =sen(al); B, = cos(aL)—cosh(BL) (C.21)
A =2—2cos (aL) - cosh (ﬁL) + (%ﬁ - éﬁ] sen (aL) - senh (,BL) (C.22)
Y, avy,

A formulacado das vigas tipo Bernoulli-Euler, que ndo entra em conta com os efeitos
da inércia de rotacao e com os efeitos transversos, apenas vai produzir alteragdes nas

equacdes (C.8), (C.9), (C.10) e (C.17), como esta descrito nas equagdes seguintes:

o = 51; B’ = 51 (C.23)
4’ pA

2 — C.24

! Tl (C.24)
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Anexo D - Equipamento experimental utilizado

Todos os ensaios foram realizados utilizando as estruturas suspensas por fios de

nylon, para com isso criar as condi¢cdes de vibracao libre-livre.

Foi usado o analisador espectral OR25 PC-Pack I, que é o responsavel pela recepgao,
tratamento e envio dos sinais dos varios transdutores utilizados para o PC através de
uma placa. Possui uma resolugdo de 100 a 3200 linhas. Com a fung¢do “Trigger” presente
no equipamento foi possivel usar um martelo com um transdutor de forga para excitar

as estruturas estudadas.

A informacdo enviada para o PC é tratada pelo software “Real-time FFT

OR762/0R763” dedicado ao equipamento.

Na realizacdo dos ensaios, para cada FRF era realizada uma média linear de 6 FRFs
obtidas com as respectivas 6 solicitagbes do martelo. Este valor foi sugerido pelo

representante do equipamento.

Para medir as respostas, foi escolhido um transdutor o mais leve possivel pois as
estruturas analisadas ja sdo, por si, leves. Recorreu-se ao acelerémetro da Bruel & Kjaer,

Type 4508B com 4,8 gramas, que esta representado na Figura A.2.

Para excitar a estrutura foi utilizado um martelo que é caracterizado essencialmente
por uma massa que constitui a cabeca do martelo onde é fixado um sensor de forca.
Neste sensor é enroscada uma ponteira amovivel; foi assim possivel escolher uma

ponteira com uma dureza adequada que permitiu excitar as gamas de frequéncias

estudadas.

Figura A.2: Martelo e acelerémetro cibico
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