Curvas geodésicas: um exemplo com resolucao analitica.
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Resumo Apresentamos um exemplo de uma superficie nfo trivial em R® na qual as curvas geodésicas sdo encon-

tradas analiticamente.

1 Introducao

Tal como explicado em [1], na maioria dos casos, as
curvas geodésicas sdo obtidas com recurso a aplicacdes
computacionais. Entre as superficies com curvas geodési-
cas encontradas analiticamente e sem aproximacdes,
destacam-se o caso da superficie esférica com a solucao
(intuitiva) correspondente aos "grandes circulos" e o caso
do cilindro que, neste particular, ndo é muito diferente
de um plano onde as geodésicas sdo retas. Neste artigo
considera-se uma superficie de revolu¢do que, mesmo
ndo sendo trivial, permite uma determinacdo explicita,
em termos de funcdes elementares, das suas curvas
geodésicas.

Na seccdo 2, apresentamos a superficie considerada.
Na seccdo 3, resolvemos as equacOes das geodésicas
para este exemplo e explicitamos as solucdes sujeitas a
condicdes iniciais e, na seccdo 4, as solugdes na presenca
de condicoes de fronteira.

As figuras expostas neste artigo foram geradas usando
a aplicacdo Mathematica [2].

2 A superficie

Em geral, as superficies de revolu¢do em R® podem ser
parametrizadas da seguinte maneira

7 (a,0) = (r(a) cos,r() sinb, z(a)).

Neste artigo, vamos considerar o caso em que

1
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e # € R. A fungdo ~ pode ser expressa em

(1)

L

onde o > i
termos da funcdo gama I' e da funcdo hipergeométrica
oF da seguinte maneira:

VAl (—3) 1 12 1
z(a) = W(;) +aF <_2’_3’3’4as> .

Parte da superficie assim definida estd representada
na Fig. 1.

O pardmetro 6 assume qualquer valor real e
considera-se a seguinte interpretacdo: pontos com o0
mesmo valor de & mas com valores de 6§ que diferem por
um multiplo de 27 correspondem a mesma posi¢do ge-
ométrica mas situam-se em camadas diferentes da super-
ficie.

R

s

Fig. 1: Vista parcial da superficie em estudo.

Estas expressoes de r e z foram escolhidas porque tém
a seguinte propriedade:

24 2? =1.

Assim, o tensor métrico da superficie € uma matriz com a

forma
(75 )-( )

A partir do tensor métrico, obtém-se as equacdes das
geodésicas [1]:

,,,/2 + 2/2 0
0 r?

. 1 9
0——ab=0. 3
(0%

Uma geodésica na superficie € um conjunto de pontos
parametrizado por o (a(t), 6(t)), onde ¢ é um pardmetro
real e « = «(t) e § = 0(t) sdo solucdes das equagdes (2)
e (3). Estas equagdes formam um sistema auténomo uma
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vez que ndo dependem explicitamente da varidvel inde-
pendente ¢. Na seccdo seguinte, o sistema € resolvido com
a utilizacdo de leis de conservacdo, também conhecidas
por first integrals.

3 Geodésicas a partir de um ponto
dado

Nesta seccdo apresentam-se os cdlculos necessarios para
obter as solucdes dos caminhos geodésicos que comecam
num dado ponto inicial. Em primeiro lugar, observa-se
que o sistema de equagdes (2) e (3) implica:

d (.o 1o\ . (., 1 5\ _
dt(a +a9>2a(a+2a20>0

d<9> 1<élaé) =0.
dt \ « « o

Por conseguinte, as curvas geodésicas sdo solucoes do
seguinte sistema mais simples:

1.
a? + — 0% =7
a

(4)

6=al, (5)

onde v e [ sdo constantes arbitrarias. E possivel relacionar
(4) e (5), respetivamente, com a conservacdo da energia
e do momento angular. De facto, estas quantidades sdo
conservadas ao longo de um caminho geodésico uma vez
que este é o caminho seguido por uma particula livre, ou
seja, sem forcas a atuar sobre ela (para além daquelas
que a mantém na superficie).

Uma primeira classe de solugdes corresponde ao caso
[ = 0, em que 6 se mantém constante ao longo da
geodésica, que € portanto um "meridiano" da superficie,
e em que « varia linearmente com ¢.

Fig. 2: Um meridiano.

3 GEODESICAS A PARTIR DE UM PONTO DADO

Para determinar as solucdes com [ # 0, substitui-se
(5) em (4), e obtem-se a equacédo

a? =02 —al?,

donde

& =+V0v? —«al?.

Considerando que sdo conhecidos os valores de « e § em
t = 0 (e notando a(0) = «ap € #(0) = 6), esta equacdo
reduz-se a:

2
Vo2 —al? = \/v2—ozol2¥%t.

Usando a notagdo [y = &(0) = £v/v2 — g ?, a solucdo

escreve-se
12 \?
v —al?= (50— 2t> ,
ou seja,
l2
a(t):ao+ﬂot—zt2. (6)
Usando este resultado na equacéo (5), determina-se 6:
Bol o I? 3
0(t) =0 lt+ —1t°— —t°.
(t) =60 +aolt+ > 12 @)
Em resumo, com as condi¢bes iniciais a(0) = ao,

0(0) = 6o, Bo = &(0) e wyg = 6(0) = apl, as solucdes
de (2) e (3) sdo

w2
alt) =ag + fot — —2 12

401%
e 8 5
Wo o Wo .3
o(t) =0 t4 22 — t
®) o+ wol+ 2 g 12048 ’
sempre que ag + f3 t—w—gt2>i
P q 0 0 40[(2) = %-
Por exemplo, no caso ag = 1,0 = —2,80 = 4.25

e wp=1.3, a geodésica estd representada na figura
seguinte.

Fig. 3: Caminho geodésico 1.
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Segue outro exemplo com oy = 2, 6y = —1.8, fp = 4.5 e
Wy = 4.

Fig. 4: Caminho geodésico 2.

Neste segundo exemplo, a curva geodésica nao corre-
sponde ao caminho mais curto entre as extremidades rep-
resentadas. Mas isso ndo é uma contradicdo, conforme
vamos esclarecer na préxima seccdo. Devido as condi¢des
iniciais, a curva ndo podia seguir diretamente para o
ponto final, ou dito de outra forma, nas condicoes deste
exemplo as extremidades da curva representadas estio
em camadas diferentes da superficie o que obriga a curva
a enrolar uma vez.

4 Geodésicas entre dois pontos

As solucoes obtidas na secgdo anterior permitem obter os
caminhos geodésicos a partir de um ponto inicial carater-
izado pelos valores «y e 6y e conhecidos os dois paramet-
ros 3y e [ ou, de forma equivalente, 3y € wy = agl. Na
pratica, um problema que surge com alguma frequén-
cia consiste na determinacdo de um caminho geodésico
entre dois pontos dados. Para isso, é necessario con-
seguir escrever os dois pardmetros 3y e | em funcio
dos pontos extremos do caminho em causa. A Fig. 5
mostra um exemplo de dois pontos sobre um "paralelo"
(conjunto de pontos da superficie com o mesmo valor
de z) bem como o caminho geodésico que os liga.

Fig. 5: Caminho geodésico entre dois pontos de um
mesmo paralelo.

4 GEODESICAS ENTRE DOIS PONTOS

Os proprios paralelos ndo sao curvas geodésicas uma vez
que girar sobre paralelos de menor raio equivale a uma
menor distancia percorrida.

Supde-se entdo que os valores de « e 6 sdo conheci-
dos para dois valores de t. Sem perda de generalidade, a
escolha destes valores pode sert =0et = 1:
al0)=ag ; 60(0)=6y ; a(l)=a; ; 6(1)=0b.
Uma escolha diferente de ¢ = 1, correspondente ao se-
gundo ponto dado, apenas altera a velocidade com que
o caminho geodésico é percorrido mas nédo o trilho na
superficie. A partir de (6) e (7), obtém-se as relagdes

l2
ar=ao+fo— —

4
_ Bo 1?
91—904-(040-1-2 l Ik

donde se conclui que:

l2
Bo=a1 — g+ —

1 ©))

13+12(a0+a1)l+24(90—91)=0. )
Esta equacdo de terceiro grau é incompleta e pode
resolver-se através da mudanca de varidvel

ap + ag

l=x—-4 ,

X

que produz uma equacio quadratica em 3. A solucio é:

= 6/12(91 — (90) + 4\/9((91 — 90)2 + 4(040 + 041)3

+</12(91 — 90) — 4\/9(91 — 90)2 + 4(0&0 + 041)3. (10)

Usando (8) e (9), as equacoes (6) e (7) podem agora ser
escritas em termos de ay, a1, 0y e ;. Mantendo a notagao
(10) por conveniéncia, o resultado é:

2
a(t):ao(l—t)—l—alt—i—%t(l—t) 11
9(75):90(1—t)+91t+é(ozo—oz1)t(1—t)
3
Lrasne-ny aw

24

Estdo reunidas as condicOes para voltar ao aparente
paradoxo da Fig. 4 onde a curva representada, apesar de
ser parte de uma geodésica, ndo é o caminho mais curto
entre as suas extremidades. Para exemplificar a analise,
considere os pontos A = & (2, —1.8) e B = & (5.5, 6). Us-
ando as equacoes (11) e (12) com ag = 2, §y = —1.8,
a1 = 5.5 e f; = 6, obtém-se a curva geodésica entre A e
B representada na Fig. 6.
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Fig. 8: Caminho geodésico entre A e Bs.

Observa-se que 6, — 0y = 7.8, ou seja, superior a 2. O
que significa que A e B nio estio situados na mesma ca-
mada da superficie. O ponto By = o (5.5, 6—27) esta situ-
ado na mesma posicao da superficie de B e na mesma ca-
mada de A. Usando as equacdes (11) e (12) com oy = 2,
fp = —1.8, a1 = 5.5 e 1 = 6 — 2w, obtém-se a curva
geodésica entre A e By representada na Fig. 7.

Agora sim, foi encontrado o caminho mais curto entre
as duas posicdes na superficie.

Podemos também procurar caminhos geodésicos en-
tre A e outros pontos na mesma posicdo de B mas
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em camadas diferentes. A curva geodésica entre A e
By = 7 (5.5,6 + 2) est4 representada na Fig. 8.

A Fig. 9 representa a curva geodésica entre A e
By =7 (5.5,6 + 67)

Fig. 9: Caminho geodésico entre A e By.

enquanto a Fig. 10 representa a curva geodésica entre A
e B_y = 7 (5.5,6 — 4x).

Fig. 10: Caminho geodésico entre A e B_;.

5 Conclusao

Este estudo resulta de um trabalho ainda em curso so-
bre a possibilidade de axiomatizar a no¢do de caminho
geodésico através de uma operacdo bindria que a cada
dois pontos associa o ponto médio do percurso geodésico
que os une. Neste caso a operacdo bindria seria dada
pelas equacdes (11) e (12) com ¢ = 1. O exemplo aqui
ilustrado serviu o propdsito de testar os axiomas de uma

tal estrutura algébrica.
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