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Introducao

Este livro nasceu da vontade de partilhar a experiéncia acumulada ao longo de
varios anos de ensino de Algebra Linear, procurando oferecer a estudantes e profes-
sores uma abordagem clara, prética e acessivel.

Este documento pretende ser um instrumento de apoio ao estudo da édlgebra linear,
contribuindo para que os leitores desenvolvam o seu raciocinio matematico e ad-
quiram um conjunto de técnicas que lhes permitam resolver uma ampla variedade
de problemas. Os autores esperam, com este livro, reforgar as competéncias dos
leitores e facilitar a sua progressao nos respetivos cursos superiores, na investigacao

ou na vida profissional.

Nao se pretende, de forma alguma, substituir os iniimeros manuais de 4lgebra
linear j4 existentes. O objetivo principal é apresentar uma abordagem intuitiva e
pratica dos topicos essenciais - desde os conceitos fundamentais de vetores, matrizes,
sistemas de equacdes lineares e determinantes, até aos temas mais avangados, como
0s espacos vetoriais reais, as transformagdes lineares e os valores e vetores proprios.
Cada conceito é introduzido de forma clara e concisa, sendo acompanhado de
exemplos ilustrativos que facilitam a compreensao e a aplicacdo pratica.

Este livro ndo tem como propodsito explorar exaustivamente os contetidos nem
desenvolver demonstragdes matemaéticas formais, dado que tal j4 é amplamente
tratado na bibliografia especializada. Ainda assim, reconhece-se a importancia
das demonstracdes tedricas e da compreensdo rigorosa dos fundamentos. Para os
leitores que pretendam aprofundar a teoria de forma mais sistemética, sdo sugeridos,
no final do documento, diversos livros de referéncia que apresentam um tratamento
formal e aprofundado da algebra linear.

A estrutura do livro assenta na divisdao dos contetidos em atividades autonomas,
cada uma das quais requer, em média, entre 3 e 5 horas de estudo ou trabalho,
consoante os conhecimentos prévios, as competéncias do leitor e os objetivos a
atingir. Sempre que possivel, encoraja-se a consulta de bibliografia complementar,
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com o intuito de aprofundar e consolidar os conceitos apresentados.

No ultimo capitulo sdo incluidos testes que permitem ao leitor aplicar os conheci-
mentos adquiridos ao longo dos vérios capitulos. Estes exercicios visam reforgar
a aprendizagem, promover a autonomia e facilitar a identificacdo de eventuais
lacunas conceptuais. A resolucdo dos testes, idealmente realizada num periodo
de cerca de uma hora e sem recurso a apoio externo, constitui uma oportunidade
para desenvolver competéncias na interpretacdo e aplicagdo pratica dos contetidos
estudados.

Cumpre também salientar que este trabalho ndo deve ser encarado como um pro-
duto finalizado, mas antes como um projeto em evolugdo. Esta sujeito a atualiza¢oes
regulares, ndo s6 para corrigir eventuais imprecisdes, como também para se ajustar
as mudangas curriculares que tém vindo a ocorrer, quer no Ensino Secundério,
quer no Ensino Superior. Os autores agradecem, desde ja, todas as sugestdes e
contributos que visem melhorar os contetidos aqui apresentados.

Durante a preparacdo deste livro, recorreu-se a ferramentas de inteligéncia artificial
como apoio na reformulagao de textos. Todas as sugestdes foram cuidadosamente
analisadas, revistas e validadas pelos autores, dado que estas ferramentas, em
diversas situagdes, produziram contetidos incorretos ou desadequados.

Esta nota serve também de alerta aos leitores - em particular aos estudantes -
para a importancia de um uso critico da inteligéncia artificial. Estas ferramentas
podem ser tteis como complemento, mas ndo substituem o raciocinio matemaético,

o pensamento critico, nem a orientagdo pedagdgica essencial a aprendizagem.



Calculo Vetorial

Em problemas de diversas dreas encontram-se quantidades fisicas de duas nature-

zas: escalares e vetoriais. A massa, o tempo, o comprimento e a temperatura sdao

grandezas escalares. Quantidades como a forga, a velocidade e a aceleragdo sao

representadas por vetores, que incluem néo s6 o valor escalar, mas também a direcao

e o sentido da sua atuagdo. As propriedades e operagdes entre estas grandezas sdo

estudadas no cédlculo vetorial, o qual tem diversas aplicagdes, tais como:

1.

Fisica
O célculo vetorial é utilizado para representar e manipular grandezas vetoriais,

como forgas, velocidades e aceleragdes. E essencial para a descri¢do e resolugao
de problemas que envolvem o movimento de corpos e sistemas fisicos.

. Engenharia de Sistemas

Em &reas como a Engenharia Eletrotécnica, Mecénica e Civil, o cdlculo vetorial
é fundamental na andlise e no projeto de sistemas complexos. Por exemplo, na
Engenharia de Controlo, é utilizado para modelar sistemas dindmicos e estudar
a sua estabilidade.

. Computagao Gréfica

No desenvolvimento de jogos, animagdes e graficos computacionais, o calculo
vetorial é utilizado para representar e manipular objetos tridimensionais. Per-
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mite realizar transformagdes geométricas, como rotagdes e translagdes, calcular
intersecOes de objetos e aplicar técnicas de iluminagado e sombras.

4. Navegacao e Astronomia

O célculo vetorial é aplicado em sistemas de navegacdo para determinar a posigao
e a diregdo de um objeto relativamente a um ponto de referéncia. Na Astronomia,
é utilizado para calcular as trajetérias de corpos celestes, como planetas e cometas.

Este capitulo comeca com a introdugdo de conceitos gerais sobre vetores, bem como
das operagdes entre eles. Seguem-se os conceitos de norma, versor e angulo. Em
seguida, exploram-se as propriedades e aplica¢des do produto escalar, com especial
destaque para a determinacdo de angulos entre vetores e a projecdo ortogonal de
vetores. O tépico seguinte é o produto vetorial, no qual sdo abordados tanto o calculo
como a interpretacdo geométrica deste produto. Por fim, estuda-se o produto misto,
uma operagdo que combina o produto escalar e o produto vetorial para resolver

problemas que envolvem operagdes vetoriais e s6lidos tridimensionais.

Orientacdo de trabalho: este capitulo apresenta 5 atividades de trabalho e recomen-
damos que o leitor dedique, a cada uma delas, entre 3 e 5 horas de estudo.

As atividades que propomos encontram-se esquematizadas da seguinte forma:

» Atividade 1 — 1.1 Conceitos Gerais

» Atividade 2 — 1.2 Norma, Versor e Angulo
» Atividade 3 — 1.3 Produto Escalar

» Atividade 4 — 1.4 Produto Vetorial

» Atividade 5 — 1.5 Produto Misto



1.1 Conceitos Gerais

Definic¢ao 1

Um vetor ¥/ é um objeto que pode ser representado por um segmento de reta
orientado, com um ponto inicial A e com um ponto final B. Escreve-se i = AB.

O vetor possui trés caracteristicas:

» a grandeza é o escalar que mede a intensidade ou o comprimento do vetor.
» a direcio é determinada pela reta que define a diregdo do vetor.

» o sentido é determinado pela orientagdo que o vetor tem sobre a sua linha de
acao.

Observagoes:

— . . . .
1. O vetor 0 é designado por vetor nulo e possui propriedades tinicas entre todos

0s vetores, assim como o zero, entre os niimeros reais.

2. Todos os vetores com o mesmo comprimento, direcdo e sentido sdo equivalentes.

Operagdes com Vetores

Sejam Ue T vetores, e & um escalar ndo nulo. Definem-se geometricamente as
seguintes operagoes:

1. soma ou adigdo: @ + U é o vetor obtido pela regra do paralelogramo ou o

encadeamento de vetores quando o ntimero de vetores é superior a dois.

<L

<y
IS
+
<y
_|_
g
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2. diferenca ou subtragio: 7/ — ¥ é o vetor que somado a o da .

u—17

<y

£y

3. multiplicagio escalar: a %/ é o vetor com as caracteristicas:
> a grandeza é dada pelo produto de |a| pela grandeza de /.
» a direcio é a mesma de .

» osentidoéode U sea > 0 e contrarioa o se o < 0.

Definig¢ao 2

Dois vetores ndo nulos @ e o dizem-se paralelos ou colineares,
denotando-se por U || 7, se existe A € R tal que 7 = A\ 7/.

Observagoes:

1. O vetor nulo U é colinear com qualquer vetor nao nulo ¥ pois T =07

— : .
2. O vetor nulo 0 ndo tem representagdo grafica (ndo é um ponto!).

3. Os vetores 7 e U sdo paralelos quando tém a mesma diregao.

Considere os vetores 7, 27, 2 e 0.57,
representados na figura.

Os vetores sdo paralelos? Justifique.




1.1 Conceitos Gerais .

Todos os vetores da figura sdo paralelos entre si, pois todos tém a mesma di-

Resolugdo

recdo, ou seja, qualquer um dos vetores se pode obter a partir de um outro
multiplicando-o por um escalar adequado. Por exemplo, 27 || 0.5, pois

2U =4-051.

Considere os vetores 7 = (2,1, —1), 7 = (—4,-2,2) e W = (6,2, —3).

Verifique se U e W sao paralelos ao vetor .

Resolugdo
Como ¥ = —27 entdo || 7. Os vetores W e @ ndo sdo paralelos pois néo
existe A € R tal que @ = A/,

Nota: os vetores i/ e ¥ tém sentidos contrarios (A = —2 < 0) e o comprimento
de ¥ é o dobro (|—2| = 2) do comprimento de .

Seja (O, z,y, z) o referencial ortonormado de R?, onde O = (0,0, 0) é a origem e o0s
eixos Oz, Oy e Oz sdo definidos pelos vetores e, €, e €., onde:

» ¢, = (1,0,0) || eixo Ox (eixo das abcissas).
» ¢, = (0,1,0) || eixo Oy (eixo das ordenadas).

» ¢, =(0,0,1) || eixo Oz (eixo das cotas).

Neste referencial:

» Um ponto A é definido pelas suas coordenadas A = (a,,a,,a,). O seu vetor
posicao é definido por:
H R R R
74 =0A=a,e, + ayey + a.e, = (ay, ay,,a,).
» Um vetor # é definido pelas suas componentes @ = (t,, u,, u.) e tem-se:

U =u, e, + Uy €y + Uy €, = (U, Uy, U)

ou U também pode ser definido por um ponto inicial A = (a,,a,,a.) e um
ponto final B = (b,,b,,b.). Assim, as suas componentes sao definidas por:
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W =AB=B— A= (b, — a,)es + (b, — a,)e, + (b, — a.)e,

= (by — az, by — ay, b, —a,).

Determine as componentes dos vetores Ue W representados na figura.

Resolugdo
Uma vez que

> 7/ estéd orientado no sentido posi-
tivo do eixo Ox com valor 2; esta
orientado no sentido negativo do A
eixo Oy com valor 3; esta orien-
tado no sentido positivo do eixo
Oz com valor 4

» 7 tem a direcdo paralela ao plano
Oz z; esta orientado no sentido po-
sitivo do eixo Ox com valor 2; esta 9

orientado no sentido positivo do

eixo Oz com valor 4

entdo U =2¢, — 3¢, +4¢, = (2,-3,4) e U =26, + 4¢, = (2,0,4).

Algebricamente, as operagdes entre vetores podem ser realizadas usando as suas
componentes.
Se W = (Ug, Uy, uy) € v = (vg, vy, v,) 30 quaisquer vetores de R? entdo:
1. soma ou adig¢ao

U+ = (ug +v0)8 + (ty +0,)8, + (uz + v.)E.

= (Ugy + Vg, Uy + Uy, Uy + V).

2. diferenga ou subtracdo

U — T = (up — v2)Cs + (uy — v,)8 + (v — v.)E:

= (U — Vg, Uy — Uy, Uy — V).



1.1 Conceitos Gerais .

QU = au,e, + auye, + auye, = (au,, au,, au,).

3. multiplicacdo escalar

Exemplo 4

Considere os vetores 7 = (2,1,—1), ¥ = (—=4,-2,2) e & = (6,2, —3).
Determine o -+ ﬁ, U — ﬁ, oW eW -2 — .

Tem-se

> U+ W =(2,1,—-1)+(6,2,—3) = (2+6,1 +2,—1 — 3) = (8,3, —4).
> U -0 =(2,1,-1)—(6,2,-3)=(2—6,1—2,—1+3) = (—4,—1,2).
> 22U = —2(2,1,-1) = (—4,-2,2) = .

> U —20 — W =(2,1,—1) + (8,4, —4) + (—6,—2,3) = (4,3, —2).

Exercicio 1

Considere os vetores i, U e W representa-

dos na figura.

Determine:
(@ U,V e.
b) ¥+ — .

(c) o valor de k£ de modo que o vetor
d = kd + U + kW tenha a direcdo do
eixo Oy.

Resolucao

(a) Uma vez que @ mede a deslocacio do ponto A = (2,0,2) para o ponto
B = (0,1,0), observa-se um deslocamento negativo de 2 unidades nas
abcissas, um deslocamento positivo de 1 unidade nas ordenadas e um
deslocamento negativo de 2 unidades nas cotas, pelo que & = (-2, 1, —2).
Procedendo de forma anéloga obtém-se v = (—2,1,0) e @ = (0, —1,2).
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b) U+ —uw = (—2,1,-2)+(=2,1,0) + (0,1, —2) = (—4, 3, —4).

(c) Qualquer vetor que tenha a direcdo do eixo Oy terd a forma (0, s,0), onde s
é um qualquer nimero real ndo nulo. Assim

@ =k(=2,1,-2) + (=2,1,0) + k(0, —1,2) = (—2k — 2,1,0).

Portanto, —2k — 2 = 0, ou seja, k = —1.

Defini¢ao 3

Sejam A = (ay,ay,a,) e B = (by, by, b,) dois pontos de R?. O ponto médio M do

segmento [AB] é o ponto que divide o segmento em duas partes iguais e tem
coordenadas:

A — T A B @y 0 By @y - By
2 2 72 '

Determine as coordenadas do ponto médio M do segmento [AB], onde:

A=(2,0,-2)e B =(-224).

Resolugdo

2—2 0+2 244
O ponto médio do segmento [AB]éM:( 5 ; , 2+ ):(0,1,1).

» Exercicios da Sec¢do 1.1

1. Considere os vetores representados na figura.

)
2

- F

F, 1 4

Fs
F3
-2 -1 2
Fy

—1

10 |



1.1 Conceitos Gerais .
Determine as componentes dos vetores:

() Fy + Fy+ Fy+ Fy + . (b) 2F, — Fy+ Fy + 3F, — %,

2. Dados os pontos O = (0,0), A= (2,1)e B = (—1,-2).
Determine e represente geometricamente:

(a) o vetor 1@ (b) o vetor ﬁ, sabendo que ﬁ = 1@

3. Considere os vetores i/, ¥ e W representados no paralelepipedo da figura.

Z

(a) Indique as componentes dos vetores o, U e .

(b) Determine as componentes dos vetores:

() W+ . (i) 7 — 7. (iil) W + V.

(c) Considere os pontos P(2,2,0) e Q(0,0,1). Determine as coordenadas dos
pontos:
() P+ 7. (i) Q — 7.

4. Determine as coordenadas do ponto A, sabendo que M é o ponto médio de [AB],
sendo B = (2,0,1) e M = (4,—1,2).

5. Os vetores i = (2,-1,4)e v = (—6, 3, —12) sdo colineares? Justifique.

6. Determine a,b € R de modo que os vetores @ = (1,2,5) e ¥ = (a, b+ 2,3) sejam
colineares.

7. Considere os vetores @ = (2,1,—2) e ¥ = (a2, 1 + b, —4). Determine a e b de
modo que 7 || 7.

11



. Capitulo 1. Calculo Vetorial

8. Dados os pontos A = (2,0,1), B = (3,0,—1) e C' = (—1,0,7), verifique se sdo
colineares, ou seja, se os pontos pertencem a mesma reta.

» Solugoes dos Exercicios

1. (a) (07 _4) (b) (_27 2)

2. (a) AB = (~3,-3). (b) OP = (~-3,-3).

3.0 W =(-2-2,1),7 =(0,-2,1) e W = (0,2,—1).
(b) (i) (—2,0,0). (i) (—2,0,0). (iii) (0,0,0).

(© (i) (2,0,1). (i) (0,2,0).
4. AM = %E? —~ A=(6,-2,3).

5. Sim, pois ¥ = —3.

3 4
6. a=2 Ab=—-.
=5 5

7.a=2+2 Nb=1.

8. Sim, pois AB [ AC.
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1.2 Norma, Versor e Angulo

Defini¢do 4

Considere o vetor @ = (Ug, Uy, uy) de R3. A norma, comprimento ou grandeza

de W é definida por | 7| = \/u2 + uZ + u?.

Além das designagoes referidas existem muitas outras tais como intensidade ou
magnitude, que sdo usadas consoante o contexto seja geométrico ou fisico.

Propriedade 1

Se A € Re o é um vetor entdo |\ || = |\ || |-

Demonstracao

Consideremos o caso particular em que i é um vetor de R®. Se & = (u,, u,, u.)

entao

INT || = [l (Nt Ay A )| = \/(Maa)2 + ()’ + ()’

= VA2 Ju2 +ul +u2 = || \]7][ [ ]

Exemplo 6

Determine a norma dos vetores:

2 4 4
@ 7= (51515

(b) ¥ = (—20000, 10000, 20000).

() W=(3-10"5,6-10"6,2-1079).

13



. Capitulo 1. Calculo Vetorial

Resolugdo
2 2
7= (- =1, 2
@ |7 -, =l
\/12+22+( = —f—

b) |7 = \|10000(—2, 1,2)]| = 10000\/ —2)2 12 + 2% = 100001/9

= 30000 = 3 - 10%.
(C) ||ﬁ|| - H(3 ’ 10_676 ’ 10_672 ’ 10_6)” - H10_6(37672)H =107° H<3767 2)”

=107%/32 462 4+22 =1075y/49 = 7-107C.

Defini¢do 5

O versor de um vetor ndo nulo @ é um vetor unitirio (norma igual a 1) com a

direcao e sentido de e denota-se por @, sendo U = =T

Observacio: As componentes de qualquer vetor i podem ser obtidas a partir do
seu comprimento e do seu versor pois @ = || || @.

Exercicio 2

Considere o vetor v/ = (3,6, —6). Determine:

(a) o versor de . (b) os vetores 1 tais que @ || U e ||| = 3.

(c) o vetor W com sentido contrario ao de ¥ e tal que ||| = 18.

Resolugdo
(@) Anormade 7 é | 7| = [|(3,6,—6)|| = [[3(1,2, =2)| = 3v9 = 9.
v 1 12 2
de 7 é7 = = —(3,6,—6)=(=,5,—= ).
O versor de v/ é v il 9(3,6, 6) (3,3, 3)

b) 1° processo: Uma vez que u || ¥ entdo os dois vetores ou tém o mesmo
P q
sentido ou tém sentidos opostos. Como || || = 3 entdo

12 2
U = +30 =43 ~2) = 4(1,2,-92).
v 33" 3 (1,2,-2)

Portanto, 7 = (1,2, —2) ou @ = (—1,—2,2).

14



1.2 Norma, Versor e Angulo .

2° processo: Se @ || ¥ entdo @ = k7', com k € R. Atendendo a que

3 1
[T =3 Ik7] =3 KV =3 k=3 e k==+g
1
entio U = kU = i§7 = +(1,2,-2).
Assim, tem-se 7 = (1,2, —2) ou & = (—1,-2,2).
(c) Como se pretende que W tenha sentido contrario ao de 7 entdo @ = —7.

Uma vez que || @|| = 18 entdo

12 2
W=—180=—-18(=.2. -2 ) = (=6, -12.12).
U 3737 3 ( b ) )

Logo, W = (—6,—12,12).

Definigdo 6

Sejam 7/ e ¥/ vetores nao nulos, aplicados no mesmo ponto.

Designa-se por angulo entre i e ' 0 menor dos angulos formados por esses

vetores, e denota-se por < (7, 7)

Observagdes: Doravante, consideram-se os vetores como aplicados no mesmo

ponto. Seja § = < (7, V).
1. Tem-se 0° < 6 < 180°.

2. Se 0 = 90° diz-se que o angulo é reto e para os restantes valores de ¢ tem-se:

S

0 7 4 v v
i i i i
0° < 60 <90° 90° < 6 < 180° 0=0° 0 = 180°
Angulo agudo Angulo obtuso Angulo nulo Angulo raso

15



. Capitulo 1. Calculo Vetorial

Teorema 1

Os vetores U e ¥/ sdo paralelos (U || 7)) © <(u, V) =0° vV < (&, 7) = 180°.

Exemplo 7

Determine o angulo entre cada par de vetores nas figuras.

150°

ey
™+

30°

2
g1

Resolugdo

Para medir o angulo entre dois vetores é necessdrio fazer translacdo dos
vetores de forma a terem o mesmo ponto inicial, pelo que < (@, 7) = 150°

e a (ﬁ?) — 150°.

Definic¢oes 7

Os angulos que um vetor @ forma com os eixos Oz, Oy e Oz sdo denominados

angulos diretores coordenados, respetivamente 6,, 0, e 0,. Os cossenos desses
angulos sdo designados por cossenos diretores.

Além disso:
» em R? tem-se © = || || @ = || || (cos b, cos b,), pelo que:
(cosb,)? + (cosb,)” = ||a|* = 1.
» em R® tem-se ¥ = || || @ = || || (cos b, cos b, cos 6.), pelo que:

(cosb,)” + (cos 9y)2 + (cosh,)* = ||al|* = 1.
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1.2 Norma, Versor e Angulo .

Exemplo 8

Considere o vetor ©/ representado na z

figura, que esta orientado segundo os
angulos diretores ¢, = 60° e 0, = 60° e

tem grandeza igual a 10.

AN_/

Determine:
60°
(a) o angulo diretor coordenado 6,,. 7 ==y
Y
(b) as componentes do vetor . o 60°

Resolugio

(a) Para determinar o angulo diretor ¢, devemos considerar a relagao

(cos 60°) 4 (cos B,)* + (cos 60°)* = 1.

Atendendo a que
1\? 1\?
(cos 60°) 4 (cos B,)* + (cos60°)* =1 & (§> + (cosb,)? + (—) =1
, 1
& (cosb,)” = 5

V2

entdo cos 0, = :l:?'
Uma vez que o vetor U estd orientado no sentido positivo do eixo Oy entéo

2
cos ), = — s ou seja, 0, = 45°.

(b) As componentes do vetor U sdo dadas por

U = ||| @ = 10 (cos 60°, cos 45°, cos 60°) = (5,5\/5, 5) :

17



. Capitulo 1. Calculo Vetorial

» Exercicios da Secc¢do 1.2

1. Determine a norma do vetor 1@, sendo A = (3,-2,1)e B = (1,0,2).
2. Determine a norma dos vetores:
(a) o = (16,—30,0). (b) ¥ = (100,200, —200).
(@ W= (3-10%-2-10"%6-10"%).
3. Considere os vetores @ = (1,1, —1) e ¥ = (20,30, —60).
Determine os versores de 7 e de 7.

4. Determine as componentes dos vetores representados na figura.

Yy
A

4] = 3 .
[ ]| = 2

[as]| = 2

5. Dado o vetor @ = (0, 4, —3), determine o vetor ¥ tal que ¥ || 7 e || 7| = 2.

6. Considere os vetores © = (2,1,-2), ¥ = (1,1,0), @ = (-1,2,2) e
W = (3,—6,k), com k € R. Determine:

@) |« 7 -27 +d. (b) a.
(c) k, de modo que ¥ + ¥ + W seja paralelo ao plano Oxy.
(d) k, de modo que || 7| = 7. (e) k, de modo que @ || .
7. Considere em R? o vetor ©/ tal que ||/ || = 100, u, > 0, 6, = 60° e 6, = 60°.

Determine:

(a) o angulo diretor coordenado 4, (b) as componentes do vetor .
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1.2 Norma, Versor e Angulo .

8. Considere os vetores U e ¥ repre-
sentados na figura.

(a) Determine as componentes dos

vetores 7, Ted + .

(b) Determine as coordenadas do
ponto de encontro P das linhas

de acdo dos vetores U e V.

(c) Represente o vetor U + U no

onto P.
p 17| = 300

9. Determine as coordenadas dos pontos P e ) e as componentes dos vetores u e
 representados na figura.

||U]] = 280
» Solucdes dos Exercicios
1. 3.
2. (a) || = 34. (b) || || = 300. @ || =7-10""
_ (ﬁﬁ \/§> N (23 6)
3'u: _7_7__ e,U: _’_7__ .
373 3 T

al
<|
VIR
k=
SR
| o
~
<
<]
|
N
o
SRS
ol &
~
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. Capitulo 1. Calculo Vetorial

- 12 2
(b) = (‘5’575)-
(e) k= —6.

6. @) (3,3, —4).
d) k=-2VEk=2

7. (@) 0, = 45°. (b) « = (50v/2, 50, 50).

(c) k=2.

8. (a) W = (100,200, —200), ¥ = (100, —200,200) e ¥ + ¢ = (200,0,0).

(b) P = (%11)

(c) z,

QV

9. P =(6,2,0),Q = (3,1,0), ¥ = (—120,—-40,60) e ¥ = (0,0, —280).
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1.3 Produto Escalar

O produto escalar permite quantificar a relagdo geométrica entre dois vetores,
ligando propriedades geométricas a expressdes algébricas.

Defini¢oes 8

Sejam U = (ug,ty,u.) € U = (v, v,,,) vetores ndo nulos e § = < (u, V).

Designa-se por produto escalar ou produto interno de 7 e ¥/, denotando-se
por @ e ¥/, o escalar dado pelas seguintes definigdes equivalentes.

» Defini¢io geométrica: i o v = || || || 7| cos 6.
» Definicao algébrica: U eV = uyv, + Uy Uy + U,

Seﬁzﬁvﬁzﬁentaoﬁoﬁz().

Teorema 2

Se U e ¥ sdo vetores ndo nulos entao:

1. We W >0seesdsel’ <6 <90° (angulo agudo).

2. We W =0seesbsed=90° (angulo reto, v L 7).

3. We W/ <0seesbse9 <6< 180° (angulo obtuso).
Demonstra¢ao

Como os vetores « e ¥ sdo ndo nulos entdo ||| > 0 e || 7| > 0. Da definicio
geométrica do produto escalar, podemos concluir que o seu sinal depende do
sinal de cos 6. Tem-se

1. WeW >04 cosh >0 0° <6 < 90° < 0 é um angulo agudo.
2. WeW =0 cosf =0 0 =90° < §éum angulo reto.

3. We W <0< cosh <0 90° < < 180° < # é um angulo obtuso. [ ]

Observagdao: A condicdo 2. do Teorema 2 estabelece uma condicdo necessaria e
suficiente da ortogonalidade ou perpendicularidade de dois vetores.
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. Capitulo 1. Calculo Vetorial
Propriedades 2

Se 7 e 7 sdo vetores ndo nulos entdo:

1 cosd — 7.7 _uxvm—i—uyvy—i—uzvz
’ edlicdl edicdl

2. Wel = ||| pois @ e = | & || cos0° = |||

3. se U || ¥ e os vetores tém o0 mesmo sentido entio e v = ||| | 7|, pois

cosf = 1.
4. se U || U e os vetores tém sentidos opostos entio e v = — ||| | 7|,
pois cos = —1.

Exercicio 3

Considere os vetores @ = (1,0, —1), 7 = (0,2,2) e & = (a?,2,4). Determine:

(a) o angulo § formado pelos vetores U e .
(b) o angulo que o vetor U faz com o eixo Oz.
(c) os valores de a de modo que os vetores U e W sejam perpendiculares.

(d) os valores de o« de modo que o angulo formado pelos vetores 7 e W seja
obtuso.

Resolucao

(a) Atendendo a que
Wev 1:0+0-2-1-2 -2 1

9: — __c -
A od] V28 42

vem que o angulo formado pelos vetores i e ¥ é 120°.

(b) Como
. (1,0,-1)(0,0,1) 1-04+0-0—1-1 V2
cos < 77@ = = = _ -
() = 0 =1 0,0.1] V31 3

entdo o vetor 7/ faz um angulo de 135° com o eixo Oz.

(c) Dadoque W oW = (1,0,—1)e(a?2,4) =1-a>+0-2—1-4=a®—4 entdo

U LW @70720<:>a2—420<:>a:j:\/4_1<:>a:j:2
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1.3 Produto Escalar .

ou seja, U e W sdo perpendiculares se e s6 se a € {—2,2}.
(d) O angulo ¢ formado por U e W é obtuso quando

Wew <0« (1,0,~1)e(a%2,4) <0&a?—4<0
e a funcdo f () = a® — 4 tem como zeros —2 e 2, e a concavidade do seu
grafico estd voltada para cima entdo o angulo 6 é obtuso se e s6 se a € |2, 2[.

Propriedades 3

Sejam U/, U e W vetores e A um escalar. O produto escalar é:
1. comutativo: e v/ = U e U.
2. associativo relativamente a multiplicacdo escalar
Ue A=) oW =A(TLe ).
3. distributivo em relacdo a adi¢ao de vetores
(U+TV)eW=UeW+ VoW e
To(T+ W)= Do+,

Observacdao: O produto escalar ndo é associativo pois as expressoes

(WeW)ew e o (U ewW)nio estio definidas.

Mostre que |7 — 7| = |Z|* =27 o ¥ + | 7>

Resolugdo

Aplicando as propriedades do produto escalar tem-se
T =T = ~F) o (T~
:707—707—707+(—7) ° (—7)
= U - TV -UeT+ VoW =|U|" 207 +||7|.
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. Capitulo 1. Calculo Vetorial

Sabendo que ||| =2 |V =4e|d — V| = 2V3, determine o angulo ¢
formado pelos vetores 7 e .

Resolucao

Atendendo a que
17 =7V = 12|~ 27 o ¥ + |7’
©12=22-2Ue T+ 2UeV =8c UeV =4

entao

sl — WeW 4 1
Il v 2-4 2

ou seja, 6 = 60°.

Exercicio 6

Sejam ©/, 7 e W vetores ndo nulos e \ um escalar tais que:
|| =2 =2 «L7Tex(W,w)=120°

Determine o valor da expressio 27 e (7 + 20 — 3%).

Resolucao

Como || 7| =2, |[&]|=1e & o7 =0 (pois ¥ L V) entdo

QU e (U +20V —3W)=2UoeU +4Ue VU —6U W
=2\ X|?+4-0—6|| || cos120°

1
=2-22+0—6-2-1-(—§)=14.

Defini¢6es 9

A projecio ortogonal ou vetorial do vetor ¥ sobre o vetor i/, denotando-se
por proj; 7, é um vetor paralelo ao vetor @ definido por:
Tod . Tow

I

proj77 =

24




1.3 Produto Escalar .

O comprimento de proj77 é designado por projecao escalar do vetor o sobre
o vetor U e define-se por:
. i
Hpr0]7 H - Hﬁ” :

Observagoes:
1. Se 6 = 90° entdo proj77 ~Te HprojﬁﬁH = 0.

2. Considerem-se os casos de 0° < 6 < 90° e 90° < 0 < 180° que sdo ilustrados nos
dois exemplos da figura.

0° <6 <90° 90° < 6 < 180°

Y

-
projg v

Y

S
£

Note que proj77 — a1, sendo 7 o versor de U e a o escalar definido por:

UeUW | UeW
o= |7 cosb = ||V =
Fleost =1l et = T2
ou seja, a projecdo escalar do vetor 7 sobre o vetor U é igual a:
Jproiy ¥ = L5
]

o - . ,

Comou = ] entdo a projecdo vetorial do vetor U sobre o vetor 1/ é:
UeW . UeW

10T =il = 1= ——
P il ik
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. Capitulo 1. Calculo Vetorial

Observagio: Considere um vetor nio nulo .

Denote-se por 7” eV, as componentes que
sdo paralela e perpendicular, respetivamente, B 7
ao vetor /. vL
Entio ¥ = 7“ + 7¢ com
7” :proj77 e 7L:7_7||- - ’(7” i o

Exercicio 7

Considere os vetores @ = (2,1,-2) e v = (1,0, —1). Determine:

(a) a projecdo ortogonal do vetor i sobre o vetor .

(b) as componentes do vetor @ que sdo paralela e perpendicular, respetiva-
mente, ao vetor 7.

Resolugdo
(a) A projecdo ortogonal do vetor 7 sobre o vetor ¥ é

pI'Oj??: 7.7 7: (2’1’_2).(1707_1) 7:27:

gy (vV2)’

(b) A componente de 7/ paralela ao vetor ¥ é | = proj77 =(2,0,-2).

(2,0,-2).

A componente de % perpendicular ao vetor ¥ é

Uy = W) =(2,1,-2) — (2,0,—2) = (0,1,0).

» Exercicios da Sec¢do 1.3

1. Considere os vetores 7 = (1,2) e ¥ = (2, —1). Determine:

(@) We. (b) < (¥, 7) em graus e em radianos.

2. Considere os vetores U = (2,—4,—4)e v = (—1,2,2). Determine:
(@) WeW. (b) < (¥, 7) em graus e em radianos.

3. Verifique se o angulo entre os vetores @ e ¥ é agudo, obtuso ou reto:

(@) ¥ =(1,-2,5)e ¥ = (1,—1,—1).
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10.

11.

12.

13.

1.3 Produto Escalar .

b) ¥ =(1,2,3) e = (1,1,—1).
(€ ¥ =(-1,2,-5)e ¥ = (1,—1,-1).

Sejam W e U vetores de R? tais que ||| = 1, || = 2 e < (U, V) = 60°.
Determine o/ o .

. Considere os vetores 7 = (1,2,0), ¥ = (2,2, —1) e & = (3, —2,1). Determine:

(@) We (V- ). ®) |V (7 o W). () U 270.

. Sabendo que 7 e ¥ sdo vetores de R? tais que ||7|| = |7|| = 2e @ L T,

determine o valor da expressdo (27 — V') e (U — 3).

Sabendo que U e ¥ sdo vetores de R? tais que | /|| = 3, | V|| = Te |7 + 7| =8,
mostre que cos < (U, ) = =
Sejam U e ¥ vetores ndo nulos de R?. Mostre que se | 7| = ||| entdo

(W + ) L(d—-7).

(Teorema de Pitagoras) Sejam W e U vetores ndo nulos de R3. Mostre que
17+ V|° = | 7]° + || 7] seesése @ L 0.

Sabendo que U e ¥ sdo vetores de R? tais que | + V|| = 3e |7 — V| = 1,
mostre que Ue =2,

Considere os vetores 7 = (2,1,-2) e U = (3,—6, k), k € R. Determine:

(a) o valor do parametro &, de modo que U L 7.

(b) os vetores unitarios perpendiculares ao vetor 7 e que sdo paralelos ao plano
Oxy.

(c) k, de modo que < (7, e,) = 60°, sendo e, o vetor de base do eixo Oz.

Considere os vetores 7 = (2,1, —2) e ¥ = (3,6,0). Determine:

(a) a projecio ortogonal do vetor ¥ sobre o vetor .

(b) as componentes do vetor 7 que sio paralela e perpendicular, respetivamente,
ao vetor /.

Seja [ABC] um triangulo de lados com me-
didas a, b e c e angulos internos «, 3 e 7.
Mostre que é vélida a lei dos cossenos:

a® = b+ ¢ — 2bccos a.




. Capitulo 1. Calculo Vetorial

Sugestdo: Sejam @ = ﬁ, T =BAe?=AC.Temsed = b +7Ce
2|2 = (?+7) . (?+?).

14. Seja [ABC| um triangulo equilatero cujos la- ¢
dos medem 2 cm.
Mostre que:
ABeBC + BCeAC + AC e AL = 2. A B
» Solu¢des dos Exercicios
1. (a) 0. (b) 90° = g
2. (a) —18. (b) 180° = .
3. (a) obtuso. (b) reto. (c) agudo.
4. 1.
5. (a) 7. (b) —3. (c) 2.
6. —28.
7. —
8. —
9. —
10. —
11. (a) 0. (b) (?,—%?O) e <—?,¥,0). (c) V15.

12. (a) <§§—§> (b) 7 = (gg—g) eV, = (%%42)
13. —
14. —
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1.4 Produto Vetorial

Sejam U = (uy, Uy, u) € U = (vy,v,,v,) vetores de R e § = < (U, 7).
O produto vetorial ou produto externo de dois vetores é um vetor dado pelas
préximas duas defini¢des que sdo equivalentes.

Definicao 10

Sejam U e ¥ vetores ndo paralelos (7 }f ') de R?. Designa-se por produto
vetorial ou produto externo de 7 por ¥/, denotando-se por @ x ¥ ou @ A U,

o vetor com as seguintes caracteristicas:

> a direcio é perpendicular ao paralelogramo definido por % e 7.
» o sentido é dado pela regra da méo direita (descrita na préxima observagao).

> o comprimento é igual a drea do paralelogramo definido por i/ e ¥, isto ¢,

|7 x V| = Area (W, V) = ||| || V| sin 6.

Se7||7ent5107><7:6>.

Observacio: O sentido de @ x ¥ é dado pela regra da mao direita, tal como
ilustrado nos dois exemplos da figura. Rodando a méo direita de i para 7, o
polegar indicara o sentido de @ x 7/, ou seja, no exemplo da esquerda o polegar
aponta para cima e no exemplo da direita o polegar aponta para baixo.

U XU
/i

4

Y

%—/

<

Y
<L

UXT

<y
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. Capitulo 1. Calculo Vetorial
Definic¢ao 11

O produto vetorial de i por ¥ define-se por:

U XV = (Ugy Uy, Uz) X (Vg Uy, V) = (UyVy — UpUy, — (Ugly — UUy) , UgVy — UyUy) -

Observacgoes:

1.

Exemplo 9

Para auxiliar no calculo das componentes do vetor i x ¥ pode recorrer-se a
notagao:
O ) O
U XV = up uy us :( Uy U

Vy Uy U

Uy U

a
onde
c

b ‘:ad—bc, Ya,b,c,d € R.

Recorrendo a Defini¢do 10 e de acordo com os exemplos da observacdo anterior,

tem-se U X U = —U X U.

Verifique que o produto vetorial entre os vetores do referencial ortonormado
de R? é dado por:

X | ey e, €,
—~ — ~ —~
€y 0 €, —ey
ey | —€ 0 €y
—~ —~ ~ -
€, | e —€ 0

Resolugdo

e S SN
> e, xe,=0,e,xe,=0 ee,xe,= 0, poise, || e & | e ee. | €.

o o o
> e, xe, =10 0|= y— ;
010
=(0-0-0-1,—(1-0-0-0),1-1—0-0) = (0,0,1) = &..
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1.4 Produto Vetorial .

o O O
L 0 0 1L ol]10
>egy><€z:].00: y ’
0 1 0 1 0 0
0 01

=(0-1-0-0,—(1-1=0-0),1-0—0-0) = (0,-1,0) = —&,.

o O O
» e, xe, =[0 10
0 01

=(1-1-0-0,—(0-1—0-0),0-0—1-0) = (1,0,0) = &,.

» Por outro lado, tendo em conta o ponto 2 da observagado anterior, tem-se

D> ey X €y = —€y X €, = —€,
D €, X €y = —€y X €, = €
D €, X €y = —€y X €, = —€y.

Propriedades 4

O produto vetorial tem as propriedades:

LUxV LU edxv L.

2. |7 x V|| = Area (W, V) (paralelogramo definido por % e 7).

3. —Hﬁ >2< | = Area (,7) (triangulo definido por 7 e ).

Propriedades 5

Sejam 7, U e W vetores de R3 e \ um escalar. O produto vetorial é:

1. anticomutativo: @ x ¥ = — 0 X .

2. associativo relativamente a multiplicacdo escalar
U x(AV)=AW)x ¥ =W x V).

3. distributivo em relacdo a adicao de vetores
(U+XTB=UXTB+UXT e
TR (T+B) =T x T+ x T,
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. Capitulo 1. Calculo Vetorial

Teorema 3

Sejam U e ¥ vetores de R?. Entdo W x U = T seesése @ | 7.

Exercicio 8

Considere os vetores i = (1,0,—-1)e v = (1,2,1). Determine:
(a) ovetor ¥ x ¥ eovetor v X U.

(b) a drea do paralelogramo definido por de.

(c) aérea do tridngulo definido por Ue.

(d) os vetores de comprimento 3 que sdo ortogonaisa 7 e .

Resolugdo

(a) O produto vetorial U x ¥ édado por

UxT=|10 -1 :<
1 1
=(0-1—(=1)-2,—(1-1—(=1)-1),1-2=0-1) = (2,-2,2)

peloque ¥ x ¥ = - x U = (=2,2,-2).
(b) A érea do paralelogramo definido por 7/ e ¥ é dada por

Area (U, V) = |U x V| = |(2,-2,2)|| =2]|(1,-1,1)| = 2V3.

(c) A é4rea do triangulo definido por % e ¥ é dada por

17 x 2 _
2

(d) Seja 7@ = U x U =(2,-2,2).Entaio 7 L e L.

2V/3
: = /3.

Areaﬁ(ﬁj) =

Os vetores de comprimento 3 que sdo ortogonais a @ e v sio

— = (27_272>
d=+3n=+3""7" — +/3(1,-1,1
W ( )

ouseja, @ = /3(1,—1,1) ou @ = —/3(1, —1,1).

2



1.4 Produto Vetorial .

Sejam U e U vetores ndo paralelos de R?. Caracterize a direcio e o sentido do

vetor @ = (U x (U x ¥)) x .

Resolu¢ao

Conforme se ilustra na figura, @ x @ é perpendicular a 7 e a 7/, logo
perpendicular ao paralelogramo definido por eles. O vetor ¥ x (U x U) é
perpendicular ao paralelogramo definido por 7 e @ x .

Por tltimo tem-se @ = (7 x (U x 7)) x U sendo perpendicular ao paralelo-
gramo definido por @ e por @ x (U x ), tem a direcio de & x . O sentido
de @ é o mesmo de @ x 7/, atendendo a regra da mao direita aplicada de forma
sucessiva nos 3 casos. Portanto, @ tem a direcdo e sentido de @ x .

Observacgdo: O produto vetorial ndo é associativo pois, em geral

(U x V)XW £ U x (U xW).

Exercicio 10

Sejam U/, U e W vetores de R® e A\ um escalar tais que:
12l =2, [Tl =V3, ¥|[& e <(T, V)= 60°.

Determine o valor da expressdo | x (27 — 27 + )]

Resolugao

Como U||7 e U||W entdo

Uxu=0edxw=0,
pelo que

33 |



. Capitulo 1. Calculo Vetorial

|7 x 27 =20 +W)|| = |20 x ¥ —2U x U 4+« x 0|
[T -2 x 7+ T
= |2 [ x || = 2|[ ||| 7] sin 60°

:2-2-\/§-§:6.
Portanto, |7 x (2 — 27 + )| = 6.

» Exercicios da Sec¢ao 1.4

1. Considere os vetores
W =(1,2,0),7 =(2,2,-1), 7 = (—=2,—4,1) e & = 1000 (2,2, —1).

Determine:

(a) osvetores U X Ve U X U.
(b) os vetores (U x U)x Z e W x (VU x 2). (c) o vetor U x W.

2. Considere os vetores U = (—1,2,1), v = (2,0,—1)e 7 = (2,—4,—-2).
Determine:

(@) ¥ x . (b) ¥ x V. () U x 7.
d) o x (v - 7). ) (W +7)x (VU —27).
3. Considere os vetores @ = (0,2, —1) e ¥ = (1,2, —1). Determine:
(a) os vetores unitarios o tais que Wlded L.
(b) a area do paralelogramo definido por @ e 7.
4. Determine a drea do tridngulo definido pelos pontos A = (0,1,2), B = (2,0,0) e
C=(1,-1,1).
5. Considere os vetores ¢,, ¢, e ¢, do referencial ortonormado de R®.
Simplifique a expressdo:
(@) (2e, o &,)e, x €. (b) (2€, x 3e,) x 4e.. (c) [ey x (€, x &y)] X €.
6. Sejam U = (4k,k,1) e ¥ = (k,—1,—1) vetores ndo nulos. Determine % de modo
que W x U seja paralelo ao plano Ozy.
7. Sejam U, U e W vetores ndo nulos de R* e & um ntimero real ndo nulo. Indique,

justificando, se a expressdo define um escalar, um vetor ou ndo estd definida:

I



1.4 Produto Vetorial .

(@ WeT+UxT. (b) (7 o V) x W. (€) oo .

d) (7 x V) e . ) (W e W)U X|W|W. () axd.
U e

® <

8. Sejam W e ¥ vetores ndo nulos de R? tais que ||| = ||| e ¥ L . Mostre
que d o (U + V) —||d x 7| =0.

9. Sejam W e U vetores nao nulos de R®. Mostre que a drea do paralelogramo
definido por @ + ¥ e W — ¥ é o dobro da area do paralelogramo definido por

Ue.

10. Sejam O, A, Be C qualsquifontos de R*. Con31dere o tridngulo 7" de vértices

A, BeC eosvetores @ — OB e @ = OC. Mostre que:

) 1 - =
AreaT=-|d x b+ bx2d+7xd|.

2

11. Sejam U/ e ¥ dois vetores unitarios e ortogonais de R?. Determine:

(@) U« x (U« x 7). (b) (4 x V) x 7.

» Solucdes dos Exercicios

1. (@) (=2,1,-2) e (2,-1,2). (b) (=7,6,10) e (—8,4,4).  (c) 1000(—2,1, —2).
2. (a) (0,0,0). (b) (—2,1,-4). (©) (0,0,0).
(d) (—2,1,—4). () (6,—3,12).
V5 2v/5 V5 2V5
3. (a) (O,?,T> e (O,—?,—T> (b) \/g
5 32
2
5. (a) —2@, = (0,0, —2). b) 0. ©) ¢,

6. k=—-4VEk=0.
7. (a) Nao definida.  (b) Nao definida. (c) Néo definida. (d) Escalar.
(e) Vetor. (f) Nao definida. (g) Escalar se u e .
8. — 9. — 10. —
11. (@) — 7. (b) — .
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1.5 Produto Misto

Sejam U = (u,, Uy, Us), U = (Vg vy, v,) € W = (w,, wy, w,) vetores de R3.

Definic¢ao 12

Designa-se por produto misto de i/, ¥’ e W o escalar definido por @ x ¥ e .

Observagoes:

1. A operacdo de produto vetorial deve ser realizada antes do produto escalar.

2. Qualquer expressio obtida a partir de (7 x 7/) ® @ por permutacio dos vetores
e/ou pela troca entre as operacdes x e e também representa o produto misto,
podendo, no entanto, alterar o seu sinal.

Propriedades 6

Com base na definicio de i x ¥ e W, verificam-se as seguintes propriedades:

1. atroca da ordem das operagdes e e x ndo altera o valor do produto misto:
UeU XxW="1ux7eu.

2. uma permutacdo de dois vetores altera o sinal do produto misto:
UXWeU=UxUeW=UxVeU=-UxTVeou.

3. duas permutagdes de dois vetores ndo altera o valor do produto misto:

UXxWeUd=TWxUeV=1xTUeW.

Teorema 4

O volume de um paralelepipedo definido por vetores ndo nulos de R?, @, ¥ e

W é igual a:
Volume (7, 7, W) = |U x ¥ e W|.
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1.5 Produto Misto .
Demonstra¢ao

Considere § = < (U x ¥, W) e o paralelepipedo definido por 7, 7 e .

£

£y

X

=y
)

.

=l

O volume deste paralelepipedo pode ser obtido multiplicando a drea da base
A= ||7 x 7| pelaaltura h = ||| |cos 8], ou seja

V=Ah=|u x T || |cosb| = |« x U o W|.

A inclusdo do médulo no cosseno é necessaria uma vez que # pode ser superior
a 90°. De facto, isto acontece pois U XV pode ter sentido contrério ao indicado
na figura, o que sucederia se houvesse uma troca entre u e 7.

Observacgdo: Note que h pode ser obtido sem recorrer a trigonometria.

%
Como ||proj, || = %% entdo
7 x U o W|

h = HprojﬁxﬁBH = 7 x v u

Definigdo 13

Os vetores i/, ¥ e W dizem-se coplanares quando:

» dois deles sdo colineares ou

» existem o, # € R tais que W=ad+ 87 com« K .

O préximo teorema é uma consequéncia imediata do Teorema 4, o qual refere uma

condicdo necessdria e suficiente para a coplanaridade de vetores.
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. Capitulo 1. Calculo Vetorial

Teorema 5

Sejam U, U e W vetores de R3.
Os vetores U, ¥ e W sdo coplanares se e s6 se U XV ew =0.

Exercicio 11

_>
Considere os vetores @ = (1,0,1), b = (0,—1,1) e @ = (0, =2k, 4).

Determine:
(a) o valor do produto misto e ? x @ em funcdo de k.
(b) o valor de k£ de modo que:

(i) os vetores @, Te? sejam coplanares

(ii) o paralelepipedo definido por @ b e ¢ tenha volume igual a 6 unida-
des ctibicas.

Resolucao

o - . - .
(a) A primeira operagdo a calcular no produto misto Telb xdéo produto

vetorial e entao
@)

O
%
bxd=]0 —1 1]|=(-1,1,1)
1 0 1

peloque?.?x7:(0,—2/&,4)-(—1,1,1):0—2k+4:—2k+4.

%
(b) i) Uma vez que os vetores @, b e ¢ tém de ser coplanares, entdo, pelo
Teorema 5, 7ob>< =0 -2k+4=0k=2.
Logo, os vetores 7, e ¢ sdo coplanares apenas quando k = 2.
_>
(ii) Como Volume(d, b, ) = ‘_> o b X d ‘ entdo

|2k+4]=6< —2k+4=6V —-2k+4=—-6
& —2k=2V-2k=-10k=—-1VE=5.

Logo, o paralelepipedo definido por @ T e 7 tem volume igual a 6
unidades ctibicas quando k € {—1,5}.

I




1.5 Produto Misto .

Exercicio 12

Sejam U/, U e W vetores de R? e A um escalar tais que:

7| =4, |[7] =2 Y| e <(&, V) =60°,

Determine o valor da expressdo 7 e (U —270) + || 7 x (W — 27)].

Resolugio

Uma vez que

Ve (U—-27)=TVed —20e W = || ||| cos60° — 2 || 7|

1
=2.4.---2.22=—4
2

ecomo U || & U x W = ﬁ, pelo que

1% x (@ —20)| = @ x @ — 2% x ¥ = |0 - 2% x ¥
= [<2| |7 x V|| = 2|[ | || V] sin 60°

:2-4-2-§:8\/§.

Portanto, 7 e (U —27) 4 |4 x (& — 27)|| = —4 + 8/3.

Exercicio 13

Sabendo que U x i e W = —3, determine o valor da expressao:

(@) W x Ue. (b) U x V2.

© Q7 -W)x LoV, d) (4 +V)e (U —V)xW.
Resolugdo

(@) WxVed =—TUxwWed = U x U ew = —3 (ocorreram duas permutacdes

de vetores).

b) Ux Ve2W =2U x VewW =2(—0 x U «w)=2-3=6 (ocorreu uma

permutagao de vetores).
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. Capitulo 1. Calculo Vetorial

(c) Tem-se
(27—?) XUeU =2TUXUeV —UWXUeV
—2.0—(—UxUeW)=7Ux U oW =—3.
Note que ¥ x i/ U = 0, pois 0s vetores sdo coplanares (7' || 7).

(d) Aplicando primeiro a propriedade distributiva ao produto vetorial e depois
ao produto escalar tem-se

(U+V)e (U —)xW =T+ (U xW -V xW)=
— W e UXW—UeTXT+VoUXW—Te¥ xT
—0— (U xUoeW)+ VoW xu—0
=2V x W oW =—6

Observe-se que @ @ @ x W = o ¢ ¥/ x @ = 0, pois os trés vetores dos
produtos mistos sdo coplanares (existem dois vetores iguais).

Portanto, (7 + ') e (¥ — U) x & = —6.

» Exercicios da Seccao 1.5

1. Considere os vetores @ = (1,2,0), ¥ = (1,0,3) e & = (0,1,3).
Determine 7 X U o .

2. Considere os vetores i, ¥ e w. Usando propriedades do produto misto, indique
e justifique o valor de i x ¥ e W nos seguintes casos:

(@) ¥ = (1,0,0), ¥ = (0,1,0) e & = (0,0, 1).
(b) ¥ = (1,2,0), ¥ = (1,2,0) e & = (0,0, 3).
(© 7 =(1,1,0,7 =(1,1,1)e® = (2,2,1).

3. Mostre que U =2¢,— €y, U = e,—€, € W = ¢, — ¢, sdo vetores coplanares, sendo
e, e, e €, 0s vetores do referencial ortonormado (O, z, y, 2).



1.5 Produto Misto .

4. Considere os vetores @ = (2,2,1), v = (2,0,1) e v = (k,0,1), com k um
parametro real. Determine k& de modo que:

(a) os vetores i/, U e W sejam coplanares.
(b) o paralelepipedo definido por i/, ¥ e W tenha volume igual a 4 unidades
cubicas.
5. Sabendo que @ x U & W = 2, determine:
(@) Wx 7 e. (b) ¥ x W e . () U x2U o W.
d) U x (U —20) e 7. @) W x (W +7)e (U — ).
6. Sejam 7, 7, W e ? vetores unitarios de R? tais que U e U sdo ortogonais, 7,
7 e W sdo coplanares e W x U e ¢ sio colineares.
P
Determine:

(@) W e 7. (b) a drea do paralelogramo definido por ded.
© (@ x 7)) x @ (d) (7 x ¥) x T

7. Sejam U e U vetores de R? tais que <(U, 7) = 60°, || || = || V|| = 2, ||| = 3,
W 1L Wew L. Determine ¥ X U o .

8. Sejam U e U vetores de R®.
Mostre que (7 + ) o (U 4+ W) x (W+ W) =27 x U o .

9. Sejam U e ¥ vetores de R? tais que W L ¥ e W L .
Mostre que (7 @ 7 x W)* = || 7[> ||V x @]

10. Os pontos A = (1,1,2), B = (0,1,3), C = D
(—=1,0,2) e D = (—2,—1,1) estdo no mesmo
o C
plano. Justifique.
Sugestao: Mostre que os vetores 1@, 1@ e =
1D s 4 b
sdo coplanares.
11. Determine uma equacdo geral do plano na
forma az + by + cz + d = 0 que contém os D
pontos A = (0,1,0), B = (-1,0,1) e C = P=(z,y,2)

(2,—1,0)

Sugestdo: Determine P = (z,y, z) tal que .

AP e 4B x AC — 0. A b
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» Solu¢des dos Exercicios

2. (a) L. (b) 0. (©) 0.

10. —

11. x4+y+22—1=0.
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Calculo Matricial

O célculo matricial é uma drea da algebra linear que estuda as operagdes e proprie-

dades envolvendo matrizes. Permite analisar e resolver problemas complexos de

forma eficiente e elegante, sendo uma ferramenta essencial em diversas dreas do

conhecimento.

As aplicagdes do calculo matricial sdo vastas e abrangem diversas areas, tais como:

1.

Engenharia

O célculo matricial é utilizado na resolugdo de sistemas de equacgdes lineares,
na modelagdo de circuitos elétricos, na andlise de estruturas e no controlo de
processos industriais.

. Ciéncia da Computacdo

Em computagdo gréfica, as matrizes sdo utilizadas para representar transforma-
¢Oes geométricas, como rota¢des e homotetias. Além disso, sdo aplicadas em
algoritmos de aprendizagem automatica, processamento de imagens e reconheci-
mento de padrdes.

. Fisica

As matrizes sdo usadas para descrever a rotacdo de objetos tridimensionais, a
evolugdo temporal de sistemas fisicos e a solugdo de problemas em mecanica
quantica.
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4. Economia

As matrizes sdo aplicadas em modelos econémicos para estudar a interagdo entre

diferentes varidveis, como oferta e procura, investimentos e fluxo de capital.

5. Processamento de Sinais

As matrizes sdo usadas para representar sinais e realizar operagdes como fil-
tragem, compressdo e andlise espectral. Isto é fundamental em &reas como
telecomunicagdes, processamento de dudio e imagem, e tratamento de dados.

6. Engenharia de Controlo

O célculo matricial é essencial no projeto e andlise de sistemas de controlo, onde
as matrizes de transferéncia sdo utilizadas para descrever o comportamento
dindmico dos sistemas. Controladores, como os PID, podem ser projetados e

ajustados com recurso a dlgebra linear e a otimiza¢do matricial.

7. Estatistica e Ciéncia de Dados

As matrizes sdo usadas para representar conjuntos de dados multivariados e
realizar operagdes como decomposigdo em valores singulares, andlise de com-
ponentes principais e regressdo linear multipla. Estas técnicas sio amplamente
aplicadas na anélise de dados, modelacao estatistica e aprendizagem automaética.

8. Redes Neuronais Artificiais

No campo da inteligéncia artificial, as redes neuronais artificiais sdo frequente-
mente representadas por matrizes. As camadas de neurénios sdo organizadas
em matrizes de pesos, e as operagdes de propagacao e atualizagdo dos valores
sdo realizadas por meio de cdlculos matriciais eficientes.

Este capitulo comega por abordar os conceitos gerais de matrizes, seguindo-se a
exploracdo das operacdes matriciais fundamentais, incluindo a adicdo, subtragdo e
multiplicacdo de matrizes, com énfase na forma como estas operacdes sao realizadas.
Apresenta-se depois a transposi¢do de matrizes, com destaque para as propriedades
de matrizes especiais, como as simétricas, antissimétricas e ortogonais. Em seguida,
estuda-se a inversa de uma matriz, com a respetiva definigdo e propriedades, tteis
na simplificacdo de equagdes matriciais.

Por fim, aborda-se a condensac¢do de matrizes, um método que recorre a opera-
¢Oes elementares de linha para transformar a matriz numa forma mais simples,
facilitando os célculos.



Orientacado de trabalho: o capitulo apresenta 3 atividades de trabalho e recomenda-
mos que, em cada uma delas, o leitor dedique entre 3 e 5 horas de estudo auténomo.
As atividades que propomos encontram-se esquematizadas da seguinte forma:

» Atividade 6 — 2.1 Conceitos Gerais e 2.2 Operagdes Matriciais
» Atividade 7 — 2.3 Transposicdo e 2.4 Inversdo de Matrizes

» Atividade 8 — 2.5 Condensacao de Matrizes
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2.1 Conceitos Gerais

Definic¢oes 1

Uma matriz real A do tipo m x n é um objeto de m - n ntmeros reais
dispostos em m linhas (filas horizontais) e n colunas (filas verticais) tal que:

aip G2 -0 din

A Q21 Q22 -+ QA2p

Ui Ao Oy
A matriz A denota-se por A = [a;j], sendo i (: = 1,...,m) o indice de linha, j
( =1,...,n)oindice de coluna e a;; 0 elemento da matriz que se encontra na

linha 7 e na coluna j.

Observacgao: O conjunto de todas as matrizes reais do tipo m x n denota-se por
My (R).

Definic¢oes 2

1. Uma matriz nula do tipo m x n tem todos os elementos iguais a zero e

denota-se por O, .

2. Uma matriz do tipo 1 x n designa-se por matriz linha e uma matriz do tipo
m x 1 designa-se por matriz coluna.

3. A matriz oposta de uma matriz A do tipo m x n é uma matriz B do tipo
m x n tal que A+ B = Oy, xn.

4. Uma matriz do tipo n x n designa-se por matriz quadrada de ordem n. No

caso contrario, designa-se por matriz retangular.




2.1 Conceitos Gerais .

Exemplo 1
1 2

Considere amatrizB= | —4 3
-2 7

e Como B tem trés linhas e duas colunas entdo B é uma matriz do tipo 3 x 2,
pelo que B € M;,2(R).

e Tem-sel = bll/ 2= blg, —4 = b21, 3= b22, -2 = b31 e7 = b32.

Exemplo 2

Considere as matrizes:

s sloe [ 0|2 20 )

(a) Indique o tipo das matrizes.

10

A:

(b) Identifique as matrizes linha, coluna, retangular e quadrada.

(c) Indique a matriz oposta de C.

Resolu¢ao
(a) O tipo das matrizes é o indicado na tabela.

Matriz A B C D
Tipo ||2x1|1x3|2x2|2x3

(b) Matriz(es)
» linha: B.
» coluna: A.
» retangulares: A, Be D.
» quadrada: C (de ordem 2).

2 -3
(c) —C= » _5].
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. Capitulo 2. Calculo Matricial
Defini¢oes 3

Seja A = [a;;| uma matriz de ordem n.

1. A diagonal principal de A é formada pelos elementos a1, ass, . .., Gn,, 0S
quais sdo designados por elementos principais de A.

2. A diagonal secunddria de A é formada pelos elementos a1, a2y,—1, . . ., @1
(ouseja, i + j = n + 1), os quais sao designados por elementos secundarios
de A.

3. A é uma matriz triangular superior (inferior) quando todos os
elementos abaixo (acima) da diagonal principal sdo nulos, isto §,
i>j:>aij:0(i<j:>aij:0).

4. A é uma matriz diagonal quando todos os elementos ndo principais sdo
nulos, isto é, a;; = 0 com ¢ # j e denota-se por A = diag(ai1,as, ..., ).

5. A é uma matriz escalar quando é uma matriz diagonal com todos os elemen-
tos principais iguais, isto €, a;; = A com \ € R.

Quando A = 1, a matriz A designa-se por matriz identidade de ordem n e
denota-se por I,,.

Observacao: Observe-se que as matrizes O,,x,, e I, sdo simultaneamente matrizes

triangulares superiores e inferiores, matrizes diagonais e matrizes escalares.

Exemplo 3

Considere as matrizes:

0
m
-3

2
A=10 e C=
0

o NN O
O O

10
, B=14 2
0 3

> O
o N O

1. Para a matriz C, indique a diagonal principal, a diagonal secundéria, os
elementos principais e os elementos secundérios.

2. Indique as matrizes:
(a) triangulares superiores. (b) triangulares inferiores.

(c) diagonais. (d) escalares.
&




2.1 Conceitos Gerais .

1. Diagonal principal de C' é constituida pelos elementos principais 1, 2e —3 e a

Resolugdo

diagonal secunddria é constituida pelos elementos secundérios 0, 2 e k.
2.(a) AeCparak € {0}emeR. (b) A, BeCparame {0} ek e R.
(c) AeC parak,m e {0}. (d) A. (Observe-se que A = 213.)

Definigdo 4

Diz-se que duas matrizes do tipo m x n, A = [a;;] e B = [b;;], sdo iguais quando

A5 = bij7 \V/’L,j

» Exercicios da Seccdo 2.1

1 2 -4 1 2 —a?
1. Considere as matrizesreais A= | b 0 -2 |eB=|a+1 0 =2
3 -1 0 3 -1 0

Determine os valores dos parametros a e b de modo que A = B.

a? b 0
2. Considere a matriz real A = 0 -1 0
d+1 0 e

Determine os valores dos parametros a, b, ¢, d e e de modo que A seja:

(a) a matriz nula. (b) uma matriz triangular superior.

(c) uma matriz diagonal. (d) a matriz identidade.

» Solu¢des dos Exercicios

1. (a=2Ab=3)V(a=—-2Nb=—-1).

2. a=0ANb=0Ac=x1ANd=—-1Ne=0.
(b) d=—-1ANa,bcecR. (c)b=0Ad=—-1ANa,cecR.
(d) a=+1Ab=0Ac=4+V2Ad=—1ANe=1.



2.2 Operacdes Matriciais

Defini¢do 5

Sejam A = [a;;] e B = [b;j] duas matrizes do tipo m x n.

A soma ou adic¢ao de A com B, A + B, é a matriz C do tipo m x n tal que
C=A + B = [Cij]/ onde Cij = Q5 = sz

Propriedades 1

Sejam A, B, C' e O,,«,,, matrizes do tipo m x n. A soma de matrizes:
1. é comutativa: A+ B =B + A.

2. éassociativa: (A+ B)+C =A+ (B+0C).

3. admite elemento neutro O, «xn: A + Oxn = Omxn + A = A.

4. admite a matriz oposta —A: A+ (—A) = —A+ A = Opxn.

Defini¢do 6

Sejam A = [a;;] € B = [b;j] duas matrizes do tipo m x n.

A diferenga ou subtracdo de A com B, A — B, é a matriz C' do tipo m x n tal que
C=A-B= [Cij]/ onde Cij = Q45 — bl]

Definicao 7

Sejam A = [a;;] uma matriz do tipom x ne A € R.

A multiplicagdo de A por A, A, é amatriz C' do tipo mxn tal que C' = A\A = [¢;5],
onde Cij = )\aij.
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2.2 Operacoes Matriciais .

Propriedades 2

Sejam «, # € R, A e B matrizes do tipo m x n. A multiplicacdo escalar:

1. é associativa: a(8A) = (af)A.
2. é distributiva em rela¢do a adigdo de escalares: (o + §)A = aA + SA.
3. é distributiva em relacdo a adigdo de matrizes: a(A + B) = aA + aB.

4. admite elemento neutro: 1A = A.

Exemplo 4

Considere as matrizes:
1 0 -1 2 -1 1 1 2

, B= eC = :
-2 2 0 -1 -2 0 -1 3

Se possivel, determine:

A:

(a) A+ B. (b) A—B. (c) —2A. (d) 24 —-3B. (e) A+2C.
Resolugdo
Como as matrizes A e B sdo do tipo 2 x 3 entdo é possivel calcular as matrizes
A+B,A—- B, -2Ae2A — 3B, e o resultado é uma matriz do tipo 2 x 3.
142 0-1 —1+41] [ 3 —10]
(@) A+ B — + 0 + _ 3 0 .
—2—-12-2 040 -3 0 0
[ 1-2 041 —1-1] [-11 —2]
(b) A— B = - -
—241 242 0-0 -1 4 0
1 —1 -2 2
(c) —2A=-2 X = 0 .
-2 2 0 4 -4 0
1 0 -1 2 -1 1
(d)2A—-3B=2 +(—3)
-2 2 0 -1 =2 0
2 0 =2 N -6 3 =3| | -4 3 -5
| 44 0 36 0| | -110 0|

51 |



. Capitulo 2. Calculo Matricial

(e) Como A é uma matriz do tipo 2 x 3 e 2C' é uma matriz do tipo 2 x 2 entdo
ndo é possivel determinar a sua soma e portanto, a expressdo A + 2C ndo
tem significado.

Observacdo: A proxima operacdo a definir entre duas matrizes A e B é o produto
ou multiplicacdo e denota-se por AB. Primeiro, apresenta-se a multiplicacdo de
uma matriz linha por uma matriz coluna. Em seguida, fornece-se uma definigao

formal do produto de quaisquer duas matrizes.

Defini¢ao 8

Considere as matrizes A e B com igual ntiimero de elementos (n):
b
by

A e |: al a2 oo an e B fr—
by
O produto ou multiplicagdo de A por B, AB, é uma matriz C' de ordem 1
definida por:

C=AB= [a161 T &ng AF oo AR anbn].

Determine AB, considerando A = [ -1 3 2 } eB=

Resolugdo

Como A é uma matriz linha e B é uma matriz coluna, ambas com o mesmo

ntmero de elementos entdo AB é a matriz de ordem 1 determinada por

2
AB:[—1 3 2} 1 | =[-1-243-1+2-(-2)] = [-3].
9
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Definicdo 9

Sejam A = [a;;] e B = [by;] matrizes do tipo m X p e p X n, respetivamente.
O produto ou multiplicacdo de A por B, AB, é uma matriz C' do tipo m x n tal
que C' = AB = [¢;;], onde:

cz-j:ailblj—kaigbgj%—...—i—aipbpj,com@':1,...,mej:1,...,n.

Observagdo: O produto AB s6 estd definido quando o ntimero de colunas da matriz
A é igual ao namero de linhas da matriz B.

Exemplo 6

Considere as matrizes A =

1 -1
2 3

Se possivel, determine:

(a) AB. (b) BA.

Resolugao

(a) A imagem

x@z (AB)ys

ilustra que o produto AB estd bem definido, pois'o nimero de colunas de
A é igual ao ntimero de linhas de B. A matriz AB é do tipo 2 x 3 e é obtida
multiplicando as linhas de A pelas colunas de B conforme se ilustra na

e ]e © ©
J-llo @ o

imagem

[N}
w
—_

ou seja

g | LEDFED T (=) (=10 1-2+(—1)-(—2)]

2.(=1)+3-1 2.(=1)+3-0 2.243-(-2)

-2 -1 4
1 2 2 |7
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. Capitulo 2. Calculo Matricial

(b) O produto BA nao esta definido pois o ntimero de colunas da matriz B é
diferente do ntimero de linhas da matriz A.

Observagao: Considerando o exemplo anterior, podemos concluir que o produto de
duas matrizes ndo é comutativo, ou seja, em geral AB # BA.

Definic¢ao 10

Duas matrizes A e B de ordem n dizem-se comutaveis quando AB = BA.

Considere as matrizes A € M;s,4(R), B € Myx2(R) e C € Moys(R).
Se possivel, determine o tipo das matrizes:

@) AB+C. (b) ABC. (c) CAB.

Resolugdo

(a) A soma AB + (' ndo esta definida pois a matriz As,4Bsx2 é dotipo5 x 2ea
matriz C' é tipo 2 x 5. Logo, as duas matrizes ndo podem ser somadas porque
sdo de tipos diferentes.

(b) Amatriz ABC = (AB);, , Cax5 estd definida e é de ordem 5. Como se verifica,
a matriz A tem o mesmo ntmero de colunas que o ntimero de linhas da
matriz B e portanto, o produto AB esta definido e é do tipo 5 x 2. Como esta
matriz tem o mesmo ntiimero de colunas que o ntiimero de linhas da matriz
C' entdo o produto ABC esta definido e o resultado final é uma matriz de
ordem 5.

(c) A matriz CAB = (5 (AB);, ., estd definida e é de ordem 2 (usando o

mesmo raciocinio da explicagdo da alinea anterior).

Observacao: No exemplo anterior, podemos observar que a ordem das matrizes
na multiplicacdo ndo deve ser trocada pois, como se verificou, os produtos ABC e
C'AB estdo definidos, mas o resultado é uma matriz de diferente tipo.
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Exercicio 2

Considere as matrizes:

1 —
e 0 1] g 12
-2 2 0 -1 3

Se possivel, determine:

(a) AB. (b) BA. (c) DC. d) CD.

Resolugao
(@) O produto AB néo esta definido pois o ntimero de colunas da matriz A é
diferente do ntimero de linhas da matriz B.

(b) Como o nimero de colunas da matriz B é igual ao nimero de linhas da
matriz A, B tem 2 linhas e A tem 3 colunas, entdo o produto BA é uma

1 0 -1
-2 2 0
1-1+2-(=2) 1-04+2-2 1-(=1)+2-0
~1-1+3-(=2) =1-04+3-2 —1-(=1)+3-0

-3 4 —1]

matriz do tipo 2 x 3 com

1 2
-1 3

BA =

-7 6 1

(c) Como o nimero de colunas da matriz D é igual ao nimero de linhas da
matriz C' e D tem 3 linhas e C' tem 3 colunas entdo o produto DC' é uma
matriz de ordem 3 com

3 3.1 3.2 3-(-3)
DC=| 4 [12—3}: 41 4.2 4-(-3)
= 2.1 2.2 —2.(-3)
[ 3 6 -9
| 4 8 —12
2 —4 6

(d) Como o ntimero de colunas da matriz C é igual ao namero de linhas da
matriz D e C' tem 1 linha e D tem 1 coluna entdo o produto C'D é uma matriz

de ordem 1 com
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Capitulo 2. Calculo Matricial

3
L cp=[12 3] 4 |=[-3+2:4-3-(-2)] =7

-2

Exercicio 3

Considere as matrizes A = [a;;] € B = [b;;] de ordem 50 tais que a;; = 1,

j=1,...,50ebs =1,7i=1, ..., 50 e os restantes elementos de A e B sdo
nulos. Se possivel, determine:

(@) AB. (b) BA.

Resolugdo

(a) A matriz AB esta definida e é de ordem 50. Os seus elementos sdo todos
nulos, exceto o elemento (AB); 5, que se obtém multiplicando a primeira
linha de A pela tltima coluna de B, pelo que o seu valor é 50.

(b) A matriz BA esta definida e é a matriz nula Os, pois o valor da multiplicacdo

de qualquer linha de B por qualquer coluna de A é sempre zero.

Propriedades 3

Sejam o € Re A, B e C trés matrizes de tipos adequados de maneira que as

operacdes estejam definidas. A multiplicacdo de matrizes:
1. é associativa: (AB)C = A(BC).
2. é associativa em relagdo a multiplicagdo escalar
(aA)B = A(aB) = a(AB).
3. é distributiva em relacdo a adi¢do de matrizes
(A+B)C=AC+BC e C(A+B)=CA+CB.

Observacgdo: Se a matriz A é de ordem n entdo:
AIn =A= ]nA € AOan - Onxn = OanA,

ou seja, qualquer matriz A de ordem n é comutdvel com as matrizes identidade e

nula da mesma ordem.
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Exercicio 4

0 0 k
Considere a matrizreal A= | 0 & 0
E 0 0
Determine os valores do parametro k de modo que A% — I3 # Osys.

Resolugdo

Seja B = A? — I3. Como a matriz A é uma matriz quadrada de ordem 3 entdo a
matriz B estd bem definida e

0 0 k 0 0 k 1 00 k*—1 0 0
B=|10 %k 0 0Ok O0O|—]101°0]|= 0 k*—1 0
E 0 0 E 0 0 0 01 0 0 k*—1

Portanto, B # Osx3 < k? =1 #£ 0 k # —1 Ak # 1, ouseja, A — I3 # Ozys
para k € R\{—1,1}.

» Exercicios da Sec¢do 2.2

1. Considere as matrizes:

2
1 0 O 2 =1 0 0 ]
A=|0 -1 2|,B= 1 01]|,C= .|
0O 1 1 -1 0 0 1
- —1
D=1 -1 1 -2
Se possivel, determine:
(a) DC. (b) CD. (c) BC. (d) A%+ 215. (e) AB — B.
2. Considere as matrizes:
(2 -1 1 0 0 | 000 1 1 —1]
o 2 -1 1 0 O 1 1 1 0
A=10 0 2 -1 1 e B= 1 1 -1 0 0
0 0 —1 1 1 0 0 0
00 0 0 2 -1 0 0 0 0

(a) Determine (415 + 2A)qs.
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. Capitulo 2. Calculo Matricial

(b) Determine (AB)s1, (AB)34, (BA)33 € (BA)34.

(c) As matrizes A e B sdo comutdveis? Justifique.

(d) Determine (2BA — 3I5)14. (e) Determine (315 — 4AB)gs.
(f) Determine (B? + 3A — I5)ss.

3. Considere as matrizes A € M;3,4(R), B € Myy3(R) e C € M.3(R). Indique,
justificando, se as expressoes estdo definidas e, em caso afirmativo, indique o
tipo de matriz resultante:

(@) ABC. (b) CAB. (c) BAC.,

4. Complete o quadro sabendo que as matrizes estdo bem definidas.

Matriz A B C | ABC | CBA
Numero de linhas 3
Numero de colunas 2

1 se i1+ jépar
5. Indique a matriz A € M;,3(R), sabendo que a;; = Z +‘7_ j p e
—1 se ¢+ jéimpar

determine (A%),, + (A?),, + (A42),s.

6. Considere a matriz A =

] . Determine todas as matrizes B de modo que
AB - 02><2-
7. Indique duas matrizes A e B de ordem 2 tais que:

(a) AB # BA. (b) AB=AC,com A # Oyy5 € B # C.

8. Sejam A e B matrizes de ordem n. Simplifique a expressdo (A + B)? quando:

(a) A e Bnéaosao comutaveis. (b) A e B sdo comutaveis.

» Solucoes dos Exercicios

9 —92 2 4 ;
1 -1 1 -2
1. @) [3]. ® 0 0 ol © | o
1 1 -1 2 -3
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3 00 0 0 00
(d [0 50 e | -2 -2 00
005 0 1 01

2.(a) (415 +2A)y = 8.
(b) (AB)o1 =0, (AB)34 =0, (BA)33 = —2e (BA)3, = 2.
(c) Nao, pois (AB)34 # (BA)s4.
(d) (2BA —315)14 = 2. (e) (315 —4AB)gy = —5.
(f) (B*>+3A—I5)s5 = 6.

3. (a) Nao definida. (b) Definida e é uma matriz do tipo 1 x 3.
(c) Nao definida.

Matriz A B C | ABC | CBA
4. Ntmero de linhas 3 2 3 3 3
Numero de colunas 2 3 2 2 2

[ 1 -1 1
50 A= -1 1 —1| e (A% + (A%)g + (A%)33=9

1 -1 1
6. B= U OI,VZ,IUER.

z w

7. (a) Por exemplo, A =

10
eB = OO.
0 0 10

10 0 0
(b) Por exemplo, A = , B = = vu .
00 10 2 0
8.(a) A2+ AB + BA + B2 (b) A2 +2AB + B2
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2.3 Transposicao

Definicao 11

Seja A = [a;;] uma matriz do tipo m X n.
A matriz transposta da matriz A, A" = [d;], é a matriz do tipo n x m que se
obtém de A trocando as linhas pelas colunas, ou seja, a’;; = a;;, Vi, j.

Determine a matriz transposta damatrizA=| 0 1

| b
—
rO |
—_

Resolucao
Como A uma matriz do tipo 3 x 2 entdo a sua matriz transposta é uma matriz

2 0 —1
do tipo 2 x 3 e é definida por A” = L1 o ]

Propriedades 4

Sejam A, B € M;,,xn(R), C € M,«,(R), k € Ne XA € R. Entdo:
1. (A7) = A

2. (A+B)T = AT + BT.

3. AA)T = \AT.

4. (AC)T =CT AT.

5. (AF)" = (AT)" param = n.




2.3 Transposicao .

0 11 1
eB = 01 .
-1 10 010

Determine o elemento da 12 linha e da 27 coluna da matriz (AB”)".

Considere as matrizes A =

Resolu¢ao

Defini¢oes 12

Observe que a matriz (AB”)" é de ordem 2 e (ABT)" = (B")" A" = BA”.
O elemento pretendido é obtido multiplicando a 1? linha da matriz B pela 22
coluna da matriz A" (22 linha de A), ou seja

1
[1 0 1} 1| =1

Seja A uma matriz de ordem n. Diz-se que A é:
» simétrica quando AT = A.
» antissimétrica quando AT = —A.

» ortogonal quando ATA = I, = AAT.

Observagoes:

1.
2.

A matriz O,,«,, é simétrica e antissimétrica. A matriz J,, é simétrica e ortogonal.

Se A é uma matriz simétrica entdo os elementos da diagonal principal podem
ser quaisquer numeros e os elementos dispostos simetricamente em relagdo a
diagonal principal sdo iguais.

. Se A é uma matriz antissimétrica entdo os elementos da diagonal principal sdo

nulos e os elementos dispostos simetricamente em relacdo a diagonal principal
sdao simétricos.

. As colunas de uma matriz ortogonal sdo ortonormadas, isto €, as colunas sdo

ortogonais entre si e tém norma unitaria.
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Exemplo 8

Indique, justificando, se as matrizes sdo simétricas ou antissimétricas:
. 0o 1 =2 2 -1 3
A= 5 3 , B=|-1 0 3 |[eC=|-1 0 4
2 -3 0 3 4 1
Resolugdo
Tendo em conta que
. 0 -1 2 2 -1 3
AT = 5 s ,Bf=|1 1 0 -3|eC'=|-1 0 4
-2 3 0 3 1
entao

» A ndo é simétrica nem antissimétrica, pois AT # Ae AT # —A.
» B é antissimétrica, pois BT = —B.

» C ésimétrica, pois CT = C.

Exemplo 9

Indique, justificando, se as matrizes sdo ortogonais:

0 -1 0
V3/2 —1/2 1 -9
A= [ / / , B = 5 e C = 0O 0 -1
/2 V32 10 0
Resolugdo
Tendo em conta que
v3/2 =1/2 1 [ V3/2 1/2 10
/2 /3/2 —1/2 /3/2 01
1 2] 1 2
» BBT = _ |5 # I
2 1 -2 1 05
[0 -1 0 0 0 -1 100
» CCT=] 0 0 -1 -1 0 0 |=]010]|=1I
| -1 0 0 0 -1 0 001
entdo as matrizes A e C sdo ortogonais, mas a matriz B ndo é ortogonal.
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Propriedades 5

1. Se A e B sdo matrizes simétricas de ordem 2 e 3, respetivamente, entdo:

a d e
A=1"1eB=|d b ¢

c b
e f ¢

pelo que A e B tém, respetivamente, trés e seis parametros livres.

2
parametros livres (porqué?).

2. Uma matriz simétrica de ordem n tem

Propriedades 6

1. Se A e B sdo matrizes antissimétricas de ordem 2 e 3, respetivamente, entao:

0 0 a b

A= “©1eB=|-a 0 ¢
—a 0

b —c 0

pelo que A e B tém, respetivamente, um e trés parametros livres.
2

2. Uma matriz antissimétrica de ordem n tem parametros livres (por-

que?).

Sejam A e B duas matrizes simétricas de ordem n.

Mostre que a matriz AB é simétrica se e s6 se A e B sdo comutdveis.

Resolugdo

Como A e B sdo matrizes simétricas entdo A7 = Ae BT = B.
Uma vez que M = AB é simétrica se e s6 se MT = M entdo

M" =M < (AB)" = AB < B"A" = AB < BA = AB

o que é equivalente a afirmar que as matrizes A e B sdo matrizes comutdveis.
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Sejam A e B duas matrizes de ordem n tais que a matriz A é ortogonal e a
matriz B € antissimétrica.

Determine a matriz X que satisfaz a equagdo A" (X” — 2B) = A"B.

Resolugao
Dado que a matriz A é ortogonal entdo AAT =1, = AT A. Como a matriz B é
antissimétrica (B” = —B) entdo

AT (XT —2B) = ATB & (AT (X" - 2B))" = (A"B)"
& (XT—2B)" (AT)" = BT (4T)"
& (X" =2B") A= -BA
@(X+2B)w:—3w

—1In =I,
< X+4+2B=-B< X =-3B

e portanto, X = —3B é a matriz que satisfaz a equacgdo.

» Exercicios da Seccao 2.3

—1
1
1. Considere as matrizes A = 0 —1|eB= 01 ) 32 ]
1 2 B B
Se possivel, determine:
(a) 2AT + B. (b) (AB)T. (c) (BA)T.
-2 0 3 0 2 0 3 0
2 11 —
2. Considere as matrizes A = ! eB= R
0 0 3 1 0 1 -1 0
3 1 1 -1 1 1 0 1
Determine o elemento indicado da matriz:
(@) (24 + BTy, (b) ((AB)T) . (c) (2ABT),,.

3. Mostre que se o produto ABC esté definido entdo (ABC)T = CTBT AT,



2.3 Transposicao .

4. Indique, justificando, quais das matrizes sdo simétricas e quais sdo antissimétri-

cas:
-2 00 3
0011 1 2 1 3 0 -1 1
A= ,B=|-11 -1 |,C= 1 0 —11|e
0 1 3 1
-3 1 0 -1 1 0
3 1 1 —1

I
N = O
—_ O =
O =N

cosf —sind
5. Mostre que a matriz A =

, é ortogonal.
sinf cos0

6. Seja A uma matriz de ordem n. Mostre que:
(a) amatriz A + AT é simétrica.
(b) a matriz AAT é simétrica.
(c) amatriz A — AT é antissimétrica.
(d) se a matriz A é simétrica entdo a matriz A? é simétrica.
)

(e) se a matriz A é antissimétrica entdo a matriz A% é antissimétrica.

7. Sejam A e B duas matrizes de ordem n. Mostre que:

(a) se a matriz B é simétrica entdo a matriz ABAT é simétrica.

(b) se a matriz A é simétrica e a matriz B é antissimétrica entdo a matriz BAB é
simétrica.

(c) se as matrizes A e B sdo antissimétricas entdo a matriz AB é simétrica se e s6
se as matrizes A e B sdo comutaveis.

8. Sejam A, B, X e I,, matrizes de ordem n.
Determine a matriz X que verifica a equagéo:
(@) XT + AT = B. (b) XT — A= BT. © (A+xT)" =1,
9. Sejam A, B, C' e X matrizes de ordem n tais que A é simétrica, B é antissimétrica
e C' é ortogonal. Determine a matriz X que é solugdo da equacao:
(@) XTC+ ATB=2BTC — ABT.
b) C(B+XT) = [(A+B)CT]".
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» Solu¢des dos Exercicios

1. (a) [ 2! 1]. (b) (1) —11 _12 : () [_3 ! ]
-3 —1 2 £ 9 _7 5 —4

2. (a) 3. (b) 6. (©) 8.

3. —

4. Matrizes simétricas: A e D. Matrizes antissimétricas: C'.

5 —

6. —

7. —

8.(a) X = BT — A (b) X = B+ AT, (c) X =1, - AT.
9.(a) X = 2B. (b) X — A+2B.



2.4 Matrizes Invertiveis

A inversdo de matrizes estd relacionada com a resolucdo de equagdes matriciais do
tipo AX = B, de forma andloga ao que ocorre na élgebra linear com ntimeros reais.
Para certas matrizes quadradas, é possivel determinar outra matriz que, multipli-
cada pela original a esquerda e a direita, origina a matriz identidade. Apresenta-se
de seguida a defini¢do formal.

Defini¢oes 13

Sejam A e B duas matrizes de ordem n. Diz-se que a matriz:

» A éinvertivel ou regular se existe uma matriz B tal que AB = I, = BA.
» B éamatriz inversa de A e denota-se por A~

» A éndo invertivel ou singular quando ndo admite matriz inversa.

Propriedades 7

Sejam A e B matrizes invertiveis de ordem n, A € R\ {0} e £ € N. Entdo a

matriz:

1. inversa de A é tnica.

2. A~!éinvertivel e (A1) = A.

AA é invertivel e (A\A)™! = %Al.
AB éinvertivel e (AB)™! = B~1A~L.
AF ¢ invertivel e (14"7)_1 = (A,

AT é invertivel e (AT)_l = (A"

N o e W

A é ortogonal se e s6 se A~! = AT,

Observacgdo: Observe-se que, para duas matrizes invertiveis A e B, pode ndo existir
a inversa da matriz A + B. Quando existe, em geral, (A + B)™! # A~' + B~
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Exercicio 8

Considere as matrizes A =

2 2 —
ep_ |32 12|

46 1 1/2

(a) Mostre que B é a matriz inversa de A.

1
(b) Determine a inversa da matriz §A.

(c) Determine a inversa da matriz A2

Resolugdo

(a) Para mostrar que a matriz B é a matriz inversa da matriz A basta verificar

apenas uma das igualdades, AB = I, ou BA = I,. Como

2 2 10
4 6 01

entdo esta provado que B é a inversa de A.

3/2 —1/2
~1 1/2

AB =

1
(b) A matriz inversa da matriz §A é dada por

1 -1
2 —1/2 —
(EA) (1) A=At —o| Y 2113 T
2 2 112 2 1
(c) Como (42)"' = (AA)™* = ALA~! entdo a matriz inversa da matriz A? é

dada por

PO I VPR N TR A VR N IR VO
(49 = -1 1/2 -1 12 | | -2 3/4|°

Exercicio 9

Considere a matriz A =

4/5 3/5

Verifique se a matriz A é ortogonal e, caso exista, indique a sua matriz inversa.

3/5 -—4/5]




2.4 Matrizes Invertiveis .

Resolugdo

Uma vez que

T _ | 35 A/ 35 45| 1o
4/5 3/5 —4/5 3/5 01
entdo A é ortogonal e portanto, A~! = AT = 3/5 4/ .
—4/5 3/5

Exercicio 10

Mostre que se A e B sdo matrizes simétricas de ordem n e A é uma matriz
: . ~ T
invertivel entdo A (BA™!)" = B.

Resolugdo

Como as matrizes A e B sdo simétricas entdo A” = Ae B” = B. Além disso, A é
invertivel e portanto, AA™! = [,, = A7'A. Assim

ABA N =A(A N BT=A(ATY'B=(4A"YB=1,B=B.

Sejam A e B matrizes de ordem n tais que A é ortogonal e B é antissimétrica.

Simplifique a matriz M = A" (BAT)" AT 4 2BA,

Resolugdo
Como A é ortogonal entdo AAT =, = ATA & A~ = AT. Além disso, B é
antissimétrica e portanto, BT = —B. Assim
M= A" (BAT)" AT 4+ 2BA™ = A7 (AT)" BTAT + 2BA™!
= (A'A) (-B) A" +2BA" = I, (—BA") + 2BA"
= —BA" + 2BA" = BA”

e consequentemente, M = BA”.
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Sejam A e B matrizes de ordem n tais que A é ortogonal e B é invertivel.
Determine a matriz X que satisfaz a equacio (AB~1)"' X = (ABT)T.

Resolugdo

Como A ortogonal entdo AAT =1, = ATAe A~' = AT. Por outro lado, B é
invertivel e portanto, BB~! = I,, = B~' B. Portanto

(AB ' X = (4BT)" & (BY) A7 = (BT)" AT
& BAT'X =BA" & (BT'B)AT'X = (B7'B) AT
eI, (A7'X) =LA« AT X = A"
S AN X =M= X=1,X=]I,

e portanto, a matriz que satisfaz a equagdo é X = I,,.

Exercicio 13

Sejam A e B matrizes de ordem n tais que AAT = ATA = [, e Ae B sdo

matrizes comutdveis. Determine a matriz Y que é soluc¢do da equacao:

A <YT . (BTA)TB> —(A—B)(A+B)

Resolugdo
Como as matrizes A e B sdo matrizes comutaveis entdo AB = BA e assim
(A-B)(A+B)=A>+ AB—- BA - B* = A* - B*.
Por outro lado AAT =1, = ATA < AT = A-1e
A (YT — (BTA)" B) — (A-B)(A+B)
& (A7) (YT - AT (BT) B) = A7 (42— B?)
s, (YT —ATBY) = AT A - AT B?
Y- ATB*=(AT"A)A-A"B?
YT =L As (YT =ATay = AT

Logo, a matriz Y que satisfaz a equagéo é a matriz Y = AT.
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» Exercicios da Seccao 2.4

2.4 Matrizes Invertiveis .

1. Mostre que B é matriz inversa de A, sabendo que:

1 -1 1 0 -1 1
A=|0 1 1| eB=|-1/2 0 1/2
11 1 12 1 —1)2
(a0 0
. Considere asmatrizes A= | 0 b 0 | e B=| b b b | taisqueabc # 0.
| 0 0 ¢ c c ¢

Determine a matriz X tal que AX = B.

. Sejam A, B e X matrizes de ordem n invertiveis. Determine a matriz X que
verifica as equacdes:

(a) XA =B, (b) AX = B. () X'A=B.
(d) AX~' = B. (e) A2XTB = AB.
() (ATX )" = BT 41,

. Sejam A, B e X matrizes de ordem n tais que A é antissimétrica, 55 é ortogonal e
X éinvertivel. Determine a matriz X que € solugdo da equagao:

(B'X ' - BA)Y = ABT +2B.

» Solucoes dos Exercicios

1.—

111
2.X=1[111

111
3.(a) X = BA™.. (b) X = A'B. () X = AB~..

(d) X = B A (e) X = (A" () X = (B+1,) " AT,
4 X = 21r,
2
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2.5 Condensacao de Matrizes

z

A condensacdo de matrizes é uma técnica utilizada para simplificar matrizes
de grandes dimensdes, reduzindo-as a uma forma mais simples sem perder as
suas propriedades. Esta técnica é particularmente ttil em cdlculos numéricos e na
resolucdo de sistemas de equagdes lineares, onde trabalhar com matrizes de menores
dimensodes pode simplificar bastante os calculos, permitindo reduzir o tempo e os
recursos Necessarios.

Definic¢ao 14

Seja A uma matriz do tipo m x n. Designam-se por transformagdes ou operagdes

elementares sobre as linhas de A, as operagdes:
1. troca da linha i pela linha j e denota-se por L; = L;, L’; = L; ou L; <> L;.

2. multiplicagdo da linha 7 pelo escalar o # 0 e denota-se por L, = aL;, L; — aL;
ou Lz — OALZ‘.

3. adigdo a linha 7 de « vezes a linha j e denota-se por L, = L, + aL;, L, —
L; + O[Lj oul; + L;+ O[Lj.

Observagao: As defini¢des de operagdes elementares sobre as colunas da matriz A
sdo similares as anteriores.

Exemplo 10

2 1 —1
ConsidereamatrizA=| —1 2 0 |.Entdo:
3 0 2

» A’ éamatriz que se obtém de A trocando a linha 2 pela linha 3:

2 1 —1 2 1 -1
—_—
3 0 2 -1 2 0

» A" éamatriz que se obtém de A multiplicando a linha 3 por —2:
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2 1 -1 2 1 -1
 E—
A=|-12 0 |Ly=—-2Ly| -1 2 0 | =A"
3.0 2 —6 0 —4

» A" é amatriz que se obtém de A somando a linha 3 a linha 1 multiplicada

por —2:
2 1 —1 21 -1
A=1-12 0 |Ly=Ls—-2L,| -1 2 0 |=A"
3 0 2 -1 -2 4

Defini¢ao 15

Diz-se que duas matrizes A e B sdo equivalentes por linhas (colunas), quando
a partir da matriz A podemos obter a matriz B aplicando um ntamero finito de
operagdes elementares sobre as linhas (colunas) da matriz A.

No exemplo anterior, as matrizes A’, A” e A" sdo equivalentes por linhas a

matriz A.

Defini¢do 16

Diz-se que uma matriz A do tipo m x n esta na forma escalonada por linhas

(FEL) ou simplesmente na forma escalonada (FE), quando A = O,,,«,, ou quando
apresenta as seguintes propriedades:

1. se houver linhas nulas entao estas encontram-se abaixo de todas as linhas
nao nulas.

2. o primeiro elemento ndo nulo de cada linha (com exce¢do da primeira) si-

tua-se a direita do primeiro elemento ndo nulo da linha anterior.

3. todos os elementos localizados abaixo do primeiro elemento ndo nulo de
cada linha (exceto, eventualmente, na tltima linha nao nula) sdo nulos.
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Observagao: A terceira propriedade decorre das duas anteriores e, por vezes, pode
ser omitida da defini¢do formal.

Definicao 17

Designa-se por pivd o primeiro elemento ndo nulo de cada linha ndo nula de
uma matriz na FEL.

Exemplo 12

00 1 1 0
00 0 0 |-1] 2
1. A matriz A = estd na FEL, e os seus trés piv0s
00 0 0 0
00 0 0 0 O
encontram-se assinalados.
1 1 0
2. Amatriz B = | 0 —1 2 | ndo estd na FEL e, portanto, ndo podem ser
0o 1 2
assinalados os seus pivos.

Definic¢ao 18

Designa-se por condensagao o processo de transformar qualquer matriz numa
matriz na FEL, recorrendo apenas a operagdes elementares sobre as linhas.

Teorema 1

Seja A uma matriz do tipo m x n. Todas as matrizes na FEL que sejam equiva-

lentes por linhas a matriz A tém o mesmo ntiimero de pivos.
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2.5 Condensacéao de Matrizes .

Definic¢ao 19

Designa-se por caracteristica de uma matriz A e denota-se por car(A), o nimero
de pivos das matrizes na FEL equivalentes por linhas a A.

Observagoes:
1. car(O,xn) = 0 e car(1,) = n.

2. Todas as matrizes equivalentes por linhas a uma matriz possuem a mesma
caracteristica. No entanto, matrizes com a mesma caracteristica geralmente nao
sdo equivalentes.

1 2 01
Determine a caracteristicadamatrizA= | 1 1 2 1
21 2 1

Resolugdo

Para determinar a caracteristica da matriz A é necessario obter uma matriz
equivalente por linhas A’ na FEL. Assim

1] 2 0 1 L,:L_L\ 2 0 1
A= 1 1 21| 2 2 " | o [-1] 2 0
0 191 | BEBT2 | T3,

2 0
Ly=1Ls—3Ly | 0 2 0 | =4
0 —4] -1

0

O processo de condensacdo seguiu a estratégia:

» foi assinalado o 1° elemento ndo nulo da 1? linha e que vai ser pivd de A'.

» usando a 1? linha realizaram-se as operacdes elementares de modo a obter
os elementos nulos abaixo do elemento assinalado na 1? linha.

» foi assinalado o 1° elemento ndo nulo da 22 linha e que vai ser pivd de A’

» usando a 22 linha realizou-se a operagdo elementar de modo a obter o

elemento nulo abaixo do elemento assinalado na 22 linha.
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» foi assinalado o 1° elemento ndo nulo da 37 linha e que vai ser pivd de A’

» como a matriz A’ estd na FEL o processo de condensacdo termina.

Portanto, car(A) = car(A’) = n° de pivos de A’ = 3.

Exercicio 14

0 1 1

. L. . 1 -1 -1
Determine a caracteristica da matriz B = ] )
-2 0 0

Resolugdo

Para obter a matriz B’ na FEL, a partir de B, procedeu-se da seguinte forma

0 1 1 -1 -1

1 -1 -1 | —=1] 0 1 1 Ly=1Ls—L
B = L, < Lo s

1 1 1 11 1| L =L,+2L,

—2 0 0 —2 0 0
-1 -1 R 1 -1
0 1| Ly=Ls—2L | 0 U
0 2 2 | I=L,+2L, | 0 0 0
0 -2 —2 0 0 0

O processo de condensacdo seguiu a estratégia:

» 0 1°elemento ndo nulo da 17 linha estd na 2 coluna. No entanto, existem
elementos ndo nulos na 12 coluna de outras linhas, pelo que é necessario
realizar uma troca de linhas. Optou-se por realizar a troca entre a linha 1 e a
linha 2. Se fosse realizada outro tipo de trocas entre as linhas da matriz, a
matriz final na FEL seria outra, mas a caracteristica seria a mesma.

» foi assinalado o 1° elemento ndo nulo da 1? linha e que vai ser pivo de B'.

» usando a 17 linha realizaram-se as operagdes elementares de modo a obter
os elementos nulos abaixo do elemento assinalado na 1?2 linha.

» foi assinalado o 1° elemento ndo nulo da 27 linha e que vai ser pivo de B'.

» usando a 2? linha realizaram-se as operagdes elementares de modo a obter

os elementos nulos abaixo do elemento assinalado na 22 linha.
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» observa-se que a 3% e a 42 linhas sdo nulas, pelo que B’ estd na FEL e o

processo de condensagdo termina.

Assim, car(B) = car(B’) = 2.

Exercicio 15

a 2 -1
Seja oo um parametro real e considere-se amatrizA = | 2 o «
1 1 =2

Determine a caracteristica de A em funcao «.

Resolu¢ao

Como A depende de o entdo comegamos por realizar o processo de condensacao

de modo a obter a matriz A’

\
l4

a 2 -1 11 2],
N Ly=Ly,—2L
A=|2 a o |[LieoLy|2a o | 2270
11 =2 o2 1| BTlmah
1 —2 1 —2
e
0 a—2 4+« L§=L3+L2 0 a—2 4+« =A.
0 2—a —1+2a 0 0 3+3a

Observe-se que A’ pode nédo estar na FEL tal como sucede para o = 2.
Para analisar a caracteristica de A é usual comegar por verificar quando é que a
matriz A’ tem o maximo de pivos, ou seja
(i) sea—2#0AN3+3a#0& a#2ANa# —1entdo car(A) = car(A') = 3.
(ii) em seguida, considera-se os valores do parametro excluidos anteriormente,
comegando em 1° lugar por 3 + 3a=0, ou seja
» se o = —1 entdo car(A) = car(A4’) = 2, pois

1 -2
A=10 3
0 0

(iii) por ultimo analisa-se quando oo — 2 = 0, ou seja

» se & = 2 entdo A’ ndo estd na FEL pelo que é necessdrio continuar o

processo de condensagdo para obter uma matriz A” na FEL
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(1] 1 -2 ; (1] 1 -2
A = 0 0 6 Lg_L3_§L2 0 0 @ .y
0 0 9 0 0 0
ecar(A) = car(4A') = 2.
3 1A 2
Portanto, car(A) = se a7 a7
2 se a=—-1Va=
1 a -1 b
Considere os parametros reaisaebeamatrizA= | 0 2a+2 b+1 1

0 0 a—3 b

Determine a caracteristica de A em funcao de a e de b.

Resolugdo

A forma da matriz A permite discutir a sua caracteristica para alguns valores de
a e b. Procedendo de forma analoga ao exercicio anterior, tem-se

> se2a+2#0ANa—3#0<a# —1ANa#3entdocar(A) =3,Vb e R.

13 -1 b
» sea—3=0&a=3entdoA=| 0 8 b+1 1 | eportanto
00 0 b
> sea =3 Ab+#0entdo car(A) = 3.
> sea=3Ab=0entdo car(A) = 2.
» se2a+2=0<« a= —1entdo é necessario continuar o processo de condensa-
cao
1] -1 -1 b 1] -1 -1 b
S 1

0 0 —4 b 0 0 b+1 1

T S 1] -1 -1 b
0 0 1 b4 |Ly=Ly—(b+1)Ly| 0 0 [1] —b/4
0 0 b4+1 1 0 0 0 [k

1
com k = 1(62 + b+ 4). Dado que b* + b + 4 = 0 ndo tem solugdes reais entdo
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paraa = —1 A Vb € R tem-se car(A) = 3.

Assim, car(A) = {

3 se a#3Vb#

» Exercicios da Sec¢do 2.5

0

2 se a=3Ab=0

2.5 Condensacéao de Matrizes .

1. Indique quais as matrizes que se encontram na forma escalonada por linhas.

0

o O O

o O O =

3
1
-1
0

, B

o O O N
o O = O

10
01
0 0
0 0

o o O O

,E:[o 01 0},F:

2. Determine a caracteristica das matrizes:

1

2 -1 111
1 0 |,B=]11 2
0 1 1 11
0 2 0 1
~1 -3 —
E= 3 -3 =3

2 1 3 0
2 6 0 -2

0
1
,C =
0
1
1 0 3 0
0101
01 10
-1 1
1 ,C
1 2
1
1
el =
0
2

1010
0000
0010}
0001

1030
eG=|01 00
0001
0100 1
=(1211 0 [,
1111 -1
0 2 0
1 1
0 -1 0
1 1 1

3. Discuta a caracteristica das matrizes reais em fun¢do dos parametros a e b:

A:

—_ =

S|

o O =

1 -1 1 1 -2
1 0 |,B=|-10 a
0 1 1 a 0
1 0 0 1 1
a 1 1|,E=|1 a+1
0 ab 0O 1 1

-1
0
0

2
a+2

0 0

a

-1
a 1 1,

a 2a—1 «a

(NI NI
~

<R
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100 0
X | 10 -1 0
F= @ eG=10a b+1 b+1
Lob 00 b+2
1 a a b+1 “

» Solucoes dos Exercicios

1. Sao as matrizes A, B, D, E e GG.

Observacao: Nos exercicios 2 e 3, as matrizes que se apresentam sdo exemplos
particulares da matriz na FEL obtida por condensagdo de forma a discutir a

caracteristica da matriz.

2 -1 111 -1 1
2 A—- |0 -1 1 |,car(A)=3;B— |0 01 2 2|, car(B)=3;
| 0 0 2 000 2
- -1 2
12110 01
C— 10100 1]|,car(C)=2; D— 00 , car(D) = 2;
00 00O
- 0 O
2 0 1 10 2 0
0 -3 —9/2 01 =2 1
E— / ,car(£) =3 e F' — , car(F) = 3.
0 0 -5 00 -1 0
L 0 0 0 00 0 O
(11 -1 ] ) .
se a=
3.A—= |0 —a a+1 |, car(4) = ¢ ;
3 se a#0
B 2 =0Va=3
B— |01 a—2 |[,car(B)= e 4 “- ;
) 3 se a#0Na#3
i 0 3a—a
_ vt 2 —1
C—|10a a 2 |, car(C) = e A=t
3 se a#1
i 0 a—1 a—-1




o O

o O =

o O O =

car(F) =

G —

car(G)

1

2.5 Condensacéao de Matrizes .

00 2 se a=0Vvb=0
b ’Car(D):{:& se atO0AD£O’
0 ab 0O
1 -1 1 1
a 1 1 1 ,car(E):{2 se a=0,
3 se a#0
0O 1 a+1 1
0 00
a a 1
0 b al
0 0 b

2 se a=0AD=0
3 se (a=0ANb#£0)V(a£0Ab=0);
4 se a#0Ab#0

0 -1 0

0 a b+1 b+1 |,
0 0 b+2 a

2 se a=0AN(b=-1Vb=-2)
3 se a0V (b#—-1Nb#* —2)
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Sistemas de Equacoes
Lineares

Os sistemas de equagdes lineares constituem conjuntos de equagdes que podem
ser representados e resolvidos através de técnicas de algebra linear. Estas técnicas
permitem analisar e resolver problemas complexos de forma eficiente e estruturada,
sendo fundamentais em multiplas areas do conhecimento. As suas aplicagdes sao
vastas e incluem, entre outras:

1. Engenharia
Utilizados na modelacdo e andlise de circuitos elétricos, estruturas mecéanicas e
processos industriais.

2. Ciéncia da Computagao
Usados em computagdo gréfica para resolver problemas de transformagoes
geométricas e renderizac¢do, além de algoritmos de aprendizagem automaética e
processamento de imagens.

3. Fisica

Aplicados para descrever a evolucdo temporal de sistemas fisicos e resolver
problemas em mecénica quantica e dinamica de fluidos.
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4. Economia
Utilizados na construcdo de modelos econémicos que analisam interagdes entre
varidveis como oferta, procura, investimento e fluxos de capital.

5. Processamento de Sinais
Aplicados na representagdo e manipulacdo de sinais em telecomunicag¢des, dudio,
imagem e anélise de dados.

6. Engenharia de Controlo
Utilizados no projeto e analise de sistemas dindmicos, modelando e otimizando
0 seu comportamento.

7. Redes Neurais Artificiais

Aplicados no treino e ajuste de redes, permitindo a propagacao eficiente de
valores e a atualizacdo dos pesos durante o processo de aprendizagem.

Neste capitulo, comecamos por apresentar alguns conceitos gerais associados aos
sistemas de equagdes lineares e, de seguida, estudamos o método de eliminagdo
de Gauss. Por fim, analisamos a classificagdo de sistemas dependentes de para-
metros, de modo semelhante ao realizado no capitulo anterior com a discussao da
caracteristica de matrizes.

Orientacdo de trabalho: o capitulo apresenta 2 atividades de trabalho e em cada
uma delas o leitor deve dedicar entre 3 horas e 5 horas de estudo auténomo. As
atividades que propomos encontram-se esquematizadas da seguinte forma:

» Atividade 9 — 3.1 Conceitos Gerais e 3.2 Método de Eliminagdo de Gauss

» Atividade 10 — 3.3 Classificacdo de Sistemas



3.1 Conceitos Gerais

Em diversos dominios, como a Matematica, a Engenharia, a Fisica ou a Economia,
surgem frequentemente problemas cuja resolugdo exige a determinagdo de valores
desconhecidos que satisfacam, em simultaneo, um conjunto de equagdes. Quando
estas equacoes sdo lineares - isto é, quando cada uma envolve apenas combinacdes
lineares das incégnitas, sem poténcias, produtos entre incégnitas ou outras expres-
sOes ndo lineares - diz-se que estamos perante um sistema de equacdes lineares.
Apresenta-se, de seguida, a defini¢do formal.

Definigoes 1

Um sistema S com m equagdes e n incégnitas z1, s, . . ., z,, da forma:

a1171 aF a12T9 S 000 qF ATy = bl

A21T1 + A2 + * + + + ATy = bg

Am1T1 + AmaTs + - -+ CpnTy = bm

designa-se por sistema de equagdes lineares.
Na forma matricial, o sistema S escreve-se como AX = B, onde:

ai; a2 - Qip X1 by

A1 Q22 -+ Qp 4 by
A= . . ) , X = . e B =

Am1 Qm2 - Amp T, bm

sendo:
» A,.xn = [a;;] a matriz dos coeficientes.
» X, x1 = [z;] a matriz das incégnitas ou varidveis.

» B,.«1 = [b;] a matriz dos termos independentes.
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Defini¢ao 2

Diz-se que o sistema de equagdes lineares AX = B, com A do tipo m x n, é
homogéneo se B = O,,;. Neste caso, o sistema tem a forma AX = O,,x;.

Definicao 3

Uma solugdo de um sistema de equacdes lineares é qualquer conjunto de valores
das incognitas que satisfaz simultaneamente todas as equagdes do sistema.

Defini¢oes 4

Um sistema de equacdes lineares diz-se:

1. possivel (SP) quando tem pelo menos uma solugao.
2. possivel e determinado (SPD) quando a solugdo é tinica.

3. possivel e indeterminado (SPI) quando admite mais do que uma solugao,
sendo o grau de indeterminagdo (g) o nimero de variaveis livres.

4. impossivel (SI) quando ndo admite solugéo.

Teorema 1

Um sistema homogéneo da forma AX = O,,«;, com A do tipo m x n, admite
sempre, pelo menos, a solugdo trivial, dada por X = O, ;.

Assim, um sistema homogéneo é sempre possivel, podendo ser determinado ou
indeterminado.




3.1 Conceitos Gerais .
Exemplo 1

Seja S o sistema de equagdes lineares, nas incognitas z, y, z e w, definido por:

r+y+w=1
—r+2z=3
r+y+z2=0

y—z—w=-—3

(a) Represente S na forma matricial e identifique cada uma das matrizes.

(b) Verifiquese X; =[-10 1 2/TeXy,=[01 —1 0]" sdo solucdes de S.

Resolugdo

(a) Na forma matricial, S denota-se por AX = B com

1 1 0 1 €T
1 9

A= ¥ Ul x=|Y|en=]|°
1 1 1 0 B 0
0 1 -1 —1 w —3

onde A é a matriz dos coeficientes, X é a matriz das incégnitas ou varidveis
e B é a matriz dos termos independentes.

(b) X1 =[-10 1 2J" ésolugdo de S pois

1 1 0 1 —1 1
—1 2
AX, = 0 0 0 _ 3 _ B
1 1 1 0 1
0 1 -1 -1 2 -3
eXo=[01 —1 0]" ndo é solugdo de S pois
1 1 0 1 0 1
-1 0 2 0 1 —2
AX, = = B.
’ 1 1 1 0 ~1 4
0 1 -1 -1 0 2
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» Exercicios da Secgao 3.1

1. O sistema S é escrito na forma matricial AX = B por:

1 -1 0 T —2
A=12 0 1|, x=|y|eB=] 0
1 1 1 z 2
Sem resolver o sistema, verifiquese X1 =[ -1 1 2|TeXy=[0 2 1]7sdo

solugdes de S.

2. Seja S osistema AX = B, onde A € M,,,x,,(R) e B € M,,»1(R). Mostre que se X;
é solugdo de S e X é solugdo do sistema homogéneo AX = O,,.; entdo, para
qualquer a € R, tem-se que X; + aX, é solugdo de S.

» Solugdes dos Exercicios

1. X, é solugdo de S pois AX; = B. X, ndo é solugdo de S pois AX, # B.
2. X; + aX, ésolucdo de S pois A(X; + aXy) = B.
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3.2 Método de Eliminacao de Gauss

Definigao 5

Seja S um sistema de equagdes lineares na forma AX = B.
A matriz [A|B], obtida pela justaposi¢cdao da matriz dos coeficientes A com a

matriz dos termos independentes B, designa-se por matriz ampliada de S.

Definicdo 6

Dois sistemas de equagdes lineares dizem-se equivalentes quando tém o mesmo

conjunto de solugdes.

Teorema 2

Se a matriz [A|B] é equivalente por linhas a matriz [A’| B’| entdo os sistemas de
equagdes lineares AX = B e A’X = B’ sdo equivalentes.

Definic¢ao 7
Designa-se por método de eliminacdo de Gauss o processo utilizado para
resolver sistemas de equagdes lineares, que se desenvolve em duas fases:

» 12 fase: a partir da matriz ampliada [A|B], obter uma matriz [A’| B'] na forma

escalonada por linhas (FEL);

» 22 fase: determinar o conjunto solugdo do sistema A'X = B'.
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Exemplo 2

Considere os trés sistemas de equagdes lineares, de incégnitas x,y e z, em que
mudam apenas os coeficientes que se encontram identificados:

4

20 —y+3z2=—-4 20 —y+3z2=—-4
s, - —2x+2y —2z=2 s, - —2x+2y—2z=2 .
2z +y+|-5=[-8] 2z +y+ (5 =|-8]
[ —6r+3y —92=12 —6z 4+ 3y — 9z =12
(20 —y +32=—4
S, - —2rx 42y — 2z =2
' 2:c—|—y+z:
—6x + 3y — 9z =12

Usando o método de eliminacdo de Gauss, determine o conjunto solugdo e
classifique os sistemas 55, S, e Ss.

Resolugdo

» O sistema S, é escrito na forma matricial AX = B por

2 -1 3 —4
X

-2 2 —2 2

2 1 | an

z
-6 3 -9 12

Numa 12 fase, transforme-se a matriz [A|B]| de S; numa matriz [A’'| B'] na FEL

2 -1 3 | 4] 2 -1 3
1418) —2 2 -2 2 L2 L2 L1 0 1| -2
= — L3 —
2 1 P o 2 8| 4
Ly — Ly + 3L,
—6 3 -9 | 12 00 010
2 -1 3 |-
slo 1 1 |2
Ls — Ly — 2L = [4|B].
3 3 2 0 0 10 0 [ ’ ]
00 0|0

O sistema S} correspondente a matriz [A’'| B] é resolvido de baixo para cima.




3.2 Método de Eliminacédo de Gauss .

20 —y+3z2=—-4

5 20 +2+0=—-4 r=-3
y+z=-—

= = -2 = = -2 .
_102=0 Y Y
0=0 z=0 z=0

Como S, é equivalente a S entdo o seu conjunto solugdo é CS = {(—3,—2,0)}.
Uma vez que admite apenas uma solugdo entdo S; é um SPD.

Considerando as mesmas operagdes elementares que foram usadas para obter
a matriz ampliada de S} na FEL, obtém-se a matriz ampliada do sistema .S,

2 -1 3| -4 2 —1 3|4
-2 2 =2 2 0 1 1]-=2
A|B] = — = = [A'|B].
A8 2 1 0 0 00 4151
-6 3 -9 12 0 0 0] 0
Resolvendo o sistema associado a matriz [A’| B] tem-se
20 —y+3z=—4
y+z=-2 - 20 =y —32—4 o :13:—3—22‘
0=0 y=—-2—=z y=-2-—=z
0=0

O conjunto solugdo de S, é CS = {(—3 — 22, —2 — 2,2) : z € R} e uma vez que
Sy tem um ntmero infinito de solugdes, dependentes da varidvel livre z, entdo

é um SPI com grau de indeterminagdo g = 1.

Considerando as mesmas operacdes elementares que foram usadas para obter
a matriz ampliada de S; na FEL, obtém-se a matriz ampliada do sistema S5

2 —1 3|4 2 -1 3|4
-2 2 -2 2 0 1 1]-2

[A|B]: — . :[A/’B/}
2 1 0 0 0|16
-6 3 -9 12 0 0 0] 0

Assim, o sistema associado a matriz [A'|B’] é

( 20 —y+3z2=—-4

y+z=-2
0=16
0=0

\

Como a 32 equagdo apresenta uma igualdade falsa entdo S5 ndo tem solugdes
e o seu conjunto solugdo é CS = & (conjunto vazio). Logo, S € um SI.
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» Exercicios da Seccdo 3.2

1. Considere os trés sistemas de equagdes lineares, S; e S, de incégnitas =,y e z, e
S5 de incognitas z, v, z e w:

rT+2y+32=0 r4+y+32=0 x4+ 2y+4w =0
S x—2z=1 , S9:¢ 20 4+22=1 eS3:¢ z4+2w=1
—r—2y+2=0 —r+y+z=1 —22—-2w =0

Para cada um dos sistemas:

(a) a partir da matriz ampliada [A|B], obtenha uma matriz [A’|B’| na FEL.
(b) determine o conjunto solugao.

(c) indique, justificando, a sua classificagdo.

2. Considere os trés sistemas de equagdes lineares, S; de incégnitas z,y e z, S; de
incégnitas z, y, z e w, e S3 de incégnitas x,y, z, w e t:

(

r—y—2+1=0 r+y+z+w=-1
Sy —2x+2z=1 , So: 22 +w = —2 e
| 2z —y+2z=0 r+y—z=1

( r—y+2z—w+t=0
Sg:id r—y+z=—1
 z—wH+t=1

Para cada um dos sistemas:

(a) a partir da matriz ampliada [A|B], obtenha uma matriz [A’| B'| na FEL.
(b) determine o conjunto solugao.

(c) indique, justificando, o graus de indeterminagéo.

» Solugdes dos Exercicios

1 2 310 1 1 3|0
1.(a) Si:[AlB]— |0 -2 —5|1|,S:[ABl— |0 —2 —4]1 |,
0O 0 40 0 0 0|2

1 2
Ss:[AB]— | 0 0
00
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(b) CS, = {(1,—%,0)}, CSy =92 e(CS; = {(—2y—4,y,—1,1) Yy GR}

(c) S1 é um SPD porque tem apenas uma solugdo, S, é um SI pois ndo tem

solugdes e S € um SPI com g = 1 porque tem infinitas solu¢des e uma

variavel livre.

1 -1 —-1]-1 111
00 0] 0 000

1 -1 2 -1 10
Ss:t[ABl— 10 0 -1 1 —1|-1
(000 0 0 00

(b) CSlz{(z—%,%,z) :ZER},

CSy ={(-y+2+1,y,2,-22-2):y,z € R},
CS3:{(y—Z—Ly,Z,U),—Z—{—w—Fl):y,Z;wGR}'

(c) Sitemg=1,5 temg=2e S3tem g = 3.

O = =

-1
92 1,
0
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3.3 Classificacao de Sistemas

No Exemplo 2 da pégina 90, a classificacdo dos sistemas foi realizada com base no
respetivo conjunto solugdo. Contudo, essa classificacdo pode ser efetuada sem o
conhecimento prévio da solugdo, bastando para tal analisar as caracteristicas da
matriz dos coeficientes e da matriz ampliada do sistema, conforme estabelecido no
resultado seguinte.

Teorema 3

Sejam S um sistema de equagoes lineares AX = B e [A'|B’] uma matriz na FEL,

obtida a partir da matriz ampliada [A|B]. Entdo:
1. car(A) = car(A4’) e car[A|B] = car[A'|B].

2. car[A|B] = car(A) ou car[A|B] = car(A4) + 1.

Teorema 4

Sejam S um sistema de equagdes lineares AX = B, com m equagdes e n incogni-

tas, e [A|B] a matriz ampliada. Entdo:

1. se car(A) = car[A|B] entdo S é um SP:
i) se car(A) = car[A|B] = n entdo S é um SPD.

ii) se car(A) = car[A|B] < n entdo S é um SPI, sendo o grau de indetermi-
nacdo dado por g = n — car(4).

2. secar(A) # car[A|B] entdo S é um SI.

Considere os trés sistemas de equagdes lineares do Exemplo 2 da pégina 90.

Usando o teorema anterior, classifique os sistemas.




3.3 Classificacao de Sistemas .

As matrizes ampliadas na forma escalonada por linhas (FEL), [A'| B], dos siste-

Resolugdo

mas S, S e S5 sdo, respetivamente:

2 -1 3 |4 2 -1 3|4 2 -1 3|4
0 1 1 -2 0 1 1|-2 0 11-2
0 0 —10/0 | 0 0 0] 0 ¢ 0 0 0]16
0 O 0 0 0 0 0] 0 0 0 0] 0

Todos os sistemas tém quatro equagdes e trés varidveis (n = 3).

» No sistema 5;, a matriz [A’|B’|] tem uma linha nula, tornando uma equa-
¢do irrelevante e reduzindo o sistema a trés equagdes compativeis. Como
car(A) = car[A|B] = 3 =n, S; é um SPD, ou seja, admite uma tnica solugdo.

» No sistema S5, duas linhas nulas em [A’| B’| indicam duas equagoes irrele-
vantes, reduzindo o sistema a duas equagdes compativeis. Uma vez que
car(A) = car[A|B] = 2 < 3 = n entdo S, € um SPI, com infinitas solugdes e
grau de indeterminagdo g =n —car(4) =3 -2 = 1.

» No sistema S5, apesar de uma linha nula, existe incompatibilidade entre as
outras equagdes, pois car(A) = 2 # car[A|B] = 3. Assim, S; é SI, ou seja, ndo

tem solucao.

Exercicio 1

Considere o sistema de equagdes lineares reais S, de incégnitas z,y, z e w, e de

parametros a e b:
ar+y+z+w=20

ay +az+aw =1
(a—2w=">

Classifique S em funcdo de a e de b.

Resolu¢ao

Para a # 0 matriz ampliada de S esta na FEL, pois
a 1 1 1 0
ABl=10 a a a |1
000 a—2|0
O sistema tem 4 variaveis, pelo que n = 4. Para analisar as caracteristicas de A
e de [A|B], em funcdo de a e b, considere-se o procedimento do Exemplo 28 da

pagina 77.
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> sea#0Na—2#0<a#0Aa#2entdocar(A) = car[A|B] =3 <4 =mn,
Vb € Re S éum SPI com grau de indeterminagdo g = 4 — 3 = 1.

» se a = 2 entdo a matriz [A|B] é

0
[A|B] = 1
b

o O N
O N =
o N =
S N =

e a classificacdo de S depende dos valores do parametro b
> se b # 0entdo car(A) = 2 # 3 = car[A|B] e S é um SI.
> se b = 0 entdo car(A) = car[A|B] = 2 < 4 = ne S é um SPI com

g=4—-2=2.

» Se a = 0 entdo a matriz [A|B] ndo estd na FEL, pelo que é necessario obter

uma matriz na FEL

011 1 011 1
[ABj=0 00 0|1 |Lo<Ls| 000 —2|b
000 —2|b 000 01

e como car(A) = 2 # 3 = car[A|B], Vb € R entdao S é um SL

Conclusado: a classificacdo de S é
SPlL,g=1 se a#0Aa#2
SPI,g=2 se a=2Ab=0
SI se a=0V(a=2Ab+#0)

Exercicio 2

Considere o sistema de equacgdes lineares reais S, de incégnitas x,y e z, e de

parametros o e (3:
rTH+2y+az=1
20y — 2z =2+ 2 .
(1-—a)z=p0+1

(a) Classifique S em fungdo de a e de 3.

(b) Determine o conjunto solugdo de S paraa=1e = —1.




3.3 Classificacao de Sistemas .

(a) Para a # 0 matriz ampliada de S estd na FEL, pois
1 2 « 1
[ABl=|0 2a -2 |2a+2
0 0 1—al| p+1

Resolugdo

Assim

»se2a #0AN1—-—a#0& a#0Aa#1entdo S é um SPD pois
car(A) = car[A|B]| =3=n,VYB € R,
» sel —a =0« a=1entdo a matriz ampliada é
1 2 1 1
[ABl=|0 2 —2| 4
00 0/|B+1
e a classificacdo de S depende dos valores de 3 pois
>seff+1#0« [ #—1entdocar(A) =2 # 3 = car[A|B], pelo que S é
um SL.
>sef+1=0<« [ =—1entdocar(A) = car[A|B] =2 < 3 =n, ouseja, S
éum SPIcom g =n —car(A) =3 -2 =1.
» se2a =0 < o = 0entdo a matriz ampliada é
12 0 1
[AB]=1]0 0 —2| 2
00 1 |p8+1

e ndo estd na FEL, pelo que serd necessario obter uma matriz na FEL

12 0| 1 ] 12 0| 1
ABI=0 0 2| 2 |Li=Li+5L 00 -2| 2
00 1 |B+1 00 0[B8+2

A classificagdo de S depende dos valores de /5. Assim
>sef+2#0«< [ # —2entdo car(A) =2 # 3=car[A|B] e S é um SL

>sef+2=0« f=—2entdocar(A) =car[A|B]=2<3=neSéum
SPIcomg=n—car(A) =3-2=1.

Conclusio: a classificacdo de S é

SPD se a#0ANa#1
SPL,g=1 se (a=1AB=—-1)V(a=0A[=-2) .
SI se (a=1A0#-1)V(a=0ApH#—2)
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(b) Paraa=1e 3 = —1, aresolucdo do sistema conduz a forma

r=—-3—3z

20 —2z =4 &
=24z

r+2y+z =1 {
0 =0

pelo que o conjunto solugdo é CS = {(—3 — 32,2+ 2,2) : z € R}.

Exercicio 3

Considere o sistema de equacgdes lineares reais S, de incégnitas x,y, z e w, e de

parametros a e b:
ar +ay +az +aw = a
ay +az+aw =0
az+w=1
b—NHw=a-1

Classifique S em funcdo de a e de b.

Resolugdo

A matriz ampliada de S é

a a a a

0 a a a 0
[A|B] =

0 0 «a 1 1

000 b—-—1|a—-1

e assim

» sea# 0Ab# 1entdo car(A) = car[A|B] =4 =ne S éum SPD.

» sea # 0Ab=1entdo car(A) = 3 e car[A| B] depende do parametro a
a a a a a
0 a a a 0
[AlB] =
0 0 a1l 1
0 00 O0Oja—-1
Logo
> sea # 1 entdo car(A) = 3 # 4 = car[A|B] e S é um SI.
> se a = 1 entdo car(A) = car[A|B] = 3 < 4 = ne S é um SPI com
g=4-3=1




3.3 Classificacao de Sistemas .

» sea =0Ab# 1entdo a matriz [A|B] é

000 0 |0
000 0 |0
[A|B] =
000 1 |1
000 b-1]-1

e ndo estd na FEL, pelo que é necessario obter a matriz na FEL

000 0 |o 000 1 |1
000 0 |0 | LiyeLs | 000 b=1]|-1
[A|B] =
000 1 |1 | Ly, OO0 0 |0
000 b—1]|-1 000 0 |0
000 1|1
s1 000 0|=b
Lo — Lo— (b—1)L
2= Lo = ( )100000
00000

e consequentemente, car(A) = 1 e car[A|B] depende do pardmetro b
> se b # 0entdo car(A) =1 # 2 = car[A|B] e S é um SI.
> se b = 0 entdo car(4) = car[A|B] = 1 < 4 = ne S é um SPI com

g=4—-1=3.

» sea=0Ab=1entdo a matriz [A|B] é

00 0O0|1
000O0]O0
000 1]1
000 O0]-1

e embora a matriz ndo esteja na FEL, podemos observar que a 17 e a 32

equacdes do sistema sdo incompativeis.

Portanto, S é um SI porque car(A) = 1 # 2 = car[A|B|.

Conclusio: a classificacdo de S é

SPD se a#0ANb#1
SPI,g=1 se a=1Ab=1
SPI,g=3 se a=0Ab=0
SI se (a#Z0Na#1ANb=1)V(a=0Ab#0)
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» Exercicios da Seccao 3.3

1. Considere os trés sistemas de equagdes lineares reais de parametro real &, 51 e S,
de incognitas = e y, e S de incégnitas x, y e z:

—kz=1
{:H—y:k: {x+y:1 Ty -k
Sli .

, e Ss: r—y+kz=1
ky = k? Ky =k
TRy rrEY kx+ky—z2=k

Classifique os sistemas em funcéo de k.

2. Considere os trés sistemas de equagdes lineares reais de parametros a e b, S; de

incégnitas z, y e 2, e Sy e S3 de incognitas x, y, z e w:

r+ay+bz—w=ua
(x+2y—2bz:26 Y

S1:¢ ay—2bz=10b , S9:
(| bz=a+Db

ay+w =0
ay+bz=a
r+ay+bz=a

( rt+y+z+w=a
S, Yy—z—w=a
y—az—w==>a

y—2z+bw=a

Classifique os sistemas em fungdo de a e de b.

3. Indique, justificando convenientemente, se as afirmacdes sdo verdadeiras ou
falsas.

(@) Sejam A € My5(R) e B € Myy1(R), e S o sistema de equagdes lineares
AX = B.
Se car(A) = car[A|B] = 3 entdo S é possivel e indeterminado com grau de
indeterminacgéo 3.

(b) Sejam A € Mess5(R) e B € Mgx1(R), e S o sistema de equagdes lineares
AX = B.
Se car(A) = car[A|B] = 5 entdo o sistema é possivel e indeterminado com
grau de indeterminacdo igual a 1.

(c) Seja S o sistema de equacgdes lineares AX = B, onde A é de ordem 5 e
B € Msyi(R).
Se car(A) < car[A|B] entdo S é possivel e determinado.

(d) O sistema de equagdes lineares homogéneo AX = O,,;, de n equagdes a n
incégnitas, é sempre possivel e determinado.
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(e) Sejam A € M, «n(R) e B € M,,x1(R).

3.3 Classificacao de Sistemas .

O sistema AX = B é possivel e determinado se e s6 se a matriz A é invertivel.

(f) Seja S um sistema de m equagdes e n incégnitas.

Se m > n entdo S é impossivel.

(g) Seja S um sistema de m equacgdes e n incognitas.

Se m < n entdo S é possivel e indeterminado.

» Solucdes dos Exercicios

11
1. S, : [A|B] —
0 k-1
[ 1 1
Sy 1 [A|B] — ,
2 [AlB] 0 k2—1|k—1
[ 1 —k 1]

Sy:[ABl— |0 —2 2k |0 |, S

0 0 K*—110

2 g elsD
k(k — 1)

SPD

Sy € ¢ SPILg=1

SI

s SPD
SPI,g=1 se

se k#1
SPI,g=1 se k=1

se
se
se

se

2 —2b| 2b
2.8 :[ABl—= | 0 a —2b| b ,
00 b |a+b |
SPD se a#Z0ANbDF#0
S;é€ ¢ SPlLg=2 se a=0Ab=0 .
SI se (aZ0Ab=0)V(a=0Ab#0)
(1 a b —1]a ( SPD
0 0 110 SPILg=1
Sy [AB = | ¢ Sy 6 J
00b —1|a SPI, g =2
00 0 110 | SI
(11 1 1 1
01 -1 -1
S3[A’B]_> 9
00 1—a 0 |b—a
00 0 b+1] 0
SPD se a#1ANb# —1

S3é ¢ SPLLg=1 se (a=1Ab=1)V(a#1ANb=-1) .

SI se a=1Ab#1

k£ —1Ak#1
k=1
k=—1

k4 —1Ak#1
k=1Vk=—-1"

a#0ND#0
a=0Ab#0
a=0Ab=0"
aZ20ANb=0
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3. (a) S tem m = 4 equagdes e n = 5 incognitas.
Uma vez que car(A) = car[A|B] entdo S é um SP.
Sendo car(A) = car[A|B] = 3 < 5 entdo S é um SPI com grau de indetermina-
cdoigualag=5—-3=2.
A afirmacao é falsa.

(b) S tem m = 6 equagdes e n = 5 incognitas.

Como car(A) = car[A|B] entdo S é um SP.
Atendendo a que car(A) = car[A|B] = 5 entdo S é um SPD.
A afirmacao é falsa.

(c) Stem m = 5 equagdes e n = 5 incognitas.
Como car(A) < car[A|B] entdo S é um SI.

A afirmacao é falsa.

(d) Um sistema S de equagdes lineares homogéneo, de n equagdes a n
incégnitas, AX = O,,; é sempre possivel pois tem a solugdo X = O, ;.
Contudo, S é um SPD se e s6 se car(A) = n e é um SPI se e s6 se car(A4) < n.
A afirmacao é falsa.

(e) Se a matriz real A é uma matriz invertivel entdo car(A) = car[A|B] =ne S é
um SPD.
A afirmagao é verdadeira.

(f) Seja S um sistema de equagdes lineares AX = B, com m > n. Como S tem
mais equagdes do que incognitas entdo car(A) < min{m,n} = n.
Assim, podem ocorrer as trés situagoes:
» se car(A) = car[A|B| = n entdo S é um SPD.
» se car(A) = car[A|B] < nentdo S é um SPI.
» se car(A) < car[A|B] entdao S é um SL
A afirmacdo é falsa.
(g) Seja S um sistema de equagdes lineares AX = B, m <n
Como S tem menos equagdes do que incégnitas entdo S nunca é um SPD pois
car(A) < min{m,n} =m < n.
Assim, s6 podem ocorrer as duas situagdes:
» se car(A) = car[A|B] entdo S é um SPL
» secar(A) < car[A|B] entdo S é um SIL

A afirmacao é falsa.
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Determinantes

O estudo dos determinantes constitui uma parte importante da Algebra Linear,
sendo particularmente 1til para compreender propriedades fundamentais das ma-
trizes quadradas, como a invertibilidade ou o calculo de volumes de paralelepipedos
definidos por trés vetores. Embora o seu uso direto em aplicagdes préticas seja, por
vezes, limitado, os determinantes desempenham um papel teérico relevante em

diversos contextos. Destacam-se, entre outros, os seguintes:

1. Andélise de Dados

Na dedugdo do polinémio caracteristico de matrizes de covariancia, os deter-
minantes sdo utilizados na obtenc¢do de valores préprios, embora os algoritmos
préticos recorram a métodos numéricos mais robustos.

2. Engenharia e Fisica

Contribuem para caracterizar a existéncia e unicidade de solugdes de sistemas
lineares que modelam circuitos elétricos, estruturas mecanicas e fendmenos
fisicos diversos.

3. Geometria e Computacdo Grafica

Sao usados no célculo de dreas, volumes e na verificacao da orientacdo em trans-
formacoes lineares, com aplicagdes em renderizagdo e simulagdes geométricas.
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. Capitulo 4. Determinantes

4. Engenharia de Controlo

Na anadlise de estabilidade e controlabilidade de sistemas dindmicos, os determi-
nantes surgem no calculo do polinémio caracteristico de matrizes associadas ao

sistema.

Na sequéncia dos trés capitulos anteriores, este capitulo é dedicado aos determinan-
tes, entendidos como uma fungdo definida no conjunto das matrizes quadradas com
valores reais e que associa a cada matriz um ntimero real. Esta fun¢do possui proprie-
dades fundamentais, como a multilinearidade, a alternancia e a normalizagdo, que
permitem estabelecer resultados tedricos relevantes e formular conclusdes rigorosas
em diversas aplica¢des. Serdo ainda analisadas algumas das suas utiliza¢gdes no
contexto do calculo matricial, nomeadamente na caracterizacao da invertibilidade
de matrizes e na resolugdo de sistemas de equacoes lineares.

Orientacao de trabalho: o capitulo apresenta 3 atividades de trabalho e recomenda-
mos que, em cada uma delas, o leitor dedique entre 3 e 5 horas de estudo auténomo.
As atividades que propomos encontram-se esquematizadas da seguinte forma:

» Atividade 11 — 4.1 Conceitos Gerais e 4.2 Regras Préticas
» Atividade 12 — 4.3 Teorema de Laplace e 4.4 Propriedades

» Atividade 13 — 4.5 Matriz Inversa e 4.6 Regra de Cramer
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4.1 Conceitos Gerais

Definicao 1

Seja n um ntmero natural positivo. Uma permutacao dos nameros 1,2,...,n é
Y ) Y
qualquer sequéncia formada por estes niimeros, sem omissdes nem repeticdes.

Propriedade 1

O ndmero de permutagdes de 1,2,...,n éigualan - (n —1)---2-1 =nl

As permutagdes permitem descrever, de forma sistematica, todas as maneiras de
selecionar elementos de uma matriz escolhendo exatamente um elemento de cada
linha e de cada coluna, ou equivalentemente, todas as possiveis escolhas de colunas
associadas a essas selecdes.

Defini¢oes 2

Numa permutagdo jyjo - - - j», diz-se que os elementos j, e j, formam uma inver-

sdo quando o maior antecede o menor, isto é, quando j, > j, com p < g.

Uma permutagdo diz-se par (impar) quando o seu namero total de inversdes é
par (impar). Por convencgdo, 12 - - - n é uma permutacdo par.

Observacao: O ntimero de inversdes de uma permutagdo pode ser obtido contando,
para cada elemento, o nimero de elementos a sua direita que sdo menores do que
ele. A soma desses valores corresponde ao ntimero total de inversdes.
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. Capitulo 4. Determinantes
Exemplo 1

1. Permutacgdo 24153. Contando o ntmero de inversodes:
Lt

obtém-se 1 + 2 + 0 + 1 + 0 = 4 inversdes. Como 4 é par, a permutacdo 24153
é par.

2. Permutacao 2134. Contando o niimero de inversoes:

2 1 3 4
N e i
1 0 0 0

obtém-se 1 inversdo. Como 1 é impar, a permutacado 2134 é impar.

Defini¢ao 3

Seja A uma matriz de ordem n.

Designa-se por produto elementar de A qualquer produto de n elementos da
matriz A de modo que se tenha um tnico elemento de cada linha e de cada
coluna. Um produto elementar pode escrever-se na forma a,j, asj, - - - a,j,, onde
jij2 - jn € uma permutacdo de 1,2,...,n.

Observagao: Qualquer produto elementar pode ser escrito nesta forma ordenada,
reordenando os indices das linhas ou das colunas.

Definicdes 4

Seja A uma matriz quadrada de ordem n.

Um produto elementar ay;, asj, - - - a,;, da matriz A, multiplicado por +1 ou —1,
designa-se por produto elementar com sinal, tendo sinal positivo (negativo) se
Jij2 - - - jn € uma permutacdo par (impar).

Designa-se por determinante de A a soma de todos os seus produtos elementares

com sinal. Este valor denota-se por det(A) ou |A|.

106



4.1 Conceitos Gerais .

Exemplo 2

0 -3 0 0
Calcule o determinante da matriz A = 50000

0O 0 2 0

0 4 0 -2

Resolugio

Para obter os produtos elementares de A, é necessario escolher exatamente um
elemento de cada linha e de cada coluna, considerando apenas os nao nulos.

Nas trés primeiras linhas, existe apenas um elemento ndo nulo em cada uma:

a1z = —3, a1 = 3, azz = 2.

Na quarta linha, existem dois elementos ndo nulos, mas apenas a4 = —2 pode
ser escolhido.

Assim, aj3a91a33044 € 0 Gnico produto elementar ndo nulo e a permutagdo asso-
ciada é 2134, que é impar (tem 1 inversdo).

Logo, |A| = —a12az1a33a44 = (—1) - (—=3) - 3-2- (=2) = —36.

Exercicio 1

[0 0 10 |
0 —1 0 0
Calcule o determinantedamatrizA= | 2 0 0 0 0
0 0 00 —1
i 1 1 1 2 1 ]

Resolugdo

Dado que a matriz A possui muitos elementos nulos, é vantajoso restringir o cal-
culo do determinante aos produtos elementares ndo nulos. Para tal, seleciona-se,
em cada linha, um elemento ndo nulo, garantindo que as colunas corresponden-
tes sejam todas distintas. Nas quatro primeiras linhas, hd apenas um elemento
ndo nulo em cada uma delas, ou seja

» linha 1: a;3 = 1. linha 2: a9y = —1.

» linha 3: aszy — 2. linha 4: Ay5 = —1.

Na linha 5, todos os elementos sdo ndo nulos, mas as colunas 1, 2, 3 e 5 ja
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. Capitulo 4. Determinantes

foram utilizadas nas linhas 3, 2, 1 e 4, respetivamente. Assim, apenas a coluna 4
permanece disponivel, onde as, = 2.

Assim, aj3a2a31a45a54 € 0 Gnico produto elementar ndo nulo de A, correspon-
dente & permutacao 32154. Esta é par, pois tem quatro inversdes (os pares (3, 2),
(3,1),(2,1) e (5,4)). Logo, es2154 = 1, pelo que o determinante é

‘A’ = €32154 * A13A22031045054 — 1-1- (—1) -2 (—1) -2 =4,

Casos particulares importantes

A definicdo de determinante envolve a soma de produtos elementares com sinal,
sendo cada produto associado a uma permutagdo das colunas. Para matrizes de
pequena dimensdo, é possivel enumerar todos os produtos elementares com sinal e,

consequentemente, obter férmulas concretas para o determinante.

Exercicio 2

Considere uma matriz A de ordem n.

1. Determine todos os produtos elementares com sinal quando n = 2.

2. Determine todos os produtos elementares com sinal quando n = 3.

Resolucao
Para uma matriz de ordem 2,
a1p a2
A=
21 (22
existem duas permutagdes: 12 (par) e 21 (impar). Assim, os produtos elementares
com sinal sdo
+ajaz € — ajpas.
Para uma matriz de ordem 3,
ajp a2 a3
A= Q21 Q22 dA23 |,
31 azz2 Aa33
existem seis permutag¢des. Os produtos elementares com sinal correspondentes
sao:
+aj1a20a33  +a12a23a31  +a13021032

—a12G210A33 —a11G23032 —Qa13422031
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4.1 Conceitos Gerais .

Os produtos elementares com sinal obtidos correspondem as diferentes permutacdes
das colunas, bem como aos respetivos sinais associados. Somando esses produtos,
obtém-se as seguintes expressoes.

Proposicao 1

ailz a2

Seja A =

uma matriz de ordem 2. Entao,
A1 22

’A| = Q11G22 — Q12021 -

Proposicao 2

ail a1z a3
Seja A= | a1 asy asz | umamatriz de ordem 3. Entao,

31 a3z a3s3

|A| = 11022033 + A12023031 + A13021A32 — Q11023032 — 12021033 — A13022031.

As expressdes anteriores resultam diretamente da enumeragdo de todos os produtos
elementares com sinal. No entanto, o seu cdlculo pode ser organizado de forma
mais simples, recorrendo a regras operacionais especificas, que se apresentam na
secc¢ao seguinte.

» Exercicios da Sec¢ao 4.1

1. Indique se as permutagdes sdo pares ou impares.

(a) 53241. (b) 24153. (c) 43512.

2. Usando a definicdo, determine o valor do determinante das matrizes reais.

0 00 =2 0
02 0 O 0 00 a
00 =2 0 00 0 vz 0
- a
A: ’B: ,C: O 2 0 0 0 3
00 0 1 0 a 00
0 00 0 -1
30 0 O a 0 0 0
-1 00 0 0




- - - - 00000 a
00 00O a a a a a
000O0waoO
00 0 0 a 0 a a a a 00 0 00
D=1000a0|,E=]|00aaal, F= “
0 0 a 00O
0 0 a 0 O 00 0 a a
O a OO0 0O
0O a 0 0 O 00 0 0 «a
- - - : (a 00000
2 0 0 0 0 —1]
0 -1 0 O 0
0 0 0O 2 -2 0
e =
0O -1 0 0 0 O
0 O 0 3 0 0
10 0 0 0 2 |
» Solugdes dos Exercicios
1. (a) Permutacdo par. (b) Permutacgdo par. (c) Permutacdo impar.

2. |A|=12, |B] =a*, |C| =38, |D| =0, |E| =d°, |F| =—ad°® e |G| = 30.
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4.2 Regras Praticas .

4.2 Regras Praticas

As férmulas do determinante para matrizes de ordem 2 e 3, obtidas na secgdo
anterior a partir da definicdo e da enumeracdo dos produtos elementares com sinal,
podem ser aplicadas de forma mais simples através das regras praticas que se
seguem. Estas regras ndo introduzem novos conceitos: correspondem apenas a uma
forma organizada de calcular os produtos elementares com sinal dessas expressoes.
Note-se que as regras praticas aplicam-se exclusivamente a matrizes de ordem
2 e 3. Para matrizes de ordem superior, recorre-se ao teorema de Laplace ou a
condensacdo, que serdo estudados adiante.

Regra Pratica 2

Para calcular o determinante de uma matriz A de ordem 2, pode usar-se a regra

pratica ilustrada na

Al =

iy Q
= A11022 — Q12021
a 3o

- o

ou seja:
» multiplicam-se os elementos da diagonal principal e afeta-se do sinal +.
» multiplicam-se os elementos da diagonal secundaria e afeta-se o sinal —.

» o determinante é igual a soma dos dois produtos anteriores.

Usando a regra prética, calcule o determinante da matriz A =

1 -1
2 -3

Resolugio

O determinante da matriz A é iguala |[A| =1-(-3) — (—1)- 2= —1.
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. Capitulo 4. Determinantes

Regra Pratica 3

Para calcular o determinante de uma matriz A de ordem 3, podem usar-se as

regras praticas ilustradas nas figuras

U 12
|A] = | aw b/ﬁ
Al = 2 oyt
_ﬂ( (al:‘ oL
- Az 022 &
ou seja:

» acrescentam-se as duas primeiras colunas (linhas) da matriz.

» consideram-se o produto dos elementos da diagonal principal e os
produtos dos elementos de cada paralela a essa diagonal, e afetam-se os trés

produtos do sinal +.

» consideram-se o produto dos elementos da diagonal secundéria e os
produtos dos elementos de cada paralela a essa diagonal, e afetam-se os trés

produtos do sinal —.

» o determinante é igual a soma dos seis produtos anteriores.

Exemplo 4
2 0 1
Usando a regra pratica, calcule o determinante damatriz A= | 1 —1 1
2 1 1

Resolu¢ao
Comecando por acrescentar as duas primeiras colunas de A tem-se

2 0 112 0
1 -1 1] 1 -1
2 1 1|12 1
Al=2-(=1)-14+0-1-24+1-1-1—-[1-(=1)-24+2-1-1+0-1-1]
=—2404+1—-(-242+0)=-1.
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4.2 Regras Praticas .

Regra Pratica 4

O célculo do determinante de A pode efetuar-se aplicando a regra de Sarrus.
Esta regra estd esquematizada na figura

ail ai2 a3 a 3
agr7 B2 /0e3 a 3
agr— 032 033 1 a 3

o
1

ou seja:

» multiplicam-se os elementos da diagonal principal bem como os
elementos de cada tridngulo com base paralela a essa diagonal, e
afetam-se os trés produtos do sinal + (lado esquerdo da figura).

» multiplicam-se os elementos da diagonal secundaria bem como os
elementos de cada tridangulo com base paralela a essa diagonal, e
afetam-se os trés produtos do sinal — (lado direito da figura).

» o determinante é igual a soma dos seis produtos anteriores.

Usando a regra de Sarrus, calcule o determinante da matriz do exemplo anterior.

Resolugdo

Aplicando a regra de Sarrus tem-se

2 0 1
Al=|1 -1 1
2 1 1

=2.(=1)-140-1-24+1-1-1—=[1-(=1)-240-1-141-1-2] = —1.
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. Capitulo 4. Determinantes

» Exercicios da Secc¢do 4.2

1. Usando as regras préticas, calcule o determinante das matrizes reais.

V2 \/5_ [ 9 \/3_ cosf —sinf
V2 V2 2v/3 3 sinf  cos6
- - (2 —1 0| cosf 0 sinf
10> 107
D = ,E=11 0 2|, F= 0 1 0 e
1072 102 ,
L - 0 2 0] —sinf 0 cosf
[ tan 6 1 0
G = —1 tanf 0
. 0 0 1

2. Usando as regras praticas, determine o conjunto de valores = € R que satisfazem

a relagao:
5 ) x 2 0 5 0 0
x x
a = b)|1 1 0|=]0 30
ON ‘_2_4 ()
0 0 =z 1 21
1 = 0 r 0 =z
|z 2 0|=]0 2 0
0 0 =z z 0 z+4+1

» Solugoes dos Exercicios

1. |A| =4, |[B|=0, |C|=1,|D| =0, |E| = -8, |F| =1 e |G| = 1 + tan®#.

2.(a) € {-2}. (b) z € {~3,5}. () z € {~2,0,1}.
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4.3 Teorema de Laplace

Definicdo 5

Seja A uma matriz de ordem n. Designa-se por complemento algébrico do
elemento a;; de A o valor af; = (—=1)"*7|A,|, onde A,; é a matriz que se obtém

da matriz A eliminando a linha i e a coluna ;.

Exemplo 6

Determine os complementos algébricos damatrizA= | 0 0 -1

Resolugdo
A matriz A tem 9 complementos algébricos, associados a cada um dos 9 elemen-
tos da matriz.
0 -1 0 -1
as, = (1)t — 2 aSy = (—1)1+2 — -1
R L B il B
0 O 0 1
agy = (—1)1F3 =0 ag, = (—1)*! )
ik 5= (12|
21 2 0
as, = (—1)%*2 =1 aSy = (—1)%3 —4
5 = (=1) 11 5 = (—1) 1 —9
‘ 0 1 2 1
ag, = (—1)3+! ~0 aGy = (—1)%? —2
= (07 = (72|
.12 0
g = (—)"| © | =0
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. Capitulo 4. Determinantes

Observagio: Os sinais (—1)"*’ podem ser obtidos da seguinte matriz de sinais

Teorema 1 Teorema de Laplace

Seja A uma matriz de ordem n. O determinante de A é igual a soma algébrica
dos produtos dos elementos de uma linha i (ou coluna j) pelos respetivos
complementos algébricos.

Desenvolvendo segundo a
» linhai: |A| = a;1a§; + apaly + - - + a;nas,;

» coluna j: |A| = ayjaf; + agjas; + -+ + an;ay,;.

Observacgao: O teorema de Laplace pode ser aplicado a qualquer linha ou coluna
de uma matriz de ordem n. Se a linha ou coluna escolhida nado contiver zeros, sera
necessario calcular n determinantes de matrizes de ordem n — 1. Por esse motivo,
para facilitar o calculo do determinante, recomenda-se selecionar a linha ou coluna
que contenha o maior nimero de zeros.

2 0 1
ConsidereamatrizA= |0 0 -1
1 -2 1

Calcule o determinante de A aplicando o teorema de Laplace a:

(a) 12 linha (b) 22 linha (c) 22 coluna (d) 32 coluna
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4.3 Teorema de Laplace .

(a) Aplicando o teorema de Laplace a 1°? linha tem-se

Resolugdo

0 0 —1
A —92.(=1 1+1 +O -1 1+2
N o] O
0 0
+1- (=1 N =2-1-(=2)+0+0=—4.

(b) Para a2? linha tem-se

0 1 21
Al =0-(=1)*" 0-(—1)*+2
Al=0- (=] D0 (D
0
4+ (=1) - (=1)**® L =04+0+(=1)-(=1)-(—4) = —4.
(c) Para a2? coluna tem-se
0 —1 2 1
A :0 _1 142 +0 _1 242
Al=0-(-1) B R Vi
2 1
+ (=2) - (—=1)*+2 0 =0+0+(=2)-(=1)-(-2)=—4
(d) Para a 32 coluna tem-se
.0 0 512 0
Al=1-(-1)'3 —1) - (—1)*"3
D B e e I Y G VR G el I
2
+1-(=1)3"3 0 8 =0+ (=1)-(=1)-(—4) + 0= —4.

Propriedade 5

Sejam U = (uy, Uy, ), U = (Vg vy, v,) € W = (w,, wy, w,) vetores em R,
O produto misto i x ¥’ e W é igual ao determinante da matriz cujas colunas
(ou linhas) sdo os vetores @, ¥ e i, ou seja

Uy Uy Wy
U XV oW = Uy Uy Wy

Uy Vy Wy
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. Capitulo 4. Determinantes

Demonstracao

Consideremos a matriz formada pelos vetores como colunas

M=1 u, v, w,

Uy Vy Wy

Pelo Teorema de Laplace, desenvolvendo o determinante pela 32 coluna:

U v Uyr Ugp Uy Vg
M|=w,| 7 7| —w, + w,
U, U, Uy U, Uy Uy
U v Uyr Vg Uy Vg
- . Y y ) .(wawwyawz)
U, UV, U, UV, Uy Uy
—UxTVeW

Exemplo 8

Considere os vetores @ = (1,2,3), ¥ = (0, —1,4) e W = (2,1,0).
Determine o produto misto (7 x o) - .

Resolucao

De acordo com a propriedade anterior, produto misto é dado por

1 0 2
UxVew=|2 -1 1|=0+0+16—(—6+0+4) =18,
3 4 0

Exercicio 3

Usando o teorema de Laplace, calcule o determinante da matriz:

(2 -3 0 0 —2 0]
01 -1 0 0 0
A_ |0 0 0 =2 -10
0 -3 0 0 0 0
2 0 0 0 0 4
| 0 0 -2 0 0|
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Resolugdo

|A]

Ly

zeros, tem-se

2 0 0 -2
0 -1 0 0
—3-(=D)*"*{0 0 -2 -1
2 0 0 0
0 -2 0
2 0 -2
0 -2 -1
_3 —1) (= 242
(D1
0 -2 0
-2 —1
—12-2- (=)'
-2 0

» Exercicios da Seccao 4.3

4.3 Teorema de Laplace .

Aplicando o teorema de Laplace as linhas ou colunas com o maior nimero de

0

0

0

4

0
0

2 0 -2
Z 53'4'<_1)3+4 0 —2 —1
) 0 -2 0
- (—2) = 48.

1. Usando o teorema de Laplace, calcule o determinante das matrizes:

2

_— o O

o O O w o

1
-2

—_

S O =N

N e

w ot W =

e £ =

» Solucoes dos Exercicios

0 O

-4 0
-1 2

1 1

N N = =

—_

0 1 3 -1 2
0 3 —4 4
’O: b)
0 0 -2 0 0
3 2 1 2 —4
00 —2 0 |

1 2 -2 3

01 1 1
00 1 -1
00 0 0 |

1. |[A] =10, |[B| = —24, |C| =0, |D| = 12 e |E| = —2.
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4.4 Propriedades

Nesta sec¢do apresenta-se um conjunto de 10 propriedades que visam facilitar o
calculo do determinante de uma matriz.

Sejam A e B matrizes de ordem n.

Propriedade 1: |A”| = | A|.

Observagdo: Esta propriedade é uma consequéncia imediata da definicdo de
determinante pois as matrizes A e A” tém os mesmos produtos elementares com

sinal.

Exemplo 9

Considere as matrizes A e AT

1 2 3 1 1 O
A=11 -1 1 e AT=12 -1 =2
0 -2 -3 3 1 =3

Usando a regra de Sarrus tem-se, [A| =34+0—6—(0—2—6) =5e |AT| =
3—6+0—(0—2—6)=5.

Propriedade 2: Se A é uma matriz que tem pelo menos uma linha (ou coluna) nula
entdo |A| = 0.

Observacao: Esta propriedade é uma consequéncia imediata da defini¢do de deter-

minante.
Exemplo 10
1 —1 3
ConsidereamatrizA= |10 0 0
7 —4 5

Aplicando o teorema de Laplace a 22 linha (nula) de A tem-se

|Al =0 x a3, +0 x a5y + 0 x aj; = 0.
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iguais entdo |A| = 0.

Exemplo 11

4.4 Propriedades .

Propriedade 3: Se A é uma matriz que tem pelo menos duas linhas (ou colunas)

-1 3

A:7'—13+1
=7 (- T

1 -1 3
ConsidereamatrizA= |1 —1 3
7T —4 5

Aplicando o teorema de Laplace a 37 linha de A tem-se

1 3

4‘(_1)34-2 s

+ 5. (_1)3+3

1
1

-1
-1

=7-0—-4-04+5-0=0.

Propriedade 4: Se A é uma matriz triangular entdo |A| = aj1as2 - - - @y, (produto dos
elementos da diagonal principal).

Observacao: Esta propriedade resulta de aplicar sucessivamente o teorema de La-
place a primeira coluna se a matriz for triangular superior ou aplicar sucessivamente

a primeira linha se a matriz for triangular inferior.

Exemplo 12

Considere a matriz real triangular superior A =

b ¢
d e
0 f

Aplicando o teorema de Laplace sucessivamente a 1 coluna tem-se

oS O 2

d e

L (_1\141
Al = (1|

=a-d- (=) |f| = adf.

Propriedade 5: |AB| = |A||B|.
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. Capitulo 4. Determinantes
Exemplo 13

1 —1 1 —1
Considere as matrizes A = eB= .
3 2 1 2
_ —92 _
Como AB = 0 =3 BA = [ . ] entdo
|AB| =15 = |BA| =5-3 =|A||B|.

Definicdo 6

Uma matriz elementar é qualquer matriz obtida a partir da matriz identidade

I,, por meio de uma tinica operagao elementar por linha.

A seguir, apresentamos trés matrizes elementares obtidas a partir de /3, cada uma
correspondente a um tipo de operagdo elementar por linha, e ilustramos seus efeitos
sobre uma matriz genérica

@11 a2 13
A= Q21 Ag22 A3

a31 daz2 (33

» Troca de duas linhas: | <> L,

010 o1 G2 A23
Er=11 00 = FEA=|ay ap as
0 0 1 az; Gs2 (33

A primeira e a segunda linhas de A trocam de lugar.
» Multiplicacdo de uma linha por um escalar: L, — 3L,

0 ain a2 a3
0 = EQA = 3@21 3@22 3CL23
1

a3 32 as3

by =

O O =
oS w O

A segunda linha de A é multiplicada por 3.
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» Adicao de um miltiplo de uma linha a outra: L3 — L3 + 2L,

a1 12 @13

Es = = [3A= ao1 22 Q23

O =
o = O
_ O O

as1 + 2a11  age + 2a12  ass + 2a;3

A terceira linha de A é somada com o dobro da primeira.

Propriedade 6: Da aplicagdo das operacdes elementares sobre as linhas (colunas)
de uma matriz tem-se que:

» se amatriz B é a matriz que se obtém da matriz A realizando uma troca de duas
linhas (colunas) entdo |B| = —|A].

Exemplo 14

1 2 3 1 -2 -3
Considere as matrizes A= | 1 —1 4 eB=1|1 -1 4
1 -2 -3 1 2 3

A matriz B obtém-se a partir da matriz A trocando a primeira e a terceira
linhas, pelo que |B| = —|A|.
De facto,

A]=3+8-6—(-3-6-8)=22e[B|=-3-8-6-(3—6+8) =22

Observacao: Observe-se que B = E; A, onde E; é a matriz elementar que se
obtém de /5 efetuando a troca entre a 1? e a 32 linhas, ou seja:

E1:

_= O O
o = O
o O =

e pela Propriedade 5, | B| = |E1 A| = |E4y||A| = (—1) - 22 = —22.

» se a matriz B é a matriz que se obtém da matriz A multiplicando uma linha
(coluna) da matriz A por um escalar ndo-nulo k entdo |B| = k|A].

123 |
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Exemplo 15

Considere a matriz A do exemplo anterior. Multiplicando por —2 a sua 27

linha obtém-se
1 2 3
C=|-2 2 -8
1 -2 -3

Observe-se que |C| = —6 — 16 + 12 — (6 + 12 4 16) = —44 = —2|A].

Observacao: Observe-se que C' = E»A, onde E, é a matriz elementar que se
obtém de /5 efetuando a mesma operacao que se efetuou em A, ou seja:

1 0 0
Ey=10 -2 0
0 0 1

e pela Propriedade 5, |C| = |EyA| = |Es||A| = (—2) - 22 = —44.

» se a matriz B é a matriz que se obtém da matriz A adicionando a uma linha da
matriz A, outra linha de A multiplicada por um escalar ndo-nulo entdo |B| = |A|.

Exemplo 16

Considere a operacdo elementar realizada sobre a matriz A

1 2 3 1 2 3
R ——
A= 1 -1 4 L2—>L2—L1 0 —3 1 = D.
1 -2 -3 1 -2 -3

Esta operacdo ndo altera o determinante. De facto

D] =9+2+0—(—9+0—2) =22=|A|

Observacao: Observe-se que D = E3A, onde E5 é a matriz elementar que se
obtém de 5 efetuando a mesma operacdo que se efetuou em A, ou seja:

1 00
Es=1-110
0 01

e pela Propriedade 5, |D| = |EsA| = |Es||A| =122 = 22.
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A préxima propriedade é uma consequéncia das Propriedades 3 e 6.

Propriedade 7: Se a matriz A tem pelo menos duas linhas (ou colunas) proporcionais
entdo |A| = 0.

Exemplo 17

a b c a b c
Considere as matrizesreais A= | d e f |eB=|d e f
aa ab ac a b c

Como |A| = a|B| e B tem duas linhas iguais entdo |A| = a|B| = a -0 = 0.

Propriedade 8: Se as matrizes A e B tém n — 1 linhas iguais e se a matriz C' é formada
pelas mesmas n — 1 linhas e a restante linha é a soma da restante linha de A e de B
entdo |C| = |A| + |B|.

Observacao: Esta propriedade exprime a linearidade do determinante relativamente
a cada linha (ou coluna), mantendo as restantes fixas.

Exemplo 18

Considere as matrizes reais:

a b ¢ a b c a b c
A=|d e f|,B=|d e f|eC= d e f
g h i j k1 g+7 h+k i+1

Para verificar que |C| = |A| 4 | B|, aplica-se o teorema de Laplace a 3? linha de
cada uma das matrizes. Assim

b
C] = (g + ) ) R R RSN
d f e
b ¢ a c a b b ¢ a ¢ a b
= —h +1 + 3 —k +1
MNe s d 1 a el ey d f d e
a b ¢ a b ¢
=|d e f|+|d e f|=|A+]B|
g h 1 7 k1
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Propriedade 9: |\A| = \"|A|, para A € R.

Demonstracao

Como A, ¢ uma matriz com todos os n elementos da diagonal principal iguais a
A, e aplicando as Propriedades 4 e 5, tem-se

M| = [ALA| = [AL] - |A] = A"[A]. u
Exemplo 19
-1 2 0 2 -4 0
Considere as matrizes A = 1 0 4 eB=| -2 0 -8
1 -2 -1 -2 4 2

Observe-se que |[A| = 0+8+0—(0—2+8) = 2, |B| = 0—64+0—(0+16—64) = —16
e B= —2A4,ouseja, |B| = (—2)%|Al.

Propriedade 10: Se a matriz A é invertivel entdo |A™!| = Tl

Demonstracao

Se a matriz A é invertivel entdo existe uma matriz A~! tal que AA™" = [,,, pelo

que )
[AAT = 1| < JA|[AT =1 & |[A7Y| = TA] m
Exemplo 20
-1 2 0 4 1 4
Considere asmatrizes A= | 1 0 4 |eB=|5/2 1/2 2
1 -2 -1 -1 0 -1
Como |A| = 2 # 0, conclui-se que A é invertivel e, pela Propriedade 10,
1 1
A7 = W =3 Por outro lado, observe-se que AB = I3,isto é, B = A~
Calculando diretamente o determinante de B, obtém-se
5 1
AN =|Bl=—2-240—(-2—=+0) =-.
47| =18 0 (-2-F40) =3
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Observacdo: Observe-se que, em geral, |A + B| # |A| + |B|, como se ilustra no

contra-exemplo seguinte.

Exemplo 21

Considerando as matrizes A =

-1 2 3 =2
eB= tem-se
2 4 ] [ 1 —4

=0+#-18=-8—10=|A| + |B].

0

|A+ B| =
3

Exercicio 4

Sejam A e B matrizes de ordem 5 tais que |A| = 4 e B é a matriz que se obtém

de A por aplicagdo das sucessivas operagdes elementares:

L3 — Lg — 4L2, L3 <~ L5 e L4 — —3L4

1
Calcule o determinante da matriz M = —éATB )
Resolu¢ao
Como
1 1
Al = Al = A = —— B[ = 5[B]
3—L3—4Ly L3+ Ls Li——3L4 3 3

entdo |B| = 3|A| =3-4 =12 e assim

1\’ 1 1 3
M| ={—-=) |ATB|= ——=|AT||B| = ——= -4-12 = ——.
2 32 32 2
1
Sejam A e B duas matrizes de ordem 4 tais que |A| =9 e |B| = ~3

1 T
Calcule o determinante da matriz M = (§A2B_1> )
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. Capitulo 4. Determinantes

Resolugdo

Recorrendo as propriedades dos determinantes tem-se

1 o 1\* 1
(M| =|(-A’B™") |=|-A’B7'|= (=] |AAB™'| = —|A||A||B7!
3 3 3 81
Ly L3
81 Bl

O préximo resultado é uma consequéncia imediata da Propriedade 10.

Teorema 2

Uma matriz A é invertivel se e s6 se |A| # 0.

Exercicio 6

Verifique se as seguintes matrizes sdo invertiveis:

5 _g 2 1 =2

= [ eB = 1 0 -1
1 1

-1 1 1

Resolugdo

Como |A| = 2—(—2) = 4 # 0 entdo A é invertivel. No entanto, B ndo é invertivel

pois | B| = 0, uma vez que a terceira coluna é simétrica da primeira.

Exercicio 7

Determine os valores de = para os quais € invertivel a matriz real

1+x 1 1 1
. 1 1+x 1 1
1 1 1+x 1
1 1 1 1+
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Comecando por calcular o determinante da matriz A tem-se

Resolugdo

1 1+ 1
’ Ly — Ly — (1 + )Ly
14+2 1 1
Al = — Ly — Ly — Iy
Li<>Lo 1 1 1+fl§' 1
L4 — L4 — Ll
1 1 1 14+
1 1+ 1 1
‘ 9 —2r—2? —-x —x
0 1-(142) —z —x
=— = — - x
0 —T 1
- 0 =z
0 —x 0 =z
242 1 1
——(-a)(-a)-x)| 1 -1 0
1 0 -1

=2’2424+04+0—(-1-1+0)] =2z +4).
Assim, A é invertivel se e s6 se |A| # 0, ou seja
Pr+4) 40 s#0N1 # —4

Portanto, a matriz A é invertivel para todo = € R\ {—4,0}.

Com base nas propriedades estudadas sobre determinantes, podemos agora apre-
sentar um resultado fundamental que sintetiza diversas ideias abordadas até aqui.
Este teorema estabelece uma ligacao clara entre a invertibilidade de uma matriz, a
sua equivaléncia por linhas a matriz identidade, a sua caracteristica e o valor do seu
determinante.

Teorema 3

Seja A uma matriz de ordem n. Entédo:

A éinvertivel < A é equivalente por linhasa [, < car(4) =n < |A| #0.
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» Exercicios da Secc¢io 4.4

a b c
1. Sabendoque | d e [ | = —5, use as propriedades para calcular o determinante
g h 1
das matrizes reais:
—d —e —f ] [ 20 ¢ 3a h g 1
A= 2a 2b 2¢ |, B=| -2 f 3d |, C=|¢e¢ d [ |,
3g 3h 3i | | —2h 1 3y 2b 2a 2c
2a 2b 6c¢ I a b c
D=1|d e 3f | ekE= d e f
g h 3 | —2a+g —20+h —2c+i

2. Caso necessdrio, use as operac¢des elementares para determinar o(s) valor(es)
de(os) parametros a e b que ndo anulam o determinante das matrizes reais:

a 1 1 1 a—1 0 0 1
e 0 a—1 1 1 B- 0 a-—1 1 1 ,
0 0 a+2 1 0 a—1 b 1
0 0 0 b 0 0 b—1b—1
[a 0 0 b ] a a a a 10 1 0
o 0 a b 0 p_|@ b a a 5o 01 b a
lobao|l" Jlaabal T |1 b at+t® ab |
b 0 0 a | a a a b 1 b a+b* ab+0
_ ; (a0 00 0]
a 1 11 a b a O
0 a b 0O
Ja b 1 1 a_|@ ab a 0 eH=1004a b 0
a b a1l 1 b 0 000 ab
a b a b 0 0 ab !
- - (b 000 a|
3. Sejam A e B matrizes de ordem 3 tais que |A| = 2 e |B| = —1. Calcule:
]_ T T -1
() |242B7]. (b) | — A"'B|. (© |5 (4%) (B )

4. Seja A uma matriz de ordem n. Mostre que:
(a) se A é uma matriz ortogonal entdo |A| = £1.
(b) se A é uma matriz tal que A*> = Aentdo |A| =0V |A| = 1.

(c) sen éimpar e A é uma matriz antissimétrica entdo |A| = 0.

130



4.4 Propriedades .

» Solucdes dos Exercicios

1. |A| = =30, |B| =30, |C| = —10, |D| = —30 e |E| = —5.

2. |Al =abla+2)(a—1) £0 < a € R\ {~2,0,1} A b€ R\ {0},
1B = (a—1)2(b—1)2#0<acR\ {1} Abe R\ {1},
ICl=(a—0b)*(a+b)?*#0=a,beRANa#bAa# —b,
ID|=a(b—a))#A0<a,beRANa£bNa#0,
IE|=bla—1)#£0<ae R\ {1} AbeR)\ {0},
IFl=ala—1)(b—12£0< aeR\{0,1} Abe R\ {1},

G| = a®?(a—1)(b—1) £0 < a € R\ {0,1} Abe R\ {0,1} e

|H|=a°+b"#0< a,b e RAa# —b.

3. (a) —32. (b) % (©) —%.

4. —
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4.5 Matriz Inversa

Defini¢des 7

Seja A uma matriz de ordem n. Designa-se por:

» matriz dos complementos algébricos de A, a matriz que se obtém de A subs-
tituindo cada um dos seus elementos pelo respetivo complemento algébrico
e denota-se por A° = [a;] ou A = [a;;];

» matriz adjunta de A a transposta da sua matriz A°, denotando-se por
Adj(4) = (4°)".

Propriedade 6

Para qualquer matriz A de ordem n tem-se A Adj(A) = |A|L, = Adj(A) A.

Teorema 4

Adj(A)

Se a matriz A é invertivel entio A~ ! = W

Demonstracao

Como a matriz A é invertivel entdo |A| # 0 e assim

AAj(A) = |A| L, = Adj(4) A & A A‘a'f‘) =

Adj(4)
|A]

ou seja, A~1 =
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1 21
Determine, caso exista, a matriz inversa da matriz A= | —2 0
0 2 1

Resolugdo

Para determinar a inversa de A, caso exista, ha que realizar os seguintes passos.

» Comecar por calcular o determinante de A

1 21
Al=| -2 0 2|=0+0—-4—(0—4+4)=—4.
0 21
Como |A| = —4 # 0 entdo A é invertivel.

» Calcular a matriz dos complementos algébricos de A

H(—4) —(=2) +(-4) 4 2 4
AC=| —(0) +1) =2 |=]0 1 =2
+4) —(4) +) 4 -4 4

» Calcular a matriz adjunta de A

4 0 4
Adj(A)=(A9)" = | 2 1 -4
—4 -2 4

» Finalmente, calcular a matriz inversa de A

Adj(A) 1 0 —1
A= ’;]4| — | —1/2 —1/4 1
112 -1
Propriedade 7
1 _
Se a matriz A = i e é invertivel entdo A~ = — 22 a12 )
Qo1 A9 |A] | —ay  ap
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Demonstracao

(A" 1
Al 4]

22 —a921

22 —ai2
Como A¢ = ] .

—Q21 411

] entio A~ ! =

—Q12 Ay

Observagdo: A inversa de uma matriz de ordem 2 é a matriz que dela se obtém
trocando os elementos da diagonal principal e trocando o sinal aos elementos da
diagonal secundaria, seguida da divisdo pelo determinante.

Exercicio 8

3 4
Determine a matriz inversa de A = Lo ] .
Resolucao
Como |A| = —2 # 0 entdo A é invertivel e pela Propriedade 7 tem-se

A_lzi[—z 4]:[ 1 -2 ]
2| -1 3 1/2 —3/2

Exercicio 9

E 0 0 00
0 k-1 0 0 0
Considere a matrizreal A = | 0 0 1—k 0 0 |,ondek €R.
0 0 0 1 k
00 0 Kk 1

Determine:

(a) os valores do parametro real k para os quais existe a matriz A~".

(b) (A™1),s, ou seja, 0 elemento da 42 linha e 52 coluna da matriz A~

Resolucao

(a) Primeiro vamos calcular o |A| usando, por exemplo, os dois processos.

1° processo: Aplicando sucessivamente o teorema de Laplace, por exemplo,
a 12 coluna tem-se
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4.5 Matriz Inversa .

k0 0 00
0 k—1 0 0 .
Al=0 0 1-k 0 0|=kE-DO-K)|
0 1k
0 0 0 k1

ouseja, |[Al =k(k—1)(1 —k)(1 —k?).

22 processo: Usando a operacdo elementar L, = L; — kL, que ndo altera |A|

tem-se
ko0 0 0
0 k=1 0 0 0
Al={0 0 1-k 0 0 |=k(k—1(1—=k)(1-k).
0 0 0 1 K
0 0 0 0 1—k

Portanto, existe A™! se e s6 se |A| # 0, ou seja, para k € R\ {—1,0,1}.

(b) Uma vez que .
_ g, _ (), @,

1
W=~~~ I
entao
k 0 0 0
() —THO RS0 o) RG-1 |k
= JA]| 0 -k 0| kETDKk—-17 k_1
0 0 0 k

comk € R\ {-1,0,1}.

Teorema 5

Seja AX = B um sistema de equacdes lineares.

Se A é invertivel entdo a solugdo do sistema é dada por X = A™'B.

Observacao: A forma de calcular a solugdo de um sistema de equagdes lineares

descrita no teorema anterior é usualmente conhecida por método da matriz inversa.
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Exemplo 23

Usando o método da matriz inversa, determine o conjunto solugdo do sistema

de equagdes lineares S definido por:

20 +y =26
—r+3y=-10

Resolugdo

S é definido matricialmente AX = B por

R EHEN AR

Como |A| = 7 # 0 entdo a matriz A é invertivel e

113 —1
A7l =~ .
7[1 2]

Aplicando o método da matriz inversa, a solugdo X de S é

e[ 2[5

pelo que o conjunto solugdo do sistema é CS = {(4, —2)}.

» Exercicios da Sec¢ao 4.5

1. Calcule o determinante, a matriz adjunta e a matriz inversa (se existir) das

matrizes:
1 2 00 1 2 1 1
Vo2 34 0 0 00 10
A=| -2 0 2 |,B= ,C = ,
13 5 6 0 0 01 1 0
78 0 0 21 1 1
(1 0 0 0 0]
1 2 1 0
0 1 9 0 2 —=1.0 0 0
D = eEFE=10 -2 1 0 0
1 3 -1 0
0O 0 2 —1 0
11 1 1
_0 0 0 =2 1_
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1 2 01
1
2. Considere a matriz A = 2 00
—1 1 1
0 -1 00

Determine os elementos (A™1),,, (A71),, e (A™1),, da matriz A"

3. Seja A uma matriz de ordem n. Mostre que se:

(a) A éuma matriz escalar entdao a matriz Adj(A) é uma matriz escalar.

(b) A é uma matriz diagonal entdo a matriz Adj(A) é uma matriz diagonal.
(c) |A| = 1entdo Adj(A) = AL,

(d) n =2entdo Adj (Adj(A)) = A.

4. Seja S o sistema de equagdes lineares AX = B, onde:

11 1 z 1
1

A | 000 x| Y| en=]"

02 -1 0 2 1

21 0 1 w 0

(a) Determine a matriz A~

(b) Use o método da matriz inversa para determinar o conjunto solucdo de S.

5. Seja S o sistema de equagdes lineares AX = B, onde:

11 1 0
A=111 2 eB=| -1 0
1 2 —1 0 1

Use o método da matriz inversa para determinar a solucdo X de S.

» Solugdes dos Exercicios

-6 1 4 -3 1/2 2
L JjAl=2, Adj(A)=| 4 -1 2| eAd'=] 2 —1/2 -1
-6 2 4 -3 1 2
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00 0O
0000
|B] =0, Adj(B) = e B~ ndo existe.
00 0O
00 0O
1 -1 -1 -1 -1 1 1 1
0O -1 -1 0 0 1 1 0
IC| = —1, Adj(C) = e O~ =
0O 1 0 O 0o -1 0 O
-2 2 3 1 2 =2 =3 -1
5 o5 =50
-2 =2 2 0
|D| =0, Adj(D) = e D! nio existe.
-1 -1 1 0
-2 =2 2 0
(1 0 0 0 0] (1 0 0 0 0]
2 =10 0 0 2 =10 0 0
E|l=1Adj(E)=| 4 -2 1 0 0|eE'=|4 —21 0 0
8§ —4 2 -1 0 8§ —4 2 -1 0
_16 -8 4 -2 1_ _16 -8 4 =2 1_
2. 4| = —2,
A-1 [(ai‘)T} 13 _ 431 0. (A-! Qo 1 A-1 as, 1
(A7) IA] —W—a( )2 1A=~ e ( )42_|A|__§
3. —
-1 0 0 1 —1
2 -1 0 -1 2
4 (a) A = b) X = A'B =
4 -2 -1 -2 )
0O 1 0 O 0
5/2 —1/2 -1 1 0 3 -1
5. X=A"'B = -3/2 1/2 1 -1 0| =] -2 1
~1/2 1/2 0 0 1 ~1 0
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4.6 Regra de Cramer

Teorema 6

Seja S o sistema de equagdes lineares AX = B, nas incognitas z1, Za, . . ., Ty.

Se |A| # 0 entdo S tem uma tinica solucdo e os valores das incégnitas sdo dados

por:
_ [Ag|

Lj

- 7.j:1727"'7n/
|4

onde A,, representa a matriz que se obtém da matriz A substituindo a coluna j

pela matriz B dos termos independentes.

Exemplo 24

Use a regra de Cramer para determinar o conjunto solugdo do sistema de

equagdes lineares S definido por:

u—v==r
Uu+v=2 "

Resolugdo

S é definido por AX = B, sendo

R

Como |A| = 3 # 0 entdao podemos aplicar a regra de Cramer para calcular a

A:

Unica solucdo de S. Assim

A, 1
u f— - —
A3

7 —1
2 1

Logo, o conjunto solugdo de S é CS = {(3, —4)}.
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Exercicio 10

Use a regra de Cramer para determinar o conjunto solugdo do sistema de
equagdes lineares:
(4 y+2=2
y+z+u=0
S Z+U+U=0.
u+v+w=0
v—w=70
L v+w=0
Resolucao
S é definido por AX = B com
(11100 0 ] [ 2] N
01110 0 0 y
1 11
A:OO O,B:OeX:Z
00011 1 0 u
00001 —1 0 v
100001 1 | | 0| | w |

Como |A| = 2 # 0 entdo podemos aplicar a regra de Cramer.

» Como B é o dobro da coluna dos coeficientes da varidvel = de S entdo

21100 0
01110 O
00111 0
|[Aa| = = 2|4]

00011 1
00001 -1
000O0T1 1

|As|

pelo que x = = 2.
Al

tém valores nulos.

Portanto, CS = {(2,0,0,0,0,0)} é o conjunto solugao de S.

140

» Substituindo cada uma das colunas dos coeficientes das restantes variaveis
pela matriz B, verifica-se que o determinante que dai se obtém é nulo, pois
tem duas colunas multiplas uma da outra. Logo, as restantes incoégnitas de .S



4.6 Regra de Cramer .

» Exercicios da Seccao 4.6

1. Use a regra de Cramer para determinar o conjunto solugdo dos sistemas de
equagdes lineares:

r—2y=1
35 + 2 r-2y=1 2= 0
x = — — oy
S1Z{5+g 5 Sy y—22=0 Sy Y 1
€T = — — e
4 2r —Hz =25 v
r+w=0

2. Use aregra de Cramer para determinar apenas o valor de z da solucdo do sistema
de equacdes lineares:

(x+y:1
y—z=0
z+uv=1
v—w =70

\x+w:1

3. Use a regra de Cramer para determinar o conjunto solugao do sistema de equa-
¢Oes lineares reais:
r+y+z+w=1
ar + by +cz+dw=a
a?x + b2y + 2+ dPw =a®
adr + by + A2+ dBw = a?

onde a, b e c sdo parametros.

Nota: Utilize a metodologia aplicada na resolu¢ao do exemplo da pagina 140.

4. Considere o tridngulo da figura para o
qual sdo vélidas as seguintes relagdes

ccosff+bcosy=a

ccosa+acosy=b .

bcosa+ acosff =c

Use a regra de Cramer para determinar a solu¢do do sistema em ordem a
x = cosa, y = cos 3 e z = cos, e confirme a lei dos cossenos, ou seja:

a’® =b* + ¢ — 2bccosa, b =a* +¢® —2accosff e ¢ =a® +b* — 2abcos .
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» Solugdes dos Exercicios

1. CSs, = {(1,-5)}, CSs, = {(5,2,1)} e CSg, = {(1,0,0, —1)}.
1
2.225.

3. CS = {(1,0,0,0)}.

( 1

cosa = — (—a®> + >+
2bc ( ) a? = b% + ¢ — 2bccos

1

4. Como ¢ cosf3 = 5 (a> =V + ) entdo { b? =a®+c®—2accosf3 .

ac

c? = a®+ b? — 2abcosy

1
cosy = 5 (a® +b* — ¢?)
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Espacos Vetoriais Reais

Um espaco vetorial é um conjunto de vetores que podem ser somados entre si e
multiplicados por ntimeros, formando novas combinagdes de vetores. Esses vetores
podem representar uma variedade de entidades matematicas ou fisicas, desde
coordenadas geométricas a fungdes, sinais, forcas, entre outros.

Os espagos vetoriais mais familiares, como R? ou R?, permitem uma interpretagdo
geométrica clara, correspondendo a planos e espacos tridimensionais. A generaliza-
¢do do conceito de vetor a outros espagos e com outras dimensdes permite organizar
certos conjuntos de objetos em estruturas com a mesma formulagao tedrica.

A importancia tedrica dos espacos vetoriais reside na sua estrutura algébrica bem
definida, que permite a defini¢do de conceitos fundamentais como base, dimensao,
dependéncia linear e aplicagdes lineares. Esta estrutura proporciona um quadro uni-
ticador para a resolucdo de problemas lineares, permitindo uma descrigdo abstrata
e versatil de fenémenos em diversas areas.

Os espagos vetoriais tém aplicagdes transversais em multiplos dominios do conheci-

mento, nomeadamente:

1. Geometria

Utilizados na descri¢do de objetos geométricos, os espagos vetoriais permitem
representar retas, planos e hipersuperficies em diferentes dimensdes, bem como

analisar transformagdes geométricas.
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2. Engenharia

Aplicados na modelagdo e andlise de sistemas fisicos e estruturais, os espagos
vetoriais sdo essenciais para representar forcas, deslocamentos e tensdes em
engenharia mecanica, civil e elétrica.

3. Fisica

Em mecanica cldssica e quantica, os espacos vetoriais sdo usados para representar
estados fisicos e operadores. Além disso, aparecem em eletromagnetismo e
relatividade para descrever campos vetoriais.

4. Computacdo Gréfica

Utilizados para representar e manipular objetos em trés dimensdes, os espagos
vetoriais permitem realizar transformacdes, projecdes e renderizagdes realistas

em gréaficos computacionais.
5. Processamento de Sinais

Fundamentais para a representagdo de sinais em telecomunicagdes e dudio, os
espacos vetoriais sdo usados na decomposigao de sinais em séries de Fourier e
na compressdo de dados.

6. Controlo e Automacgao

Na engenharia de controlo, os espagos vetoriais permitem modelar sistemas dina-
micos e projetar controladores eficientes, garantindo estabilidade e desempenho

otimizado.

Neste capitulo, exploraremos os conceitos fundamentais de espago vetorial, subes-
paco vetorial, combinacdo linear, subespaco gerado, independéncia linear, base e
dimensao. Estes conceitos sdo essenciais para compreender a estrutura e as proprie-
dades dos espagos vetoriais e a sua aplicagdo em diversas areas da matematica e da

engenharia.

Orientacao de trabalho: o capitulo apresenta 4 atividades de trabalho e, em cada
uma delas, o leitor deve dedicar entre 3 e 5 horas de estudo auténomo. As atividades
que propomos encontram-se esquematizadas da seguinte forma:

» Atividade 14 — 5.1 Conceitos Gerais e 5.2 Combinacdo Linear
» Atividade 15 — 5.3 Subespacgo Vetorial Gerado e 5.4 Dependéncia Linear
» Atividade 16 — 5.5 Propriedades da Dependéncia Linear e 5.6 Base

» Atividade 17 — 5.7 Dimensao
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5.1 Conceitos Gerais

Seja ' um conjunto ndo vazio onde estdo definidas duas operagdes:

1.

Definic¢des 1

"o,

soma ou adi¢do, "+" a cada par (u,v),comu,v € F, associa um e um sé elemento
utvebk.

multiplicacdo escalar, ".": a cada par (o, u), com o € Re u € E, associa um e um
sO elemento a.u € F.

Diz-se que (E, +,.) é um espaco vetorial sobre o corpo R ou que E é um espaco

vetorial real se forem verificados os seguintes axiomas para a:

1. soma ou adigéo (+)

(i) fecho: seu,v € Eentiou+v € E.

(i) comutatividade: u+v =v + u.
(iii) associatividade: (u+v)+w=u+ (v+w).
(iv) existéncia de elemento neutro: 30z € F: u+ 0 =0 +u = u.
(v) existéncia de elemento simétrico:

Vue E,3(—u) € E:u+(—u)=(—u)+u=_0g.
2. multiplicagdo escalar (.)

(i) fecho:sea € Reu € F entdo a.u € E.

(ii) distributividade em relacdo a adi¢ao de E: a.(u + v) = a.u + a.v.
(iii) distributividade em relagdo a adi¢dao de R: (a + f§).u = a.u + f.u.

(iv) associatividade mista: a.(f.u) = (af3).u.

(v) existéncia de elemento unidade de R: 1.u = u.

"nmn

Observacao: Na multiplicagdo por um escalar é usual omitir-se o simbolo ".".
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. Capitulo 5. Espacos Vetoriais Reais

Defini¢oes 2

Os elementos do espago vetorial E designam-se por vetores e os elementos do
corpo R designam-se por escalares.

Sao espagos vetoriais reais, com as operagdes usuais de adi¢do e multiplicagao
escalar, o conjunto R" e o conjunto M, ., (R).

Propriedades 1

Sejam E um espaco vetorial real, u € Fea € R.

1. O elemento neutro 0y é Ginico.
2. o elemento simétrico —u é tnico.

3. au=0g< a=0Vu=0g.

Definic¢ao 3

Seja V um subconjunto nado vazio do espago vetorial £. Diz-se que V é um

subespaco vetorial de £ se V, com as operagdes definidas em E, é um espago

vetorial.

Teorema 1

Se V' é um subespaco vetorial de E entdo 0 € V.

Observagdo: Se 0 ¢ V entdo V ndo é um subespago vetorial de E.

Esta observacdo mostra que a presenga do vetor nulo é uma condi¢do necessdria,
mas ndo suficiente, para que um subconjunto de um espaco vetorial seja um subes-
paco vetorial. A caracterizagdo completa é apresentada no teorema seguinte, que
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retine as condigdes essenciais e substitui a verificacdo direta dos axiomas de espaco
vetorial.

Teorema 2

V' é um subespaco vetorial de E se e s se satisfaz as seguintes condi¢des:
() V C E.
(i) 0 € V.

(iii) Vu,veV:u+vel.
(iv) Vae R,VueV:auelV.

Verifique se V = {(x,y,2) € R*: y = 0} é um subespaco vetorial de R?.

Resolugdo

V ndo é um subespaco vetorial de R? pois sendo constituido por vetores de R?
nao estd contido em R?. Nao se verifica a condigdo (i) do teorema anterior para
ser subespaco vetorial.

O conjunto V' = {(z,y,2) € R*: 2 = 1} ndo é um subespaco vetorial de R?.
Justifique.

Resolugdo

V nédo é um subespaco vetorial de R? pois o vetor nulo Og: = (0,0,0) ¢ V. Existe
falha na condicdo (ii) do teorema anterior para ser subespaco vetorial.

Verifique se V = {(z,y, z) € R*: 2y > 0} é um subespago vetorial de R3.
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Resolugdo

subespaco vetorial de R?, pois falha a condigao (iii) do Teorema 2.

xy > 0), tem-se
ut+v=(1,-1,0)¢V
umavezque zy =1-(—1)=—-1<0.
Observagdo: Observe-se que V' satisfaz as restantes condi¢gdes do Teorema 2:
(i) V C R? por definigdo.

(i) O vetor nulo estd em V, pois (0,0,0) € V.
(iv) Paraa e Reu = (z,y,z) € V com zy > 0, tem-se

ou = (ax,ay,az) €V

pois (az)(ay) = a*zy > 0.

Como zy >0« (z>0Ay >0)V(r <0Ay <0), oconjunto V ndo é

Tomando, por exemplo, u = (2,1,0) € Vev =(—1,-2,0) € V (pois em ambos

Verifique se V = {(z,y,2) € R®: £ >0 A y > 0} é um subespaco vetorial de
R3.

Resolugdo

considerando, por exemplo, « = —leu = (1,1,1) € V tem-se
au=(—-1)(1,1,1) = (-1,-1,-1) ¢ V
poisa 1% e a 27 componentes sdo negativas.
Observacado: Note que V satisfaz as restantes condigdes do Teorema 2 pois
(i) V C R? por definigdo.
(ii) Escolhendo 2z =y = z = 0 obtém-se (0,0,0) € V.

e yy > 0. Assim
u+v=(r;+,y1 +y2,21+20) €V

poisz; +x2 > 0ey; +y2 > 0,0useja, vu,veV:u+velV.
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Teorema 3

Para qualquer subespago vetorial definido por um sistema de equagdes lineares,
é sempre possivel determinar uma descri¢do paramétrica, isto é, escrever o seu
vetor genérico em fungdo das variaveis livres.

Mostre que V = {(z,y,2,w) ER*: x —y=0 A y —w =0} é um subespaco
vetorial de R*.

Resolugdo

Como
r—y=20 o r=y
y—w =20 w=y

entdo o conjunto V fica definido pelo seu vetor genérico (y,y, z,y), ou seja,
V ={(y,y,2,y) : y,z € R}. Assim, quanto a verificacdo das condi¢oes do Teo-

rema 2, tem-se
(i) V C R* por definigao.
(ii) Escolhendo y = z = 0 obtém-se (0,0,0,0) € V.
(iii) Sejam u = (y1,v1, 21,y1) € V e v = (Y2, Y2, 22,y2) € V. Tem-se
u+v=(y1+y2,y1 + Y22+ 22,0 +y2) = (,y,2,y) €V
(iv) Tomando o € Reu = (y1,y1,21,%1) € V tem-se

au = a(yr, v, 21,y1) = (o1, ayr, oz, ayn) = (y,y,2,y) € V.

Logo V' é um subespago vetorial de R*.

Mostre que V = {A € Myy»(R) : A ésimétrica} é um subespacgo vetorial de
M2><2 (R)
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Resolucao
Para mostrar o pretendido vamos considerar dois procedimentos.

1° procedimento: Como A” = A entdo V fica definido pelo seu vetor genérico

V:{ “ c]:a,b,ceR}.
c b

Assim, quanto a verificagdo das condi¢gdes do Teorema 2 tem-se

(i) V C Msyo(R) por definigdo.

00
(ii) Escolhendo a = b = ¢ = 0, obtém-se [ 00 eV.
(iii) Sejam u = aoa ceVev= e € V. Entao
C1 bl Ca b2

a
Ut v— 1+az ¢+ _|ac cv

1+ ¢ b1—|—b2 c b

c
(iv) Tomandoa € Reu = [al "' €V tem-se
c b
o — aa; acCy _ a ¢ cv

ac;  aby c b

Logo V é um subespago vetorial de Msy2(RR).

2° procedimento: Observe-se que A € V se e s6 se AT = A. Assim, quanto a
verificacdo das condi¢des do Teorema 2, tem-se

(i) V € M,xn(R) por defini¢ao.
(i) Onxn € V pois Ol = O,, (a matriz nula é simétrica).
(iii) Sejam A, B € V. Entdao AT = Ae B = B.
A matriz M = A+ B € V uma vez que
M'=A+B)"=A"+B"=A+B=M
ou seja, A + B é uma matriz simétrica.
(iv) Tomando o € Re A € V tem-se
M" = (@A) =aAT =aA =M

ou seja, aA é uma matriz simétrica.

Portanto, V' é um subespaco vetorial de M,,,,,(R).
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Observagao: Seja &/ um espaco vetorial real. Como £ é fechado para a soma (a soma
de vetores de £ é um vetor de £) e para a multiplicacdo escalar (a multiplicacao
de um escalar por um vetor de E é um vetor de E), faz sentido reunir estas duas
propriedades como se segue.

Teorema 4

Se uj,uy,...,u, € Ee aj,as,...,qa, € R entdo ayu; + asus + -+ - + a,u, € F.

» Exercicios da Seccdo 5.1

1. Considere o subconjunto V = {(z,y,2) € R*: z <0} de R®.
(@) Ogs = (0,0,0) € V?Justifique.
(b) Seu,v € Ventdo u+ v € V? Justifique.

(c) Encontre um vetor u € V' e um escalar o € R tal que au ¢ V.

2. Justifique que o conjunto V' ndo é subespacgo do espago vetorial indicado:
(@) V={(x,y) eR?: y > x} de R%
b) V={(r,y,2) € R3: yz =0} de R3.
© V={(r,y,2) eR3: 2 —2y+ 32— 1=0} de R®.

(d) V={(z,y,2,w) ER': y=2zVz+2w=0}deR".

C

(e) V:{[a Z] € Myys(R) : b:c:1} de Moy (R).

3. Justifique que V' é um subespaco do espaco vetorial indicado:
(@ V={(r,y) e R?: z =y} de R%
b) V={(r,y,2) eR3: x =y =0} de R>.

@ V={(r,y,2) eR3: 2 -2y =0 A z—y =2z} deR3.

C

(d) vz{[a Z] € Mays(R) : b:c/\d:2a} de Moy (R).
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» Solugoes dos Exercicios

1. (a) Ogs = (0,0,0) € V pois (0,0,0) € R? e tem a primeira coordenada nio
positiva.

(b) Sim, pois a soma de dois vetores de R® com primeira coordenada ndo positiva

resulta num vetor com primeira coordenada nao positiva.

(c) Por exemplo, considerando u = (—2,1,0) € V (-2 < 0) e « = —1 tem-se
au=-—-u=(2,—-1,0) &V (2 <0 éfalso).

2. (a) V nao é subespago vetorial de R? pois Ogz = (0,0) ¢ V.
(b) V néo é subespago vetorial de R? pois, por exemplo, u = (0,1,0) € V e
v=(0,0,1) e Vmasu+v=(0,1,1) ¢ V.
(c) V ndo é subespaco vetorial de R? pois Og: = (0,0,0) ¢ V.
(d) V ndo é subespago vetorial de R*, por exemplo, u = (1,2,0,0) € Vev =
(2,0,0,—1) € V, masu+v = (3,2,0,—1) & V.

0 0

V.
OO¢

(e) V ndo é subespago vetorial de M, 5(R) pois Oy, (r) = [

3. —
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5.2 Combinacao Linear de Vetores

Seja E' um espaco vetorial real.

Definicao 4
Diz-se que v € E é uma combinacdo linear de u;,uy,...,u, € E quando
existem escalares a1, g, ..., € Rtais que v = oquy + asuy + - - + o, u,.

Mostre que o vetor v. = (4,5,—7) é combinac¢do linear dos vetores
u; = (1,2,-3) euy = (2,1, —1) e determine-a.

Resolugdo

O vetor v é combinacéao linear dos vetores u; e u, se e s6 se existem escalares « e
3 tais que au; + Suy = v. Tem-se

a(1,2,-3) + B(2,1,—1) = (4,5, -7)
A (a+2ﬂa2&+6a_3a_ﬁ) - (4757_7)

a+28=4
&< 2a+6=5 (sistema 5).
—3a—fB=-T

Para determinar a solugdo de S apresentam-se dois procedimentos (em geral,
compensa usar o segundo quando o sistema é mais complexo).

1° procedimento: A resolugdo de S pode ser feita por inspe¢do. Somando os

respetivos membros das duas tltimas equagdes vem —a = —2, ou seja, a = 2.
Como
a+28 =4 24+2-1=4 i
2.215=5 <4 =1 =7
p=1

entdo v é combinacao linear dos vetores u; e u, pois v = 2u; + us.
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2° procedimento: Para a obtencdo da solucdo de S pode recorrer-se ao método
de eliminacdo de Gauss.

1 2|4 LQ%LQ—QIQ\ 1 214
[AB]=| 2 1] 5 L Loaan |0 33
3 —1|-7 | 1o 515

1 2|4

Ly —Ls+32Ly, | 0 —3|-3

0 00

Como car(A) = car[A|B] = 2 = n° de incégnitas entdo S é um SPD, pelo tem
uma Unica solugdo, ou seja, v é combinacdo linear de u; e u,. Para encontrar
essa combinacdo linear, observa-se que S é equivalente ao sistema

{a+26=4 {a:2
<~
-3 =-3 =1

donde v = 2u; + us.

Exercicio 6

Mostre que v ndo é combinacdo linear de u; e u,, sendo:
-1 =2 2 1 1 0
vV = , U1 = € Ug = .
5 5 -1 1 1 -1

O vetor v é uma combinacao linear dos vetores u; e u, se e sé se existem escalares

Resolugdo

a e 3 tais que
20+ =-1
a[ 2 1]+5[1 0 ]:[—1 —2]@ a=-2
11 1 -1 5 5 —a+B=5
a—pf=

Por inspegdo observa-se que a 3% e a 4® equagdes sdo incompativeis. Logo, ndo
existem a e f tais que au; + fu, = v, 0 que significa que v ndo é combinagao

linear de u; e us.
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Determine o valor de £ de modo que v = (—1, 3, 2k, k) seja combinagao linear
deu; = (1,-1,0,0),us = (2,—1,—1,1) eus = (0,1, 1, 1) e escreva-a.

Resolugao

O vetor v é combinagdo linear de u;, u; e us se e s6 se existem escalares o, § e A
tais que au; + fuy + Aug = v. Tem-se

a(l,—1,0,0) + B(2,—1,~1,1) + A(0,1,1,1) = (—1,3, 2k, k)

a+28=-1
o A\ —

& a=p+ ’ (sistema S).
—B4+X=2k

B+ A=k

Pelo método de eliminacdo de Gauss tem-se

1 2 0|-1 1 2 0]-1
1 -1 1 0 1 1] 2
A|B] = Ly— Lo+ L
[415] 0 —1 1]2k ’ 25 | ok
0 1 1 0 1 1| k

1] 2 o] -1

k
1
Ly — L3+ Ly 0 1 2
0
0

L4—>L4—L2

Daqui decorre que

» se k # 2 entdo car(A) = 3 # 4 = car[A|B], pelo que S é um SI, e portanto, v
ndo é combinacao linear dos vetores u;, u, e us.

» se k = 2 entdo car(A) = car[A|B] = 3 = n° de incdgnitas, pelo que S é um
SPD. Logo, v é combinacdo linear de u;, u, e us. Para obter essa combinagao

linear, resolve-se o sistema

a+20=-1 a=1
B+A=2 S f=-1
2\ =6 A=3

concluindo-se que v = u; — u; + 3us.
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» Exercicios da Secc¢do 5.2

1. Por inspecdo, averigue se o vetor:
(@) v=(0,—1,0) é combinagao linear de u; = (1,0,1) e uy = (1,1, 1).

(b) v =(1,2,3,0) é combinagao linear de u; = (1,1,1,0) e uy = (0,1, 2,0).

2 -1 11 01

(c) v= é combinacao linear de u; = euy = .
-2 —4 -1 1 0

[\

1 2 1 1
(d) v= é combinacgéao linear de u; = v , Uy = v e
0 3 0 0 0 0

o foo
7110

2. Averigue se v € R? é combinacdo linear de u; = (1, —1,1) e uy = (—1,2,2):

(@) v=(3,—-4,0). (b) v =(-3,2,3).

3. Averigue se v € R? é combinacdo linear de u; = (1,0,1), u, = (—1,1,0) e
uz = (0,1,1):
(@) v=(5-3,3). (b) v=(1,-1,0).

4. Escreva, se possivel, A como combinagao linear de B, C'e D com
A -1 0 - 10 o- -1 1 oD — 2 1 .
3 1 11 0 1 -1 2

5. Considere os vetores reais u; = (k,1,—1), uy = (—1,1,1) eug = (0, -1, —2).

(a) Determine k£ sabendo que u; é combinacgdo linear de u, e us.

(b) Escreva u; como combinacgéo linear de u; e us.

» Solugdes dos Exercicios

1. (a) Sim pois v =u; — us. (b) Sim pois v = u; + us.
(c) Sim pois v = 2u; — 3uo.
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(d) Nao, porque o elemento da 22 linha e 2 coluna ndo pode ser obtido por uma
expressao linear envolvendo os elementos das matrizes colocados na mesma
posigdo pois sdo nulos.

2. (@) E combinagao linear porque v = 2u; — u,.
(b) Nao é combinagéo linear porque A, 3 € R : v = au; + [u,.
3. (a) Nao é combinacdo linear porque A, 3, A € R : v = au; + fuy + \us.

(b) E combinacdo linear porque v = —Au; +(—1—XA)uy+Aus, A € R. Por exemplo,

vV = 0111 - 112+0113.

4. A=2B+C—D.

—a=Fk -1 0 | k -1 0 k
5. (a) a—p=1 , 1 -1 1 — 0 —-1] k+1
a—28=—1 1 -2 -1 0 0 |-k-—3
O sistema é um SP se e s6 se car(A) = car[A|B] & —k —3 =0 ouseja k = —3.

Sendo um SPD (car(A) = car[A|B] = 2 = n° de vetores) entdo a combinacao
linear é tnica para k = —3.

(b) Para k = —3 tem-se u; = 3u; + 2us.
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5.3 Subespaco Vetorial Gerado

Sejam E um espaco vetorial real e u;, us, ..., u, vetores de E.
Propriedades 2
Seja V' o conjunto de todas as combinagdes lineares de u;, uy, ..., u,. Entdo:

1. V é um subespaco vetorial de E.

2. V é o menor subespaco vetorial de £ que contém os vetores u;, uy, . . ., u,.

Observacao: Para simplificar, por vezes diz-se apenas que V' é um espago vetorial,
em vez de especificar que V' é um subespaco vetorial de E.

Defini¢ées 5

O espago vetorial V' definido anteriormente é designado por subespaco

vetorial gerado por u;, us, ..., u, e denota-se por V' = ger {u;, uy, ..., u, }.
Diz-se que uy, uy, . .., u, sdo os geradores de V.

Exemplo 4

Determine o subespaco vetorial V' de R?® gerado por C' = {(1,—1,1),(1,1,1)}.

Resolugao

O subespaco vetorial V' gerado pelos vetores de C' é, por defini¢do, o conjunto
de todas as combinagdes lineares dos vetores de C, ou seja, sdo todos os vetores
(z,y,z) € R? para os quais existem «, € R tais que

a(l,—1,1) + B(1,1,1) = (z,y, 2).

a+pf=ux
A partir desta equagao obtém-se o sistema .S definido por { —a+ /=1y .
a+ =z
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5.3 Subespaco Vetorial Gerado .

Usando o método de elimina¢do de Gauss tem-se

N 1] 1| =z

[ABl=1] -1 1]y T 0 Y+
1 1 sThs Tl g g Loy

O sistema S admite solucdo (¢ um SP) quando
car[A|B] =car(A) =2 z—x=0& 2z =z

Portanto, V' = ger{(1,—-1,1),(1,1,1)} = {(z,y,2) : z,y € R}, ou seja, apenas os
vetores do tipo (z,y, x) é que sdo combinagdes lineares dos vetores de C.

Exercicio 8

Determine o espago vetorial V' gerado por:

C ={(1,0,-1,0),(1,1,0,—1),(0,—1,—1,1)}.

Resolugdo

O espago vetorial V' é formado pelos vetores (z,y, z,w) € R* para os quais
a equagao «(1,0,—1,0) + 8(1,1,0,—1) + A(0,—1,—-1,1) = (z,y, 2, w) admite
solucdo com a, 3, A € R. A partir desta equagdo obtém-se o sistema S

a+pf==x
B-—A=y
—a— A=z

—B+A=w

Usando o método de eliminagdo de Gauss tem-se

1 0 |z 1 1 0 x
0 1 -1y o 1 —1] vy
A|B] = Ly — Ly + L
[41B] 1 0 -1z ’ SRR N T RN I PV
0 -1 1 |w| 0 -1 1| w
T[] 10 x
L3 — L3 — Ly 0 —1 Y
Ly — Ly+ Ly 0 0 0 |z+z2—vy
00 0| w+y

Assim, S é um SP se e s6 se car[A|B] = car(A) = 2, ou seja, quando
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{z—i—x—y—O <:>{ z2=—-x+Yy .
w+y=0 w= -y

Portanto, V' = {(z,y,—z +y,—y) : =,y € R}.

Exercicio 9

Determine o espago vetorial V' gerado por

{2 ]

. . . a
O espaco vetorial V' é formado pelas matrizes [

Resolugdo

c

L ERI RS Y A e o ]

admite solu¢do com «, 3, A € R. A partir desta equagdo obtém-se o sistema S

b
g ] € Msy»(R) para as quais

a equagao

a—pF+22=a
B—=2\A=0b
b—2\A=c

20 =20+ A =d

Usando o método de eliminacdo de Gauss tem-se

1 -1 2 |a 1 =1 2 a
[AlB] =

0 1 -2 c L3 — L3 — L2 0 O 0 c—b

2 =2 1 |d 0 0 —-3|d—2a

-1 2 a
0 —2| b
0 0 d—2a
0 0 0 |c—b

Ly Ly

Assim, S é um SP se e s se car[A|B] = car(A) = 3, ou seja, quando ¢ = b.
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5.3 Subespaco Vetorial Gerado .
a b

Portanto, V' = { [ b 4 ] ca,b,de R} e representa o conjunto de todas as

matrizes simétricas de ordem 2.
Nos exercicios anteriores, determinou-se o espago vetorial gerado por um conjunto

de vetores. Agora, iremos apresentar dois exercicios que ilustram como, a partir de
um espaco vetorial, se pode determinar um conjunto de vetores geradores.

Exercicio 10

Determine um conjunto de geradores do espaco vetorial:

V={(z,y,2) eR’: x4+ y=0}.

Resolugdo
Como z+y =0 & y = —z entdo o vetor genérico de V pode assumir a forma
(x,—x, z), pelo que
V=A{(x,—z,2): z,2€ R} ={(z,—2,0)+(0,0,2) : =,z € R}
= {z(1,—-1,0) + 2(0,0,1) : x,z € R} = ger{(1,—1,0),(0,0,1)}.
Portanto, A = {(1,—1,0),(0,0,1)} é um conjunto de geradores de V.

Determine um conjunto de geradores do espaco vetorial:

v—{la b c|:ia-bre=0}.

Resolugdo

Como a —b+c=0 & a=b— c entdo o vetor genérico de V pode assumir a
forma [ b—c b ¢ ], pelo que

ve{[v-c b c|ibeerf={s[1 1 0]+c[-1 0 1]:becer}

—ger{[1 1 0],[-101]}.

Portanto, A = {[ 110 ] : [ -1 01 }} ¢ um conjunto de geradores de V.
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» Exercicios da Seccao 5.3

1. Considere o conjunto G = {(z,y,2) € R*: y =0 A 2z = —2z}.

(a) Determine um vetor v tal que G' = ger{v}. Justifique que isto permite concluir
que G é um subespago vetorial de R®.

(b) Interprete geometricamente G.
2. Considere o conjunto F = {(z,y,z,w) € R*: 2 =22 Nz — 2 —w+y =0}

Determine vetores u e v tais que F' = ger{u,v}. Justifique que isto permite
concluir que F' é um subespago vetorial de R*.

3. Determine o espago vetorial V' gerado pelos vetores:

@) u; = (1,1,0) e, = (2,1, 1).

(b) u; = (1,-1,0), up = (=2,1,1) euz = (1,0, —1).

© u = (1,-1,1,0), us = (2,—1,2,1), u3 = (0,1,0,1) e uy = (1,0, -1, —1).
d) u; = (1,0,-1,0), us = (1,—1,1,0), us = (—=1,1,0,—1) e uy = (1,0,0, —1).

ouw_ |11 12 T -1
W=l gy T Ly |

(f) u1:[1 1 2},112:[—1 1 o]eugz[z 1 1].
4. Averigue se R? pode ser gerado pelos vetores:
(a) u; = (27 _170)/ Uy = (_L 17 1) eus = (1707 1)

(b) u; = (]-7 —1, 1)/ g = (_17 270) eus = (]-7 ]-72)

» Solucoes dos Exercicios

1. (a) G ={(x,0,—22) : x € R} = ger{v} com, por exemplo, v = (1,0, —2).

Como G é gerado por v € R? entdo G é um subespago vetorial de R®.

(b) G é o conjunto de vetores posicdo OP = (x,0,—2z), onde P é qualquer ponto
da reta definida pelas equagdes y = 0 A z = —2x.
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5.3 Subespaco Vetorial Gerado .

2. F={(z,z +w,2z,w): z,w € R} = ger {u, v} com, por exemplo, u = (1,1,2,0)
ev=(0,1,0,1). Como F é gerado por u,v € R* entdo F é um subespago vetorial
de R%.

3. Para determinar o vetor genérico de V em cada alinea, basta verificar quando o
sistema é um SP, ou seja, quando car[A|B]| = car(A).

1 2 x
@ [0 —1 y—x ,
0 0 |ly—ax+=2

car[A|B] = car(A) =2 y—x+2=0,
V:ger{u17u2}:{(x7y7x_y): ZE,yGR}.

1 -2 1 x
b) |0 -1 1| x4y ,
0 0 Olxz4+y+=

car[A|B]| = car(A) =2 o +y+2=0,
V =ger{u,us,us} = {(x,y,—x —y) : z,y € R}.

1 2 0 -1 x
01 1 -1 T+y

(©) ,
000 O Z—
000 O |lw—z—y

car[A|B] =car(A) =2 z—2x=0 A ANw—x—y=0,
4 :ger{u17u2au37u4} - {(w,y,x,x—i-y) SNTRS R}

11 -1 1 x
0O -1 1 0 Y
(d)
0 0 1 1 T4+ 2y+z
0 0 0 Olw+zrz+2y+=

car[A|B] = car(A) =3 w4+ +2y+ 2 =0,
V= ger {ul,HQ,U3,U4} = {(fL‘,y,Z,—ZE - Qy - Z) STy, zE R}

1 1 0 a
01 -1 b—a

(e) ,
00 O c—2b
00 0 |d—b+a

car[A|B] = car(A) =2 c¢c—2b=0AN d—b+a=0,
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a b

V = ger{uy,us,uz} = { [ % —atb

: a,bER}.

1 -1 2 a
10 2 -1 b—a ,
0 0 —-2|—-a+c—0>
car[A|B] = car(A) = 3, Va,b,c € R,
V = ger {ul, U9, 113} = M1><3<]R).

2 -1 1 T
4.@) |0 1 1 r+ 2y ,
0 0 Ojlz—2—2y
O sistema é um SP < car(A) = car[A|B] & 2z —x — 2y =0,
ger {uy,uz,us} = {(z,y,2 +2y) : z,y € R} # R? e portanto u;, uy e uz ndo
geram R®.

1 -1 1 x
by |0 1 2 r+y ,
0 0 —-1|lz—y—2z

O sistema é um SP, Vz,y, z € R pois car(A) = car[A|B] = 3,Vz,y, 2z € R, pelo

que u;, us e uz geram R3.
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5.4 Dependéncia Linear de Vetores

Seja I/ um espaco vetorial real.

Definigoes 6

Sejam uj, uy,...,u, € E, e oy, a9, ..., a, escalares que satisfazem a equacao:

auy + aoug + - - - + a,u, = 0p.
Diz-se que os vetores u;, u, . .., u, sao:

1. linearmente independentes (LI) quando a equa¢do admite apenas a solugdo

trivial (o = ap = -+ - = . = 0).

2. linearmente dependentes (LD) quando existem escalares ndo todos nulos

que satisfazem a equacéo.

Analise a dependéncia linear dos vetores u = (2,—-1,0), v = (0,1,-2) e
w = (1,0,4) de R3.

Resolugdo

A equagdo au + v + Aw = Ogs admite pelo menos a solugdo a ==X =0.
Se esta for a tinica solucdo os vetores sdo LI. Caso existam outras solucdes (havera
uma infinidade de solugdes) os vetores sdo LD. Resolvendo a equagdo

a(2,~1,0) + (0,1, ~2) + A(1,0,4) = (0,0,0)

204+ A =0 A= 2« A=0
&y —a+p=0 &4 f=a &4 =0
—28+4X=0 —2a—8a =0 a=0

obtém-se apenas a solugdo trivial, pelo que u, v e w sdo LI Neste caso, pode-se
também dizer que o conjunto {u, v, w} é LI
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Verifique os vetores u

linearmente dependentes.

Resolugdo
Os vetores u, ve w sdo LD se e s6 se a equagdo au+ v+ Aw = 0y, ,r) admite
uma infinidade de solugdes. Resolvendo a equagdo tem-se
2 —4 0 1 1 1] [oo
a + + A =
[4 2] B[l—l] [3 0 [0 0]
200+ A =0 = —2a (= —2a
—4da+p—-A=0 —4a+2a+2a=0
- =
da+pB+32=0 —— 4o+ 2a0 — 6 = 0
20 — =0 0 =2« l =2«
ouseja, f =2a A A = —2q, pelo que as solugdes sdo da forma (o, 2a, —2ar), com
a € R. Portanto, u, v e w sdo LD, o que é equivalente a dizer que {u, v, w} é LD.

Os vetores u = (1,—1,0,3), v = (1,-2,1,-2) e w = (1,0, —1,8) de R* sdo
linearmente dependentes? Justifique.

Resolucao
Uma vez que

a(1,-1,0,3) + B(1,-2,1,—-2) + A(1,0,—1,8) = (0,0, 0,0)

B eR.
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a+B+A=0 —28+8+8=0
—a—28=0 =2 =2
Pe o—20 Ny g ol g
B—-A=0 A=p A=p
3a—204+8A=0 —68—26+868=0
ouseja, « = —2 A A = 3, pelo que as solugdes sdo da forma (—24, 3, #), com

Portanto, u, v e w sdo LD, o que é equivalente a dizer que {u,v,w} é LD.



5.4 Dependéncia Linear de Vetores .

Determine os valores de k£ € R tal que U é LI com

Exercicio 14

U ={(1,0,-1,0),(1,1,0,-1),(0,-1,—1,k)} .

Resolugdo
Uma vez que
a+pB=0
f—A=0
a(1,0,-1,0) + 5(1,1,0,=1) + M0, =1, ~1,k) = (0,0,0,0) & ¢~ "~
—B+kA=0
entdo usando o método de eliminagdo de Gauss tem-se
1 1 0 (0 1 1 0 (0
0 —-110 0 1 —-110
A|B] = Ly — L3+ L
ABI=1 g Lafo| Bty 0 Lo
0 -1 k|0 | 0 -1 k|0
11 0 |0 11 0 |0
Ly—=Ls—Ly {01 -1 (0|~ 7|01 =110
Lg(—>L4
Ly—Ls+L, |00 0 |O 00 k=110
00 k=110 00 0 |0
Como o sistema tem 3 incognitas (igual ao niimero de vetores) entdo U é LI se
e s6 se o sistema é um SPD. Logo, car(A) = car[A|B]| =3 k—1# 0 k # L.
Portanto, o conjunto U é LI quando k € R\ {1}.

» Exercicios da Secgao 5.4

1. Analise a dependéncia linear dos seguintes vetores:
1,2,—1),up = (0,1,1) euz = (—1,—3,0).

(

(
() uy=(1,-1,1,0),uy = (0,1, —-1,1) eug = (0,0, 1, —1).

(1,0,0,—1), up = (0,1,1,0), us = (1,0,0,1) e uy = (0,—1,1,0).
(e) u; = (1,0,—1,—1),us = (0,1,1,1), us = (1,0,1,—1) e uy = (1,1,1,0).
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®A=| ' 1],3212 O]eC:[O2].
_—12 -3 1 1 3

1 2 0
g A=| 1 |,B=|1]|eC=
—1 0 —2

2. Determine os valores de k£ € R de forma que os seguintes vetores sejam linear-
mente independentes:

(a) u; = (1,0,0), Uy = (1,k2,k) e us = (Z,k, k)
() w = (1,1,%,0), up = (1, —k,2,1), us = (0,1,k,0) e ug = (1, —1,2, 1).
1 _
0 B- 0 1 2 3 .
0 2 1 -1 -3 k

(c) A= eC =

» Solucoes dos Exercicios

l.@ LL () LD. ()LL (d)LL (e LD. (HLD. (g) LD.

2.@) keR\{0,1}. (b)) keR\{0,1} () ke R\ {7}.
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5.5 Propriedades da Dependéncia
Linear

Sejam E um espaco vetorial real e Oz o elemento neutro de E.

Apresentam-se de seguida um conjunto de propriedades que facilitam a andlise da
dependéncia linear de vetores.

Propriedade 1: {0z} é LD.

Observacdo: {0z} é LD pois a equacdo a0z = O é valida para todos os valores de
a e R

Propriedade 2: Se v # Op entdo {v} é LL

Observacdo: Para v # 0y tem-se av = 0 < o = 0, ouseja, {v} é LL

Propriedade 3: Um conjunto de dois vetores ndo nulos é LI se e s6 se os vetores ndo
sdo multiplos um do outro.

Exemplo 6

(@) conjunto = {(2,-1,0),(1,0,—2)} é LI uma vez que ndo existe o € R tal
que (2,—1,0) = a(1,0,-2).

Propriedade 4: Se U = {u;,uy, ..., u,} contém o vetor nulo entdo U é LD.
Exemplo 7
O conjunto U = {(2,-1,0),(0,0,0), (1,0, —2)} é LD pois a equagao

a(2,-1,0) + £(0,0,0) + A(1,0,—2) = (0,0, 0)

é vélida para qualquer 3 € R.
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Propriedade 5: O conjunto U = {uy, uy, ..., u,} é LD se e s6 se pelo menos um dos
vetores de U é combinacdo linear dos restantes.

Observacao: De forma equivalente, U é LI se e s6 se nenhum dos vetores de U é
combinacdo linear dos restantes.

Exemplo 8

Verifique que U = {(2,0,1),(1,2,0),(3,-2,2)} é LD.

Resolu¢ao
Para verificar que U é LD, apresentam-se dois procedimentos.
1° procedimento: Atendendo a que

a(2,0,1) + 5(1,2,0) + A(3,-2,2) = (0,0,0)

2%+ B +3\=0 CAAEAE3N=0 P
S<{26-20=0 S{{B=N &< p=)\ @{ B 0
a+22=0 a= =2\ o= —2\ ‘-

entdo é um SPI, pelo que U é LD. Portanto, existe pelo menos um vetor de U
que é combinacdo linear dos restantes. De facto, considerando, por exemplo,
A=1ltem-se f =1Aa = —2,0useja

—2u+1v+1w=(0,0,0) & w=2u—v(ouv=2u—w).
2° procedimento: Para analisar a dependéncia linear de U a aplicamos o método

de eliminacdo de Gauss e verificamos que se obtém um SPI. Tem-se
—

1 310 Ly ¢ Ly 1 0 210

ABl=]0 2 —2]0 1 01 110

92 o | L2773l 1 310

10 2]o0 T10 2170
Ly—Ly—20, | 01 —1|0| Ly—=Ly—Ly | 0 1 —1|0 | =[4|B]

01 110 00 010

e como car(A) = car[A|B] = 2 < 3 = n° de vetores entdo é um SPI, pelo que U é
LD.
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5.5 Propriedades da Dependéncia Linear .

» como a 3? coluna da matriz [A’| B'] ndo tem pivo entdo w é combinagdo linear

Observacao: Constata-se que:

deuev.

» a car(A) representa o nimero maximo de vetores de U que sdo LI

Propriedade 6: Se U = {u;, us, ..., u,} admite um subconjunto LD entdo U é LD.

Considere os vetores u = (2,0,1), v = (1,2,0), w = (3,-2,2) e t = (4,2, —5).
Analise a dependéncia linear de U = {u, v, w, t}.

Resolugdo

Atendendo ao exemplo anterior, sabe-se que {u,v,w} é LD pois w = 2u — v.
Isto implica que w = 2u — v + 0t, pelo que U é LD.

Propriedade 7: Se U = {u;, ..., u,,...,u,} é LD (LI) entdo para qualquer a ndo nulo
tem-se que U’ = {uy,...,au,,...,u,} é LD (LI).

Exemplo 10

Sejam u = (2,0,1), v=(1,2,0), w = (3, —2,2). Analise a dependéncia linear de
U ={u,v,w} comu = —2u.

Resolugdo

Como u, v e w sdo os vetores do exemplo anterior entdo w = 2u — v, pelo que

w=2u-vew=(-1)(-2u)-vew=—-u-v

entdo w é combinacdo linear de u’ e v, pelo que U’ é LD.

Propriedade 8: Se U = {uy,...,u;,...,u;,...,u,} é LD (LI) entdo para qualquer
a € Rtem-se que U’ = {uy,...,u;,...,u; + aw,;,...,u,} é LD (LI).
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Considere U do exemplo anterior e U’ = {u, v/, w}, onde v/ = v + 2u.
Analise a dependéncia linear de U".

Resolucao
Como w = 2u — v entdo
w=2u—-v&w=2u—(v-2u)&w=4u—v

ou seja, w é combinacdo linear de u e v/, pelo que U’ é LD.

Propriedade 9: Sejam U = {u;, uy,...,u,} um conjunto Lle U’ = U U {v}.

(a) Se U’ é LD entdo v é combinacdo linear dos vetores de U.

Sejam u = (1,0,0), v=(0,1,0) e w = (2,—-3,0).
O conjunto U = {u,v} é LI (u ndo é maltiplo de v). Como w = 2u — 3v
entdo w é combinagdo linear de u e v, pelo que U’ = {u,v,w} é LD.

(b) Se v ndo é combinacdo linear dos vetores de U entao U’ é LI.

Sejamu = (1,0,0),v=(0,1,0)et = (2,—-1,1).
O conjunto U = {u, v} é LI. Como t ndo é combinagdo lineardeuev (ue
v tém a 32 componente nula e t ndo) entdo U’ = {u,v,t} é LL

» Exercicios da Sec¢ao 5.5

1. Observe os vetores em cada alinea e, com base nas propriedades ja estudadas,

indique, justificando, se sdo ou ndo linearmente independentes.
@) w = (1,2,3,4,5) e us = (2,4,6,8, 10).
(b) u; = (1,0,0), uy = (0,1,0) e us = (1, 1,0).
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5.5 Propriedades da Dependéncia Linear .

(©) u, = (0,0,0,1), us = (0,0,1,0) e uz = (0,1,0,0).

(d) u = Lo ]euz—[_2 0].
2 —3 —4 6

(e)u_'oo o], oo
lro|”? oo T lo -1 |

» Solugdes dos Exercicios

1. (a) Sao LD pois os vetores u; = 2u;.

(b) Sao LD porque us = u; + us.

([N

(c) Sao LI porque os vetores u; e u; ndo sendo multiplos sdo LI e us ndo

combinacdo linear dos outros dois.

(d) Sao LD porque uy = —2u;.

[N

(e) Sao LI porque os vetores u; e u; ndo sendo multiplos sdo LI e us ndo

combinacdo linear dos outros dois.
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5.6 Base

Seja E2 um espaco vetorial real de dimensao finita.

Definicao 7

Seja B = {uy, uy, ..., u,} um conjunto de vetores de E.

Diz-se que B é uma base de ' quando satisfaz as duas condigdes:

1. BéLlL 2. B gera E,ouseja, £ =ger{u;,us,...,u,}.

Observagoes:

1. O subespago vetorial nulo {0z} tem dimensdo zero, e a sua tnica base é o
conjunto vazio, representado por @ ou { }.

2. Em alguns espagos vetoriais, existe uma base particular designada por base
canénica. Por exemplo, a base canénica de:

» R"é o conjunto {ey,...,e,}, onde e; é o vetor com 1 na i-ésima posigdo e 0
nas restantes.

» M,,xn(R) é 0 conjunto das matrizes E;; com 1 na posigao ij e 0 nas restantes.

Contudo, salvo casos particulares, os subespacos destes espagos ndo possuem
uma base canoénica.

Exemplo 14

1. Em R?, a base canénica é C' = {e;, ey}, onde e; = (1,0) e ey = (0, 1).

Como (z,y) = (1,0) + y(0,1),Vz,y € R entdo e, e e; geram R?. Uma vez
que e; e e; ndo sdo multiplos um do outro entdo sdo LI

2. Em R3, a base canénica é C = {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)}.

3. Em M,,»(R), a base canénica é C = {e;, e,, €3,€4} com

1 0 01 0 0] 0 0
e = , € = , €3 = e, = .
! 0 0 ’ 00 ’ 10 ! 0 1
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5.6 Base .
De facto, tem-se
a b 1 0 0 1 00 00
=a +0b +c +d
c d 00 00 10 0 1

Va,b,c,d € R, entdo ey, s, €3 e e, geram Ms,»(R). Como estes vetores sdo
LI entdo formam a base canénica de My, »(R).

Determine uma base para o espago vetorial:

V:{(:c,y,z,w)ER4: T—2y+z2=0A2y+z—w=0}.

Resolugdo

Para determinar o vetor genérico de V/, é necessdrio resolver o sistema definido

pelas suas condigdes. Assim, resolvendo, por exemplo, em ordem a y e z, tem-se
r—2y+2=0 rT=2y—z
{ 2+ 2z—w=0 <:>{ w=2y+z
Assim, V ={(2y — z,9,2,2y + 2) : y,z € R}.
» Para determinar um conjunto gerador de V, podemos reescrever V' como
V ={(2y,y,0,2y) + (—2,0,2,2) : y,z € R}
={y(2,1,0,2) + 2(—1,0,1,1) : y,z € R}
= ger{(2,1,0,2),(~1,0,1,1)}.
ou seja, os vetores u = (2,1,0,2) ev = (—1,0,1,1) geram V.

» Para verificar se u e v sdo LI pode-se usar dois processos.

1° processo: Atendendo a que

20—2=0
_ _ y=0 y=20
v(2,1,0,2) + 2(—1,0,1,1) = (0,0,0,0) < L —0 @{220
2y+2=0

entdoue v sio Ll

22 processo: Como u = (2,1,0,2) e v =(—1,0,1, 1) ndo sdo multiplos um do
outro entao sao LI

Logo, como u e v sdo geradores de V' e LI entdo formam uma base, ou seja,
B =1{(2,1,0,2),(—1,0,1,1)} é base de V.
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Determine uma base para o espago vetorial:

C

b
V:{[a d] € Myyo(R) : —b—|—2d:0/\a—d—c:0}.

Resolucao

Uma vez que
—b+2d=0 b=2d
=
a—d—c=0 a=c+d

d 2d
ot d]:c,deR}.

C

entdo V = {

» Atendendo a que

pollerd 2y gerb oot Y g
c d 10

) 10 12
entao os vetores u = ev= geram V.
10 0 1

1 2
e, deR
0 1

» Como u e v ndo sao multiplos um do outro entdo sdo LL

Logo, como u e v sdo geradores de V' e LI entdo formam uma base, ou seja,
B ={u,v}ébasede V.

Exercicio 16

Considere os vetores u = (—1,2,0), v = (2,—1,-3) ew = (1, —3,1), e 0 espago
vetorial V = {(z,y,2) € R®: 20 = —y — 2}.

(a) Mostre que v é combinagdo linear de u e de w.

(b) Indique, justificando, se a afirmacdo "A equacdo au + v + Aw = (0,0,0)
com «, 3, A € R, tem uma infinidade de solucoes" é verdadeira.

(c) Determine uma base para V.

(d) Mostre que V é gerado por u,v e w.
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(a) Resolvendo a equagdo o(—1,2,0) + 4(1,—-3,1) = (2, -1, —3) tem-se

Resolugdo

20 —3=-1 ©qa=-5 & ¢ a=-5

B=-3 B=-3 B=-3

Portanto, v = — 5u — 3w.

—a+pB=2 - —(=5)—3=2
o

(b) Uma vez que v = — 5u — 3w entdo u,v,w sao LD, ou seja, a equagao
au + v + Aw = (0,0,0) tem uma infinidade de solucdes, pelo que a
afirmacao é verdadeira.

(c) Como2r=—y—z4 2=—-2zx—yentdioV = {(z,y, 2z —y) : =,y € R}.
» Encontrar os geradores de V. Como
V ={x(1,0,-2) +y(0,1,—1) : x,y € R} = ger{(1,0,—2),(0,1,—1)}
entdo u; = (1,0,—2) euy = (0,1, —1) sdo geradores de V.
» Verificar se u; e uy sdo LI por dois processos.

1° processo: Atendendo a que

r=0
=0

—2r—y=0
entdo u; e u, sdo LL
22 processo: Como u; ndo é mdaltiplo de u; entdo u; e uy sdo LL
Portanto, B = {(1,0,—-2),(0,1,—1)} é base de V.

(d) Para determinar que vetores sdo gerados por u, v e w, considere equagdo
a(—1,2,0) + (2,-1,-3) + A(1,-3,1) = (2, vy, 2), equivalente ao sistema

—a+20+ A==z -1 2 1 |z
S 2a—p-3\=y — 2 -1 -3y
-3+ A==z 0 -3 1 |z

-1 o2 x
Lo —Ly+2L7 | 0 3 —1|y+2z
0 -3 1 z
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-1 2 1 T
Lg —>L3—|—L2 0 3 -1 y+2[17 = [AllB/]
0 0 0 |z+y+2a

S éumSP < car(A) = car[A|B] =2,0useja, 2 +y+2x =0 2 = —y — 2.
Portanto, ger {u,v,w} = V.

Observacao: Como ndo houve troca de colunas e as primeiras duas colunas
da matriz A’ contém pivos, os vetores {u, v} sdo LI. Por outro lado, a terceira
coluna ndo contém pivo, o que implica que w é combinagdo linear deu e v.
Assim, V' = ger{u,v,w} = ger{u, v}. Logo, {u,v} = {(—1,2,0),(2,—1,-3)}
é também uma base de V.

» Exercicios da Sec¢ao 5.6

1. Para cada um dos espagos vetoriais V/, determine a forma mais simples possivel
de o descrever em funcdo do seu vetor genérico e indique uma base para V.

@) V= {(z,y) eR?: x = 2y).
b) V={(r,y,2) cR?: z =y = —2}.
(@ V=A{(r,y,2) eR’: 2 = y}.
(d) V= {(z,y,2,0) ER*: & =22 = —w).
) V={(z,y,2,0) ER*: x = —z}.
{

@ V= AlryzweR: z2+y+w=0A220+y+22+2w=0

A2r+y+z+3w=0}.

(g) V:{[Z Z] EMQXQ(R): CL:d/\C:—Qb}

€ Myus(R): a+b+c—d+e—f=0A

ANb+ct+e—f=0ANa+c—d—f=0}.
(G) V ={A € M,,x»,(R) : Aéuma matriz diagonal}.
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5.6 Base .

» Solugdes dos Exercicios

1. Denote-se por B a base de cada um dos subespacos vetoriais:
@ V={(2y.y): yeR} e B={(2,1)}.
b) V={(-2-22): zeR} e B={(-1,-1,1)}.
(© V=A{y.2):y,zeR} e B=1{(1,1,0),(0,0,1)}.
(d) V={(22,y,2,—22): y,z€ R} e B={(0,1,0,0),(2,0,1,-2)}.

e V=A(-zy,z2w):yzweR} e B=1{(0,1,00),(-1,0,1,0),(0,0,0,1)}.

11010 1 1 0 1]o0
®l2122(0l=10 -1 2 0|0/,
211 3|0 0 0 —11]0
= {(—3w,2w,w,w) : w e R} e B={(-3,2,1,1)}.
4 b 0 1 10
(g) V= b deRS e B= , .
—2b d —2 0 01
[ b 10 0 1 00
(h) V = “ a,b,ceR» e B= , ,
c 0 00 0 0 10
111 —-11 —1]0 111 -11-1/0
@lo11 0 1 -1{0|=>]011 0 1 —1]0]{,
101 -1 0 —1]0 001 0 0 —1]0
.
vz{ ‘ f] d,e,feR}e
d e f
s Jlroo] o -10] oo
“llroo0]’lo 1 o|'loo1]|[
[a, 0 --- 0
. 0 ayp -+ 0
(]) V= . X . X LoA11,092, ..y Qpp eR e
\_() 0 - ap
([ 1 o] oo -0 00 0
0 0 01 -+ 0 0 0 0
B: Y . )" b
([0 0 0 0 0 0 0 0 1
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5.7 Dimensao

Seja £ espaco vetorial real de dimensao finita.

Teorema 5

1. Todo o espago vetorial admite uma base.

2. Todas as bases de um espago vetorial tém o mesmo ntimero de elementos.

Defini¢ao 8

Diz-se que o espaco vetorial £ tem dimensdo n quando admite uma base B com
n elementos. Denota-se por dim I = #B5 = n.

Observagoes:
1. A base do espago vetorial nulo {0g} é o conjunto vazio, pelo que dim {0z} = 0.
2. Todo o subespaco vetorial de £ tem dimensdo menor ou igual a dim £.

3. A dimensdo de um espaco vetorial coincide com o ntiimero de varidveis livres
do seu vetor genérico.

Exemplo 16

1. A dimensao do espago vetorial real R" é dim R" = n, pois a sua base canonica

tem n elementos.

2. A dimensdo do espago vetorial M,,.,(R) é dim M,,»,(R) = m - n, pois a
sua base canodnica tem tantas matrizes quanto o niimero de elementos das
matrizes de M,,«,(R). A base é constituida por todas as matrizes M;;, onde
o elemento da linha 7 e coluna j é 1 e os restantes sdo nulos, i = 1,2,...,me
J=12 ..., n.
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5.7 Dimensao .

Determine a dimensdo do espago vetorial V = {(z,y) € R? : 2z —y = 0}.

Resolugdo

Para determinar a dimensdo de V' sdo considerados dois processos.

1° processo: A equacdo 2z — y = 0 equivale a y = 2z, logo
V={(z,2z): v e R} ={x(1,2) : x € R} =ger{(1,2)}

O vetor (1, 2) é linearmente independente e gera V, pelo que B = {(1,2)} é uma
basede VedimV = #B = 1.

22 processo: Como V = {(z,2z) : z € R} entdo o seu vetor genérico depende
de uma variavel livre, pelo que dim V' = 1.

Determine a dimensao do espago vetorial:

V:{(x,y,z,w)€R4: :E—y—l—z:O/\y—z:O}.

Resolugdo
Uma vez que
r—y+z=0 T=YyY—2z x =0
{y—Z:O {:{y:z (:){y:z
entdao V = {(0, z,z,w) : z,w € R}. Para determinar a dimensao de V' sdo consi-

derados dois processos.

1° processo: Como
V ={(0,z2,z2zw): z,w e R} ={2(0,1,1,0) + w(0,0,0,1) : z,w € R}

entdo V = ger {(0,1,1,0),(0,0,0,1)}. Uma vez os geradores de V' sdo LI (ndo
sdo multiplos um do outro) entdo B = {(0,1,1,0),(0,0,0,1)} é base de V, pelo
que dimV = #B = 2.

22 processo: Como V' = {(0, z,2z,w) : z,w € R} entdo o seu vetor genérico de-
pende de duas varidveis, pelo que dim V' = 2.
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Exercicio 18

Determine a dimensao do espaco vetorial:

b
V:{[a d] EMQXQ(R):CL—C—l—d:O/\2a—b—c:0/\a—b—d:()}.

Cc

Resolugdo

Uma vez que

a—c+d=0 d=—a+c

d=—a+c
20—b—c=0 & b=2a—c¢ &

b=2a—rc
a—b—d=0 a—2a+c+a—c=0

20 —
entéoV:{[a e :a,ceR}.
c —a-+c¢

Para determinar a dimensdo de V' sdo considerados dois processos.

1° processo: Como

R R e N

Uma vez que os vetores geradores de V' sdo LI (ndo sdo maltiplos um do outro)

1 2 -1
entéoB:{lo 1],[(1) . ]}ébasedeV,peloquedimV:#3:2.

a 2a—c

2° processo: Como V = { [

:a,c € R 3 entdo o seu vetor genérico
c —a+c

depende de duas varidveis, pelo que dim V' = 2.

Propriedades 3

Sejam E um espaco vetorial de dimensdo n e U um conjunto de r vetores de .

Tem-se que:

1. ser > nentdo U é LD. Logo, U ndo é base de E.

2. ser < nentdo U ndo gera E. Logo, U ndo é base de E.
3. ser=neU éLlentdo U é base de E.

4. ser =neU gera E entdo U é base de E.
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5.7 Dimensao .

Indique, justificando, se U = {(1,1),(1,—1),(0,1)} é uma base de R?.

Exemplo 18

Resolugdo

Como U é um conjunto de vetores de R? e #U = 3 > 2 = dimR? entdo U é LD,
pelo que U néo é base de R?. De facto, U é LD pois (1,1) = (1, —1) + 2(0, 1).

Exercicio 19

O conjunto U = {(1,1,0), (1,—1,0)} é uma base R3? Justifique.

Resolugdo

Como U é um conjunto de vetores de R? e #U = 2 < 3 = dim R?, os vetores de

U ndo geram R?, pelo que U ndo é base de R®.

Observacoes:

1. Pode observar-se que a combinagdo linear destes vetores permite obter um
vetor genérico de R? com a 32 componente igual a zero, ou seja, com a forma

(x,9,0).
2. Como U ndo é base de R3, mas é LI entdo U’ = U U {u} é uma base de R?

desde que u ¢ ger{U}. Considerando, por exemplo, u = (0,0,1) ¢ ger{U}
entdo U’ = {(1,1,0),(1,-1,0),(0,0,1)} é uma base de R?.

Exercicio 20

Verifique que U = {(1,0,0), (1,1,0), (1,1,1)} é uma base R>.

Resolugao

O conjunto U = {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} é LI pois, por inspecdo, os dois pri-
meiros vetores sdo LI (ndo sdo multiplos um do outro) e o terceiro vetor nao
é combinacdo linear dos dois primeiros vetores (a terceira componente ndo é
nula). O espaco vetorial gerado por U tem dimenséo 3 logo sera o proprio R3.

Conclui-se entdo que U é base de R®.
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Exercicio 21

Considere os vetores u, v € Ms,5(R) e o subespaco vetorial V' definidos por:

u= b ,V = o1 eV = “ ath ca,beR .
1 0 -1 1 a—>b b

Indique, justificando, que B = {u, v} é base de V.

Resolugdo

Como o vetor genérico de V' tem duas varidveis livres entdo dim V' = 2.

0 1
b[ 1]:a,b€R}:ger{u,V}

Uma vez que

vz{a

entdo ue v geram V. Atendendo a que dim V' = 2 = #B entdo B = {u, v} é base
de V.

Teorema 6

11

10 -1

Se B = {u;,uy,...,u,} é uma base do espago vetorial £ entdo qualquer vetor
u € F escreve-se, de forma tinica, como combinacgao linear de u;, us, ..., u,, ou
seja, existem escalares tinicos a1, o, . . . , o, tais que:

u=u; + agUy + - - - + @, U, (5.1)

Defini¢do 9

Os escalares oy, as,...,®, que satisfazem a equacdo (5.1) sdo designados
por coordenadas ou componentes de u na base B e denota-se por

u = (&1,0&2,...,0[T)B.

Exemplo 19

2 —1 1 1
Considere o vetor w = eabase B = )
5 —3 10

0 1]}d0
-1 1

exemplo anterior. Determine as componentes de w na base B.
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As componentes de w na base B sdo os valores de o e de 3 que satisfazem a

Resolugdo

equagao
oa=2

11 0 11 [2 -1 at+B=-1 a=2
O‘L 0}“3{—1 1}_{5 —3%:’ a—f=5 <:){[3’:—3

ou seja, as componentes de w sdo 2 e —3, pelo que w = (2, —3) .

Exercicio 22

Considere em R?, a base canénica C' = {¢,,¢,},onde e, = (1,0) ee, = (0,1), e
abase B={¢,,e,},com, = (-2 -1)e e, =(1,-3).

(@) Determine as componentes do vetor u = (6, —4)¢ na base B.

(b) Represente geometricamente os vetores das bases C' e 5 e os eixos por eles
induzidos, o vetor u e as suas coordenadas nas bases C e B.

Resolugao
(a) Nabase B,u=a7¢, + B?y/ = (a, B)p, onde a e  sdo escalares tais que

N T S IR I

ouseja, « = —2 A = 2. Logo as componentes de u sdo —2 e 2, pelo que
u = (—2, 2)3

(b) A figura ilustra a representagdo geométrica solicitada.

y

€y

)?l
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Obtencao de uma base a partir de um conjunto de geradores de um espaco vetorial

Seja U = {uy, uy,...,u,} um conjunto de vetores de um espaco vetorial E. Para
determinar o subespaco vetorial V' gerado por U, é necessdrio verificar para que
vetores v € E existem escalares oy, ao, . . ., o, tais que:

ajup + o + -+ au, = V.

A resolucdo desta equagdo é equivalente a resolucdo do sistema AX = B, com
incégnitas o, g, . . ., o, onde as colunas cy, ¢y, . . ., ¢, da matriz A sdo constituidas
pelas componentes dos vetores de U, e B é o vetor das componentes de v.

Se car(A) = m < r, entdo, utilizando operagdes elementares sobre as linhas, é
possivel transformar A numa matriz A" na FEL, com m colunas contendo pivos.
Pode provar-se que as colunas de A correspondentes as colunas com pivd de A’ sdo
LI, pelo que os vetores de U associados a essas colunas formam uma base de V.

Teorema 7

Sejam V' o espaco vetorial gerado por U = {uy, uy, ..., u,}, A uma matriz cujas

colunas sdo formadas pelas componentes dos vetores de U e A’ uma matriz na
FEL obtida a partir de A.

Uma base de V' é constituida pelos vetores de U que correspondem as colunas
de A associadas as colunas de A’ que contém pivos.

Exercicio 23

Considere em R*, o conjunto U = {uy, uz,us,us} com u; = (1,0,0,1), uy =
(1,—1,—1,1),us = (1,2,2, 1) e ug = (2, -2,1, —1).

(a) Determine o subespaco vetorial V' gerado por U.

(b) Indique, justificando, duas bases para V.

Resolucao
(a) Para determinar os vetores de R* gerados por U, considera-se a equagao

a(1,0,0,1) + B(1,—1,—1,1) + A(1,2,2,1) + 6(2, 2,1, 1) = (z,y, z,w)

que é equivalente a
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a++A+20==x 1 1 1 2 |z
— 2\ — 20 = 0 -1 2 =2
b+ Y (sistema S) — [A|B] = 4
—B+2X+0 ==z 0 -1 2 1|z
a+pB+A—0=w 1 1 1 —-1|w
1 1 1 2 x
L4—>L4—L1 0 -1 2 =2 Yy
Ly — Ly — Lo 0 0 0 3 Z—Y
0 0 0 -3|w—=x
1 1 1 2 x
0 -1 2 =2 Yy
Ly — Ly+ L = [A'|B].
4 4+ L3 00 0 3 Ly [A'|B']
L0 0 0 0 |lw—ax+2z—y

Logo, S é um SP < car(A) = car[A|B]| =3 w—x+2z—y=0.
Assim, V = ger {uy, us, us, uq} = {(z,y, 2z, +y — 2) : x,y, 2 € R}

(b) Como V depende de trés varidveis livres entdo a sua dimenséao é 3, pelo que
qualquer conjunto de 3 vetores LI de V' é uma base de V. Assim

» paraa 1? base, como durante a condensa¢do ndo houve troca de colunas
eal? 22 e42? colunas de A’ contém pivds entdo

Bl = {ul, Uz, U.4} = {(1, 0, O, 1), (1, —1, —1, 1), (2, —2, 1, —1>}
é um conjunto LI, ou seja, B; é base de V.

» para a2 base, se trocarmos a 22 com a 3 coluna de A, os pivOs perma-

necem nas mesmas posigdes. Assim
By = {u1,us,us} = {(1,0,0,1),(1,2,2,1),(2,-2,1,-1)}

é um conjunto LI, ou seja, B, é também uma base de V.

» Exercicios da Secgao 5.7

1. Determine a dimensdo dos espagos vetoriais.
(@) V={(z,y,z,t,u,v) ER: x =y =22 = —t = u}.
(b) V = ger{(1,0,0,0,1),(0,1,0,0,1), (0,—1,0,0,—1), (1, —1,0,0,0)}.
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() V={X € MyR): AX = X} com A = (2) 1]

1 -1 11 [3 -1
vl LS

2. Justifique porque os vetores ndo formam uma base do espago vetorial indicado.

(@) uy = (1,—1)euy = (—2,2) de R

(b) u; =(1,2),us = (1,1) e uz = (3,0) de R%

(

(
(© w =(1,1,0)eu, = (—2,1,1) de R?.
(d) uy = (1,1,0), uy = (1, —1,0) e uz = (2, 1, 0) de R®.
(

(e) u; = 1, 1, ]., ].) Uy = (—1,2,—1, 1), us = (0, 1,0,2) euyy = (1,—3,1,—3) de
R%.

10 11 2 1 0 1
(f) ul—[O O],UQ—[[) 0],113—[0 0]8114—[0 Oldengg(R).

3. Considere o espago vetorial:
V =ger{(1,0,1,1),(0,1,1,—1),(~1,0, -1, —1),(0,2,2, —2)}.
(a) Determine V' e a sua dimensao.
(b) Determine uma base de V.
(c) Indique, se existir, uma base de V' que contenha o vetor (1, 2,3, —1).
(d) Determine k de modo que o vetor u = (1,%k%2,0) € V.
4. Considere o espaco vetorial:
V= {(m,y,z,t,w) 6R5:$+y:y+z:z+w:w+x}.
(a) Determine a dimensao de V.
(b) Determine uma base de V.
(c) Indique, se existir, uma base de V' que contenha o vetor (1,2, 1,0, 2).

(d) Indique uma base de R® que contenha uma base de V.
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5. Considere no espago vetorial R?, a base canénica C' = {(1,0), (0,1)}, e as bases
By = {(17 1)7 (_27 2)} e By = {(17 2)7 (17 _2)}'

(a) Determine, em relacdo a base B, as coordenadas dos vetores:

(i) u=(1,3)c (ii) v = (1, -3)c

(b) Determine, em relagdo a base B,, as coordenadas dos seguintes vetores:
(i) u=(2,0)¢ (i) v = (0,—4)¢

(c) Para cada uma das alineas (a) e (b), represente geometricamente os veto-
res das bases e os eixos por eles induzidos, e os vetores u e v e as suas
coordenadas nas respetivas bases.

» Solucdes dos Exercicios

1. @) V={(22,22,2,-22,22,v) : z,v € R} edimV = 2.

(b) a(1,0,0,0,1)+5(0,1,0,0,1)+A(0, —1,0,0,—1)+6(1, —1,0,0,0) = (z,y, z,w, t)

10 0 1 x

01 -1 -1 Y

00 0 O z ,
00 0 O w
_O 0O 0 0 t—x—y |

V ={(z,y,0,0,z+y) :z,y € R} edimV = 2.

Outra alternativa: Observa-se que o 3° vetor é multiplo do 2° e 0 4° vetor é
a soma do 1° com 0 2°, donde V' = ger{(1,0,0,0,1),(0,1,0,0,1)}. Como os
vetores geradores sdo LI vem que dim V' = 2.

(c) Resolvendo a equacdo AX = X, obtém-se z = —x A w = —y, pelo que

V:{[x y]:x,yER}edimV:Z.
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1 -1 1 1 3 —1
d) o +5 + A =Y
1 -2 1 0 1 zZ w
11 3 T
011 w
0 0 0jz—x+3w
00 0jxz4+y—2w
V:{ o EMQXQ(R):z—:L’+3w:O/\:1:+y—2w=0}
Z w
:{ . T :x,wGR}edimV:Z
r — 3w w

2. Parajustificar que os vetores ndo formam uma base basta verificar que sdo LD
ou que ndo geram o subespaco vetorial:

(@) u; e uy sdo LD pois u, é maltiplo de u; (uy = —2uy).

(b) Como dim R? = 2 entdo qualquer conjunto de com mais de dois vetores de R?
¢ LD. Logo u;, uy e uz sdo LD.
Observagdo: O sistema de equagdes au; + Sus + Auz = 0 tem 2 equagdes
e 3 incognitas. Sendo um sistema homogéneo é possivel. Como tem mais
incognitas do que equagdes é um SPI. Logo a solugdo o = 3 = A = O nédo é

Unica.

(c) R? tem dimensdo igual a 3, logo qualquer base de R? é constituida por 3
vetores. Portanto, os vetores ndo geram R®.

(d) Todos os vetores tém a terceira componente igual a zero, pelo que os vetores
ndo geram R®.
Ou, pode verificar-se que uz = gul + %ug, o que implica que os vetores sdo
LD.
Ou, ainda que o sistema de equagdes au; + Su; + Auz = 0 de 3 equagdes e 3
incégnitas, a, 3 e A tem matriz ampliada

1 1 2|0 1 1 210
ABl=|1 =1 1l0|—=]0 —2 =10
0 0 00 00 010

e car(A) = car[A|B] =2 < 3.
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5.7 Dimensao .

Donde o sistema é um SPI, g = 1 e a solu¢do ndo é tnica. Logo, os vetores sdo
LD.

(e) O sistema de equagdes au; + Suy + Aug +duy = 0 de 4 equagdes e 4 incdgnitas,
a, 3, A e 0 tem matriz ampliada

1 -1 0 110 1 -1 0 1|0
-1 2 1 =310 0O 1 1 =210
[A|B] = —
-1 0 110 0O 0 0 010
1 1 2 =310 0O 0 O 0

e car(A) = car[A|B] =2 < 4.
Donde o sistema é um SPI, g = 2 e a solugdo nao é tnica. Isto implica que os
vetores sdo LD.

Observagdo: Como g = 2, dois dos vetores podem ser escritos em termos dos
outros dois. Por exemplo, us = u; + uz e uy = —u; — 2u,.

(f) Todas as matrizes (vetores) tém a 22 linha nula, pelo que as matrizes nao
geram M, o(R).
Ou, tem-se u; = u; + uy e uz = 2u; + uy, pelo que os vetores sao LD.

10 -1 0 T
3 01 0 2 Y
100 0 0|lz—z—y
0 0 Olw—ax+y
(a) dimV = 2 pois
V= {(x,y,z,w) ER': —z—y+2=0A —x+y+w:O}
:{(:an?x_'_yvx_y)x?yER}

(b) Basede V: {(1,0,1,1),(0,1,1,—1)}.

(c) Ovetor (1,2,3, —1) pertence a V, pois, ao tomar = = 1 e y = 2 na descri¢ao da
alinea (a), obtém-se (1,2, 3, —1). Assim, uma base de V' pode ser, por exemplo,
{(1,2,3,-1), (1,0,1,1)}.

(d) k=+1.

4. (@) V={(z,y,z,t,y): x,y,t € R} edimV = 3.
(b) B ={(1,0,1,0,0),(0,1,0,0,1), (0,0,0,1,0)} é base de V.
(c) Como dim V' = 3, qualquer base de V' é formada por 3 vetores LI de V.
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. Capitulo 5. Espacos Vetoriais Reais

Seja v = (1,2,1,0,2). Observe-se que v € V, pois verifica as condi¢des que
definem V (isto é, z = z e w = y). Considerando os vetores da base B

u; = (1,0,1,0,0),us = (0,1,0,0,1), us = (0,0,0,1,0),

podemos construir novas bases de V' substituindo um dos elementos de B

por v. Por exemplo
A = {V, 1117113} e A= {V,ll2au3}

sdo bases de V, pois os seus elementos sdo LI e pertencem a V.

(d) Uma base de R® contém 5 vetores LI de R°. Como deve conter uma base de V,

escolhendo a base determinada na alinea (b) tem-se
{(1,0,1,0,0),(0,1,0,0,1),(0,0,0,1,0), v, va}

sendo v; e v, vetores LI ndo pertencentes a V, que podem ser, por exemplo,
v =(0,0,1,0,0) e vo = (0,0,0,0,1).

5.(@) (i) u= (2, 1) . (i) v=(-1,—-1)p,.
2 B,

(b) (i) u=(1,1)g,. (ii)) v = (—1,1)p,.

(c)
N a/
3 A

Yy
Y 2+ 14
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Transformacoes
Lineares

Uma transformacdo linear é uma fungdo entre dois espagos vetoriais que preserva a
adicdo de vetores e a multiplicagdo por escalares. Permite representar operagdes
como rotagdes, reflexdes, homotetias e proje¢des no plano ou no espago, sendo
fundamental para manipular e analisar dados de forma sistematica.

Estas transformacoes simplificam problemas complexos e permitem solucdes efica-
zes, sendo fundamentais para o desenvolvimento de técnicas e modelos em vérias
areas da engenharia:

1. Geometria

Descrigdes de rotagdes, reflexdes, homotetias e projecdes, facilitando a analise e
visualizagdo de transformacdes em varias dimensoes.

2. Roboética

Essenciais para converter coordenadas entre sistemas de referéncia e controlar

movimentos de bracos robéticos e veiculos auténomos.
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. Capitulo 6. Transformacgées Lineares

3. Engenharia de Controlo

Aplicadas na modelagado de sistemas dindmicos e no projeto de controladores
que permitem prever e ajustar o comportamento do sistema.

4. Computagao Gréfica

Utilizadas em animagdes e visualizag¢des tridimensionais, possibilitando a mani-
pulacdo eficiente de objetos no espaco.

5. Processamento de Sinais

Facilitam a representagdo e transformagao de sinais em sistemas de comunicacao,

dudio e imagem.

Neste capitulo, exploraremos os conceitos de transformacdes lineares e suas proprie-
dades, como ntcleo, imagem, injetividade e sobrejetividade. Também abordaremos
transformacdes planas, casos particulares no plano. Compreender estes conceitos é
essencial para perceber o funcionamento das transformagdes lineares entre espagos
vetoriais.

Orientacdo de trabalho: este capitulo apresenta 3 atividades de estudo auténomo,
com duragdo estimada de 3 a 5 horas cada. As atividades estdo organizadas da
seguinte forma:

» Atividade 18 — 6.1 Conceitos Gerais e 6.2 Operagoes
» Atividade 19 — 6.3 Ntcleo e Imagem

» Atividade 20 — 6.4 Transformacoes Planas
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6.1 Conceitos Gerais

Sejam E e E' espagos vetoriais reais.

Definicao 1

Diz-se que uma transformacgdo 7' : E — E’ é uma transformacao linear (TL) se

e s6 se satisfaz cada uma das condicoes:
(i) Yu,ve E: T(u+v)=T(u) +T(v).
(il)) Va e R,Vue E: T(au) =aT(u).

Definic¢oes 2
1. A transformacao 7" : E — E’ definida por 7'(u) = O,V u € E é designada

por transformacao nula.

2. A transformagdo 7" : E — E definida por 7'(u) = u,Vu € E é designada por
transformacdo identidade de F.

Seja T : R* — R? a transformagao definida por T'(z,y, z) = (x + y,x — y).

Mostre que 7" é uma transformacéo linear.

Resolugdo

Sejam u = (ZL‘l, Y1, Zl> c ]RS, VvV = (IQ, Yo, ZQ) S R3 e a € R.

Como T'(u) = (z1 + y1,21 — 1) e T(V) = (z2 + Yo, 2 — yo) €ntdo
(i) Vu,veR?: T(u+v)=T(u)+ T(v) pois

Tu+v)="T(x1+ x2,y1 + Yo, 21 + 22)
= (21 + 22+ Y1 + Yo, 21 + 22 — (Y1 + ¥2))
= (1 +y1, 21 — Y1) + (22 + Y2, 22 — y2) = T'(u) +T(v).
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. Capitulo 6. Transformacgées Lineares

(i) Va € R,Vu € R?*: T(au) = oT'(u) uma vez que
T(ou) = T(axy, ayr, az) = (axy + ayr, axy — ayy)
=a(xy + 1,21 —y1) = aT'(u).
De (i) e (ii) mostra-se que 7" é TL.

Teorema 1

Se T : E — E' é uma TL entdo T(0g) = Op, ou de forma equivalente,
se T(0g) # Op entdo T : E — E’, ndo é uma TL.

Demonstra¢ao

Seja T': E — E' uma transformagdo linear. Entdo, para todo u € £, tem-se

Exercicio 1

Justifique porque as transformagdes ndo sdo lineares.

1. T: R® — R? definida por T'(z,y,2) = (z — 2,y, 2 + 2).
2. T : R® — R? definida por T'(z,y, 2) = (z — y, yz).

3. T : Msyo(R) — R? definida por T’ (

b
‘ ]>=<a+d,3b+c,|b|>.
c d

Resolucao

1. Como T(0,0,0) = (—2,0,0) # (0,0,0) = Ogs entdo T nao é TL.

2. Considerando, por exemplo, u = (0,1,0) e v = (0,0, 1), tem-se
T(“ + V) = T(07 17 1) = (_17 1)

ouseja, T(u)+T(v) # T(u+v), peloqueVu,v € R?: T(u+v) =T (u)+7T(v)
¢ uma condigdo falsa. Logo, 7'nédo é TL.

3. Considerando, por exemplo, @« = —2eu = [ 8 (1) ] tem-se
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6.1 Conceitos Gerais .

aT(u) = —2 [ 8 é ] — 22(0,3,1) = (0, -6, —2)  T(a)

e portanto, a condi¢do Va € R,Vu € My 2(R) : T(ou)

= oT'(u) é falsa, pelo
que 7' nédo é TL.

Definicao 3

Sejam T' : £ — E' uma TL, C = {e,...,e,} a base canénica de E e

C" ={e€],..., e}, } abase candnica de E'. Designa-se por matriz canénica de 7',
a matriz M definida por:

Q11 Q2 v Qg
Qo1 (92 Qiop

M = ) ,
Uyl Oy (07977

onde as suas colunas sdo as coordenadas das imagens, por 7', dos vetores da
base C' na base C'.

Considere a transformacao linear 7" : R* — R? definida por 7'(1,0,0) = (1,2),
7(0,1,0) = (—1,1) e 7(0,0,1) = (0, 1). Determine:

(a) a matriz canénica de 7T'. (b) T(x,y, 2). () T(1,2,-1).

Resolugdo

(@) Como C = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} e C" = {(1,0),(0,1)} sdo as bases
canodnicas de R? e R?, respetivamente, e uma vez que
» 7(1,0,0) =(1,2) = 1(1,0) +2(0,1) = (1,2)¢r
» 7(0,1,0) =--- = (=1,1)¢
» 7(0,0,1) =---=(0,1)¢r
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. Capitulo 6. Transformacgées Lineares

1 -1 0
entdo a matriz canénicade 7 é M = [ 5 1 ]

(b) Para calcular T'(z,y, z) sdo apresentados dois processos.

1° processo: Como
(z,y,2) = 2(1,0,0) +y(0,1,0) + 2(0,0,1), ¥ (x,9,2) € R®
e T éuma TL tem-se
T(x,y,z) =xT(1,0,0)+y7(0,1,0) + 27(0,0,1)
=z(1,2)+y(—1,1)+2(0,1)=(x—y, 2x +y+ 2)
ouseja, I'(z,y,2) = (v —y, 20+ y + 2).

2° processo: Atendendo a que T : R* — R? e usando a matriz M tem-se
1 -1 0
2 1 1

peloque T'(z,y,2) = (x —y, 20+ y + 2).

r—y
20 +y+ 2

(c) Apresentam-se dois processos para calcular 7°(1, 2, —1).
1° processo: Como T'(z,y, z) = (x — y, 2z + y + z) entdo
T(1,2,-1)=(1-2,2-142-1) = (-1,3).

2° processo: Usando a matriz M tem-se

IR

pelo que T'(1,2,—1) = (-1, 3).

» Exercicios da Seccao 6.1

1. Mostre que as transformacdes sao lineares.
(a) T : R* — R* definida por T'(z,y) = (2x, —y).

(b) T :R® — R? definida por T(z,y, z) = (0, 2, y).

(c) T:R®— Myys(R) definida por T'(z,y, z) = [ ‘ ?é ]
z
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6.1 Conceitos Gerais .
T
y =+ w.
zZ W

2. Justifique porque as transformacdes ndo sdo lineares.

(@) T :R® — R? definida por T'(z,y, 2) = (z + 1,y — 1).

(d) T : Msy2(R) — R definida por T’ (

(b) T :R® — R? definida por T'(z, vy, 2) = (zy,y, 2).

(c) T:R®— R? definida por T'(z,y, z) = (|z|,y, 2).

2
(d) T:R® — Myyo(R) definida por T'(z,y, 2) = [ gg 8 ]

» Solucoes dos Exercicios

1. —
2. (a) T ndo é linear porque 7°(0,0,0) = (1, —1) # (0,0).
(b) Considerando, por exemplo, u = (1,0,0) e v = (0, 1,0) tem-se
» T(u+v)=T(1,1,0) = (1,1,0)
» I'(u)+T(v) =(0,0,0)+ (0,1,0) = (0,1,0) # T'(u+v)
ou seja, ndo é valida a 1° condigdo para que 7" seja TL.
(c) Considere-se, por exemplo, u = (1,0,0) e v = (—1,0,0).
Tendo em conta que
» T'(u+v)="17(0,0,0) = (0,0,0)
» I'(u)+7T(v)=(1,0,0)+ (1,0,0) = (2,0,0)
entdo 7'(u) +1T'(v) # T'(u+ v), pelo que 7' ndo é linear pois nado verificaa 12
condicdo para que seja TL.
(d) Considere-se, por exemplo, u = (1,0,0) e v = (—1,0,0).
Como

> T(u+v) = T(0,0,0) = [8 8]

10 20
+ f—
[0 O] 00]

entdo 7'(u) +1'(v) # T'(u+v), pelo que 7' ndo é linear pois nao verificaa 12
condigdo para que seja TL.

10

> T(u)+T(v) = [0 0
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6.2 Operacoes

Sejam T} e 15 as TL cujas matrizes candnicas sao M; e M,, respetivamente.

Definicao 4

Diz-se que a soma ou adicdode 7 : E — E' el : E — E' é a transformacgao
Ty + T : E — E' definida por (71 + 13)(u) = Ti(u) + 1x(u),Vu € E.

Teorema 2

SeT,:EFE —+FEeT,: E— E'saoTLentaoT; + 15 : £ — E' éuma TL e a sua
matriz canénica é definida por My, 41, = My + M.

Definicao 5

Diz-se que a multiplicacdo escalar de 73 : £ — E' por a € R é a transformacéo
aTy : E — E' definida por (aT7)(u) = aZ1(u),Vu € E.

Teorema 3

SeT,:E— EFéumaTLea € Rentdo a7, : £ — E' é uma TL e a sua matriz
canonica é definida por M., = M.

Definicao 6

Diz-se que a composicdo de 7, : £/ — E” apés T : E — E’ é a transformacao
Ty o T, : E — E" definida por (13 0 T)(u) = 15 (71 (u)) ,Yu € E.
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Teorema 4

SeT,:EFE—-FeTl,: E - E'saoTLentdo T, 07, : E — E”" é uma TL e a sua
matriz canénica é definida por Mp,or, = MyM;.

Defini¢ao 7

Se Ty 0Ty =Ty oTy (MyMy, = My M) entdo as transformacoes 77 e T, dizem-se

comutaveis.

Definicao 8

Diz-se que T} : E — E é invertivel se existe uma transformacdo 7} ' : E — E
tal que (T; o Ty ') (u) = (T; ' o Ty)(u) = u,Yu € E.

Teorema 5

SeT): E — FE é uma TL invertivel entdo 7 ' EF — FE éuma TL e a sua matriz
canénica é definida por M1 = (M)~

Para analisar quando uma transformagcéo linear é invertivel, é essencial compreender
a ligacdo entre a transformacdo e a sua matriz canénica. O préximo teorema resume
as condi¢des equivalentes para a invertibilidade, destacando que a existéncia e a
invertibilidade da inversa da transformacdo dependem da invertibilidade da matriz
canonica.

Teorema 6

Sejal : E — F uma TL e M a sua matriz candnica. Entao:

T é invertivel < T~ ! existe e é invertivel < M é invertivel < |M| # 0.

| 201 |
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Exercicio 3

Sejam T} : R? — R?, T : R®* — R? e T3 : R* — R? as TL definidas por:

3 =2

M, =
! 9 —9

) T2<I7yaz) - (x+2y,x—y—z)eT3(x,y,z) - (—.Z‘—i-y?y—i-Z),

onde )M, é a matriz candnica de 7. Caracterize, se possivel, as TL na forma
analitica e na forma matricial:

(a) T2 + T3. (b) T2 — 3T3 (C) 2T1 + Tg. (d) T1 ] TQ.
(e) ThoT. ) 17" (g) T, .
Resolugdo

Sejam M, e M5 as matrizes canénicas de 15 e 75, respetivamente. Uma vez que as
colunas destas matrizes correspondem as imagens dos vetores da base candnica
de R?, entdo

» 75(1,0,0,) = (1,1), 73(0,1,0) = (2,—1), 17»(0,0,1) = (0, —1),

> T3(1,0,0) = (—1,0), T5(0,1,0) = (1,1), T3(0,0,1) = (0,1),

1 2 0 -1 1 0
ou seja, My = e M; = .
1 -1 -1 0 11

(@) SejaT =T + Ts. Tem-se

1 2 0 -1 10 03 0
MT = M2 + M3 = —+ =
1 -1 -1 0 11 100
e entdo 7" pode ser caracterizada na forma

030
>matricialporT:]R3—>R2comMT:[1 0 O]'

» analitica por 7' : R* — R? com T'(z,y, z) = (3y, x) pois

_ | 3y
= .|
(b) Seja S =T, — 3T3. Tem-se
1 2 -1 1 4 —1
Mg = My — 3Mj = 013 0 _ 0
1 -1 -1 0 1 1 1 -4 —4
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4 -1 0
» matricial tem-se S : R?® — R? com Mg = [ o ] .

e portanto, na forma

» analitica tem-se S : R® — R? com S(z,vy,2) = (4o — y, v — 4y — 42).

(¢) Como T} e T3 tém dominios diferentes entdo 27 + T3 ndo esta definida. De
outro modo, como M; e M3 sdo matrizes de tipos diferentes entdo nao é
possivel efetuar o célculo de 20, + M3, pelo que 27 + T3 ndo estd definida.

(d) Seja G =T} oT;. Como o contradominio de 75 é igual ao dominio de 7} entdo
G estd definida e tem-se

-2 1 2 1 2
Me: = M, M, — 3 0 | _ 8
2 -2 1 -1 —1 0 6 2
ou seja, na forma:

1 8 2
» matricial tem-se G : R3 — R? com Mg = [0 6 o ]

» analitica tem-se G : R® — R? com G(z,vy, 2) = (z + 8y + 22,6y + 22).

(e) Uma vez que o ntimero de colunas de M, é diferente do ntimero de linhas
de M, entdo T, o T} ndo esta definida.

(f) Para calcular 77!, caso exista, consideram-se dois processos.

B R

entdo 71 (z,y) = (3¢ — 2y, 2z — 2y). Para determinar a expressao analitica

1° processo: Como

da inversa de 77 é necessario obter = e y em fungédo de a e b resolvendo a
equagdo 7' (z,y) = (a,b) que é equivalente a

1 2
3r — 2y = rT=sa+t 5y - r=a—>b
20 — 2y =b 2 2 ) y=a—=>0 y=a—=>
ga—gy— 2 2

Como é um SPD entdo existe T} '. Assim 7! : R? — R? e é definida por

T a,b) = (a—b,a— gb)

3 =2

2° processo: Como |M;| = )

= —2 # O entdo 7; é invertivel.
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—1

a b 1 d —b
Recorde- = i
ecor eseque[c d] ad—bc[—c 4 ]eassnn

1] -2 2 (1 1
_ -1 _ _
My = (M) _—_2[—2 3]_ 1 —3/2

Portanto, na forma

1 -1

» matricial tem-se 7} ' : R? — R? com M1 = :
i 1 —3/2

3
» analitica tem-se 7, ' : R? — R? com T} *(a,b) = (a —b,a— §b>.

(g) Uma vez que a matriz canénica de 75 é uma matriz do tipo 2 x 3 entdo nao
admite matriz inversa, o que equivale a afirmar que ndo existe T} .

Determine a inversa da transformagdo 7' : My,o(R) — R* definida por:

b
T( “ ])z(—a,a+b,a+d,c—d).
c d

Resolucao
_ a b ) )
Como a equagao T ( J ]) = (x,y,z,w) é equivalente a
—a=ux a=—x a=—x
b p— p— p—

a + Voo b=y+x o b=y+ux
a+d==z d=z+x d=z+x
c—d=w c=d+w c=z+r+w

entdo é um SPD, pelo que existe 7.
Assim T7': R* — May»(R) e é definida por

- T4y

T Yz, y, 2, w) =
( 4 ) r+z4+w x4+ 2
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» Exercicios da Seccao 6.2

1. Sejam T} : R? — R? e T : R* — R? as TL definidas por:

1 2
Ml - e Tg(ﬂj,y) - (—.f,y)
1 -1
onde M; é a matriz candnica de 7;. Caracterize as transformacgdes na forma
analitica.
(a) Tl + TQ. (b) T1 — 2T2 (C) T1 o Tl- (d) Tl o TQ.
(e) TQ ¢} Tl- (f) Tl_l

2. Seja T : R* — R? uma TL. Determine 7 '(a, b), caso seja possivel, quando 7' é
definida por:

(@) T(r,y) = 2z + 2y, 3z + dy). (b) T(z,y) = (x + 2y, 2 +y).
(©) T(z,y) = (= + 2y, x = 2y).

3. Seja T : R* — R* uma TL. Determine 7 '(a, b, ¢), caso seja possivel, quando T é
definida por:

@ T(z,y,2) = (x+y,z—y,=2). (b) T(z,y,2) = 2x 4+ 22, -y + 2,z + y).
() T(z,y,z) = (x+ 2,y + 2z, — z).

1 0 1
4. Seja T : R* — R?® a TL cuja matriz canénicaé M = | 1 —1 1
2 0 1

(a) Determine T~ !(a, b, c).

(b) Determine u € R? tal que T'(u) = (1,2, 3).

5. Considere a transformacéo linear 7' : R* — M, ,3(R) cuja matriz candnica é

1 0 2
M=|-11 -2
2 0 2

(a) Determine T'(z,y, 2).

(b) Caracterize analiticamente 7.
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6. Sejam 7T} : R? — R*e T, : R? — R? as TL definidas por:

Ti(z,y) = (z + 2y,y) e Tr(z,y) = (—x,9).
(a) Caracterize analiticamente T; o 17 e T} o Ts.
(b) Caracterize analiticamente 7, ', T, ', (To o Ty) "t e (T} o T) .

(c) Verifique que (ThoT)) ' =T, ' oTy e (ThoTy) L =Ty Lo Ty L.

» Solucoes dos Exercicios

1. (a) T1 + T : R? — R? definida por T'(z, y) = (2y, z).

(b) Ty — 2T;, : R? — R? definida por T'(z,y) = (3x + 2y, — 3y).

(c) Ty o T} : R? — R? definida por T'(z,y) = (3z, 3y).
(d) Ty o Ty : R? — R? definida por T'(x,y) = (—x + 2y, —x — ).
(e) Ty oTy : R? — R? definida por T'(x,y) = (—z — 2y, — y).

(f) T, ' : R? — R? definida por T} ' (z,y) = (195 + 2y, lx - 13/)

3 373 3
2 2 . )
2.(a) |IM|= 5 ' =2 #0, logo T' é invertivel.
» 2 -1 o 3
Como M~ = entdo T '(a,b) = (2a—b, —=a+0b|.
—3/2 2
1 2 .. .
(b) |M|= ’ | = —1+#0, logo T ¢é invertivel.
- -1 2 I
Uma vez que M~ ' = . . ] entdo T '(a,b) = (—a + 2b,a — b).

—1
(c) ‘ =0, logo T ndo é invertivel e 7! ndo estéd definida.
1 1 0
3.(@ |M|=|1 -1 0|=-2%#0, logo T é invertivel.
0 0
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6.2 Operacoes .

Uma vez que

( 1 1
rT=—-a+=b
r+y=a r=a—y . . 2 2
—y=>b & —2y=>b & =—a—=-b & 1 1
r—y a—2y y=ga-3 y:§a—§b
z=c z=c
z=c
z=c
\
1 1 1 1
tao T (a,b,c) = | = b, —a—=b .
entao (a,b,c) (2a+2 5075 ,c)
0 2
(b) IM|=]0 —1 1|=0, logo T ndo é invertivel e T~ ndo esta definida.
1 0
1 0 1
(© |0 1 2 |=-2%#0,logoT éinvertivel.
1 0 -1
Como
11
r+z=a rT=a—z x—§a+§c
y+2z2=0 Jy=0—2z & <qdy=b—a+c
_ o 1 1
r—z=c a—2z=c r=-a——c z—la—lc
22
1 1 1 1
entéoT‘l(a,b,c):(§a+§c,—a+b+c,§a—§c>.
1 0 1
4.(a) [M|=]1 -1 1|=1, logoT ! existe.
2 0 1
Como
T
: 1 —(=1) 2 ~1 0 1
M*:W,(MC)T: 0o -1 0 =l 1 -1 0
1 0 —1 2 0 -1

entdio T :R3> - R3 e T Y(a,b,¢c) = (—a+c,a—b, 2a—c).

(b) u=(2,—1,-1), pois T7}(1,2,3) = (2, -1, —1).
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. Capitulo 6. Transformacgées Lineares

5.(a) Como T : R* — M;,3(R) e

1 0 2 T T+ 2z
-1 1 =2 y | =| —r4+y—2z
2 0 2 z 2 + 2z

entdo 1'(x,y,z) = [x+2z —r+y—2z 2x—i—2z].

1 0 2
(b) [M|=| -1 1 -2 |=-2, logoT !existe.
2 0 2
Como
T
] ] 2 -2 =2 -1 0 1
M—IZ_MCT:_ o _
|M‘()_2020 1 1 0
-2 0 1 1 0 —1/2

1
entdo T-': M.3(R) — R? e T”([ a b cD = (—a+c,a+b,a—§c)

6. (a) T o Ty : R? — R? definida por (T3 o T1)(z,y) = (—z — 2y,y) e
Ty o Ty : R? — R? definida por (77 o Ty)(z,y) = (—z + 2y, y).
(b) 77! : R? — R2? definida por (77 ')(a,b) = (a — 2b,b),
Ty ' : R? — R? definida por (T ')(a,b) = (—a,b),
(Ty o T1)~' : R? — R? definida por (Ty 0 T1) " *(a,b) = (—a — 2b,b) e
(T1 0 T5)~' : R? — R? definida por (77 o T5) *(a,b) = (—a + 2b,b).

() —
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6.3 Nucleo e Imagem

Sejam T : E — E'uma TL, e E' e E’ espagos vetoriais de dimensao finita.

Definicdao 9

Ontcleode T : E — E' é o subespaco vetorial de E definido por:

Nuc(T)={ue E:T(u)=0g}.

Definicao 10

Diz-se que T': E — E' é injetiva quando Vu,v e E: u#v = T(u) # T(v).

Observacgdo: Se 7' é uma TL entdo 7'(0g) = Ox, pelo que 0 € Nuc(7'). Uma vez
que todos os vetores de Nuc(7') tém 0% como imagem entdo se 7" for injetiva, o
tnico elemento de Nuc(7") serd Og.

Teorema 7

Seja T : E — E' uma TL. Entdo:

T éinjetiva < Nuc(T') = {0g} < dimNuc(T) = 0.

Definicdo 11

A imagem ou contradominio de 7' : E — E’ é o subespago vetorial de E’
definido por Im(7T") = {u’ € E' : existeu € E: T(u) = u'}.
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. Capitulo 6. Transformacgées Lineares

Definic¢ao 12

Diz-se que T': E — E’ é sobrejetiva quandoVu' € £/, Ju e E: T'(u) = u'.

Observagido: Como Im(7") C E’ entdo dim Im(7") = dim £’ se e s6 se Im(7) = E'.

Teorema 8

SeT : E — E’ éuma TL entdo:
T é sobrejetiva < Im(7T') = £ < dimIm(7) = dim £'.

O préximo resultado é conhecido por teorema das dimensées.

Teorema 9

Seja T': E — E' uma transformagdo linear.
Se F tem dimensao finita entdo dim E = dim Nuc(T') + dim Im(T).

Exercicio 5

Seja T : R* — R? a TL definida por T'(z,y,2) = (z — y,x + y).

(a) Verifique se u = (1,—1,1) € Nuc(7).
(b) Determine Nuc(7') e a sua dimensao.
(c) Verifique se 7' é injetiva.

(d) Verifique se u’ = (1,3) € Im(7T).

(e) Determine dim Im(7).

(f) Verifique se 7' é sobrejetiva.

Resolucao
(@) Como T'(1,-1,1) = (2,0) # (0,0) entdo (1,—1,1) ¢ Nuc(7).
(b) Para calcular Nuc(7T') = {(z,y,2) € R?: T(x,y, 2) = (0,0)} é necessario resol-
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(d)

()

(f)

6.3 Nucleo e Imagem .

ver a equacdo 1'(z,y,z) = (0,0) que é equivalente a

r+y=20 y+y=0 y=20

(x—y,x+y):(0,0)<:>{x_yzo @{x:y @{IIO.

Portanto, Nuc(7") = {(0,0,z) : z € R}. Como Nuc(7") depende apenas de
uma varidvel livre entdo dim Nuc(7') = 1.

Para verificar se 7' é injetiva consideram-se dois processos.

1° processo: Como Nuc(7") # {(0,0,0)} entdo 7 ndo € injetiva.

22 processo: Sendo dim Nuc(7") = 1 # 0 vem que 7' ndo € injetiva.

Como u’ = (1,3) € Im(T) & existe (z,y,2) € R? tal que T'(z,y, z) = (1,3),
entao

—y=1 =1 =2
(x—y,z+y)=(1,3) & e s Ty s
r+y=3 Il+y+y=3 y=1

Como, T'(2,1,2) = (1,3),V z € R, entdo existe um ntimero infinito de vetores
de R? cuja imagem é o vetor u’.

Para calcular dim Im(7") consideram-se dois processos.

1° processo: A partir do vetor genérico (z — y,z + y) de Im(7") é possivel
obter os seus geradores, pois

(x—y,x+y)=ax(l,-1)+y(1,1)

pelo que Im(7") = ger{(1,—-1),(1,1)}. Como os vetores sdao LI (ndo sdo
multiplos um do outro) eles formam uma base para a imagem de 7'. Portanto,
dimIm(7T) = 2.

2° processo: Recorrendo ao teorema das dimensdes tem-se
dimR? = dim Nuc(T) + dimIm(T) < 3 = 1 + dim Im(T)
ou seja, dimIm(7") = 2.

Uma vez que Im(7T) C R? e dim Im(7") = dim R? = 2 entdo Im(T) = R?, pelo
que T é sobrejetiva.
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Capitulo 6. Transformacgées Lineares

Exercicio 6

Seja T : R? — R? a TL definida por T'(z,y) = (z + 2y, = + 2y).
(a) Determine o ntucleo de T e a sua dimensao.

(b) Verifique se T é injetiva.

(c) Determine dimIm(7") e verifique se 1" é sobrejetiva.

(d) Determine Im(7T').

Resolugdo

(a)

(b)

(©)

(d)

Como Nuc(T) = {(z,y) € R? : T(z,y) = (0,0)} e
T(x,y) =(0,0) < (z+2y,z+2y) = (0,0) &z =—2y

entdo Nuc(T) = {(z,y) e R? : z = =2y} = {(—2y,v) : y € R} e depende ape-
nas de uma varidvel, pelo que dim Nuc(7") = 1.

Para analisar a injetividade consideram-se os dois processos.
1° processo: Como Nuc(7") # {(0,0)}, logo 7' ndo é injetiva.
22 processo: Sendo dim Nuc(7") = 1 # 0, vem que 7" ndo € injetiva.
Consideram-se os dois processos.
1° processo: Atendendo a que
(x+2y,x+2y) =2(1,1)+y(2,2)

entdo Im(7") = ger {(1,1),(2,2)} = ger {(1,1)}. Como o vetor (1, 1) é LI entdo
B ={(1,1)} é base de Im(T’), ou seja, dimIm(7") = 1.

2° processo: Recorrendo ao teorema das dimensdes tem-se

dim R? = dim Nuc(T) + dim Im(7) < 2 = 1 + dim Im(7)
donde dim Im(7") = 1.
Logo, T ndo é sobrejetiva pois dimIm(7’) # 2 = dim R%.

Pela alinea anterior, tem-se que Im(7") = ger {(1,1)} = {(a,a) : a € R}.
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6.3 Nucleo e Imagem .

b
]) =(a+bb—c2c+d).
c d

Exercicio 7

Seja T : Mayo(R) — R? definida por T (

(a) Determine o nucleo de T e a sua dimensao.
(b) Verifique se T é injetiva.
(c) Determine dim Im(7") e verifique se 1" é sobrejetiva.

(d) Indique, justificando, a Im(7").

Resolugdo
b b
(@) Como Nuc(7T) = { [ ! ] € Moo (R): T ( ! ]) = (0,0,0)} e
c d c d
a+b=0 a=—b
(a+bb—c,2c+d)=(0,0,00=¢ b—c=0 << c=b
2c+d=0 d=—2b
B —b b
entdo Nuc(T') = b | b € R}, 0 qual depende apenas de uma

variavel, pelo que dim Nuc(7') = 1.
(b) Como dimNuc(7') =1 # 0, vem que 7' ndo € injetiva.
(c) Recorrendo ao teorema das dimensdes tem-se
dim Myyo(R) = dim Nuc(7T') + dimIm(7") < 4 = 1 + dim Im(7)
donde dim Im(7") = 3.
Portanto, T é sobrejetiva pois dim Im(7") = 3 = dim R®.

(d) Como T é sobrejetiva entdo Im(7T") = R3.

Exercicio 8

Seja T : R* — R’ a TL definida por T'(z,y, z,w) = (z + y, 2 + w, w, 2, 2).

(a) Determine a matriz canénica M de T
(b) Use a matriz M para determinar dim Nuc(7") e dim Im(7T’).
(c) Determine Nuc(T').

(d) Determine Im(7T').
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Capitulo 6. Transformacgées Lineares

Resolugdo

(a)

(b)

(©)

As imagens dos vetores da base candnica de R* sdo obtidas através da
expressdo analitica 7'(z,y, z,w) = (v + y, 2 + w, w, 2, z), pelo que

» 7(1,0,0,0) = (1,0,0,0,0), 7(0,1,0,0) = (1,0,0,0,0),

» 7(0,0,1,0) = (0,1,0,1,1) e T(0,0,0,1) = (0,1, 1,0,0).

Como a matriz canénica de 7" tem por colunas as imagens dos vetores da
base canénica de R* entdo

(110 0]
00 11
M=1]10001
0010
(00 10|
Fazendo a condensacdo de M, obtém-se a matriz M’ na FEL
(110 0 ] (1] 1 0 o0 ]
loo 1 1 0 0 1
Ly— Ly—L Ly— Ly+ L
L4 L4 L2 000 1 L4_>L4+L3 0 0 0 —M
s T g 00 1| TP 0 000 0
000 —1 | 00 0 0 |

O Nuc(T') é o conjunto dos vetores (z,y, z,w) € R* que satisfazem o sistema
homogéneo M X = O;4; que é equivalente a M'X = Os.

Como car(M) = car[M|Osx1] = 3 < 4 = n?° de incognitas, o sistema é um
SPI com g = 1, ou seja, Nuc(7') tem uma tinica variavel livre, que pode ser v,
pois corresponde a coluna sem pivo. Assim, dim Nuc(7') = 1.

A Im(T) é o conjunto dos elementos (a,b,c,d,e) € R*> que conduzem ao

sistema possivel definido por M X = B, com B = [ a b cde ]T. Para
tal car[M|B] = car(M) = 3, o que implica ter duas linhas de zeros, ou seja,
duas restrigdes para as varidveis a, b, ¢, d e e. Logo, dimIm(7") =5 — 2 = 3,
que corresponde ao niimero de pivos.

Em termos matriciais Nuc(7) = {X € Myx1(R) : MX = Osy;}. Como
r+y=20 rT=-y
MX:O5><1<:>M/X:O5X1<:> z+w=0 & z=0
w =70 w=20

entdo Nuc(7) = {(-y,y,0,0) : y € R}.
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6.3 Nucleo e Imagem .

(d) Em termos matriciais Im(7") = {B € M5y« : MX = B, X € M1 (R)}.

Como MX = B & M'X = B’, onde B’ é a matriz que se obtém de B
aplicando as linhas de B as operag¢des elementares que foram realizadas
aquando da condensacdo da matriz M. Assim

B’:[a b ¢ d—b+c e—b+c}T

e como as linhas 4 e 5 de B’ devem ser nulasentdiod—b+c=0ee—b+c = 0.

d—b+c=0 d=0b-c
=
e—b+c=0 e=b—c

entdo Im(7T") = {(a,b,c,b —c,b—c¢) : a,b,c € R}.

Uma vez que

» Exercicios da Sec¢ao 6.3

1. Sabendo que 7' é uma TL, determine o nticleo e indique se € injetiva.

(@) T : R? — R? definida por T'(z,y) = (y, —x).

(b) T : R* — R? definida por T'(z,y,2) = (v + y, —x + 2y).
(c) T : R? — R? definida por T'(z,y, z) = (0,0,y).

(d) T: R* — R? definida por T'(z,y) = (z,y,x + y).

€Ty
z 0

T
y ]) =+ w.
Z w

2. Seja T : R* — R3 a TL definida por T'(x,y, z,w) = (x + 2,2 + y, 2 — y).

(e) T :R3 = Myy»(R) definida por T'(x,y, z) =

(f) T : Msyy2(R) — R definida por 7' <

(a) Verifique se os vetores pertencem ao Nuc(7T').
() u=(1,—1,—1,4). (i) v = (1,0, —1,4).
(b) Determine uma base e a dimensao de Nuc(7T').

(c) Verifique se os vetores pertencem a Im(7").

() v = (1,1,1). (i) v = (2,1, 1).
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. Capitulo 6. Transformacgées Lineares

(d) Determine Im(7).

(e) Verifique se T é injetiva e se é sobrejetiva.

3. Seja T : R® — R* a TL definida por:
T(x,y,z,w,t) =(x —y—w+t,y+z—1t,2z+2w,2y+ z — 2w — 2t).
(a) Determine Im(7") na sua forma mais simplificada.
(b) Indique, justificando, uma base e a dimensao de Im(7’).
() v=1(2,0,1,-1) € Im(7)? Justifique.
(d) T é sobrejetiva? Justifique.
(e) Determine & de modo que u = (k,0,—2,1,—2) € Nuc(7T).
(f) Determine Nuc(7') na sua forma mais simplificada.

(g) Determine uma base e a dimensdo de Nuc(7T').

CCL Z]) = (a,d + b, —a).

sdo vetores de Nuc(T').

(h) T éinjetiva? Justifique.

4. Seja T : Myyo(R) — R?® a TL definida por T (

0 1 0 —1
Verifi = =
(a) Verifique se u; [ L ] e Uy [ .

(b) Determine uma base e a dimensao de Nuc(7).

(c) T éinjetiva? Justifique.

(d) Verifique se w; = (—1,0,—1) e wo = (1,2, —1) sdo vetores de Im(7").
(e) Determine uma base e a dimensao de Im(7').

(f) T é sobrejetiva? Justifique.

(g) T é invertivel? Justifique.

5. Seja T : R® — Myyo(R) a TL definida por T'(x,y, 2) = [ vy ] )
Yy

(@) Determine uma base e a dimensao de Nuc(7)).

(b) T é injetiva? Justifique.

(c) Determine a e bde modoqueu = (a+2b+1,a—b—2,a+b) € Nuc(T).
(d) Determine uma base e a dimensao de Im(7').

(e) T é sobrejetiva? Justifique.
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6. Considere os vetores vi = (1,0,0), va = (1,0,1)evz = (1,1,1) de R3e T : R® —
R?a TL tal que T'(v1) = (1,0), T'(v2) = (1,1) e T(vs) = (2,2).

(a) Determine (z,y, z) como combinagédo linear de vy, v € vs.
(b) Indique, justificando, se B = {vy, va, vz} é uma base de R”.
(c) Determine, na forma mais simplificada, T'(x, y, 2).
7. SejaT : E — F uma TL. Considere que A = {u, v, w} é uma base de E e que o
nucleo de 7" é gerado pelos vetores u e v.
(a) Determine 7'(—2u + 3v).
(b) Mostre que 7'(w) gera Im(7T").

8. SejaT : £ — E uma TL tal que dim £/ = n.

Mostre que se T é injetiva entdo 7' é sobrejetiva.

» Solucdes dos Exercicios

1. (@) Nuc(T) = {(0,0)}, T' é injetiva.

(b) Nuc(T

{(0,0,2) : z € R} # {(0,0,0)}, T ndo é injetiva.

) =
)
) ={(z,0,2) : x,z € R} # {(0,0,0)}, T'ndo é injetiva.
)

(d) Nuc(T

{(0,0)}, T é injetiva.

(

(
(c) Nuc(T

(

(T)

() Nuc(T') ={(0,0,0)}, T é injetiva.

RIEA RN

2. (a) (i) u € Nuc(T) pois T'(u) = (0,0,0).
(i) v ¢ Nuc(T) pois T'(v) # (0,0,0).

(f) Nuc(T

}, T nao ¢ injetiva.

(b) Nuc(7) = {(z, -z, —z,w) : z,w € R}, A = {(1,—-1,-1,0),(0,0,0,1)} é uma
base de Nuc(7T') e dim Nuc(T') = #A = 2.

(c) (i) v ¢ Im(T). (ii) ,v' € Im(T).
(d) Im(T) = {(a,b,a —b) : a,b € R}.
(e) T'ndo é injetiva nem é sobrejetiva.
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3. (@) Im(T") ={(a,b,¢,2b—c¢) : a,b,c € R}.

(b) Por exemplo, uma base de Im(7") ¢ A = {(1,0,0,0),(0,1,0,2),(0,0,1,—1)} e
dimIm(T) = #A = 3.

(c) v=(2,0,1,—1) € Im(T") pois
(a,b,¢,2b—c) =(2,0,1,—1)paraa =2Ab=0Ac= 1.

(d) T ndo é sobrejetiva pois dim Im(7) = 3 # 4 = dim R*,
(e) k=3.
(f) Nuc(T) = {(Bw, 2w + t, 2w, w, t) : w,t € R}.

(g) Por exemplo, uma base de Nuc(7) é B = {(3,2,-2,1,0),(0,1,0,0,1)} e
dimNuc(7T) = #B = 2.

(h) T nao é injetiva pois dim Nuc(7') = 2 # 0.
4. (a) u; ¢ Nuc(T) e uy € Nuce(T).

(b)Nuc(T):{[O bb :b,cER},A:{lg 11],[? gl}éumabase
P _

de Nuc(T') e dim Nuc(T') = #A = 2.

(c) T ndo é injetiva pois dim Nuc(7') = 2 # 0.
(d) w1 ¢ Im(T) e wp € Tm(T).
(€ Im(T) = {(z,y, —z) : 2,y € R}.

Uma base de Im(7") é B = {(1,0,—1),(0,1,0)} e dimIm(7") = #B = 2.
(f) T nao é sobrejetiva pois Im(7) # R? ou dim Im(T') = 2 # 3 = dim R®.
(g) A andlise sobre se T' é invertivel pode ser efetuada de duas formas.

» 7'ndo é invertivel pois ndo é bijetiva.

1
» A matriz candénicade T é M = 0
—1

o = O
o o O
o = O

Como a matriz M nédo é quadrada entdo ndo admite inversa, pelo que T’
ndo é invertivel.

218



6.3 Nucleo e Imagem .

5. (a) Base de Nuc(7T") = {(0,0,1)} e dim Nuc(7T") = 1.
(b) T nao é injetiva porque Nuc(7') = {(0,0,2) : z € R} # {(0,0,0)}.

(c) a=1Ab=—-1.

(d) BasedeIm(T)_{[(l) 8],[(1) 1

} e dimIm(7T") = 2.

(e) T ndo é sobrejetiva porque dimIm(7) # dim M, »(R) = 4.
6.() (z,y,2) =(x —2)vi+ (2 —y)va + y vs.

(b) B = {v1,va,vs} é uma base de R

© T(x,y,2) = (x=2)T(vi) + (z =y) T(v2) + yT(vs) = (x +y, y + 2).
7.(@) T(—2u+3v) =0p. (b) —

8. —
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Definic¢ao 13

Uma TL que tenha R? como dominio e conjunto de chegada é designada por

transformacao plana (TP).

Observagido: Um vetor (z,y) € R? tem por imagem 7'(x,y) = (a,b) e em termos
T T
matriciais vem M X = B, onde X = [m y} eB:[a b} :

1. Reflexdes

Uma reflexdao é uma TP que espelha uma figura ou um vetor em relacdo a um
eixo ou a um ponto. Esta transformacdo inverte as componentes dos vetores em

relacdo ao eixo ou ao ponto de reflexdo, mas preserva:

» as distancias entre os pontos: a distancia entre quaisquer dois pontos antes
da reflexdo serd a mesma ap0s a reflexao. Isso significa que a transformacgao

ndo altera o tamanho ou a forma da figura, apenas a sua orientagao.

» a linearidade: as linhas retas permanecem retas ap6s a reflexdo. Se dois
pontos estdo em uma linha reta antes da reflexdo, eles continuardo em uma
linha reta depois da reflexao.

1.1 Reflexdao em relagdo ao eixo z

Y /
Y . / &
i, Y C B Sa Yy
e-" O/ AI
& Al ! /
éx x é; z @) Az B
Al
Cy
cl BI

Uma reflexdo em relacdo ao eixo Oz denota-se por R, e tem como:

1 0
0 —1 1|

» caracterizagdo analitica: R, : R? — R? definida por R, (x,y) = (z, —y).

» matriz canénica: Mp, =
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6.4 Transformacoes Planas

1.2 Reflexdo em relagdo ao eixo y

Uma reflexdo em relagdo ao eixo Oy denota-se por R, e tem como:

-1 0
0 1

» caracterizagdo analitica: R, : R* — R? definida por R,(z,y) = (—z,y).

» matriz canonica: My, =

1.3 Reflexao em relacdo a origem O

So y
y ’ Yy
_So Yy c B
é
’ &'
€y T x 0] Az A o' !
&
B e

Uma reflexdo em relacdo a origem O é uma reflexdo em relagdo aos dois eixos e
denota-se por Rp e tem como:

-1 0

» matriz canonica: Mg, = 0 |

» caracterizagdo analitica: Rp : R? — R? definida por Ro(z,y) = (—z, —y).

1.4 Reflexdo em relagdoaretay =«

Y Sy Y Yy " y
/
—_— y=x
L (5} B A B
’
" ~
éy // €y
y
- 5 Al ! J
e T e 0 Az o) C'
v
'
.
,

Uma reflexdo em relagdo a reta y = x denota-se por R,—, e tem como:

0 1

» matriz canénica: Mp,_, = 1 0o

» caracterizagdo analitica: R,—, : R? — R? definida por R,_.(z,y) = (y, ).
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. Capitulo 6. Transformacées Lineares

1.5 Reflexdao em relacdo aretay = —x
S, /
y Sy=—z / y Py=ea Y
v Y c B
L
N o
S z 0 A C o !
N é_l-l
B A
Uma reflexdo em relagdo a reta y = —z denota-se por R,—_, e tem como:

0 -1
» matriz canénica: Mp,__, = [ Lo ]

» caracterizac¢do analitica:

R,—_, : R? = R? definida por R,—_,(x,y) = (—y, —x).

2. Homotetias ou Mudanga de Escala

As homotetias ou mudancas de escala sao TP que alteram o tamanho de uma
figura exceto se k = 1. Estas transformagdes sdo definidas por um fator de escala
k (com k£ > 0) e um ponto fixo chamado centro de homotetia que serd a origem
O. Consoante o valor de k tem-se que:

» se k = ( entdo ocorre a contracdo maxima.

» se () < k < 1entdo a homotetia designa-se por contra¢ao ou reducdo de fator
k.

» se k = 1 entdo ndo ha alteracoes.

» se k > 1 entdo a homotetia designa-se por ampliacdo ou dilatacdo de fator k.

2.1 Homotetia de fator £ em relagdo ao eixo x

’ Y Yy
Y HL k Yy c B I—I1 B c !
éy éy'
éy x & ' o Avw o' Al

Nas imagens estéd representada uma homotetia de fator £ > 1 (ampliagdo ou
dilatagdo). No entanto, qualquer homotetia H, ; de fator £ > 0 em relacdo ao
eixo Oz tem como:
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6.4 Transformacoes Planas .

. L kE 0
» matriz candnica: My, , = 01l

» caracterizagdo analitica: H,  : R? — R? definida por H, x(z,y) = (kz,y).

2.2 Homotetia de fator £ em relag¢dao ao eixo y

El Hl.k y’ Yy Y
—E c B H,
é é) c'_|B'
& o ‘ & o 0 A o AT

Nas imagens estd representada uma homotetia de fator k£, 0 < £ < 1 (redugdo
ou contragdo). No entanto, qualquer homotetia H, ; de fator k£ > 0 em relagdo
ao eixo Oy tem como:

: L 10
» matriz canonica: My, , = 0kl

» caracterizagdo analitica: H,, : R? — R? definida por H, x(z,y) = (x, ky).

2.3 Homotetia de fator £ em relacio a origem

y . / y y
Ho,. y c B Ho
éy éyl c/ BI
&y x &' z 9] Az ol A

As imagens ilustram uma homotetia de fator k£ < 1 (reducdo ou contragao). No
entanto, qualquer homotetia Hy j, de fator £ > 0 em relagdo a origem tem como:

. L. k0
» matriz candnica: MHO,k = 0 k|

» caracterizagdo analitica: Hp ;. : R* — R? definida por Ho x(z,y) = (kz, ky).

3. Projecdes

Em TP, uma proje¢ao é uma transformacdo que transforma vetores em um
subespaco especifico, de forma que aplicar a projegdo duas vezes resulta no
mesmo vetor que aplicar uma vez. Formalmente, uma projecdo P é uma TP
P:R?* - R*talque Po P = P.
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. Capitulo 6. Transformacgées Lineares

3.1 Projecdo sobre o eixo z

Yy P, Y v P, Yy

é?/ AI - Cl
éx T & o 0 Az o= x

Uma projegao sobre o eixo Ox denota-se por P, e tem como:

10
00|

» caracterizagdo analitica: P, : R* — R? definida por P,(x,y) = (z,0).

» matriz candnica: Mp, =

3.2 Projecao sobre o eixo y

Yy P, Yy Yy Yy

éy &y

ém T ‘ x O A x O, = A’ z
Uma projegdo sobre o eixo Oy denota-se por P, e tem como:

0 0
0 1|

» caracterizagdo analitica: P, : R* — R? definida por P,(z,y) = (0, y).

» matriz canénica: Mp, =

3.3 Projecdo sobrearetay =«

Y Py yl Y Y
, — . C B Ry:x B

ey

éx x z 0

Uma projegdo sobre a reta y = = denota-se por P,_, e tem como:
111

» matriz canonica: Mp,_ = = .

» caracterizagdo analitica: P,—, : R* — R? definida por

r yxr Yy
Praltn) = (3 35+ 3)
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6.4 Transformacodes Planas

. Rotacdo no plano em torno da origem

Uma rotac¢do no plano é uma transformacdo que roda todos os vetores em torno
da origem por um angulo 6. Esta transformacdo preserva o comprimento dos

vetores e a orientacao relativa entre eles.

A rotacdo no plano de um angulo ¢ em torno da origem é denotada por 7y e tem

como:

cos —sinf

» matriz canénica: Mp, = )
sinf  cos#

» caracterizagdo analitica: Ry : R* — R? definida por

Ry(x,y) = (xcosf —ysinf, xsinf + y cos ).

5. Cortes ou Cisalhamentos

Uma TP de corte ou cisalhamento de fator & inclina os vetores na direcao dese-
jada. Se k for positivo, os vetores movem-se na direcdo positiva do eixo e se for
negativo, na diregdo negativa. Esta transformacao altera a forma da figura mas
preserva sempre a sua drea (o determinante da sua matriz candnica é sempre
igual a 1). O valor de k determina a intensidade do cisalhamento.

5.1 Corte ou cisalhamento de fator & na dire¢ao do eixo z

[
P 7
& o A

Nas imagens estd representado um corte ou cisalhamento de fator £ (0 < k£ < 1)
na direc¢do do eixo Ozx. No entanto, qualquer corte ou cisalhamento de fator &

na dire¢do do eixo Oz denota-se por C, j e tem como:
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» matriz canonica: M¢,, = [

1 k
01

] |

» caracterizagdo analitica: C, ; : R? — R? definida por

Conl(2,y) = (x + ky, ).

5.2 Corte de fator k£ na dire¢dao do eixo dos yy

Y

€y

€x

Cy

!

y

Al
€y

B _Gr

Nas imagens estd representado um corte ou cisalhamento de fator £ (0 < k£ < 1)

na dire¢do do eixo Oy. No entanto, qualquer corte ou cisalhamento de fator &

na direcdo do eixo Oy denota-se por C), ;, e tem como:

» matriz candnica: M¢, , = [

10
k1

» caracterizagdo analitica: C),  : R* — R? definida por

Cy,k(xvy) - (IL’, kx4 y)

Exercicio 9

A figura contém 3 objetos, sendo que os objetos 1 e 2 tétm o mesmo tamanho e o
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objeto 3 tem metade do tamanho.

Ay

Objeto 1

Objeto 2

Considere as transformagoes lineares:

Objeto 3

A3

» 7}: transforma o objeto 1 no objeto 2.

» T5: transforma o objeto 1 no objeto 3.




6.4 Transformacoes Planas .

(a) Classifique 7;.
(b) Classifique e caracterize 75.
(c) Sabendo que o ponto A; = (4,5), determine o ponto As;.

(d) Mostre que 75 pode ser definida pela sequéncia de trés transformagdes: 7},
seguida de uma rotagdo de 90°, e seguida de uma homotetia de fator 0.5 em
relacdo a origem O.

Resolugdo

(a)

Como se pode observar, T representa uma reflexdo em relacdo a reta

Yy = —x.
(b) A transformacdo 75 representa a sequéncia das duas transformacgdes
» uma reflexdo em relacdo ao eixo Oz

» seguida de uma homotetia de fator 0.5 em relagdo a origem O.
tal como é ilustrado na figura seguinte.

Y

Objeto 1

O

Objeto 3

A

227 |



. Capitulo 6. Transformacées Lineares

Sendo a matriz canénica de 75 definida por

. 1 .
M, — 05 0 0 B 05 0
0 0.5 0 -1 0 —-0.5

e a imagem do vetor posi¢do OP de um ponto qualquer P = (z,y) do objeto

1 é dada por
0.5 0 x| | 0.5z
[o —0.5”3/][—0.53/]

ou seja, Ty : R? — R? é definida por Ty (z, y) = (0.5, —0.5y).

—
(c) A matriz M, é aplicada ao vetor posicdo OA; obtendo-se

KA IHE

(d) Fazendo o produto das matrizes canénicas das trés transformagoes tem-se
0.5 0 0 —1 0 -1 0.5 0
g == M2 .
0 0.5 1 0 -1 0 0 —05

» Exercicios da Seccio 6.4

& Az = (2,-2.5).

1. Considere a transformacdo plana 7 : R? — R? e o quadrado @ definido de
vértices O = (0,0), A= (1,0), B=(1,1) e C = (0,1).

Represente o quadrado () e a sua imagem por 7 e classifique 7™
(@) T(z,y) = (0,2y). (b) T(z,y) = (2, 2y)-

© T = (-200)  @T() = (-2,20),

2. Defina analiticamente a transformacéo plana 7' : R? — R? que representa a
sequéncia de transformagdes:

1
(a) contracao de fator 5 em relagdo ao eixo Oz, seguida de uma dilatagdo de
fator 3 em relacdo ao eixo Oy.

(b) rotacdo de 90° em torno da origem O, seguida de uma reflexdo em relagdo a
retay = .

1
(c) projecdo sobre o eixo Oy, seguida de uma contragdo de fator 5 em relacdo a
origem O.
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6.4 Transformacoes Planas .

(d) rotacdo de 60° em torno da origem O, seguida de uma projecao sobre o eixo
Oz, seguida de uma reflexdo em relagdo a reta y = =.

(e) reflexdo em relacdo a reta y = —z, seguida de uma dilatagdo de fator 2 em

relacdo ao eixo Oz.

. Sejam T; : R? — R? a transformacéo plana que define a reflexdo em relagdo a reta
y = —zeT,: R? — R? a transformagdo plana que define uma dilata¢do de fator 2
em relacdo ao eixo Ox. Mostre que T} o T, # T o Tj.

. Mostre que a transformagdo inversa de uma:

(a) reflexdo em relagdo ao eixo Ox é uma reflexdo em relagdo ao eixo Ozx.

1
(b) reducgado de fator — em relagdo ao eixo Ox é uma dilatacdo de fator oo em
relacdo ao eixo Ox com a # 0.

(c) rotagdo do plano de um angulo a em torno da origem O é a rotagdo do plano

do angulo —a em torno da origem O.

. Sejam T, T, e T} as transformacgdes planas cujas matrizes canénicas associadas
sdo, respetivamente, M;, M, e Ms;

V22

-1 0 0 1 9 9

M, = , My = e Ms; = 2 2
0 -1 10 NI

2 2

(a) Classifique e defina analiticamente 7}, T e T5.

(b) Defina analiticamente a TL plana 7' = 7, o T3 o T5.

. Sejam T} e T, as transformagdes lineares planas cujas matrizes canénicas associa-
das sdo, respetivamente, M; e M,:

V31

10 99

M1 = e M2 = 2 2

0 2 1 V3

2 2
(a) Classifique e defina analiticamente 7} e T5. Y
(b) Considere a transformagdo plana 7' = 75 o T3. 29
Defina analiticamente 7' e 7. T N

(c) Represente geometricamente o resultado de T’

N F—-—--—

aplicado ao tridngulo representado na figura.
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» Solu¢des dos Exercicios

1. (a) Projecdo sobre o eixo Oy, seguida de uma dilatacdo de fator 2 em relagdo ao

eixo Oy.
Y
2¢B =’
! C B
A
a1
(b) Dilatacao de fator 2 em relagdo ao eixo Oy.
Y
!/ !/
5 ' B
] C |B
A=A .
O 1 '

1
(c) Contragao de fator 5 em relagdo ao eixo Oy, seguida de uma dilatagdo de

fator 2 em relagdo ao eixo Oz, seguida de uma reflexdo em relacao ao eixo Oy.

B/

Y

=C" B

A/

A

O 1

(d) Dilatagao de fator 2 em relacdo a origem O, seguida de uma rotagdo de 90°

em torno da origem O.

Y
B’ 2| A
1 ¢ B
o A
x
-2 O 1
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6.4 Transformacoes Planas .
2. (a) Matriz canénica:

1 ol[1/20 1/2 0
MHyoHI - — .
0 3 0 1 0 3
Caracterizagao analitica:

H, o H, : R* — R? definida por (H, o H,)(z,y) = (137, 3@/).

I

Caracterizagao analitica:

(b) Matriz canénica:

MR, oRgp0 =

Ry—, o R, : R? = R? definida por(R,—, o R,.. )(z,y) = (z, —y).

(c) Matriz canénica:

w2 )22 )
’ 0 12|01 0 1/2

Caracterizagao analitica:

Hp o P, : R? — R? definida por (Hp o P,)(z,y) = (07 %y)

(d) Matriz canodnica:

o _[01 Lol /2 =v32| [ o o0
foelefior = o Lo o | vare 12 | |12 —vB2 )|

Caracterizagao analitica:
R,_, o P, o Rgpe : R? — R? definida por
1 V3
(Ry=z © Py o Rgpo)(7,y) = (07 5%~ 7?/)

20 0O -1 | 0 =2
0O 1||-1 0| |-1 0|
Caracterizacao analitica:

H,o R, _,:R? — R?definida por (H, o R,—_,)(x,y) = (—2y, —z).

(e) Matriz canénica:

My, on,_ . =

3. Como

0 -1 0 -2
MTlMTQZI_Q 0 ]7&[ Lo ]ZMTQMTl

entao Tl ¢} TQ # TQ o Tl‘
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4. —
5. (a) Tem-se

» 7 : R?* — R? definida por 7 (z,y) = (—z, —y) e é uma reflexdo em relagdo
a origem O.
» 75 : R* — R? definida por Tx(z,y) = (v, z) e é uma reflexdo em relagdo a

retay = .

2 2 2 2
» T3 : R? — R? definida por T3(z,y) = L—x—i ,\/_ —|—£y) eé

2T T
uma rotagao de angulo 6 = 45° em torno da origem O.
(b) My = Mryor,or; = Mo My M; onde
v [0 1] [—1 0 V2/2 —V2/2 —V2/2 —V2/2
LOJL o =] vz v2)2 —V2/2 V2/2
e T : R? — R? definida por T'(z,y) = (——x —

V2 V2 V2 V2
2T Tt )

6. (a) Tem-se
» T : R* - R? definida por Ti(x,y) = (z,2y) e é uma ampliacdo de fator

k = 2 em relagdo ao eixo Oy.

3 11 3
» 75 : R? — R? definida por Ty(z,y) = gx — 5Ys 5 + \/T_y> e é uma
rotacdo de angulo 6 = 30° em torno da origem O.
(b) Como
V3/2 =1/2 | [1 o V3/2 -1
Mryor, = My My =

12 3/2 |0 2 1/2 V3

endo T : R? — R? é definida por T'(z,y) = <§x -, %sc - \/§y>
V3/2  1/2

Assim, My = (Mp)™t =
—1/4 /3/4

2 2 4 4

\/511@)

e T-':R?* — R? é definida por T *(z,y) = (—:v + -y, ——x+ —y

(c) Geometricamente o resultado é o trisngulo de vértices O = T/(0,0) = (0,0),

A =T21)=(V3-1,V3+1)eB =T(0,2) = (-2,2V3).
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Valores e Vetores
Proprios

Os valores e vetores proprios sdo conceitos fundamentais na andlise de transforma-
¢Oes lineares e matrizes. Quando uma transformacdo linear é aplicada a um vetor
proprio, o resultado é o mesmo vetor multiplicado por um escalar - o valor préprio.
Estes elementos ndo dependem da matriz especifica usada, mas sim da prépria
transformacao, sendo por isso propriedades estruturais do sistema.

Na engenharia, os valores e vetores proprios sao especialmente tteis para simpli-
ticar problemas, prever comportamentos e modelar sistemas complexos de forma
eficiente. Sdo aplicados em varias dreas com grande relevancia prética.

As aplicagdes principais incluem:
1. Engenharia

Utilizados para analisar vibragdes, estabilidade de estruturas, e comportamento
de sistemas dinamicos - por exemplo, em andlises modais de pontes e edificios

sujeitos a forgas varidveis.

2. Economia

Aplicados na modelacdo de sistemas econémicos para prever a sua evolugdo ao
longo do tempo e estudar equilibrios e tendéncias.
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3. Computacdo e Ciéncia de Dados
Ferramentas como a Analise de Componentes Principais usam valores préprios
para reduzir a complexidade de grandes volumes de dados, facilitando a visuali-
zagdo e a extragdo de padroes.

4. Estatistica
Usados na decomposicdo de matrizes de covaridncia para identificar dire¢des
principais de variacdo dos dados e construir representagdes mais simples.

5. Processamento de Sinais

Fundamentais na decomposicdo de sinais em frequéncias (como na Transfor-
mada de Fourier), permitindo uma anélise mais eficaz de dudio, imagem ou
comunicacdo digital.

6. Controlo de Sistemas

Permitem estudar a estabilidade e a resposta de sistemas dinamicos, sendo
essenciais para projetar controladores eficientes.

Neste capitulo, vamos explorar os conceitos de valores e vetores proprios, as suas
propriedades fundamentais e o processo de diagonalizacdo de matrizes.

Orientacao de trabalho: O capitulo apresenta duas atividades de trabalho, e o leitor
deve dedicar de 3 a 5 horas de estudo auténomo para cada uma delas.

» Atividade 21 — 7.1 Conceitos Geraise 7.2 O Célculo Analitico

» Atividade 22 — 7.3 Diagonalizacdo de Matrizes
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7.1 Conceitos Gerais

Seja £ um espago vetorial real de dimensao n.

Definic¢oes 1

Sejam 7' : E — E uma TL e v um vetor ndo nulo de E.

Diz-se que v é um vetor préoprio de 7" quando existe A € R tal que T'(v) = Av.

O valor ) é designado por valor préprio de 7" associado ao vetor préprio v.

Observagoes: Sejam v um vetor proprio de 7' (com V' a sua forma matricial) e M a
matriz canénica de 7.

1. Como T'(v) = Av & MV = AV entdo diz-se também que v é um vetor préprio
de M associado ao valor préprio \.

2. Se v é um vetor préprio de M associado ao valor préprio A entdo
MV =XV & MV = AV =0, & (M = A,)V = O

e uma vez que o sistema (M — \I,,)V = O,,»1 admite pelo menos a solugdo v e a
solugdo nula entdo é um SPI, pelo que |M — AI,,| = 0.

Definic¢oes 2

Sejam v um vetor proprio de M e V' a sua forma matricial.

1. O polinémio p(A\) = |M — A1,|, de grau n, designa-se por polinémio caracte-
ristico, e a equagdo p(\) = 0 por equacdo caracteristica de ).

2. O conjunto S, constituido por todas as solucdes de (M — A\[,,)V = O,,x; é um
subespaco vetorial de E e é designado por subespaco préprio associado ao
valor préprio \.
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Exercicio 1

Sejam u = (2,2,0), v. = (1,-1,-2) e w = (2,2,—2) vetores de R?,
T : R® — R?® a TL definida por T(z,y,2) = (—z + y,x — y, —22) e M a ma-
triz canénica de 7.

(a) Verifique se u, v e w sdo vetores proprios de 1" (e de M).
(b) Verifique se 2 e —2 sdo valores proprios de T' (e de M).

(c) Verifique se, para quaisquer z,z € R, r = (—z,z,2) # (0,0,0) é vetor
proéprio de T'. Indique o valor préprio associado.

(d) Determine o subespaco préprio de T e os vetores proprios associados a
A=0.

Resolugdo

(a) Como T(1,0,0) = (~1,1,0), T(0,1,0) = (1,—1,0) e T(0,0,1) = (0,0,~2)
entdo a matriz canénica de T é

Relembre-se que os vetores préprios de 7' sdo iguais aos vetores proprios da

sua matriz candnica.

Para verificar se u é vetor préprio consideram-se dois processos.

1° processo: u é vetor proprio de 1" se existe A € R tal que 7'(u) = Au. Como
T(u)=17(2,2,0)=(0,0,0) =0(2,2,0) =0u

entdo u é vetor proprio de 1" associado ao valor préprio A = 0.

2° processo: u é vetor proprio de M quando existe A € R tal que MU = \U.

Como
-1 1 0 0 2
MU=| 1 -1 0 = =0 =0U
0O 0 =2

entdo u é vetor proprio de M associado ao valor préprio A = 0, pelo que u
também é vetor préprio de T associado ao valor préprio A = 0.
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Por outro lado, v é vetor préprio de T' (e de M) associado ao valor préprio

A = =2 pois
T(v)=T(1,—1,-2) = (—2,2,4) = —2(1,—-1,-2) = —2v.
Além disso, w ndo é vetor proprio de 7' (e de M) pois
T(w)=1T(2,2,-2)=(0,0,4) # A\(2,2,-2),VA e R.

(b) Uma vez que

3 1 0
p(2)=|M—2L]=| 1 -3 0 |=-32#0
0 0 -4

entdo 2 ndo é valor préprio de 7' (e de M).
O valor A = —2 é valor préprio de 7' (e de M) pois

110
p(=2)=|M+2L|=|1 1 0|=0.
0 00
(c) Umavez que T'(x,y,2) = (—z +y,x —y, —22) entdo
T(r)=T(z,—x,2) = (22,21, -22) = =2(z, —x,2) = —2r

o que implica que r # (0, 0, 0) seja um vetor préprio de 7" associado ao valor

proprio A = —2.

(d) Os vetores proprios de T" associados ao valor préprio A = 0 sdo os vetores
nao nulos (z,y, z) tais que T'(z,y, 2) = 0 (z,y, z), ou seja

—r+y=0
=
(—x4+y,x—y,—22)=(0,0,0) ¢ z—y=0 <:>{y .
Z =
—22=0

O subespaco vetorial préprio de 7" associadoa A = 0€ Sy—¢ = {(z,z,0) : x € R}
e os vetores proprios sdo todos os vetores com a forma (z,z,0) = z(1,1,0),
comz € R\ {0}.
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» Exercicios da Seccao 7.1

1. Sejam u = (0,2,0), v = (2,0,-2), w = (1,0,1) er = (1,2,1) vetores de R?,
T : R®* — R?® a TL definida por T(x,y,2) = (3x + z,2y,x + 32), € M a matriz
canénica de 7.

(a) Verifique se u, v, w e r sdo vetores proprios de T (e de M).

(b) Verifique se, para qualquer z € R\ {0}, s = (x,0,z) é vetor préprio de 7.
Indique o valor préprio associado.

(c) Determine o subespago proprio de M associado a A = 2.

» Solu¢des dos Exercicios

1. (@)» T(u) =17(0,2,0) = (0,4,0) = 2u e portanto, u é vetor préprio de 7" associ-
ado ao valor préprio A = 2.

» T'(v) = T7(2,0,—2) = (4,0,—4) = 2v e portanto, v é vetor préprio de T
associado ao valor préprio A = 2.

» T'(w) = T7(1,0,1) = (4,0,4) = 4w e portanto, w é vetor préprio de T
associado ao valor préprio A = 4.

» T'(r) =T7(1,2,1) = (4,4,4) # A\(1,2,1),V X € R e portanto, r ndo é vetor
prépriode 7.

Como u, v e w sdo vetores proprios de 7' entdo também sdo vetores préprios
de M.

(b) s #(0,0,0) é um vetor préprio de T" associado ao valor proprio A = 4 pois

T(s) =T(z,0,2) = (42,0,42) = 4(z,0,z) = 4s.

() Sre2 = {(z,y,—x) : x,y € R}.
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Os valores proprios de matrizes reais podem ser niimeros complexos. No entanto,

no que segue, opta-se por considerar transformagodes lineares e matrizes que tenham

apenas nimeros reais como valores proprios.

Observagdes: Seja M a matriz canénica de uma transformacao linear 7': R" — R"

com todos os valores proprios reais. Para calcular os valores e os vetores proprios

de M (e de T'), deve-se seguir os seguintes passos:

1.

2.

Defini¢Oes 3

Calcular o polinémio caracteristico, de grau n, p(A\) = |M — AI,,|.

Determinar as n raizes de p(\), ou seja, as solugdes da equacdo caracteristica
p(A) = 0, que correspondem aos valores préprios de M.

. Para cada valor ), resolver a equagdo (M — AI,)V = 0. As solugdes ndo nulas v

desta equacdo sdo os vetores proprios de M associados a .

Seja M a matriz candénica de uma transformacdo linear 7: R* — R".

1. Designa-se por espetro de M (e de 1), denotando-se por (M) (e o(7T)), o
conjunto de todos os seus valores préprios, ou seja,

o(M)=0(T)={NeR:|M - \,|=0}.

2. Diz-se que A € (M) tem:

(a) multiplicidade algébrica k se ) é raiz de multiplicidade £ do polinémio
caracteristico e denota-se por m,(\) = k.

(b) multiplicidade geométrica k£ se o subespago préprio S associado a A
tem-se dimensao k, e denota-se por m,(\) = dimS) = k.
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Teorema 1

Seja M uma matriz de ordem n. Entao:

1. para qualquer A € o(M) tem-se 1 < m,(A) < mq(N).

2. se M é uma matriz triangular entdo os seus valores proprios sao os elementos
da sua diagonal principal.

3. se M é uma matriz simétrica entdo o (M) C R e os vetores proprios associados
a valores proprios distintos sdo ortogonais.

Exercicio 2

—1 1 0
Considere a matriz M = 1 -1 0
0 0 =2

(a) Mostre que o polinémio caracteristico de M é p(\) = =\ (A + 2)2.

(b) Determine os valores préprios de M e indique as suas multiplicidades
algébricas.

(c) Determine os subespacos vetoriais proprios de M e indique as respetivas
multiplicidades geométricas dos valores préprios.

Resolugdo
(a) Para o calculo de p(\) = |M — A\I3| consideram-se dois processos.

1° processo: Aplicando regras praticas ao determinante tem-se

—1-x 1 0
p(\) = I —-1-x 0

0 0 —2-A
=(=1=X(-1=XN)(-2=X)+0+0—-(04+0—-2—-2))
=(=2=N[(-1=XN(=1=X) =1 = —(A+2) (A2 +2))
=-A(A+2)%

2° processo: Aplicando o teorema de Laplace a 3? linha (ou a 32 coluna)
tem-se
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—-1-x 1 0
p(A) = 1 —1-A 0
0 0 —2-2A
—1-Xx 1
I —1-X
=—(A+2) (AN +2)\) = -A(A+2)

= (=2 = \)(—1)%3 =—(A+2)[(-1-X1?-1]

Como os valores proprios de M sdo as raizes da equagdo p(\) = 0 entdo
“AA+2 =02 A=0VI= -2

pelo que —2 e 0 sdo os valores proprios de M, ou seja, o(M) = {—2,0}.
Tem-se m,(0) =1 e my(—2) = 2.

» Os vetores proprios associados a A = —2 sdo as solugdes ndo nulas de
(M — (=2)I3)V = Osx1, ou seja

11 0] [z 0 4y=0
110 —lo|e! s4y=0 @{y:—x.
000|] = 0 0=0

Assim, Sy—_y = {(z, —z, 2) : , 2 € R} é 0 subespacgo préprio de M associado
a A = —2. Uma vez que este subespaco depende de duas varidveis livres
entdo my(—2) = dim S)—_, = 2.

» De forma andloga, os vetores proprios de M associados a A = 0 sdo as
solugdes ndo nulas de (M — 0I3)V = Osy;. Assim, tendo em conta que

-1 1 0 x 0 —x+y=0
=
1 -1 0 y | =10 z2—y=0 @{y 0
z =
0o 0 -2 z 0 —22=0

tem-se que S—o = {(z,x,0) : € R} é 0 subespago préprio de M associado
a A = 0. Uma vez que este subespago depende de uma varidvel livre entdo
mg(0) = dim Sy~ = 1.

Observacgao: Os vetores do subespago proprio Sy—_, sdo ortogonais aos
vetores de S)—, uma vez que M é uma matriz simétrica. De facto, para
quaisquer vetores (r, —x,2) € Sh—_s e (z,z,0) € Sy—o, tem-se

(z,—2,2) - (,2,0) =2> —2° + 0= 0.
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Propriedades 1

1. O trago de uma matriz (soma dos elementos da diagonal principal) é igual a

soma dos seus valores proprios.

2. O determinante de uma matriz é igual ao produto dos seus valores préprios.

Observacao: Como o determinante de uma matriz é igual ao produto dos seus
valores préprios, conclui-se que uma matriz é invertivel se e s6 se ndo tiver 0 como
valor préprio.

Exercicio 3

Seja A uma matriz ndo invertivel de ordem 4 com valores préprios reais e:

» com trago igual a 2.

» com 2 valores préprios distintos, um deles com multiplicidade algébrica 2.

Indique, justificando, se 1 é valor préprio de A.

Resolugdo

Como A é de ordem 4 entdo tem 4 valores préprios. Uma vez que A tem s6 dois
valores proprios distintos e um deles tem multiplicidade algébrica igual a 2, o
outro terd também multiplicidade algébrica igual a 2. Denotem-se esses valores
proprios por A; e A\y. Uma vez que a multiplicidade algébrica de ambos é 2 entdo
|A] = AIAs.

Como A ndo é invertivel entdo |A| = 0, pelo que um dos valores proprios A é
igual a zero. Considere-se, por exemplo, A\; = 0.

Comotr(A) = A+ A+ X+ X =2, vemque 0+ 0+ Xy + Ay =2, 0useja, A\ =1,
e consequentemente, 1 é valor préprio de A.

Interpretacao geométrica

SejaT : R* — R", comn = 2oun = 3, uma TL cuja matriz canénica é M. Os
vetores proprios de T (e de M) indicam as dire¢des de R? ou de R? em relagdo
as quais as imagens dos vetores sofrem apenas dilatagdes ou contra¢des de valor
igual aos respetivos valores proprios. Estas dire¢des sdo designadas por direc¢oes
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préprias. No caso dos valores préprios positivos os sentidos mantém-se e quando
sdo negativos os sentidos sdo invertidos.

Exercicio 4

1 2
Considere a matriz M = [ - ]

(a) Determine os valores proprios de M.

(b) Determine as dire¢des proprias.

5
(c) Considere um triangulo T cujos vértices sao A = (1,0), B = [1,= ] e
& J 5
C=(-2,2).
(i) Determine a imagem T’ de T pela TL cuja matriz canénica é M.

(ii) Represente geometricamente T e T', identificando as dire¢des

proprias.

Resolugdo
(a) Resolvendo a equacdo caracteristica tem-se
1—XA 2

5 44—\
SN -BA-6=0X=6VI=—1

(M = M| =0 < =0e (1-MN)@—-A)—-10=0

entdo —1 e 6 sdo os valores préprios de M.

(b) » Para A = 6 tem-se

-5 2 0
= <:>—5x+2y:O<:>y:§x
5 =2 Yy 0 2

e a diregdo propria associada a A = 6 é a da reta de equagdo y = 5% ou

seja, tem a direcdo do vetor (2, 5).
O subespaco préprio associado a A = 6 define-se por

Sas = {(22,52) : x € R} = ger{(2,5)}.

» Para \ = —1 tem-se

2 2 x 0
= S2r+2y=0& y=—x
5 5 y 0
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(0) (i)

(ii)

244

e a diregdo propria associada a A = —1 é a da reta de equagdo y = —z, ou
seja, tem a dire¢do do vetor (1, —1).

Considerando os vértices do tridngulo definidos pelos seus vetores po-
= 1 ? ? . ~ .

sicdo OA, OB e OC), as suas imagens sdo obtidas fazendo o produto da

matriz M pela matriz dos vértices V' (matriz que tem por colunas os

121 1 —2|
54010 5/2 2 |

— -
e_a_)partir das colunas de V' vem que OA" = (1,5), OB" = (6,15) e
OC" = (2,-2), pelo que T’ tem vértices dados por A" = (1,5),

B =(6,15)e C' = (2,-2).

vetores posi¢do)

1 6 2
5 15 =2

MV =

— —
Note que OB’ = (6,15) = 6(1,5/2) e OC" = (2,—-2) = —1(—2,2) sdo
vetores proprios cujas dire¢des sao as dire¢des proprias, identificadas na

figura pelas retas de equagdes y = —z e y = 2 z.
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» Exercicios da Secgao 7.2

1. Seja M a matriz canénica da transformagdo linear 7' : R* — R? definida por
T(x,y,z) = 3z + 2,2y, x + 32).

(a) Mostre que o polinémio caracteristico de M é p(\) = (4 — \) (A — 2)2.

(b) Determine os valores préoprios de M e indique as respetivas multiplicidades
algébricas.

(c) Determine os subespacos préprios de M e indique as respetivas dimensdes.

(d) A matriz M é invertivel? Justifique.

2 0 2 0
0 -1 0
2. Considere a matriz M =
2 0 2
0O 0 0 -1

(a) Mostre que o polinémio caracteristico de M é p(\) = A (A —4) (A + 1)

(b) Determine os valores proprios de M e indique as respetivas multiplicidades
algébricas.

(c) Determine o subespago vetorial préprio de M associado ao menor dos valores
proprios de M e indique a respetiva dimenséo.

(d) A matriz M é invertivel? Justifique.

2 1
3. Seja T : R? — R? a TP cuja matriz canénica é M = [ 0 3 ] :

(a) Defina analiticamente 7.
(b) Determine os valores préoprios de M.

(c) Determine uma base de cada um dos subespagos préprios de M.

(d) Considere o retangulo R de vértices A = (—1,0), B = (1,0), C = (1,1) e
D= (=1,1).

(i) Determine as imagens por 1" dos vetores O—IZL Cﬁ, (ﬁ e O?, sendo O a
origem do referencial.

(ii) Represente geometricamente a imagem de R por 7.

(iii) Atendendo as alineas anteriores, indique, justificando, quais dos vetores
54,08, OC e O 5 o
OA, OB, OC e OD sao vetores proprios de 7.
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4. Seja T : R? — R? a TL definida por T'(z,y) = (z + 2y, —x + 4y).

(a) Determine a matriz canénica M associada a 7.

(b) Considere o paralelogramo P cujos vértices sdo A = (0,0), B = (1,0), C =

(2,1)e D = (1,1).

(i) Determine as imagens por 7' dos vetores O_1>4, @, O? e @, sendo O a

origem do referencial.

(ii) Represente geometricamente a imagem de P por 7.

(iii) Atendendo as alineas anteriores, indique, justificando, quais dos vetores
— ? ? B L. . P
OA,0B,0Ce0O I3 sdo vetores proprios de T" e quais os valores préprios

associados.

5. Para as seguintes matrizes, determine os valores préprios, os subespagos préprios

e respetivas dimensdes.

1 _
e 0 B 3170: 1 -1
3 -3 -1 1 -1 1
1
2 0 1 0 -1 1 .
E=|010|,F=] 0 -1 1 |eG= .
10 2 -1 2 -1
0

» Solucoes dos Exercicios

—_ = =

1l.(a)

b)) pN) =0 4-XNA=-22=0)1=4VA=2,
ma(2) =2emg,(4) = 1.

(€) Saez = {(x,y,—2): 2,y € R}, dim Sy—p = 2,
Sy=qa ={(z,0,2) : z € R}, dim Sy—4 = 1.

(d) A matriz M é invertivel pois 0 ndo é valor préprio de M.

2. (a) —

®) p(A) =0 AN —4)A+1)2 =0 A=0VA=4VA=—1,

ma(—1) =2,m,(0) = 1Lemy(4) = 1.
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(© Sx=—1={(0,y,0,w) : y,w € R} edim S)~_; = 2.
(d) A matriz M nao é invertivel pois 0 é valor préprio de M.
3.(a) T : R* — R? definida por T'(z,y) = (2 + y, 3y).

(b) A\=2V\=3.

=)

(c) Basede Sy—o = {(1,0)} e Base de S)—3 = {(1,1)}.

—
() () OA" = (=2,0), 0B’ = (2,0), OC" = (3,3) e OD' = (—1,3).
(ii) y
3
D/- -Cl
1
D C
A A B /B
-2 -1 1 2
— —
(iii) Oz; OB e OC' sio vetores proprios de T pois OA" = 2 O—1>4, OB =20B e
0C" =30C.
1 2

4.(a) M =

-1 4

|

— — —
(b) (i) OA" = (0,0), OB = (1,—1),0C" = (4,2) e OD' = (3, 3).
(ii) Y
D/
3»
2 >
N D (J
AR
<« } X
1 2 3 4
B/
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(iii) OC' e OD sio vetores proprios de_T> associadosiefpetivamente, aos valores
proprios A =2 e A = 3 porque OC" = 20C e OD = 30D.
. 3
5. » matrizA: A\=1VA=-3, S\o1 = {(x,gs) :xER},
Sye_3 = {(O,y) Ty € R}, dim Sy = ledim Sy—_3 = 1.
» matriz B: A =2 (m, = 2), Shea = {(z, —2) : 2 € R} edim S)—» = 1.
» matrizC: A\ =0V A =2, S5 = {(z,z) : x € R}, Sh—o = {(z,—2) : x € R},

dim S)\:() =1ledim S)\ZQ =1.

» matriz D: A\=0VA=1VA=3, S_={(zr,z,z) :x € R},
She1 = {(2,0,—x) : x € R}, Sy3 = {(z, —22,2) : © € R},
dim SA:() = 1, dimS)\zl =1 edimS,\:3 = 1.

» matriz E: A=1(m, =2) V=3,
Sye1 ={(z,y,—2) : z,y € R}, Sh=3 = {(2,0,2) : z € R},
dim Sy—; =2edim Sy_3 = 1.

» matriz 2 A=0(m, =2) VA= -2,
Sheo = {(z,z,z) : x € R}, Sie o = {(z, 2, —x) : x € R},
dimSy—o=1ledimS\—_, = 1.

» matrizG: A =1(m, =4), Sh=1 = {(2,0,0,0) : x € R} edim Sy, = 1.
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A diagonalizagdo de matrizes é um processo que permite representar certas matrizes
como o produto de trés matrizes, sendo uma delas diagonal. Este método transforma
a matriz original numa matriz diagonal, desde que esta seja diagonalizavel, isto é,
que possua um conjunto de vetores préprios linearmente independentes em nimero
igual a ordem da matriz.

A diagonalizacdo simplifica bastante os cdlculos, uma vez que operacdes com

matrizes diagonais sdo mais simples de executar.

Definicao 4

Uma matriz A de ordem n diz-se diagonalizavel se existem uma matriz inverti-

vel P de ordem n e uma matriz diagonal D de ordem n tais que:

A=PDP' & P'AP=D.

Teorema 2

Seja A uma matriz de ordem n. As seguintes proposi¢des sdo equivalentes.

1. A é diagonalizavel.
2. A possui n vetores proprios linearmente independentes.

3. A soma das multiplicidades geométricas dos valores préprios de A é igual a
n.

4. Para qualquer A € g(A), my(X) = mqa(N).

Observagoes:

1. Uma matriz A de ordem n é diagonalizavel se e s6 se existe uma base de R"
formada por vetores préprios de A.

2. Se A é diagonalizdvel entdo existem uma matriz invertivel P e uma matriz
diagonal D tais que A = PDP~!. Neste caso:
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» as colunas de P sdo vetores proprios LI de A que geram os subespagos
proprios associados aos respetivos valores préprios.

» os elementos da diagonal principal de D sdo os valores proprios de A.

» A" = PD"P~! paran € N.

3. O préximo resultado é uma consequéncia imediata do ponto 4 do teorema ante-
rior e do ponto 1 do Teorema 1 da pagina 240.

Teorema 3

Uma matriz M é diagonalizdvel se e s6 se

mgy(A) = my(N), para qualquer A € o(M) com m,(A\) > 2.

Exercicio 5

4 1 2
Considere amatriz M = | 0 3 0 |. Verifique se M é diagonalizavel e, em
00 3

caso afirmativo, determine as matrizes P, D e M*.

Resolucao

Para verificar se M é diagonalizavel, é necessério verificar se existem trés vetores
proprios LI de M. Para isso realizam-se as seguintes trés etapas.

» 17 etapa: Como M é uma matriz triangular superior entdo, pelo Teorema 1, os
seus valores proprios sdo os elementos da sua diagonal principal. Portanto,
os valores proprios de M sao A =4 e A =3, com m,(4) =1em,(3) = 2.

» 2%etapa: Como 3 é o tnico valor préprio com multiplicidade algébrica
diferente de 1 entdo M é diagonalizavel se e s6 se m,(3) = m,(3) = 2.

Assim, para A = 3, os vetores préprios associados sdo as solugdes nao nulas
de (M — 313)V = Os41, ou seja

11 2 0
0 00 y | =10 2+y+22=0 < z=—-y— 2z
000 z 0
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Logo, Sa=s = {(—y —22,y,2) : y,z € R} = ger{vy,v2}, onde v; = (—1,1,0)
e vy = (—2,0,1) sdo vetores LI. Como m,(3) = 2 entdo a matriz M é diagona-

lizavel.

Para definir a matriz P falta determinar um vetor gerador do subespago
proéprio associado a A = 4. Assim, resolvendo a equacdo (M — 415)V = Osy1,

tem-se
1 2 T 0 y+22=0
y=0
-1 0 y | =10]<% —y =0 &
z=0
0o 0 -1 z 0 —2=0

ouseja, Sh—4 = {(,0,0) : z € R} é o subespago préprio que pode ser gerado
por vs = (1,0,0).
32 etapa: Portanto, P~ 'MP = D, onde as colunas da matriz P sdo formadas

por vy, vy e vi que sdo vetores proprios LI de M e a matriz diagonal D é
formada pelos valores préprios de M, ou seja

-1 -2 1 300
P = 1 0 0leD=]030
0 1 0 0 0 4

Observagdo: Vamos provar que P~*M P = D. De facto, como |P| = 1e

T
0 01 | 010
Pl=1eAdj(P)=|1 0 1| entio P‘lzﬁAdj(P): 00 1
01 2 11 2
pelo que
(01 0] 41 2][-1 -21
P'MP=1001]]030 1 0 0=
11 2] loo3]lo 1 0
(03 0] [-1 -21 300
=100 3 1 0 0|=1]030]|=D.
4480 10 00 4
O célculo de M* pode ser obtido tendo em conta que M* = PD*P~!, pelo que

-1 -2 1 30 0 010
M= 1 0 0 0 3* 0 00 1
0 1 0 0 0 4* 11 2
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—81 —162 256 010 256 175 350
81 0 0 00 1]|= 0 8 0
0 81 0 11 2 0 0 381
4 -1 0
VerifiqueseamatrizA= | 1 2 0 | édiagonalizavel.
0 0 3

Resolugdo
Considere-se 0 mesmo procedimento do exemplo anterior.
» 1° etapa: Determinar os valores préprios.
Aplicando o teorema de Laplace a 3* coluna e as regras préticas tem-se

-2 —1 o0
p(A) = 1 2=Xx 0 = (3= \)(=1)*"3
0 0 3-2A
=B=-N[[A-N2=-N+1=B-XN\—-6)A+9)
=B-NA=37=-(A-3)"

4—-N -1
1 2—-A

Portanto, A = 3 é o tinico valor proprio de A e m,(A = 3) = 3.

» 2?etapa: Determinar os vetores proprios. Como

1 -1 0 x
1 -1 0 y|=10]=xr=y.
0 0 0 z 0

Assim, Sy—3 = {(y,v,2) 1 y,z € R} = ger{(1,1,0),(0,0,1)} é o subespaco
proéprio. Portanto, A ndo é diagonalizdvel pois m4(3) = 2 # 3 = m,(3).
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Teorema 4

Se A é uma matriz simétrica de ordem n entdo existe uma matriz ortogonal P e
uma matriz diagonal D tais que PY AP = D, onde a diagonal principal de D é
formada pelos valores proprios de A e as colunas de P sdo os vetores proprios

ortonormais (ortogonais e unitarios) de A que geram os subespagos proprios.

Exercicio 7

1 1 1
Considereamatriz M = | 1 1 —1 |. Verifique que M ¢é diagonalizavel e
1 -1 1

determine as matrizes P e D de modo que PTMP = D.

Resolugao

Uma vez que M = M entdo M é uma matriz simétrica, pelo que é diagonali-
zavel. Para determinar os 3 vetores proprios LI de M, considere-se 0 mesmo
procedimento do exemplo anterior.

» 17 etapa: Determinar os valores préprios. Como

1—x 1 A RS 1
pA)=| 1 1-x -1 L2—>L2+L1:2_/\ 2-X 0
1 =1 1-—x| 2-X 0 2-2A

1-A 11
=2-N* 1 10|=Q2-AN*[1-A+0+0—(1+1+0)]

1 01

=(2-)N2*(=1-X)

entdo p(A) = 0 para A = 2V A = —1. Assim, os valores préprios de M sdo 2 e
—1,com m,(2) =2em,(—1) =1.

> 2%etapa: Assim, para A = —1, resolvendo a equacdo (M + I3)V = Osyy,
tem-se
2 1 1 T 0 2v +y+2=0
2 -1 y | =10 2+2y—2=0
1 -1 2 z 0 r—y+2z=0
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. Capitulo 7. Valores e Vetores Préprios

z=—-2x—y z=—2x—y Z=—I
< r+2y+2x4+y=0 < y=—=x <4 yYy=—x
N r+x—2x=0

ouseja, Sy=—1 = {(z, —z,—x) : v € R} = ger{vy},onde v; = (—1,1,1).

Para \ = 2, tem-se

-1 1 1 x 0
1 -1 -1 yl=10|&—-—2+y+z=0&8r=y+=z
1 -1 -1 z 0

Logo, Sx—2 = {(y+ 2,9, 2) : y, z € R}. Observe-se que agora nado basta en-
contrar dois vetores LI geradores deste subespaco préprio, mas também é
necessario que sejam ortogonais. Como os vetores de Sy—, sdo ortogonais aos
vetores de S\—_; entdo um dos vetores pode ser v, = (1,1, 0). O outro vetor

v3 além da forma (y + 2, vy, 2), terd que ser ortogonal a v,, pelo que
(y+z,9,2)0(1,1,0) y+2+y=0& 2= -2y
ou seja, vs tem de ter a forma (—y, y, —2y). O vetor v3 pode ser, por exemplo,
(1,-1,2).
» 3?etapa: Dividindo os vetores v;, v, e v3, pelas respetivas normas tem-se
PTMP = D, onde
—V3/3 V2/2 V6/6 —1
P=1| V3/3 V2/2 —V6/6 |,e D=1 0
V3/3 0 26/6 0

Observagao: Vamos confirmar que P" M P = D. De facto,

[ —V3/3 V3/3 V33 1 1 1

PTMP=| V2/2 2/2 0 1 1 —1|P

| V6/6 —V6/6 2v6/6 1 -1 1

[ V3/3 —v3/3 —v3/3 [ —v3/3 v2/2 V6/6

=| V2 V2 0 V3/3  V2/2 —V6/6 | =D
| V6/3 —V6/3 2V6/3 V3/3 0 2V6/6

S N O
o O
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7.3 Diagonalizacao de Matrizes .

» Exercicios da Seccao 7.3

1. Verifique se as matrizes sdo diagonalizaveis e, em caso afirmativo, identifique as
matrizes P e D que permitem decomp6-las no produto PDP~*.

Azll 0]’3213 1]702[1 —1]7
3 _3 11 11

1111
oo 011 1
E= -1 1 e F =
0011
1 2 -1
000 1

2. Considere as matrizes A e B definidas por:

1 -1 0 2 01
A= -1 2 —-1|eB=|010
0 -1 1 1 0 2

(a) Justifque que as matrizes sdo diagonalizaveis.
(b) Para cada uma das matrizes determine as matrizes P e D.

(c) Calcule A® e B*.

» Solugdes dos Exercicios

1.» AiA=1VA=-3.

Como A tem valores préprios distintos entdo é diagonalizavel.
She1 = {(x, ZIL’) tx € ]R} =ger{(4,3)},

Sx=—3=1{(0,y) : y € R} = ger {(0,1)}.

Ly)er= )

> B: A=2comm,(2) =2, S-2 ={(z,—x):x € R} =ger{(1,-1)}

P=

B ndo é diagonalizdvel pois m,(2) = 1 # 2 = m,(2).
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> C:A=0VA=2
Como C tem valores préprios distintos entdo é diagonalizavel.
Sheo = {(z,z) : x € R} =ger{(1,1)},
Syea = {(z,—z) : 2 € R} = ger{(1,—1)}.
po[1 1 ]en=]0 0]
1 -1 0 2
> £ A=0V\=—-2comm,(0) =2,

Sheo = {(z,z,2) : x € R} =ger{(1,1,1)},

E ndo é diagonalizédvel pois m,(0) = 1 # 2 = m,(0).

> F: A=1comm,(l) =4,
Sx=1 = {(2,0,0,0) : x € R} = ger{(1,0,0,0)}
F nao é diagonalizédvel pois m,(1) = 1 # 4 = m,(1).
2. (a) Como A e B sdo matrizes simétricas entdo sdo diagonalizaveis.
(b) » AAAX=0VA=1VA=3.
Sy—o ={(z,z,x) :x € R} =ger{(1,1,1)},
Sy=1 ={(x,0,—z) : z € R} = ger{(1,0,-1)},
Sxa=z ={(x,—2z,2) :x € R} =ger{(1,-2,1)},
V3/3 V2/2 V66
P=1+V3/3 0 -2V6/6 | e D=
V3/3 —v2/2 V6/6
> B:A=1VA=3comm,(l)=2,
Shz1 = {(z,y,—z) :x,y € R} = ger{(1,0,—-1),(0,1,0)},
Shes = {(2,0,2) : x € R} = ger{(1,0,1)},

o O O
S = O
w o O

Como my(1) =2 = m,(1) entdo B é diagonalizdvel.

V2/2 0 V2/2 100
P= o 1 0 eD=[010
—V2/2 0 V2/2 00 3
41 —81 40 41 0 40
() A°=PD°PT=| 81 162 —81 | eB*=PD'PT=| 0 1 0
40 —81 41 40 0 41
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Auto-Avaliacao

Neste capitulo sdo propostos testes de avaliagdo para cada um dos temas desenvol-
vidos ao longo do livro. Cada teste incide sobre os contetidos do respetivo capitulo e
inclui questdes de interpretacdo de resultados, aplicacdo de técnicas e anélise critica.
A sua resolucdo deve ser feita sem consulta e num tempo maximo de uma hora, de

forma a simular uma avaliagdo formal.

Orientacdo para a resolucdo: Recomenda-se que os testes sejam realizados de forma
auténoma. Apos a resolugdo, o leitor deve comparar as respostas com a solugao
proposta, identificar dificuldades e rever, se necessdrio, os contetidos do capitulo.
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8.1 Avaliacao sobre Calculo Vetorial

1. Considere em R? os vetores @ = (1,—-2,—1), ¢ = (0,1,—1), & = (1,-2,—k%) e
7= (Tay Ty, 72).

As seguintes afirmacdes sdo verdadeiras. Justifique.
(a) A area do paralelogramo definido por i/ e ¥ é igual a v/11.
(b) Existem dois vetores unitarios e perpendicularesa 7 ea .

(c) Existem dois valores de £ de modo que o volume do paralelepipedo definido

por 7, Tewé igual a 3.

(d) Se Vo (U x 7)=2entdo (7 +27) X 7 e U = —4.
2. Sejam e, e, e e, os vetores do referen-

cial ortonormado de R? e considere os 4

pontos O, B, C, D, F e G, e o vetor Kid <\

representados na figura. As seguintes
afirmacgdes sdo falsas. Justifique. v

(a) ¥ = 30¢, + 606, — 60e,. \ 2

(b) DC o FCi = 4. \
P i

() H(% x G?H — 4
d) DG x GF e OB = 2. v=30

3. Considere em R? um vetor unitario i e um vetor ndo nulo /.

Mostre que |7 A T||° =T e 0 — (U o )2
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8.1 Avaliacao sobre Calculo Vetorial .

1. Considere num referencial ortonormado de R® os vetores @ = (1,-1,0),

T =(-1,2,-2) e W=(k*1,k).
(a) Determine o cosseno diretor do vetor v com o semieixo positivo z.

(b) Determine os vetores @ que sdo ortogonais aos vetores U eV etém compri-

mento 5.
(c) Verifique se os vetores 7/, ¥ e W sdo coplanares para algum valor de k.

(d) Determine (projﬁﬁ) ° .

2. Sejam U, U e W vetores de R? tais que ||/ || = 2|| V|| = 2 e <«(W, V) = 60°.
As seguintes afirmacdes sdo verdadeiras. Justifique.
@) (W —27)e (U +27)=0. b) || x (7 —27)| = 2v/3.
© UTxUeQRUW—-V)=—2UeV xW.

1. Considere em R3 os vetores 7 = (2,-1,2), U = (o, 1,-2) e W = (—2,0,4).
(a) Determine o vetor com norma 12 e sentido contrério ao de .

(b
(c

(d) Considere a = 2 e determine:

Determine o valor de o de modo que @ e ¥ sejam perpendiculares.

Determine o valor de a e de 3 de modo que ¥/ e W sejam colineares.

)
)
)
)

(i) a area do triangulo definido por i e .

(ii) os valores de /3 de modo que o volume do paralelepipedo definido por
U,V e W sejaigual a 32.

(iii) a projecdo ortogonal de W + ¥ sobre u, considerando 3 = 2.

2. Sejam U, ' e W vetores de R? tais que:
AL =27 =] =4 ¥LT e «(u,V)=120°.

Mostre que @ o (27U — 27 + W) = 4.
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. Capitulo 8. Auto-Avaliagao

| Teste 4 |

1. Sejam @ = (0,1,—-1), ¥ = (2,2,0) e & = (a, 5, 2) vetores de R?. Determine:

(a) o(s) vetor(es) de norma 4 que sdo paralelos a .
(b) a 4rea do paralelogramo formado pelos vetores o e .
(c) o angulo que ¥ faz com o semieixo positivo z.

(d) para a = —2, o(s) valor(es) do parametro 3 de modo que o volume do
paralelepipedo definido por @, ¥ e W seja igual a 4.

(e) o(s) valor(es) dos parametros a e 3 de modo que 7 e W sejam

perpendiculares e proj W =27,

2. Considere num referencial ortonormado de R?, os vetores @ e b tais que:

7] =8,

. = —
’pm]? b H =le<(d,b)=120°
Determine, se possivel, e justifique no caso de nado ser possivel efetuar o célculo:

(a) H?H (b)Hﬁ.?—%H. (c)H?x (3?+7)H.

1. Considere os vetores 7 = (2,0,2), v = (0,2,-2)e W = (5,0,1) de R3.
(a) Determine:

(i) oangulo entre de.
(ii) os vetores perpendiculares a i/ e a ¥ e com comprimento igual a 2v/3.

(iii) a projecdo vetorial de 27 sobre .
(b) Determine o(s) valor(es) de 5 de forma que:

() seja paralelo a .
(ii) o volume do paralelepipedo definido por 7, ¥ e W seja 4.

2. Considere os vetores 7, 7 e W de R? que verificam as seguintes condigdes:

U e W sdo perpendiculares, | V| = || U] =2 e W o ¥ = —2.

Determine, se possivel, o resultado das seguintes expressoes:
@ e (U+27 — W)+ |7 x 7.
(b) U x (27 + W)+ W «27.
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8.1 Avaliacao sobre Calculo Vetorial .

» Solugdes dos Testes

L (@) @ x 7 = (3,1, D]| = VIL
o <3m VT m) . (_gm VIT m)

117 11 11 11’ 11 11
() k=2VEk=-2
d) (PH2U)XT e d =T XT o U+2T X T o =04+2(—V oW x 7) = —4.

2. (@) [[ ] = /302 + 602 + (—60)° # 30.
(b) DC e FC = —A4. ©) HG?X?FH:Q.

(d) DG x GFeOB =0 pois os 3 vetores sdo coplanares.

3. —
2 10 10 5 10 10 5

() ke{}. (d) 1.
2. —
1. (@) —12 (; —%, g) — (—8,4,-8).

(b)a:g. ©a=1ApB=-2.

(d) (1) 2v/5. (i) B=—-6V B =2 (iii) (; —%, —%).
2. —
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1. (@) (0,2v2,—2v/2) Vv (0, —2v/2,2V/2). (b) 2v/3.
(c) 0, =135°. (d) p=-6VvE=-2 (e) a=6A[E=2.
2.(a) 2. (b) Nao é possivel. (c) 8v/3.
1. (a) (i) 120°. (i) (—2,2,2) Vv (2,-2,—2) (iii) (2,0, —2)
(b) () g =1. (i) =0V B =2
2. (a) 2V/3. (b) A expressdo ndo estd definida.
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8.2 Avaliacao sobre Calculo Matricial

1. Considere as matrizes A, B e C definidas por:

11 0 1 0 1 O
e 00 1 B- 1010 o C — 0 1 0 O
00 -1 0101 -1 0 1 O
0 1 0 0 -1 1

(a) Determine, se possivel, BA + (BA)" e CAB”.
(b) Determine a caracteristica de A.
(c) Calcule a matriz X que satisfaz a equagdo C~'X = A.

2. Sejam A e B matrizes de ordem n tais que A é ortogonal, B é antissimétrica e

invertivel.

Determine a matriz X que satisfaz a equagdo (X! + B)TA = BA.

1. Considere o parametro real a e as matrizes reais A, B e C' definidas por:

1 -1 0 0 20
A=| 2 0 2al|,B=| -4 2 0 eO:[lOl].
1 2a+41 2 2 0 2

(a) Indique, justificando, se as expressdes ACT B e BA + C*TC estdo definidas e,

em caso afirmativo, indique o tipo de matriz resultante.
(b) Discuta a caracteristica de A em fungao de a.
(c
(d

(e) Determine a solugdo X da equacdo BX = C7.

Determine oo de modo que AB = 41.

Usando a alinea anterior, determine a inversa de B.

)
)
)
)

2. Sejam A e B matrizes de ordem n, simétricas e invertiveis.

Determine a matriz X que satisfaz a equagdo A(X'A~HT = B.
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1. Sejam A€ M3><4<R), B e M4><3(R), Ce ngl(R> eD e M1><4(R).
Indique, justificando, se as expressdes estdo definidas e, em caso afirmativo,

indique o tipo de matriz resultante:

(@) ABCD. (b) CTAB. (c) DATCCTB.

2. Considere o parametro real « e as matrizes reais A, B e C' definidas por:
-4 -4 0 1 0 —2«
1 01
A= 4 2 2 |,B= 0 a+1 2« e C= .
-1 10

0 2 0 -2 =2 2a

(a) Discuta a caracteristica de B em funcdo de «.

(b) Determine o valor de o de modo que BA = —41;.

(c) Determine a solugdo X da equagdo AXT = (CAT)T.

3. Sejam A e B matrizes de ordem n tais que A é simétrica e invertivel e B é
ortogonal. Determine a matriz X que satisfaz a equagdo (X 147" B = A.

1. Considere o parametro real k e as matrizes reais A, B e C' definidas por:

1 1 0 ~1 1 0 ~1 2
A=| 2 %k 0|,B=|2 -1 0 |eC=|0 1
~1 -1 2k 1/2 0 1/2 1 2

(a) Indique, justificando, se as expressdes ATC'+2B e (BC)" —C7 estao definidas
e, em caso afirmativo, indique o tipo de matriz resultante.

(b) Analise a caracteristica de A para todos os valores k.
(c) Determine para que valor de k, a inversa de A é a matriz 5.

(d) Determine a matriz X que satisfaz a equagdo —2B'X = C.

2. Sejam A, B, X matrizes de ordem n tais que A é antissimétrica e B é ortogonal.

Determine a matriz X que é solucdo da equacdo (B~'X — BA)" = ABT + 2B.
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8.2 Avaliacao sobre Calculo Matricial .

1. Considere o parametro real k e as matrizes reais A e 5B definidas por:

1 1 2 1
0 -2 0 —2 Lol
A= eB=12 0 -1 0
9 E o1
0 2 0 0
0 0 —k

(a) Sabendo que M = BXT + X AY representa uma matriz indique, justificando,
o tipo das matrizes M, X e Y.

(b) Determine k tal que (2BA”),, = 10.

(c) Analise a caracteristica de A para todos os valores de k.

T
(d) Considere k = 0. Determine a matriz X tal que AX" = | -3 4 0 0 ] .

2. Seja A uma matriz de ordem n, invertivel e antissimétrica. Determine a matriz X
que satisfaz a equacdo (X7 A) ' = 24147,

» Solugdes dos Testes

1. (a) Nenhuma das expressodes esta definida. (b) car(A) = 3.
1 1 -1
0 0 1

(c) X=CA=

-1 -1 -1
0 1 2

2. X = —lB‘l.

2

1. (a) ACT B néo esté definida e BA + CTC é uma matriz de ordem 3.
(b) Para a # 1 A a # —1 tem-se car(A) = 3 e para o = %1 tem-se car(A) = 2.
(c) a=0.
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14 —1/4 0
& Bl=ta=1] 12 0o o0 (e)X—B—lcT—[1 ! 1r
4 ' N 14 2 4
14 14 1)2
2. X = B,

1. (a) Definidae ABCD € M3.4(R). (b) Definida e CTAB € M;,3(R).
(c) Nao definida.

2.(a) car(B) =3 paraa #0ANa# lecar(B) =2paraa =0V a = 1.
(b) o= —1. () X =C.

3. X =B"L

1. (@) ATC + 2B ndo esté definida e (BC)" — C” é uma matriz do tipo 2 x 3.
(b) Para k # 0 Ak # 2 tem-se car(A) =3 eparak =0V k = 2 tem-se car(A) = 2.
(c) k=1.

~1/2 1/2

1
(d) X=-3BC=| 1 -3/
0o -1

2. X =2I,.

1. (@) M édeordem 3, X édotipo3 x4eY édotipo4 x 3.
(b) Como (2BA"),, = 8 — 2k entdo k = —1.

(c) Para k # —2 ANk # 4 tem-se car(A) = 4 e para k = —2V k = 4 tem-se
car(A) = 3.

d) XT:[1 0 —1 —2].

1
2. X =-A"L
2
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8.3 Avaliacao sobre Sistemas de
Equacoes Lineares

1. Considere o sistema de equacdes lineares reais S, de incégnitas z, y, z e w, e de
parametros a e b:
r—y+z+w=1
y—2z—-2w=1
az —w = —1

bw = a
(a) Discuta S em funcao de a e de b.

(b) Considerando a = 0 e b = 0, determine o conjunto solugdo de S.

2. Seja X; uma solugdo do sistema homogéneo AX = 0,1, onde A é uma mariz
de ordem n. Mostre que se B é uma matriz comutdvel com A entdo X, = BX; é
também solugdo do sistema.

1. Considere o sistema de equagdes lineares reais S, de incognitas z, y, z e w, e de
parametros a e b:

r—y+z+tw=1
ay +bz+aw=>
bz +aw =0b
abw =a

(a) Discuta S em funcao de a e de b.

(b) Considerando a = 0 e b = 2, determine o conjunto solugdo de S.

2. Sejam X; e X, duas solugdes do sistema de equacgdes lineares S definido por
AX = B. Mostre que aX; + (1 — a) X, é solugdo de S, para todo a € R.
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1. Considere o sistema de equagdes lineares reais S, de incognitas z, y, z e w, e de

parametros a e b:
r+ay+az+w=1

ay+az+w=1
b—1Dz+aw=1
aw =b

(a) Discuta S em funcdo de a e de b.

(b) Considerando a = —1 e b = 1, determine o conjunto solugdo de S.

2. Considere o sistema de equacoes lineares S definido por AX = B,onde Ae B
sdo matrizes do tipo 50 x 100 e 50 x 1, respetivamente. Indique, justificando, se
sdo verdadeiras ou falsas as afirmacgdes:

(a) S nunca é impossivel.

(b) S nunca é possivel e determinado.

1. Considere o sistema de equagdes lineares reais S, de incognitas z, y, z e w, e de
parametros a e b:
r+ay+z+aw=>0
(a—1Dy+z+aw=0
(a—1z+aw=0
(a—2)w=">b

(a) Discuta S em funcdo de a e de b.

(b) Considerando a =1 e b = 0, determine o conjunto solugdo de S.

(c) Indique, justificando, os valores de a e de b de modo que o sistema tenha
apenas a solugdo nula.

2. Sejam X; uma solucdo do sistema de equagdes lineares S; definido por AX = B
e X, uma solugdo do sistema equagdes lineares homogéneo S, definido por
AX = Oy,x1. Mostre que X; + a X, é solugdo de Sy, para todo a € R.
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8.3 Avaliacdo sobre Sistemas de Equacodes Lineares .

1. Considere o sistema de equagdes lineares reais S, de incognitas z, y, z e w, e de
parametros a e b:

r+ay+z+aw=2b
ay +z+aw =20
az +2aw =b+1
(a+1)w=>b-2
(a) Discuta S em funcao de a e de b.
(b) Considerando a = 0 e b = —1, determine o conjunto solugdo de S.
(c) Determine os valores de a e b de modo que o sistema admita a solugao

(4,0, -1, —1).

2. Considere o sistema de equagdes lineares S definido por AX = B, onde Ae B
sdo matrizes do tipo 4 x 5 e 4 x 1, respetivamente. Indique, justificando, se sdo
verdadeiras ou falsas as afirmacgoes:

(a) Se car(A) = car[A|B] = 3 entdo S é possivel e indeterminado com grau de

indeterminacdo 2.

(b) Se car(A) = 4 entdo S pode ser um sistema impossivel.

» Solugdes dos Testes

1 -1 1 1] 1
0o 1 -2 —-2]1
0O 0 0 b | a
SPD se a#0Ab#0
Séq SPLLg=1 se a=0Ab=0
SI se (a#Z0Ab=0)V(a=0Ab#0)

(b) CS={(z+3,22+3,2,1) : z € R}.
2. —
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1 -1 1 1|1
0O a b a|b
1. A|B] = ,
(a) [A[B] 0 0 b alb
0 0 0 abla
SPD se a#0ANb#0
] SPILg=3 se a=0Ab=0
S é

SPI,g=2 se a=0Ab#0
SI se a#Z0ANb=0

(b) CS={(y —w,y,l,w):y,w € R}.

2. —
1 a a 111
0 a a 171
1. (a) [A|B] = /
00 b—1 all
00 0 al|b
SPD se a#0ANb#1
Séq SPLg=1 se (a#0Ab=1)V(a=0Ab=0) .
SI se a=0Ab#0

(b) CS={(0,—2—2,2,—1) : z € R}.

2. (a) Falsa pois basta que se verifique car(A) # car[A|B].

(b) Verdadeira pois car[A|B] < 50 < 100 = n° de incégnitas.
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8.3 Avaliacdo sobre Sistemas de Equacodes Lineares .

1 a
0 a—1
1. (a) [A|B] = 0 0
0 0
SPD se
Sé¢ SPLLg=1 se
SI se

1 a b

1 a 0
a—1 a (R

0 a—2|b

a#1ANa#2ANbeR
(a=1Va=2)Ab=0 .
(a=1Va=2)Ab#0

(b) CS = {(z,—2,0,0) : x € R}.

(©) acR\{1,2} Ab=0.

2. —

1 a 1
0 a 1

1. (a) [A|B] =
@ [AB=| o
0 0 0
SPD se
Séq SPLLg=1 se
SI se

(c) a=—-1Ab=2.

a 2b

a 0

2a |b+1 |
a+1|b—2

a#—-1Na#0AbeR
(a=—=-1ANb=2)V(a=0Ab=—-1) .
(a=—=1ANb#2)V(a=0Ab# —1)

y € R}

2. (a) Como car(A) = car[A|B] = 3 < 5 = n° de incégnitas entdo S é um SPI com

g =n — car(A) = 2. Portanto, a afirmacado é verdadeira.

(b) Como [A|B] tem 4 linhas e 6 colunas entdo car[A|B] < 4, o que implica que

car[A|B] = car(A) = 4. Portanto, S é um SPI com g = n — car(A) = 1, pelo

que a afirmacdo é falsa.
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| Teste 1|

1. Considere o parametro real a e as matrizes reais

a 2a 0 0

4 -1 a+3 0

A= @t eB=|0 1 0
0 2 0 1

1 9

4 -1 a+3 1—a
(a) Aplicando o teorema de Laplace mostre que |A| = 2a (a + 3) (a — 1).
(b) Indique, justificando, para que valores de a:
(i) amatriz A é invertivel.

(ii) o sistema homogéneo AX = O,y é possivel e indeterminado.

(iii) a matriz I, é uma das possiveis matrizes na forma escalonada por linhas
obtidas a partir de A.

(c) Determine a inversa da matriz B.

(d) Considere a = —2. Use a regra de Cramer para determinar a solugdo do

T T
sistemaA[x Yy z w} :[4 1 =2 1].

(e) Considere a = —2 e duas matrizes reais C' e D de ordem 4 tais que
|C| = 3 e D é a matriz que se obtém de C trocando a terceira e a quarta
colunas. Calcule o determinante da matriz C~!' A e da matriz DCT.

. Seja A uma matriz de ordem n. Indique, justificando, se as afirmacdes sdo
verdadeiras ou falsas.

(a) Se A é uma matriz tal que AAT = [, entdo |A| = 1.

(b) Se A é uma matriz antissimétrica de ordem impar entdo |A| = 0.
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a+1 a 0 O
1. Considere o parametro real a e a matriz real A = ot 8 Z . 8 .
0 00 a-1
(a) Mostre que |A| = —a? (a—1) (a+1), identificando o(s) método(s) que utilizou.

(b) Indique para que valores de a a matriz A é invertivel.
(c) Considerando a = 2, use a:
(i) matriz adjunta para determinar a 1 linha da matriz inversa de A.
(ii) regra de Cramer para determinar o valor da 2 componente da solugdo

T T
dosistemaA[x y 2 w} :[—2 000].

2. Sejam A, B e C' matrizes de ordem 4 invertiveis tais que |A| = —5.
1 T
(~3-arey) |

(b) Sabendo que (A”)™' = BCB~!, determine |C|,

(a) Determine

3. Sejam A e B duas matrizes de ordem n. Indique, justificando, se as afirmagdes
sdo verdadeiras ou falsas.

(@) Se A é uma matriz ortogonal entdo |A| = +£1.

(b) |A—B| = |A] - [B].

1. Considere o parametro real k e as matrizes reais

E 1 -1 1 2 2k 0 0 —k
. o 1 2 -1 B- -2 o — 2 0 1 -1

o o0 1 1 2 -2 1 2 1

-k -1 1 k 2k 2 1 -1 k

(a) Mostre que |A| = k2 + k.
(b) Indique, justificando, para que valores de k a matriz A é invertivel.

(c) Determine o elemento (A~1),3 da matriz inversa de A.
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(d) Usando propriedades dos determinantes:
(i) verifique que |C| = —2|A].
(i) calcule [—247'CTA?|

(e) Usando a regra de Cramer, determine o valor da 4* componente da solugdo
do sistema de equagdes lineares AX = B.

2. Sejam A e B duas matrizes de ordem n. Indique, justificando, se as afirmagdes

sdo verdadeiras ou falsas.
(a) Se A é invertivel entdo |[A~'BT A| = |B|.

(b) Se |A| = |B| entdo A = B.

1. Considere o parametro real k e as matrizes reais

1 -1 -k 1 -2
A 0 k-2 2 =2 o B 4

-2 2 2 =2

0 0 E -1 2

(a) Mostre que |A| =2(k—1) (k—2).

(b) Use determinantes para verificar que, para k € R\ {1,2}, (A7 ')3s = 0 e

2
-1 _
(A )24_2—]6.

(c) Usando a regra de Cramer, determine o valor da 2?7 componente da solugdo
do sistema de equagdes lineares AX = B.

(d) Considere k = 3. Usando propriedades dos determinantes, calcule o determi-
nante da matriz C' que se obtém da matriz A por aplicagdes sucessivas das
operacoes Ly <+ Ly, Ly — Ly — 3Ly e Ly — 2Ls.

. Sejam A e B duas matrizes de ordem n. Indique, justificando, se as afirmagdes
sdo verdadeiras ou falsas.

@ [—Al=—[A].

(b) |[AB| #0 < Ae B sdo matrizes invertiveis.
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1. Considere A € M;gys(R) com apenas os seguintes elementos ndo nulos

_ _ _ _ _ 72 _ _
a1 = 2, a2 = 1,a33 =k, ass = 1, a55 = —1, a6 = k* — 1, ary = k, arg = 2,

a87:2ea88:k.
Determine:
(@) |A|. (b) o(s) valor(es) de k para os quais A é invertivel.
2. Considere o parametro real k e as matrizes reais A, B, C' e X definidas por:

k

s

Il
>~ o o =

— ™ O
=

— o
o o o o
o o o W

0
(a) Mostre que |A| = 2k? — 2k*.

(b) Determine os valores de k para os quais o sistema de equagdes lineares
AX = B é possivel e determinado.

(c) Usando a regra de Cramer, determine o valor da 4 componente da solugao
da equagdo AX = C' e indique para que valores de k a solugao é possivel.

1
(d) Considerando k = 2, calcule o determinante da matriz —ﬂATA_lAdj(A).

3. Seja A uma matriz de ordem n.

Mostre que |[AAT| > 0 se e s6 se A é invertivel.

» Solucdes dos Testes

1. (a) —
(b) () a € R\ {=3,0,1}. (i) a € {—3,0,1}. (i) a € R\ {—3,0,1}.
1/2 —1/4 1/4
(o B'=1] 0 1 0
0 1/2 1/2

| 275 |
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T
(d) Como a 22 coluna de A é simétrica de [ 4 1 =21 ] entdo a solucgdo é

(z,y,z,w) = (0,—-1,0,0).

(e) [C7'A] =4 e |DCT| = —9.

1
2. (a) Afirmacdo falsa pois considerando A = [ (3 0 ] tem-se AAT =
Al = -1 # 1.
Em alternativa pode provar-se que |A| = £1.

(b) Afirmacgao verdadeira.

1. (a) — b) a € R\ {~1,0,1}.
© (i)A:[o 1/3 ~1/3 1/3 |. i) y = —1.
1 1

3. (a) Afirmacdo verdadeira.

(b) Afirmacao falsa pois considerando A =

10 0 0
eB = tem-se
0 0 ] [ 0 1 ]

Al =0=|Ble|A—B|=-1#£0=|A] - |B|.

1. (a) — (b) k€ R\ {~1,0}.

(c) Parak € R\ {—1,0} tem-se

E1 -1
(=1)*4 0 1 2
¢ -k -1 1
Ay = B34 - is Ly = — L.
(A7 s A A 0, pois L3 1
(d) (3 — (ii) |—2A471CT A% = —32 (k*+k)? com k € R\{-1,0}.

276

]Qe



8.4 Avaliacao sobre Determinantes .

(e) Parak € R\ {—1,0} tem-se

k 1 -1 2
0 1 2 =2
0 0 1 2
| Ay —k -1 1 2k 2| Al ) )
w = = = = 2poisa4? colunade A, éo
A] 4] A~ P
dobro da 42 coluna de A.

2. (a) Afirmacéao verdadeira.

0 0 0
(b) Afirmacgdo falsa pois considerando A = 00 eB = L ] tem-se
|A| = |B| = 0mas A # B.
1.(a) — (b) — (c) y=0.
(d) Uma vez que
1
Al = —1A] = Al = —5IC]
L1 < L4 L4 — L4 — 3L1 L3 — 2L3
entdo |C] = —2|A| = 8.
2. (a) Afirmacao falsa. S6 é verdadeira se n é impar.
(b) Afirmacao verdadeira.
1. (a) |A] = =2k (kK* — 1) (k* — 4). (b) ke R\ {-2,-1,0,1,2}.

2.(a) —

(b) O sistema é possivel e determinado quando |A| # 0 ou seja, para
keR\{-1,0,1}.
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(c) Parak € R\ {—1,0,1} tem-se

> O O
S = = O

2
0
0
0

o T = O

AL C2k—2% 2k(1—-KY) 1
Al Al 2k —2k4 2k2(1—K%) K
1
4]

w

(d) Como Adj(A) = |A] A~ entdo |[Adj(A)| = ||A] A7 = |A*— = A%
Uma vez que |A| = —24 tem-se

1
24

1

L agiay| = L
SATA Ad](A)‘ = ( o

4
N RIS ST
) IATHATIAGHA) = 55141 4P =
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8.5 Avaliacao sobre Espacos Vetoriais
Reais

1. Considere em R®, 0s vetores u;, u, e uz e 0 subespaco vetorial S:
w = (2,0,2,-2,0),u, = (—1,1,0,1,0), uz = (0,2,2,0,1)
S={(z,y,z,w,t) ER°:x+y—2=0Az+w=0}

(a) Mostre que uy, u; e us sdo linearmente independentes.
(b) O vetor us é combinagdo linear de u; e u,? Justifique.

(c) Determine uma base para S e justifique que dim S = 3.

(e) Indique, justificando, o subespaco gerado por u;, u; e us.

)

)

)
(d) Verifique que v = (0, —2, —2,0, —2) é combinagdo linear de u;, u, e u;.

)
(f) Indique, justificando, se By = {uy,u3} e By = {u, us, uz} sdo bases de S.
)

(g) Calcule V' = ger{u,, u,} indicando o seu vetor genérico.

2. As afirmagdes sdo falsas. Justifique.
0
(@ S= { [ g ) ] ST € R} € um subespago vetorial de My, (R).

(b) O subespaco vetorial S = ger {(1,1,0),(1,—-1,1),(2,0,1)} tem dimenséao 3.

1. Considere em R* os vetores a, b, ¢ e d, e 0 subespago vetorial S:
= (=1,2,0,0), b=(1,-1,2,4), ¢=(0,3,1,1), d=(—1,4,4,8) e
S={(v,y,z,w) ER* 14z +2y — 2 =0A 2z —w = 0}.
(a) Mostre que o conjunto A = {a, b, c} é linearmente independente.
(b) Indique, justificando, a dimensao de F' = ger{a, c}.

(c) Determine uma base para S.

279



. Capitulo 8. Auto-Avaliagao

(d) Verifique que d é combinagdo linear de a e de b.

(e) Mostre que o subespaco gerado pelos vetoresa, bed é S.

2. As afirmagdes sdo falsas. Justifique.
(a) B=1{(1,1,0,0,1),(2,2,0,3,0)} é uma base de
S =ger{(1,1,0,2,—1),(~1,—1,0,—1,0), (0,0,0,1, 1), (1,1,0,1,0)} .

(b) S = {[ b—1 b ¢ ] :b,ce R} é um subespago vetorial de M, 3(R).

1. Considere em R* os vetores u;, uz, us € uy, € 0 subespaco vetorial S:
w = (1,0,1,0), up = (2,-1,2,1), us = (0,1,0, —1), uy = (k, 0,2,k — 2)
eS={(z,y,z,w) ER*:z+y—z+w=0Az—2z=0}
(a) Determine k£ de modo que uy € S.
(b) Verifique se usg é combinagdo linear de u; e de us.
(c) Analise a dependéncia linear de uy, uz e us.
(d) Determine uma base B de S e verifique que dim S = 2.
(e) Considerando k = 2, verifique que S = ger{u;, us, us}.
2. As afirmagdes sdo falsas. Justifique.

(@) Uma base de M,,»(R) pode ser formada pelas matrizes:

e il B B

(b) B=1{(1,-1,0),(2,-1,1),(=1,0,—1)} é uma base de R>.

1. Considere em R?, os vetores u; = (1,2,0), uy = (—1,2,—4), u3 = (1,1,1) e 0
subespaco vetorial S = {(z,y,2) € R* : =22+ y + z = 0}.

(a) Verifique se us é combinacdo linear de u; e de u..

(b) Os vetores uy, us e us sdo linearmente independentes? Justifique.
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(c) Determine uma base B para S.

(d) Justifique que A = {u;, uy} é também uma base de S.

(e) Indique as componentes de us na base A da alinea anterior.
2. As afirmagdes sdo falsas. Justifique.

(@) Qualquer base de M,,»(R) tem dois vetores.

(b) O subespaco vetorial
S:{(x,y,z,w)€R4:x+y—z=0/\x+y—w:0/\z—w20}

pode ser gerado pelo vetor (0,1,1,1).

1. Considere o subespaco vetorial S de My, »(R):

S:{[w 4 ] EMQXQ(R)::C—y:w—z/\:E—i-z:Qw}.

zZ w

(a) Justifique que dim S = 2.

-3 -1 4 2
(b) Mostre que u; = [ 13 . ] euy = [ 0 9 ] formam uma base de S.

1 0
(c) Considere v = [ Lo ] . Indique, justificando, uma base de Ms42(RR), caso
exista, que:
(i) contenha apenas os vetores de uma base de S e o vetor v.

(i) contenha os vetores de uma base de S e o vetor v.

2. As afirmagdes sdo falsas. Justifique.
(@ Se S={(z,x+vy,y):z,y € R} entdo S = ger {(1,1,0),(1,1,1)}.

(b) O vetor u = (m,1,4),Yym € R ndo é combinagdo linear dos vetores
Vi = (]., ]_, 1), Vo = (—]_, 1,2) e Vg = (-37 173)
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» Solucoes dos Testes

1. (a) —
(b) u3 ndo é combinacdo linear de u,; e de u, porque os 3 vetores sdo LI

() S={(x,—x+ z,z,—x,t) : x,z,t € R},
B ={(1,-1,0,—1,0),(0,1,1,0,0), (0,0,0,0,1)} é base de S,
dim S = #B = 3.

(d) v é combinagdo linear de u;, u; e de us pois u; + 2uy — 2us = v.

r+y—2=0

e) uj, uy, usz € S pois verificam as condicoes
p ¢
z+w=20

Uma vez que dim S = 3 e u;, u; e uz sdo Ll entdo A = {u;, uy, uz} é base de S,
pelo que ger {u;, uy, us} = S.

(f) By ndo ébasede S e By ébasede S.

2 -1z 2 —1 x
0 1 ]y 0 1 Y
(8) 2 0|z |—=—=10 0 |z—2—19y|,
-2 1 |w 0 0 w+ T
0 0 |t 0 0 t |

V =ger{u;, wp} = {(z,y, 2 +y,—,0) : 2,y € R}.
0 0 _ o .
2. (a) Como 0 0 ¢ S entdo S ndo é um subespaco vetorial de My, »(R).

Assim, a afirmacéo é falsa.

(b) Como (2,0,1) = (1,1,0) + (1,—1,1) entdo S = ger {(1,1,0),(1,—1,1)}. Uma
vez que S é gerado por 2 vetores LI entdo a sua dimensdo é 2. Portanto, a
afirmacdo é falsa.

1.(a) —
(b) dim(F') = 2.
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() S={(z,y,4z + 2y, 8z + 4y) : z,y € R}.

B =1{(1,0,4,8),(0,1,2,4)} ébasede S.
(d) d é combinacgao linear de a e de b pois 3a + 2b = d.
() —

2. (a) Porinspecao, S = ger{(1,1,0,2,—-1),(1,1,0,1,0)}. O vetor (2,2,0,3,0) ndo é
combinacdo linear dos vetores de S, logo ndo pertence a S. Assim, B ndo é
base de S. Portanto, a afirmacéao é falsa.

(b) S ndo é um subespacgo vetorial de M, 3(R), pois 0xs,, ,r) = [ 000 } ¢S
uma vez que nao verifica a condi¢do a = b — 1. Portanto, a afirmacao é falsa.

| Teste 3 |

1.(a) k=2.
(b) Como uz = 2u; — uy entdo uz é combinagao linear de u; e de u,.
(c) Como u3 é combinacgédo linear de u; e de u; entdo uy, u, e uz sdo LD.

(d) S - {(l’,y,l‘7 _y) Y € R}/ B = {(1707170)7(()’1707_1)} é base de S €
dim S = #B = 2.

(e) —
10 1 -1 10 0 —1 00
2. (a + + +0 _
()a[()o o1 1] 7[-4 1] [3 —1] [0 0]
11 0 |o 11 1 o0lo
1 1 1 1
0 0 ol _ |0 0 N -
0 1 -1 30 0 0 -1 0
01 1 -10 00 0 00

Como o sistema associado a [A’|B’] é possivel e indeterminado entdo os
vetores sdo LD, pelo que as matrizes ndo formam uma base de Ms,»(R). Logo,
a afirmacao é falsa.

(b) Como (1,-1,0) — (2,-1,1) = (—1,0,—1) entdao B é LD, donde B ndo é base
de R3. Portanto, a afirmacéo é falsa.

| 283 |



. Capitulo 8. Auto-Avaliacao

3 1
1. (a) us = Zul — ZUQ.

(b) Como uj é combinagao linear de u; e de u, entédo os vetores sao LD.
() S={(z,y,2e —y) :z,y €« R} e B={(1,0,2),(0,1,—1)} é base de S.
(d) —

3 1 B 3
(e) Como uz = ZUI — Zug entdo as componentes sdo — e

4w
3 1
u=|—-,—— 1 .
T \4 4/,

2. (a) Como dim Ms42(R) = 4 entdo qualquer base de M,>(R) tem que conter

ou seja,

quatro vetores LI. Portanto, a afirmacao é falsa.

(b) Como
r+y—2=0 z=x+vy
z=x+Y
r+y—w=0 < q w=r+ty <
wW=x+yY
z—w=20 0=0

entdo S = {(z,y,z +y,z+y) : ,y € R}, o qual depende de duas variaveis.
Assim, sdo necessdrios pelo menos dois vetores para gerar S, pelo que a
afirmacao é falsa.

1. Como
o — o — _ QN — Y = w — —
T—Yy=w-—2 - zrH2w—y=w-—=z - Y =w
T+ z=2w r=—z+ 2w Tr=—z+ 2w

— 2
S w]:z,weR}.

z w

tem-se S = {

(a) Como S depende de 2 varidveis entdo dim S = 2.

Alternativa: determina-se uma base para S. Por exemplo

=il )
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= w

(b) Tem-se

» u;,u, € S pois verificam as condi¢des 4 .
Tr=—z+2w

» u; e uy sdo LI pois ndo sdo multiplos um do outro.

Como dim S = 2 entdo quaisquer 2 vetores LI de S formam uma base de S,
ouseja, A1 = {u;, us} é base de S.

(c) (i) Como dim Ms.2(R) = 4 entdo ndo existe uma base nas condi¢des pretendi-
das pois qualquer base de M,,»(RR) é formada por 4 vetores LI de Ms,»(R)
e apenas temos 3 vetores (2 vetores da base de S e o vetor v).

(ii) Basta escolher um vetor que ndo pertence a S e que seja LI com v, por

. Deste modo

[ 0
exemplo, vy = 0

1 0 0 1 10 0 1
é base de MQXQ(R>.

2. (a) S é um subespago vetorial de R? de dimensdo igual a 2. Logo, S tem, no
minimo, 2 geradores. O vetor (1,1,1) ¢ S e assim S ndo pode ser gerado
pelos vetores propostos, pelo que a afirmagdo é falsa.

(b) a(1,1,1) + pB(-1,1,2) + v(=3,1,3) = (m,1,4) é equivalente a um
sistema de equagdes lineares que s6 é possivel para m = —5. Portanto, a

afirmacao é falsa.
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8.6 Avaliacao sobre Transformacoes
Lineares

1. Considere a transformacéo linear 7' : R* — R? definida por:
T(x,y,z,w)=(x+z,2+y,z—y).

(a) Verifique se u = (2, —2,—2,1) € Nuc(7).

(b) Determine uma base e a dimensao de Nuc(7T').
(c) Verifique se u’ = (2, —1,2) € Im(7T").

(d) Determine Im(7).

(e) Indique, justificando, se 1" é injetiva e se € sobrejetiva.

2. A figura representa a transformacgdo provocada num quadrado unitério por

aplicagdes sucessivas de trés transformacdes lineares f, g e h.
y y y y

A// B// O/// D///

Do 5 ALLE T p

g N
H H

A B v D/ C ! D// 2 C// B/// 2 A/// x

(a) Classifique e defina matricialmente f, g e h.

(b) Defina matricialmente a transformagdo linear 7' que permite passar
diretamente do 1° objeto para o0 4° objeto.

(c) Defina matricialmente, se possivel, a transformagao inversa de 7.
3. Indique, justificando convenientemente, se as afirmagdes sdo verdadeiras ou
falsas.

(@) Se T : Msy»(R) — R* é uma transformagao tal que:

00
T( . 0]):(0,0,0,0)

entdo T é linear.
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(b) A transformagdo linear 7' : R* — R? definida por T'(z,y, z) = (0,0, 2) ndo é
sobrejetiva.

1. Considere a transformacdo linear 7' : R* — R* definida por:

T(x,y,z,w) = (56+y+z—w,y—2zw,z—w,—z+w).

(a) Determine uma base e a dimensao de Nuc(7).
(b) T é injetiva? Justifique.
(c) Determine a dimensao de Im(7’).

)

(d) T é sobrejetiva? Justifique.

2. Considere a transformacao linear plana definida por 7'(z,y) = (—%, 290).
(a) Determine a matriz canénica de 7.

(b) Represente geometricamente a imagem, por 7', do retangulo definido pela
origem O e pelos pontos A = (1,0), B = (1,4) e C' = (0,4).

(c) Classifique a transformagao 7.

3. Indique, justificando convenientemente, se as afirmagdes sdo verdadeiras ou
falsas.

(@) Seja T : Mayo(R) = Msy3(R) uma transformacao tal que 7'(A) = AB onde B
é uma matriz 2 x 3 dada. Entdao 7 é linear.

(b) Seja T' : E — E’ uma transformacdo linear representada por uma matriz
canodnica do tipo 3 x 2. Entdo dim £ = 3 e dim £’ = 2.

1. Considere a transformagéo linear 7' : My,»(R) — R? definida por:
b
T( ! ])z(a,d—i—b,Qa).

c d
-2

2

€ Nuc(T).

(a) Verifique se u = [ g
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(b) Determine uma base e a dimensao de Nuc(7T').
(c) T éinjetiva? Justifique.

(d) Verifique se w = (—1,2,2) € Im(T).

(e) Determine uma base e a dimensdo de Im(7').
(f) T é sobrejetiva? Justifique.

(g) T éinvertivel? Justifique.

2. Seja T : R* — R? transformagdo linear cuja matriz candnica é

VB2 12
M= [ —~1/2 V/3/2

(a) Represente geometricamente a imagem, por 7', do retangulo definido pela
origem O e pelos pontos A = (2,0), B=(2,1)eC' = (0,1).

(b) Classifique 7.

3. Indique, justificando convenientemente, se as afirmagdes sdo verdadeiras ou
falsas.

(@) Seja T : My xn(R) — M,ym(R) a transformagao tal que T(A) = AT. Entdao T
é linear.
(b) Seja Ty : R* — R? a transformagéo linear que define a projecdo sobre o eixo

Oy e seja Ty : R? — R? a transformagéo linear que define a projecao sobre o
eixo Ox. Entdao T ) o1, = 15 o Tj.

1. Sejam T} : R? — R* e T : R* — R? as transformagdes lineares definidas por:
Ti(z,y) = (x+9,0,0,x + y) e Tr(a,b,c,d) = (a+ d, —a — d).
(@) Determine:

(i) Nuc(1y). (ii) uma base de Im(7}).

(b) Indique, justificando, se T} é injetiva e se é sobrejetiva.

(c) Caracterize matricialmente, caso estejam definidas, as transformacdes 7} o 75
e T2 ¢} Tl'
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2. Indique, justificando convenientemente, se as atirmagdes sdo verdadeiras ou
falsas.

(a) A transformagdo T : R* — My,»(R) definida por T'(z,y, z, w) = [ g ’3)| ] é
linear.
(b) A transformacéo linear 7' : R? — R? definida por:
T(z,y) = <\/§x —y,r+ \/§y>
define uma rotacdo plana de 30° em torno da origem O.
(c) Seja T : R* — R? a transformagéo linear definida por:
T(x,y,2)= B+ z,2+y, -3y +2).

Entao T é invertivel.

1. Considere o subespago vetorial S = {(z,y,2) ER*: =2z +y+z2=0}deR%*ea
transformacdo linear 7' : Ma,»(R) — R? definida por:

T(ab

c
-1 1

) = (a+b,2a+d,2b—d).

(a) Verifique se u = € Nuc(T).

(b) Determine Nuc(T').

(c) Determine uma base B para Nuc(T').

(d) T éinjetiva? Justifique.

(e) (1,1,1) € Im(7")? Justifique.

(f) Mostre que Im(7) = S.

(g) Determine uma base A para Im(7").

(h) Justifique se 1" é sobrejetiva.

2. Indique, justificando convenientemente, se as afirmacdes sdo verdadeiras ou
falsas.
(a) A transformagdo linear 7' : R®* — R? definida por:

T(x,y,2) = 2z, +y,y+2)

é invertivel.
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(b) Sejam 7} a transformagdo linear que define uma rotacdo de 180° em torno da
origem O e T, a transformagcdo linear que define a reflexdo em relacdo a reta

y = z. Entdo as matrizes canénicas de T} e de T5 sdo comutaveis.

» Solucdes dos Testes

1. (@) u € Nuc(7T') pois T'(u) = (0,0,0).

(b) Nuc(T) = {(z,—z,—z,w):z,w e R}, uma base de Nuc(7) pode ser
A={(1,-1,-1,0),(0,0,0,1)} e dim Nuc(T) = #A = 2.

() u' ¢ Im(T).
(d) Im(7T") = {(a,b,a —b) : a,b € R}.
(e) T'ndo é injetiva nem é sobrejetiva.

2.(a) f é uma reflexdo em relacdo ao eixo Oz, g é uma ampliagdo de fator 2

em relacdo ao eixo Oz e h é uma reflexdo em relacdo a origem O. Assim,

1 0 2 0
f: R* - R? com M; = ,g: R* - R? com M, = e
0 —1 0 1
-1 0
h:R? = R? com M, = .
0 -1
b) Considerando 7 = hogo ftem-se T : R? — R? e My = 20 uma vez
(b) g 0

que My = MyM,M;, ou seja
-1 —
My — 0 2 0 Lo ] _ 2 0
0 -1 0 1 0 —1 0 1

~1
—2 —1/2
(c) Como My = [ 0 ] = [ / (1) ] entio 7' :R? - R? e

0 1 0
—-1/2 0
MTfl - [ O/ 1 ]

3. (a) E uma afirmacio falsa pois considerando a transformacao

T Yy 2
= 0,0,0
ZUJ]) ('Iaa?)

T : Myyo(R) — R* definida por T (
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ndo é linear. De facto, considerando por exemplo u = ] eN= -2
tem-se 7'(—2u) = (4,0,0,0) # (—2,0,0,0) = =27 (u).

(b) Por exemplo, tem-se (1,0,0) ¢ Im(T") pelo que T ndo é sobrejetiva. Logo, a
afirmacao é verdadeira.

1. (@) Como Nuc(T') = {(—3w, 3w, w,w) : w € R} entdo uma base de Nuc(7") pode
ser {(—3,3,1,1)} pelo que dim Nuc(7') = 1.

(b) T nao é injetiva porque dim Nuc(7') =1 # 0.
(c) Pelo teorema das dimensodes tem-se

dim Im(T) = dim R* — dim Nuc(T) =4 — 1 = 3.

(d) T ndo é sobrejetiva porque dim Im(7) = 3 # 4 = dim R*.

0 —1/2
2. Myr = .
(a) Mr 2 0 ]
(b) A imagem éo reténgulo definido pelos pontos O, A, B"e (', onde
T(OA) = T(1,0) = (0, OA’ (OB) = — (=2,2)= OB,

T(OC) = T(0,4) = (— , ) oYl
(c) Rotagdo de angulo 90° em torno da origem O, seguida de uma contragdo de

1
fator 5 em relacdo ao eixo Ox e de uma ampliacdo de fator 2 em relacdo ao
eixo Oy.

3. (a) Tem-se
» sejam A;, Ay € Msyo(R) e assim

» sejam A € Msy2(R) e a € R e assim
T(aA) = (a¢A)B = a(AB) = oT(A).

Logo T' é uma transformacao linear, pelo que a afirmagdo é verdadeira.

b) My = | - - | sendo as colunas desta matriz as imagens, por 7', dos vetores
g p
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de base de E. Como o nimero de colunas é igual a 2, a base de E tem 2
vetores, logo dim £ = 2. A imagem de cada vetor de base tem 3 componentes,
logo dim E" = 3. A afirmagcdo é falsa.

1. (@) u € Nuc(7T') pois T'(u) = (0,0,0).

00 :b,c € R ) entdo A = vl , 00
c —b 0 —1 1 0

é uma base de Nuc(7') e dim Nuc(T') = #A = 2.

(b) Como Nuc(T') = {

(c) T ndo é injetiva pois dim Nuc(7') = 2 # 0.
(d) w ¢ Im(T).

(e) Como Im(T) = {(x,y,2x) : x,y € R} entdo B = {(1,0,2),(0,1,0)} é uma base
de Im(7") e dimIm(7") = #B = 2.

(f) T nao é sobrejetiva uma vez que dimIm(7) = 2 # 3 = dimR? ou porque

Tm(T) # R3.
(g) Como 7' ndo é bijetiva entdo 7' ndo é invertivel.
2. (a) T(OA) = T(2,0) = (V3. 1) = OA,
T(OB) = T(2,1) = (V3+14-1) _ 0B

S
T(OC) = T(0,1) = (%, V;) —0C"e
A imagem é o retangulo definido pelos pontos O, A’, B" e C".
(b) Rotacdo de angulo —30° em torno da origem O.
3. (a) Tem-se
» sejam A, B € M,,«,(R) e
T(A+B)=(A+B)T = AT + BT =T(A) + T(B).
» sejam A € M,,.,(R) e @ € R eassim
T(aA) = (aA)! = aAT = aT(A).

Logo T' é uma transformacao linear, pelo que a afirmacao é verdadeira.
0 0 10
(b) Uma vez que My, = [ 01 ] e Mr, = [ 00 ] entdo
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00
My Mr, = [ 0 0 ] = My, Mr,

pelo que a afirmagdo é verdadeira.

1. (@) (i) Nuc(Ty) = {(x,—x) : v € R}.
(ii) Como Im (7}) = {(a,0,0,a) : a € R} entdo B = {(1,0,0,1)} é uma base de

(b) T ndo é injetiva nem sobrejetiva.

(c) As matrizes candnicas de 77 e de 75 sdo, respetivamente,

11
00 1 00 1
n 00 = [—100—1]
11
e assim
11 0000
00 1 00 1 0000
Mo: e :O
et 00 —100—1] 0000 e
11 0000

e portanto, T} o Ty : R* — R* com Myz,o7, = Oyxs-

Uma vez que

1 00 1
MT2OT1:[ ]

-1 0 0 -1

—_ o O ~
—_— o O &~
I
1
|
by N0
|
by B9
| I |

2 2
entao T2 o Tl :R? = R? com MT20T1 = [ 9 9 ] .

2. (a) Considerando o = —1eu=(0,0,0,1) tem-se

T(au):lo 0];&[0 01 2 arq)

0 1 0 -1

pelo que T nédo é linear. Portanto, a afirmacdo é falsa.
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(b) Uma rotagdo plana de 30° em torno da origem O é definida por

V3/2 —1/2 [x]_ V3/2x—1/2y b V3x—y
12 V32| lv]l 122432y r+ 3y

e portanto, a afirmacao é falsa.

3 0 1
(c) IMrl=1]1 1 0 |=0, peloque T nao é invertivel e a afirmagdo é falsa.
0 =3 1

1. (a) u ¢ Nuc(7T') pois T'(u) = (0, —4,4) # (0,0,0).

(b) Nuc(T):{[Z __2aa] :a,ceR}.
1 -1 0 0
oo {221 32)

(d) T nao é injetiva pois Nuc(7") # { [ v ] }

0 0

1]) —(1,1,1).
) —

(g) Como S = {(z,2x — z,2) : x,z € R} entdo A = {(1,2,0), (0,—1,1)}.

(e) (1,1,1) € Im(T) pois T’ (

(h) T n&o é sobrejetiva pois Im(7") # R®.

2.(a) |Mr| = = 2 # 0logo T é invertivel. A afirmacao é verdadeira.

S =N
_ = O
_ o O

(b) As matrizes canénicas de 7} e de 75 sdo, respetivamente,
-1 0 01
= e M =

—1 1 —1
pelo que My, My, = [ 0 ] [0 ] = [ U ] = My, My, , ou seja,

| cos(m) —sin(m)
Mr, = [ sin(m)  cos(m)

0 -1 10 -1 0

My, e Mr, sdo comutaveis, donde a afirmacgdo é verdadeira.

294
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Proprios

1. Considere a matriz A = )

0

o O N O
o W o =
_ o O O

(a) Mostre que o vetor v = (0,0, 0, 1) é vetor préprio de A.
(b) Mostre que S = {v € R* : (A — 2I,)v = Oy } tem dimens&o igual a 2.
(c) Determine as multiplicidades algébricas dos valores préprios de A.
(d) A éinvertivel? Justifique, atendendo aos valores préoprios de A.

2. Mostre que a reflexdo em relagdo a reta y = x tem valores préprios 1 e —1.

2 —1 2 T
1. Considereasmatrizes A= | 0 1 2 |eX =
0 1 0 z

(a) Mostre que os valores proprios de A sdo —1 e 2 e indique as respetivas

multiplicidades algébricas.

T
(b) Verifique que o sistema (A — 2/5)X = [ 000 ] admite como conjunto

solugdo S = {(x,y,2) € R®: y — 22 = 0}.

(c) Indique, justificando, o subespago préprio associado ao maior valor préprio
de A.

(d) Mostre que A é diagonalizdvel e determine as matrizes P e D tais que
P71AP = D.

2. Seja A uma matriz de ordem 2, com valores proprios reais, tal que tr (4) = 8 e
|A| = 12. Determine os valores proprios de A.
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1. Considere a matriz A =

S = O =
o O NN O
S = O =
N O O O

(a) Determine os valores proprios de A.

(b) Determine a dimensao do subespaco préprio de A associado ao valor préprio
A=2.

(c) Mostre que A é diagonalizavel e determine as matrizes P e D tais que
PTAP = D.
2. Seja A uma matriz de ordem 6, com valores préprios reais, que satisfaz as condi-
goes:
¢ tem 2 valores préprios distintos.
* ndo é invertivel.
* 0s seus valores proprios tém multiplicidades algébricas iguais.
e S={veRb: (A+2I)v=_0sx} tem dimensio 3.

Mostre que o trago de A é igual a —6.

1 3
1. Considere a transformacao plana 7" cuja matriz canénica é M = L ] eo

triangulo cujos vértices sao A = (1,—1), B= (3,1) e C = (0, 2).
—
(a) Determine as imagens por 7" dos vetores O 4, OB e O?, sendo O a origem do
referencial.
(b) Represente geometricamente o tridngulo e a sua imagem por 7.

—
(c) Atendendo as alineas anteriores, indique, justificando, quais dos vetores O A,
OB e OC sio vetores proprios de T'.

(d) Mostre que A é diagonalizdvel e determine as matrizes P e D tais que
P7'AP = D.
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2. Seja A uma matriz de ordem 4 com valores préprios A = 0 (com multiplicidade
geométrica 2) e A = 1 (com multiplicidade algébrica 2).

Indique os possiveis valores para a multiplicidade algébrica de A = 0 e para a
multiplicidade geométrica de A = 1.

1. Considere a matriz real A =

o O O O o FF

o O O O F o=
o O O FT o= =
O O T =
e e e
T e =

Sabendo que os nimeros reais k + 1, k — 1 e k sdo valores proprios de A:

(a) determine a dimensdo do subespago préprio associado ao valor préprio k.
(b) mostre que o polinémio caracteristico de A é p(\) = (k — A\)*[(k — \)? — 1].
(c) determine a multiplicidade algébrica de cada valor préprio de A.
)

(d) verifique se a matriz A é diagonalizavel.

2. Considere a matriz A =

— = =
N NN
W W w

Indique, justificando, os valores proprios de A e as respetivas multiplicidades
algébricas.

» Solu¢des dos Testes

1. (a) Como
0 010 0 0 0
0 200 O |0 ] 0
-2 030 0 0 0
0 0 0 1 1 1 1

entdo v é vetor préprio associado ao valor préprio A = 1.
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(b) Como
-2 01 0 x 0
0 00 O Y 0 z =2
= &
-2 01 0 z 0 w=20
0 0 0 —1 w 0

entdao S—o = {(x,y,22,0) : z,y € R} e dim S)—y = 2.

(c) A matriz A é de ordem 4, logo tem 4 valores préprios. Pela alinea (a), 1 é valor
proprio e pela alinea (b), 2 é valor préprio com multiplicidade algébrica igual
ou superior a 2. Como o trago de A é igual a soma dos seus valores préprios
tem-se

tr(A) =2+24+14+A0+24+3+1=5+A
ou seja, o valor préprio em falta é 1.

Conclui-se que m,(1) =2 em,(2) = 2.

(d) Sim, visto que |A| =4 # 0.

. L ~ 101 - o
2. Uma vez que a matriz candnica da reflexdo é Lo entdo o polinémio

caracteristico é p(\) = \* — 1 e assim os valores proprios sdo 1 e —1 pois sdo as
raizes de p.

1. (@) Como p(A) = —(A+ 1) (A — 2)? entdo —1 e 2 sdo os valores proprios de A com
ma(—1) = 1emy(2) = 2.
(b) —
(c) Como o2 é o maior valor préprio de A entdo o subespaco préprio associado é
o subespaco vetorial S da alinea anterior.
(d) Como m,(2) =2 = m,(2) entdo A é diagonalizdvel. Uma vez que
Sxhe2 = {(2,22,2) .,z € R} = ger {(1,0,0),(0,2,1)}
Sye—1 ={(z,z,—x):x € R} =ger{(1,1,—-1)}

entao
-1 1 0 -1 0 0
P=1] -1 0 2 e D= 0O 20
1 0O 0 2
2. 0=2eA=6.
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1. (a) Como p(\) = A (A—2)? entdo 0 e 2 s&o os valores proprios de A com m,(0) =1
e my(2) = 3.

(b) m,(2) = 3 pois Sy = {(z,y,z,w) : x,y,w € R}.

(c) Como my(2) = 3 = m,(2) entdo A é diagonalizavel.

V2/2  V/2/2 0 0 0000
o 0 0 10| ,_]0200
—/2/2 V/2/2 0 0 0020
0 0 01 000 2

2. Como —2 e 0 sdo os valores préprios de A com m,(—2) = my(—2) = 3 entdo
tr(A)=-2-2-2+40+0+0=—6.

1. (a) Tem-se
> T ((ﬁi) —T(1,-1) = (—2,2) = OA"

> T ((ﬁ) —T(3,1) = (6,2) = OB
> 7(0C) =T(0,2) = (6,-2) = oc’.
(b) A imagem é o tridngulo definido pelos pontos A’, B" e C".

(c) Tem-se
> T(O—zzl) =T(1,-1) = (-2,2) = 204 — OA é vetor proéprio de T
associado ao valor préprio A = —2.

> T (@) =T7(3,1) = (6,2) =2 OB — OB é vetor proprio de 7" asso-ciado
ao valor préprio A = 2.

» T (O?) =1T7(0,2) = (6,—2) # A(0,2),V X € R, ou seja, OC' ndo é vetor
proépriode 7.

(d) Como A tem dois valores préprios distintos entdo é diagonalizavel.

1 _
3 oD — 2 0 .
-1 1 0 2

2. Dado que 2 = m,(0) < m,(0), my(1) = 2 e my(0) + my(1) = 4 entdo m,(0) = 2.

Tendo em conta que 1 < m,(1) < m,(1) =2 entdo my(1l) =1V m,(l) = 2.
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1. (a) my(k) = 1.
(b) —
(€ ma(k) =4, mo(k+1)=1emy(k—1)=1.
(d) Como m,(k) # m,(k) entdo a matriz A ndo é diagonalizavel.

2. Como A tem linhas iguais entdo |A| = 0, pelo que 0 é um valor préprio. Aten-
dendo a que Sy—y = {(—2y — 32,9, 2) : y, 2z € R} entdo m,(0) = dim Sy—¢p = 2, 0
que implica que m,(0) > 2. Uma vez que a matriz A é de ordem 3 entdo tem 3
valores préprios. Como o trago de A é a soma dos seus valores préprios entdo o
outro valor préprio é 6. Portanto, m,(0) = 2 e m,(6) = 1.
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